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Uvod

Tento text je urcen zejména pro studenty predmétu ,M5VMO5 Statistické modelovani®.
Jde o nadstavbovou ¢ast zakladniho kurzu pravdépodobnosti a matematické statistiky ,,Spo-
jité modely a statistika B, ktery je vychozim pro dalsi teoretické i aplikacné zameétené
stochastické predméty.

Kurz nejprve obsahuje zéaklady popisné statistiky a prizkumovou analyzu dat. Zabyva se
vlastnostmi bodovych odhadii, zejména nestrannosti a konzistenci. Zminka je téz o interva-
lovych odhadech parametrti, predevsim normalniho rozdéleni a také o odhadech zalozenych
na centralni limitni vété. V navaznosti na tuto problematiku kurz pokracuje testovanim hy-
potéz. V dalsi ¢asti jsou probrany obecné zaklady regresni a korela¢ni analyzy. Na ty pak
kurz navazuje klasickym linedrnim regresnim modelem, kde je kladen diiraz zejména na od-
had neznamych parametrt a testovani hypotéz o téchto parametrech. Jako specialni priklad
linearnich regresnich modelti je dale podrobnéji studovana analyza rozptylu. V dalsi casti
jsou tvahy rozsifeny na zobecnéné linedrni modely (tzv. ,GLM modely*). Zejména se jedna
o popis zakladnich komponent model a aplikaci GLM modeli v konkrétnich ptipadech.
Zavér kurzu se jesté vénuje modelovani zavislosti mezi kvalitativnimi proménnymi.

Podstatna ¢ast textu byla prevzata ze zdroji [3, 6, 7] a také z vyukovych materidla dr.
Forbelské k predméttim ,,Linearni statistické modely I, I a ,,Zobecnéné linearni modely“.
Vétsina tvrzeni je uvedena bez ditkazi, ty lze nalézt ve vysSe uvedenych zdrojich. Zkoumana
problematika je demonstrovana na prikladech se snahou o lepsi srozumitelnost textu. Pro
vice ptrikladl odkazujeme studenty na cviceni k tomuto kurzu.

Zavérem bych rad podékoval RNDr. Marii Budikové, Dr. a RNDr. Marii Forbelské, Ph.D.
za poskytnuté studijni materidly a za cenné rady a pripominky k tomuto textu.

Jan Kolacek
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KAPITOLA 1

Prizkumova analyza jednorozmeérnych dat

Zakladni informace

(1) V nésledujici kapitole se budeme zabyvat priizkumovou analyzou jednorozmérnych
dat. Popiseme funkcionalni a ¢iselné charakteristiky datového souboru a uvedeme
zékladni diagnostické grafy.

(2) Predpoklada se znalost pouze nejzakladnéjsich pojmu z teorie pravdépodobnosti,
napt. ndhodné veli¢ina.

Vystupy z vyukové jednotky
Studenti

e umi spocitat a graficky znazornit bodové rozlozeni cetnosti
umi spocitat a graficky znazornit intervalové rozlozeni cetnosti
umi spocitat a interpretovat zadany kvantil

vypocitaji a interpretuji primeér a rozptyl

umi popsat a vysvétlit krabicovy diagram

umi vykreslit a interpretovat N-P, Q—Q a P—P plot

1. Motivace

Prizkumova analyza dat je odvétvi statistiky, které pomoci rtiznych postupt odhaluje
zvlastnosti v datech. Pri zpracovani dat se casto pouzivaji metody, které jsou zalozeny na
predpokladu, ze data pochézeji z néjakého konkrétniho rozlozeni, nejcastéji normalniho.
Tento predpoklad nemusi byt vzdy splnén, protoze data

e mohou pochézet z jiného rozlozeni
e mohou byt zatizena hrubymi chybami
e mohou pochéazet ze smési nékolika rozlozeni.

Proto je dtlezité provést prizkumovou analyzu dat, abychom se vyvarovali neadekvatniho
pouziti statistickych metod.

Poznamka 1.1. VétSina textu v této kapitole byla pfevzata z [3]. Pro podrobnéjsi studium
tohoto tématu proto odkazujeme na tento zdroj.

2. Funkcionalni charakteristiky datového souboru

2.1. Oznaceni. Na mnoziné objektt {¢1, ..., e, } zjistujeme hodnoty znaku X . Hodnotu
znaku X na objektu ¢; oznacime x;,7 = 1,...,n. V teorii pravdépodobnosti se jim také rika
realizace nahodné veliciny X. Tyto hodnoty zaznamename do jednorozmérného datového
souboru:

x = (21,...,2,)".

Usporadané hodnoty (1) < xo) < ... < ) tvoil usporaddany datovy soubor:

Xy = (I(l), o ,l‘(n))/.
Vektor
XH = (afm, .. ,LE[T])/,
kde zp) < ... <y, 7 < n, jsou navzajem rizné hodnoty znaku X, se nazyva vektor variant.

3
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2.2. Bodové rozloZeni ¢etnosti. Je-li pocet variant maly, pfifazujeme cCetnosti jed-
notlivym variantdm a hovorime o bodovém rozlozeni ¢etnosti.
Zavedme tzv. indikator mnoZiny predpisem:

o= {3 255

DEFINICE 2.1. Pro datovy soubor x = (x1,...,2,)" definujeme nasledujici pojmy
e absolutni ¢etnost varianty z;:

ny =Y Iy (@)
=1

e relativni cetnost varianty xz;:
nj

ijg

e absolutni kumulativni ¢etnost prvnich j variant:
Nj:n1+...+nj
e relativni kumulativni ¢etnost prvnich j variant:

N

e Cetnostni funkce:

p; prox =z, j=1,...,71
p(l’):{] - (4]
0 jinak

e empiricka distribucéni funkce:

Poznamka 2.2. Absolutni ¢i relativni ¢etnosti znazoriiujeme graficky napi. pomoci sloup-
kového diagramu ¢i polygonu cetnosti.

Priklad 2.3. U 30 domacnosti byl zjisfovan pocet ¢lent.

Pocet ¢lenu 1 23 4 5 6
Pocet domécnosti 2 6 4 10 5 3

Vytvorte tabulku rozlozeni ¢etnosti. Nakreslete grafy cetnostni funkce a empirické distribuc¢ni
funkce. Déle nakreslete sloupkovy diagram a polygon ¢etnosti poc¢tu ¢lenit domécnosti.

Reseni. Tabulka rozloZeni ¢etnosti:
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1 2 2/30 2 2/30
2 6 6/30 8 8/30
3 4 4/30 12 12/30
4 10 10/30 22 22/30
5 5 5/30 27 27/30
6 3 3/30 30 1
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hodnoty ¢etnostni funkce
6
Il
hodnoty empirické distribu¢ni funkce
0.2
1

T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 7

pocet Elend domacnosti pocet ¢lend doméacnosti

Obr. 1: Graf ¢etnostni funkce Obr. 2: Graf empirické distribu¢ni
funkce

10
|

pocet pozorovani
pocet pozorovani
6
|

| N/ NN

1 2 3 4 5 6 4 5 6
pocet &lenti domécnosti potet &lenti domacnosti
Obr. 3: Sloupkovy diagram Obr. 4: Polygon cetnosti

Piislusné grafy jsou na Obr. 1 az Obr.4.

2.3. Intervalové rozlozZeni Cetnosti. Je-li pocet variant velky, pfifazujeme Cetnosti
nikoli jednotlivym variantdm, ale t¥idicim intervaltim (uq, us), . .., (4, u,41) a hovofime o in-
tervalovém rozlozeni cetnosti. Nazvy cetnosti jsou podobné jako v bodé 2.2. Stanoveni poctu
ttidicich intervalt je dosti subjektivni zalezitost. Casto se doporucuje volit r blizké /n.
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DEFINICE 2.4. Cetnostni hustota j-tého t¥idiciho intervalu je definovdna vztahem

o
fi=g

kde p; jsou relativni ¢etnosti v jednotlivych intervalech a d; = u;;; —u;. Soustava obdélnikt

sestrojenych nad tfidicimi intervaly, jejichz plochy jsou rovny relativnim ¢etnostem (a vysky
tedy Cetnostnim hustotdm), se nazyva histogram.

DEFINICE 2.5.
e hustota Cetnosti:

o) = fi prou; <z <wujy, j=1,...,r
0 jinak
(grafem hustoty ¢etnosti je schodovita ¢ara shora omezujici histogram)
e Intervalova empiricka distribu¢ni funkce:

F(z) = / F()dt.

Priklad 2.6. U 70 domaécnosti byly zjistovany tydenni vydaje na nealkoholické napoje
(v K¢).

Vydaje (35,65) (65,95) (95,125) (125,155) (155,185) (185,215)
Pocet doméacnosti 7 16 27 14 4 2

Sestavte tabulku rozlozeni ¢etnosti, nakreslete histogram a graf intervalové empirické distri-
buc¢ni funkce.

ReSeni. Tabulka rozlozeni ¢etnosti

(uj,ujpr) nj  pj fi N B

(35,65) 7 7/70 7/2100 7 7/70
(65,95) 16 16/70 16/2100 23 23,70
(95,125) 27 27/70 27/2100 50 50/70
(125,155) 14 14/70 14/2100 64 64/70
(155,185) 4 4/70 4/2100 68 68/70
(185,215 2 2/70 2/2100 70 1

3. Ciselné charakteristiky datového souboru

3.1. Znaky nominalniho typu. Nominalni skéila klasifikuje objekty do urcitych pre-
dem vymezenych t¥id ¢i kategorii. Hodnoty v nominalni skale se daji vyjadrit slovné a mezi
riznymi hodnotami neni definovano zadné usporadani. Pokud jsou hodnoty nominalni skaly
nékdy oznacovany Ciselné, méjme na paméti, ze toto ¢islo je pouze jakousi zkratkou (kédem)
slovni hodnoty. O znacich méfenych v nominalni skale hovorime jako o znacich nominélniho
typu.

Priklad 3.1. Piiklady znakt nominélniho typu mohou byt napf.:
e pohlavi (s moznymi hodnotami muzské, zenské)
e barva o¢i (modré, hnéda, cernd)
e vysledek 16¢by (uzdraven, zemfel)
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1.0

N

0.6

0.4

hodnoty ¢etnostni hustoty

N

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012
1
hodnoty intervalové empir. distrib. funkce

\

[ T T 1 [ T T T T T T T 1
50 100 150 200 5 35 65 95 125 155 185 215 235

vydaje vydaje

Obr. 5: Histogram Obr. 6: Graf intervalové empirické dis-
tribu¢ni funkce

e narodnost (Ceskd, slovenskd, polské, némecka, ...)

DEFINICE 3.2. Charakteristikou polohy je modus — nejcetnéjsi varianta ¢i stied nejcetnéj-
stho intervalu. (Modus je jedinéd charakteristika polohy vhodna pro nominélni veli¢iny).

3.2. Znaky ordinalniho typu. Znaky ordinalniho typu lze podle sledované vlastnosti
nejen rozlisovat, ale také usporadat ve smyslu vztaht ,,je vétsi, ,,je mensi“ nebo ,,predchazi®,
yhasleduje®, aniz bychom vsak byli schopni vyjadrit ¢iselné vzdalenost mezi vétsim a mensim
¢i mezi predchazejicim a nasledujicim.

Priklad 3.3. Znaky ordinalniho typu mohou byt napft.:

e dosazené vzdélani (zdkladni, stfedni, vysokoskolské)

prospéch ve skolnim predmétu (vyborné, velmi dobte, dobie, nevyhovél)

distojnickd hodnost (podporucik, poruéik, nadporucik, kapitan, ...)

stav pacienta (vyléfen, remise, recidiva)

hodnoceni funkce technickych zafizeni (stupné zavaznosti poruchy jaderné elek-

trarny)

ohrozeni povodni (stupné povodiiové aktivity)

e hodnoceni postoji v sociologickych priizkumech (Skdla ma hodnoty napf. souhlasim,
spise souhlasim, spiSe nesouhlasim, nesouhlasim)

e Cetnost vyskytu (Casto, obcas, ziidka, nikdy)

Vhodnou charakteristikou polohy je a-kvantil.

DEFINICE 3.4. Je-li a € (0;1), pak a-kvantil z, je ¢islo, které rozdéluje usporadany datovy
soubor na dolni tsek, obsahujici aspon podil a vsech dat a na horni tisek obsahujici aspon
podil 1 — « vSech dat.

NAvoD 3.5. Pro vypodet a-kvantilu slouzi algoritmus:

/ 7 x Cc +m (&
celééisloc = x, = 295

no =
necelé ¢islo = zaokrouhlime nahoru na nejblizsi celé ¢islo ¢ = x, = x()
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OzZNACENI. Pro specidlné zvolend o uzivame nazvi:
® To50 — medidn

Zo,25 — dolni kvartil

Zo,75 — horni kvartil

Zo,1,---, L9 — decily

® Z001,.--,%099 — Percentily.

Jako charakteristika variability slouzi kvartilova odchylka: ¢ = z¢ 75 — 2 25.
Priklad 3.6. Béhem semestru se studenti podrobili pisemnému testu z matematiky, v némz

bylo mozno ziskat 0 az 10 bodi. Vysledky jsou uvedeny v tabulce:

Pocet bodu 0123 4 5 6 7 & 9 10
Pocet studenta 1 4 6 7 11 15 19 17 12 6 3

Zjistéte modus, median, 1. decil, 9. decil a kvartilovou odchylku poc¢tu bodi.

ResSeni. Modus je nejéetnéjsi varianta znaku, v tomto piipadé tedy 6. Pro vipocet kvantili

musime znéat rozsah datového souboru: n=1+4+---4+3 = 101.
Vypocty usporadame do tabulky.

« noa o C Ty = I
0,50 50,5 51 6
0,10 10,1 11 2
0,90 90,9 91 8
0,25 2525 26 4
0,75 75,75 76 7

Kvartilova odchylka: ¢ =7 —4 = 3.

3.3. Znaky intervalového a pomérového typu. U znakl intervalového typu lze
stanovit vzdalenost mezi hodnotami méfené veli¢iny. Je zde definovana jednotka méfent,
avsak nula je definovana pouze relativné. To nam dovoluje proto pocitat s rozdily namétrenych
hodnot, nikoliv s jejich podily. Typickym prikladem je teplota, ktera se d4 métit v rtiznych
stupnicich (Celsiova, Fahrenheitova).

U znakt pomérového typu lze uréit nejen rozdily (intervaly) mezi hodnotami, ale i podily
hodnot, nebot tyto znaky maji nulu stanovenu absolutné a jednoznac¢né.

DEFINICE 3.7. Aritmeticky pramér z:

S|

Z==) (1)
i=1
U pomérovych znaki, které nabyvaji pouze kladnych hodnot, lze pouzit geometricky
prameér:

Yy Xy (2)

Oba dva priuméry jsou charakteristikou polohy.
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DEFINICE 3.8.

(1) rozptyl:
# =Ly —ap ®)
i=1
(2) smérodatna odchylka:
s=Vs? (4)
(3) koeficient variace (pro pomérové znaky):
s
= ()

VSechny uvedené charakteristiky jsou charakteristikami variability datového souboru

=13

Poznamka 3.9. Rozptyl se zpravidla poc¢ita podle vzorce s?

3I>—‘

DEFINICE 3.10. Zname-li absolutni ¢i relativni cetnosti variant zy, ..., z), miZeme spo-

¢itat vazeny prumeér:
(6)

= - anx[]]

nebo vazeny rozptyl:
? (7)

1 _
5 = - > njlay — )
=1

Poznamka 3.11. Vazeny rozptyl se zpravidla pocita podle vzorce s* = % Z x[ ]

Aritmeticky primér a rozptyl jsou specidlni pripady tzv. momenti. V nasledujici definici
obecné zavedeme k-ty pocatecni a centralni moment.

DEFINICE 3.12.
e k-ty pocateéni moment:

e k-ty centralni moment:
1 o "
=— i — , kdek=1,2,...
my = E (x; —m) e

Pomoci 3. a 4. centralniho momentu se definuje sikmost a $picatost

DEFINICE 3.13.

e Sikmost: m
3

a3 = — 10)

s3 (

Sikmost mé¥i nesoumérnost rozlozeni ¢etnosti kolem prémeéru
e Spicatost:
My

Oy = ? -3 (11)

Spicatost méfi koncentraci rozloZeni éetnosti kolem préiméru
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Priklad 3.14. Pro udaje z Ptikladu 2.3 vypoctéte prumér a rozptyl poctu ¢lenti doméacnosti.
Reseni.

T=3(1"24+2-6+3-44+4-10+5-5+6-3) = = 3,63

= L(12.2422.6+4+32-4442-10+5% -5+ 62-3) — (122)* = 1169 _ 1 965

V)
[\

Priklad 3.15. Necht 7 je priimér a s? rozptyl hodnot zy,...,z,. Necht a,b jsou realné
konstanty. Polozme y; = a + bx;,i = 1,...,n. Vypoctéte primér i a rozptyl s3 hodnot

Y1,y Un

Reseni

?Z%Zin%Z(a—f—bxl)—a—kb sz—a—i—bx
=1 i=1 =1

F=33 =) = EX (ot bn—a—be)’ = LY (- 2" = st
i=1 i=1 i=1

4. Diagnostické grafy

4.1. Krabicovy diagram (Box plot). Umoziuje posoudit symetrii a variabilitu da-
tového souboru a existenci odlehlych ¢i extrémnich hodnot. MuzZete se setkat i z ndzvem box
plot.

DEFINICE 4.1. Krabicovy diagram je specifikovan témito pojmy:
Dolni vnitini hradba:

Zo25 — 1,5q
Horni vnitini hradba:
Zo,75 I 1, 5q
Dolni vnéjsi hradba:
To25 — 3¢
Horni vnéjsi hradba:
To75 + 3¢

Odlehla hodnota je hodnota, ktera lezi mezi vnitinimi a vnéjsimi hradbami. Extrémni
hodnota je hodnota, ktera lezi za vnéjsimi hradbami.

ZPUSOB KONSTRUKCE 4.2. Zpisob konstrukce krabicového diagramu je zfejmy z nasledu-
jicitho obrazku.

dolni kvartil horni kvartil
Zo.25 Zo.75

|

|

} J

=0 ol . = F-*-g------ o o o
!

!

‘ odlehla pozorovani

horni vnitini hradba
To.7s + 1.5 q

median
Zo.5

Priklad 4.3. Pro data z Prikladu 2.3 sestrojte krabicovy diagram.

Reseni. Rozsah souboru n = 30. Vypoéty potfebnych kvantiléi usporddame do tabulky.
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« no Cc Lo
0,25 7,5 8 ZL’(C) = CL’(g) 2
0,50 15 15 Zuaffue 4
0,75 22,5 23 JZ(C) = (E(gg) 5

gq=5—-2=3

Dolni vnitini hradba: xg95 —1,5¢ =2 —1,5.3 = =2,5
Horni vnitini hradba: zo75 +1,5¢ =5+1,5.3=19,5
Krabicovy graf je znazornén na Obr. 7.

Obrazek 7: Krabicovy diagram

4.2. Normal probability plot (N-P plot). Umoziuje graficky posoudit, zda data
pochézeji z normalniho rozlozeni.

ZPUSOB KONSTRUKCE 4.4. N-P plot konstruujeme tak, Ze na vodorovnou osu vynasime

usporadané hodnoty z(;) < --+ < z(,) a na svislou osu kvantily normalniho rozdéleni u,,
kde _
o — 37 —1
I 3n+1
Poznamka 4.5. Jsou-li nékteré hodnoty z(;) < --- < () stejné, pak za j bereme primérné

poradi odpovidajici takové skupince.

Poznamka 4.6.

e Pochazeji-li data z normalniho rozlozeni, pak budou vsechny dvojice (x(j), uaj) lezet
na primce.

e Pro data z rozlozeni s kladnou sikmosti se budou dvojice (m(j), uaj) fadit do konkavni
kiivky.

e Pro data z rozlozeni se zapornou Sikmosti se budou dvojice (a:(j),uaj) radit do
konvexni krivky.

Priklady N-P plotu pro jednotlivé pripady jsou v c¢asti 4.6.
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4.3. Quantile — quantile plot (Q-Q plot). Umozriuje graficky posoudit, zda data
pochézeji z néjakého znamého rozlozeni.

ZPUSOB KONSTRUKCE 4.7. Q—Q plot konstruujeme tak, Ze na svislou osu vynasime uspora-
dané hodnoty x(;y < --- < 2(,) a na vodorovnou osu kvantily K, (X) vybraného rozlozZeni,

kde .

. J— Tadj

N+ Nag

pricemz rqq; a ngq jsou korigujici faktory < 0,5. Implicitné se klade rqq; = 0,375 a ngq =
0,25. Pokud vybrané rozlozeni zavisi na néjakych parametrech, pak se tyto parametry
odhaduji z dat, nebo se voli na zakladé teoretického modelu. Body (K, (X), z(;)) se metodou
nejmensich ¢tvercii prolozi pifmka. Cim méné se body odchyluji od této piimky, tim lepsi
je soulad mezi empirickym a teoretickym rozlozenim.

O

Poznamka 4.8. Jsou-li nékteré hodnoty z(;) < --- < () stejné, pak za j bereme priimérné
poradi odpovidajici takové skupince.

Priklad 4.9. Desetkrat nezévisle na sobé byla zméfena jistd konstanta. Vysledky méfeni:
2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2
Pomoci N-P plotu a Q—Q plotu ovérte, zda se tato data ridi normalnim rozlozenim.

Reseni.
usp.hodnoty 1,8 1,8 19 2 2 21 21 22 23 24
poradi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
prumérné poradi 1,5 1,5 3 45 45 65 65 8 9 10
e N-P plot:

Jj=1(1,5; 3; 4,5; 6,5; 8; 9; 10)
a; = 351 = (0,1129; 0,2581; 0,4032; 0,5968; 0,7419; 0,8387; 0,9355)
Uq, = (—1,2112; —0,6493; —0,245; 0,245; 0,6493; 0,9892; 1,5179)

e Q—Q plot:
j=1(1,5; 3; 4,5; 6,5; 8 9; 10)
a; = {jéf”;; = (0,1098; 0,2561; 0,4024; 0,5976; 0,7439; 0,8415; 0,939)
Uy, = (—1,2278; —0,6554; —0,247; 0,247; 0,6554; 1,0005; 1,566)

Vzhled obou grafi nasvédcuje tomu, ze data pochézeji z normalniho rozlozeni.

4.4. Probability — probability plot (P—P plot). PouZiva se ke stejnym tceltim jako
Q—-Q plot, ale jinak se konstruuje.
ZPUSOB KONSTRUKCE 4.10. Spoctou se standardizované hodnoty

Ty — T .
2 = (])S 5 j=1,...,n.

Na vodorovnou osu se vynesou hodnoty teoretické distribucni funkce ®(z(;)) a na svislou osu
hodnoty empirické distribucni funkce F'(z(;)) = j/n. Pokud se body (®(2(;)), F(z(;)) fadi
kolem hlavni diagonaly ¢tverce (0, 1) x (0, 1), lze usuzovat na dobrou shodu empirického a
teoretického rozlozeni.

Poznadmka 4.11. Jsou-li nékteré hodnoty z(;) < ... < x(,) stejné, pak za j bereme pru-
meérné poradi odpovidajici takové skupince.
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0.5 1.0 15
1 1 1
.

ocekavana normalni hodnota
0.0
|
pozorovany kvantil

-1.0

T T T T T T T
18 1.9 2.0 2.1 22 23 2.4 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

pozorovana hodnota teoreticky kvantil

Obr. 8: N-P plot Obr. 9: Q—Q plot

4.5. Histogram. Umoznuje porovnat tvar hustoty cetnosti s tvarem hustoty pravdeé-
podobnosti vybraného teoretického rozlozeni. Napi. normalniho, Pearsonova, Studentova a
jinych. Piiklady histogramt pro nékterd rozlozeni jsou v ¢asti 4.6.

4.6. Vzhled diagnostickych grafti pro rozloZeni s ruznou Sikmosti. Vlastnosti
rozlozeni cetnosti datového souboru se projevi ve vzhledu histogramu, N-P plotu a krabico-
vého diagramu, jak ukazuji nasledujici obrazky na strané 14.
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Rozlozeni s kladnou sikmosti Normalni rozlozeni Rozlozeni se zapornou
sikmosti
Z 77 7
77/
.
7 2 7
7
7 7 7% .
Ytz . D WW%W

Obr. 10: Histogram Obr. 11: Histogram Obr. 12: Histogram

Obr. 13: N-P plot Obr. 14: N-P plot Obr. 15: N-P plot

m

oo
@@

Obr. 16: Box plot Obr. 17: Box plot Obr. 18: Box plot

Ulohy k procviéeni

Cviceni 4.1. U 20 studentt 1. ro¢niku byla zjistovana znamka z matematiky na prvnim
zkusebnim terminu.

Znémka 1 2 3 4
Pocet studentt 7 3 2 8

Vytvorte tabulku rozlozeni cetnosti. Nakreslete grafy cetnostni funkce a empirické distribuéni
funkce. Déle nakreslete sloupkovy diagram a polygon cetnosti znamek.

Cviceni 4.2. U 60 vzorki oceli byla zjistovdna mez plasticity.

Mez plasticity (30,50) (50,70) (70,90) (90,110) (110,130) (130,150) (150,170)
Pocet vzorku 8 4 13 15 9 7 4
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Sestavte tabulku rozloZeni ¢etnosti, nakreslete histogram a graf intervalové empirické distri-
buc¢ni funkce.

Cviceni 4.3. Pro udaje z prikladu 4.2 vypoctéte pramér a rozptyl meze plasticity.

Cviceni 4.4. V datovém souboru, z néhoz byl vypocten primér 110 a rozptyl 800, byly
zjistény 2 chyby: misto 85 ma byt 95 a misto 120 méa byt 150. Ostatnich 18 udaji je sprav-
nych. Opravte primeér a rozptyl.

Cviceni 4.5. Pro udaje z prikladu 4.1 sestrojte krabicovy diagram.






KAPITOLA 2

Zakladni pojmy matematické statistiky

Zakladni informace

(1) V nésledujici kapitole se budeme zabyvat zékladnimi pojmy matematické statistiky.
Popiseme nahodny vybér a uvedeme zakladni vybérové charakteristiky. Dale se bu-
deme zabyvat bodovymi a intervalovymi odhady parametrt rozdéleni, ze kterého
nahodny vybér pochazi. Zamérime se na normalni rozdéleni a také na néktera jina
rozdéleni. Nakonec se budeme zabyvat testovanim hypotéz.

(2) Predpoklada se znalost zdkladnich pojmu z teorie pravdépodobnosti — ndhodna
veli¢ina, ndhodny vektor, stifedni hodnota, rozptyl, centralni limitni véta.

Vystupy z vyukové jednotky
Studenti

e umi urcit nestrannost a konzistenci bodovych odhadi

e umi sestrojit a interpretovat interval spolehlivosti pro parametry norméalniho, alter-
nativniho a Poissonova rozdéleni

e umi sestrojit a interpretovat interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot a
podil rozptyli u dvou vybéri z normalniho rozdéleni

e umi testovat hypotézy o parametrech normélniho, alternativniho a Poissonova roz-
déleni

e umi testovat hypotézy o porovnani dvou parametrtt normalniho rozdéleni

1. Motivace
V teorii pravdépodobnosti se predpoklada, ze

e je znamy pravdépodobnostni prostor (2, A, P)
e a 7e také zname rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in (resp. nahodnych
vektort), které na tomto pravdépodobnostnim prostoru uvazujeme.

V matematické statistice vSak
e mame k dispozici vysledky n nezavislych pozorovani hodnot sledované nahodné
veliciny X, které se ve statistice Tika statisticky znak, tj. mame

T :X(wl),...,xn:X(wn), wl,...,wnEQ

e a na zékladé téchto pozorovani chceme ucinit vypovéd o rozdéleni zkoumané né-
hodné velic¢iny.

Poznamka 1.1. VétSina textu v této kapitole byla prevzata z [7]. Pro podrobnéjsi studium
tohoto tématu, zejména diikazy jednotlivych tvrzeni, proto odkazujeme na tento zdroj.

2. Nahodny vybér a vybérové charakteristiky

Definujme nejprve zédkladni pojmy matematické statistiky. Zakladnim pojmem matema-
tické statistiky je pojem nahodného vybéru.

17



18 M5VMO5 Statistické modelovani

DEFINICE 2.1. Ndhodny vektor X = (X7, ..., X)) nazyvime ndhodnym vybérem z roz-
déleni pravdépodobnosti P, pokud

(i) Xi,...,X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny,

(ii) Xi,..., X, maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti P.
Cislo n nazyvdme rozsah nidhodného vybéru. Libovolny bod x = (z1,...,,), kde x;
je realizace nédhodné veli¢iny X; (i = 1,...,n), budeme nazyvat realizaci nahodného

vybéru X = (X3,...,X,). Mnozinu vSech hodnot, kterych miZe ndhodny vybér nabyt,
nazyvame vybérovy prostor a budeme jej znacit X

Zakladni déleni matematické statistiky je dané strukturou mnoziny vsech moznych rozdeé-
leni (oznacme ji P) ndhodného vybéru X. Velmi ¢asto vybirdame do mnoziny P jen rozdéleni,
ktera jsou stejného typu a ktera zévisi pouze na néjakém (skaldrnim ¢&i vicerozmérném) para-
metru. Tento parametr se vétSinou znaci @ a pravdépodobnostni miry z mnoziny P symbolem
Py. Pritom pfedpoklddame, ze parametr @ nabyva hodnot z néjaké mnoziny @.

DEFINICE 2.2. Mnozinu P pravdépodobnostnich mér tvaru

P = {P 9; 0 € @}
nazyvame parametrickou tf¥idou rozdéleni. Vektor 6 nazyvime parametrem rozdé-
leni pravdépodobnosti Py a mnozinu ® moznych hodnot parametru € parametricky
prostor.

Necht ndhodny vybér X = (Xi,...,X,)" je z rozdéleni, které je dano distribu¢ni funkci
F(z,0), 8 € ©. Zkracené budeme znagit:

WXy, X}~ F(;0).

Cilem teorie odhadu je na zakladé nahodného vybéru odhadnout

e rozdéleni pravdépodobnosti,
e popripadé nékteré parametry tohoto rozdéleni,
e anebo nalézt odhad néjaké funkce parametra 6, tj. v(8).

Funkci v(0) nazyvame parametrickou funkci. V matematické statistice se pro funkce,
pomoci kterych budeme odhady provadét, nazyvaji statistikou. Tyto funkce jsou navic mé-
fitelné.

DEFINICE 2.3. Libovolnou ndhodnou veli¢inu 7;,, kterd vznikne jako funkce ndhodného
vybéru X = (X3,...,X,,), budeme nazyvat statistikou, tj. 7,, = T(Xy,..., X,,)".

DEFINICE 2.4. VYBEROVE CHARAKTERISTIKY. Necht X = (X3,...,X,,)" je ndhodny vybér
rozsahu n z rozdéleni s distribucni funkci F(z;0), 6 € ©. Potom statistika

Xn

X=iyX se nazyva vybérovy prumér
i=1
§% = LS (X; — X)? vybérovy rozptyl

=52 vybérova smérodatna odchylka
Fo(@) = 23 T_oow>(Xi) vybérova (empiricka) distribuéni funkce
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3. Bodové odhady

Bodovym odhadem parametrické funkce +(6) budeme rozumét néjakou statistiku
T, =T(Xy,...,X,), kterd bude pro rtizné ndhodné vybéry kolisat kolem ~(8).

Statistika 7,, = T'(X1, ..., X,,)’ zavisi na parametru @ prostiednictvim distribu¢ni funkce
rozdéleni, z néhoz vybér pochézi. Také rozdéleni této statistiky, tj. ndhodné veli¢iny, zavisi
na parametru 6. Proto stfedni hodnotu a rozptyl této statistiky budeme znacit EgT},, a DgT,,.

Za lepsi odhad se povazuje ten, jehoz rozdéleni je vice koncentrované okolo neznamé
hodnoty parametru. Tento prirozeny pozadavek koncentrace rozdéleni 7, okolo skutecné
hodnoty parametru vyjadiujeme pomoci stiedni hodnoty a rozptylu.

DEFINICE 3.1. Necht X = (X3,...,X,) je ndhodny vybér z rozdéleni pravdépodobnosti
Py, kde 6 je vektor neznamych parametrti. Necht v(0) je dand parametricka funkce.
Rekneme, Ze statistika T, = T'(X1, ..., X,,) je

nestrannym (nevychylenym) odhadem parametrické  pokud pro VO € © plati

funkce () EoT,, = ~(0).
kladné vychylenym EoT,, > ~(0).
zaporné vychylenym EoT,, < ~(0).
asymptoticky nestrannym nlggo EoT,, = ~(0).
(slabé) konzistentnim pokud pro Ve > 0 plati

ILm Po(|T, —v(0)] >¢) =0
ti. T, =% ~(0)

Poznadmka 3.2. Vlastnost nestrannosti (tj. nevychylenosti) jesté neposkytuje zaruku
dobrého odhadu, pouze vylucuje systematickou chybu.

Poznamka 3.3 (polopaté). Pouzivani konzistentnich odhadt zarucuje

— malou pravdépodobnost velké chyby v odhadu parametru, pokud rozsah vybéru
dostatecné roste;

— volbou dostatecné velkého poc¢tu pozorovani lze ucinit chybu odhadu libovolné ma-
lou.

Priklad 3.4. GEOMETRICKE ROZDELENT.
Necht ndhodné veli¢ina X méa geometrické rozdéleni,

fx(@)=P(X=2)=(1-0"0 0<0<12z=01,...

Veli¢ina X udéava pocet netuspéchti pii vybéru z alternativniho rozdéleni pred vyskytem
prvniho tspéchu. Naleznéte nestranny odhad pro 6.

Reseni. Je-li T(X) takovy nestranny odhad, musi pro néj platit

E,T(X) = iT(m)(l —0)0=0 0<0<I1,
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Odtud dostavame

o0

Y T)(1-0"=1 0<0<1,

=0

takze musi platit

T00)=1

T(x)=0 pro x > 1.
Tento odhad vSak neni pokladan za vhodny, protoze jen minimalné piihlizi k po¢tu netispéchii
pred prvnim tspéchem. Zavisi jen na tom, zda tispéch nastal hned v prvnim pokusu ¢i nikoli.
Miize se také stat, Zze nestranny odhad neexistuje, viz nasledujici priklad.
Priklad 3.5. Parametrickéd funkce v pfipadé BINOMICKEHO ROZDELENI.

Necht nédhodné veli¢ina X méa blnomlcke rozdéleni, tj. X ~ Bi(n, ) a
fx(@)=PX =12) = (")996(1—9)“ n>1 0<6<1x=0,1,...,n.
T

Ukazte, Ze neexistuje nestranny odhad pro parametrickou funkci
() = 5.

Reseni. Dokazeme sporem. Necht existuje takova funkce T, Ze pro kazdé 6 € (0,1) plati

ZT <)0w1—9) =1 0<6O<l

Na levé strané je vsak polynom proménné 6 nejvyse stupné n, ktery samoziejmé nemize byt
identicky roven # na intervalu (0,1).

Nyni vysSetfime pfipad, kdy odhadovanymi parametry jsou stfedni hodnota a rozptyl
rozdéleni, ze kterého ndhodny vybér pochézi.

VETA 3.6. Necht X = (X1, ..., X,)" je ndhodny viybér z rozdélent, které md stredni hodnotu
1(0) pro YO € ©. Pak vybérovy prumeér je nestrannym odhadem stiedni hodnoty, tj.
EQX = M(O)

VETA 3.7. Necht X = (X1,...,X,) je ndhodny viybér z rozdélent, které md rozptyl o2(0)
pro VO € ©. Pak vybérovy rozptyl je nestranngm odhadem rozptylu, tj.

E952 = 02(9).

Nasledujici véta udava postacujici podminku pro konzistentni odhad.

VETA 3.8. Necht statistika T,, = T(X1, ..., X,) je nestranny nebo asymptoticky nestranny
odhad parametrické funkce v(0) a plati

n—oo

Pak je statistika T,, = T(X1, ..., X,) konzistentnim odhadem parametrické funkce v(0).

Vyuzitim této véty se daji ukazat nasledujici vlastnosti vybérového priméru a vybéro-
vého rozptylu.
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DUSLEDEK 3.9. Necht X = (Xi,...,X,) je ndhodny vgbér z rozdéleni, které md
pro YO € O stredni hodnotu 1(0) a rozptyl o(0), tj.

WX, ..., X}~ L(u(0),5%(8)).

Potom je-li 1(0) < oo, pak vgbérovy priamér X je slabé konzistentnim odhadem

1(0).

DUSLEDEK 3.10. Necht X = (Xi,...,X,) je nahodny vybér z rozdéleni, které md
pro V0 € © stiedni hodnotu p(0) a rozptyl o(0), tj.

WXy, ..., X}~ L(u(0),5%(8)).

Potom je-li 0%(0) < oo, pak vybérovy rozptyl S? je slabé konzistentnim odhadem
a2(0).

Poznamka 3.11. Vice nestrannych odhad.

Obecné miize existovat vice nestrannych odhadii. Napiiklad nejen vybérovy primér X je
nestrannym odhadem stfedni hodnoty (@), ale i kazdé jednotlivé pozorovani X; nebo kazda
jeho linedrni kombinace > | ¢;X;, pro kterou plati > "  ¢; = 1.

Pokud tedy existuje vice nestrannych odhadd je pfirozenou otazkou, ktery z nich je
nejlepsi. Za nejlepsi miZeme povazovat ten, ktery mé nejmensi rozptyl mezi vSemi ne-
strannymi odhady.

Rozdéleni kazdé statistiky vsak zavisi na parametru 6, z cehoz vyplyva, ze i rozptyl
nestranné statistiky 7, zavisi na parametru 8. Mize se stat, ze odhad minimalizujici rozptyl
pri urcité hodnoté parametru neni vhodny pro jinou hodnotu parametru — existuje jiny
nestranny (nevychyleny) odhad, ktery mé pfi této hodnoté parametru mensi rozptyl. Pokud
takova situace nenastane, mluvime o rovnomérné nejlepsim nestranném odhadu.

DEFINICE 3.12. Necht 7, je nestranny odhad parametrické funkce (@) a pro vsechna
0 c © plati
DT, < DgT,,

kde T je libovolny nestranny odhad parametru ~(€). Potom odhad 7, nazveme
(rovnomérné) nejlepsim nestrannym odhadem parametrické funkce v(0).

Piiklad 3.13. Naleznéte nejlepsi nestranny linedrni odhad stfedni hodnoty ().

ReSeni. Jak jsme jiz difve spocitali, pro ndhodny vybér u{Xy, ..., X,} ~ L(u(0),52(0))
plati, ze stfedni hodnota vybérového priméru X je rovna

a rozptyl vibérového priméru X je roven
_ 2(0
Dex = 219
n

Tedy variabilita této statistiky je n krat mensi nez variabilita jednotlivych pozorovani
Xi,...,X, atedy hodnoty statistiky X jsou vice koncentrovany kolem odhadované stiedni
hodnoty p(6) nez jednotlivd pozorovani X, ..., X,,. Navic je statistika X je linearni funkci
nahodnych veli¢in Xy,..., X,,.
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Uvazujme vSechny linedrni statistiky tvaru Y ., ¢;X;, kde ¢1,...,¢, € R, které jsou
nestrannymi odhady stfedni hodnoty (@), tj. pro V6 € ® musi platit

0 =
=u(0)
Tim jsme dostali prvni podminku, ktera se tykd nestrannosti odhadu. Nyni budeme hledat
takova cq,...,c, € R, kterd minimalizuji rozptyl

Do (i ciXZ) = i ;Do X; = 0*(0) i ¢
i=1 =1

i=1

a pro néz plati > ¢; = 1, tedy hleddme vazany extrém, takze pouzijeme Lagrangeovu'
funkci s multiplikdtorem A, tj.

L(ci, ... ¢, M) :Zn:c?—/\ (Zn:ci—1> :
i=1 i=1

Pakproj=1,....n
oL
(9cj

oL n n
oY ;c izlc

Prvnich n rovnic implikuje, zZe

IQCJ‘—AZO = Cj:%)\

ClL=C ="+ =¢Cp.

Ozna¢me spole¢nou hodnotu symbolem c. Diky posledni rovnici dostaneme

n
_ _ o 1
1= G=NC = C=C=C=:" =0 =,
=1

tedy vybérovy primér X je nejlepS$im nestrannym lineArnim odhadem stfedni hodnoty
1(0).

Zkusme provést diikaz jesté jinym zptsobem. Necht > ¢;X; je libovolny nestranny line-

=1
n

arni odhad pro p (tj. nutné musi platit > ¢; = 1).

i=1
Polozime-li ci = % +9; pro i=1,....n
je minimalizace vyrazu Soc? za podminky Yoe=1
i=1 i=1
ekvivalentni s ilohou minimalizovat S (E+ 51»)2 za podminky 326, =0
i=1 i=1
Za této podminky je vsak
STEa) =AY e+ =4
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n
coz je minimalni pro
0; =0 pro 1=1,...,n.
Tedy nejlepsim nestrannym linearnim odhadem je linedrni kombinace X; s koeficienty ¢; = %

1Joseph Louis Lagrange (1736-1813) — italsko—francouzsky matematik a astronom
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4. Intervalové odhady

Odhady, jimiz jsme se doposud zabyvali, se nékdy nazyvaji bodové odhady paramet-
rické funkce v(0). Je tomu tak proto, ze pro danou realizaci ndhodného vybéru zy, ..., z,
predstavuje odhad dany statistikou 7, (x1,...,x,) jediné ¢islo (bod), které je v jistém
smyslu pfiblizenim ke skuteéné hodnoté parametrické funkce v(8).

Ulohu odhadu vsak lze formulovat i jinym zptisobem. Jde o to, sestrojit na zdkladé daného
nahodného vybéru takovy interval, jehoz hranice jsou statistiky, a ktery se s dostatecné
velkou presnosti pokryje skutecnou hodnotu parametrické funkce v(0). V tomto piipadé
mluvime o intervalovém odhadu parametrické funkce (0).

Podobna je tloha zkonstruovat na zakladé nahodného vybéru statistiku, o niz lze s do-
statecné velkou spolehlivosti prohlasit, ze skutecna hodnota parametrické funkce je vétsi
nez tato statistika. V tomto ptipadé mluvime o dolnim odhadu parametrické funkce v(8).
Analogicky lze zavést pomoci opa¢né nerovnosti pojem horniho odhadu ~(9).

DEFINICE 4.1. Necht 1.{X,..., X, } ~ F(z;60) je ndhodny vybér rozsahu n z rozdéleni
o distribuéni funkci F(z;6), 8 € ©. Dale méjme parametrickou funkci v(0), « € (0,1) a
statistiky D = D(X,, ..., Xn) a H = H(X,...,X,).

Potom intervaly (D, H) nazveme 100(1 — a) % intervalem spolehlivosti pro paramet-
rickou funkci v(0) jestlize

Po(D(X1, ..., X)) <7(0) < H(X1,..., X)) =1—a

Jestlize

Po(D(X1,...,X,) <79(0)) =1-q,
pak statistiku D = D(Xy,..., X, ) nazgyvime dolnim odhadem parametrické funkce
7(8) se spolehlivosti 1 — « (nebo s rizikem «).

Jestlize

Po(v(0) < H(Xy,...,X,))=1—-«
pak statistiku H = H(X3, ..., X,,) nazgvame hornim odhadem parametrické funkce
7(0) se spolehlivosti 1 — « (nebo s rizikem «).

Poznamka 4.2. (polopaté) Vysvétleme si nyni smysl pojmu spolehlivost intervalovych
odhad.

Konkrétni data xy,...,z, (tj. realizace ndhodného vybéru X = (X1,...,X,)’) nejsou na-
hodnjymi veli¢inami, nybrz jsou to vysledky urcitého pokusu w, tj.

r1=X1(w), ...,z = Xp(w).

Sestrojime-li tedy na jejich zakladé intervalovy odhad, feknéme (a,b), parametrické
funkce v(#), pak nem4 smysl mluvit o pravdépodobnosti P(a < () < b), protoZze vSechny
tf1 symboly jsou realnd Cisla (tfebaze 7(#) nezname) a nerovnost a < v(f) < b bud plati
nebo neplati, tj. nas intervalovy odhad je bud spravny nebo nespravny.

Budeme-li vSak sestrojovat intervalové odhady vicekrat po sobé, pak pomeérna cetnost
pripadt, kdy intervalovy odhad bude spravny, bude priblizné rovna 1 — «.

0.05 spolehlivost je pak 0.95 tj. 95%

0.01 0.99 tj. 99%
Kromé dostatecné spolehlivosti bychom chtéli, aby interval (D,,(X), T,,(X)) byl co mozna
nejkratsi.
Tyto pozadavky jsou vsak (pfi pevném rozsahu vybéru n) protichiidné. Zadame-li vétsi
spolehlivost, musime se smifit s delsim intervalem; zadame-li naopak kratsi interval, musime
se smirit s nizsi spolehlivosti.

Cislo [a] se voli pomérné malé, nejcastéji
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NAvoD 4.3 (konstrukce intervalovych odhadt). PopiSeme nyni jednu metodu konstrukce
intervalovych odhadti, kterd je pouzitelna ve vétsiné pripada.

(1) Najdeme né&jakou tzv. PIVOTOVOU STATISTIKU , tj. funkeci | h | ndhodného vybéru
X =(Xy,...,X,) a parametrické funkce v(0), tedy ndhodnou veli¢inu

hX,~(0)) |,

tak aby jeji rozdéleni jiz nezaviselo na parametru 6.

(2) Necht go/2 @ g1-q/2 jsou kvantily rozdéleni statistiky

WX, 7(0)).
Pak pro vsechna 6 plati

P@(Qa/2 < h(Xu’Y(G)) S q1—a/2) =l-a

(3) Jestlize lze nerovnosti v zavorce pievést ekvivalentnimi tipravami na tvar, kde mezi
nerovnostmi stoji jen v(6), pak jsme sestrojili intervalovy odhad

Dy (X) <~(0) < Hu(X)

o spolehlivosti 1 — a.

Tedy, je-li h(X,~(0)) ryze monoténni funkce, pak existuje inverzni funkce

Rt (W(X,7(6))) = (0).
(a) Pokud je h(X,~(6)) rostouci funkce, pak plati

Py(h™ (gay2) <7(0) < h™Hquoa2)) =1 — .

(b) Pokud je h(X,~(0)) klesajici funkce, pak plati

Py(h™ (q1-aj2) < 7(0) < K (qap2)) =1 — .

P1i konstrukci intervalovych odhadi hraji dilezitou roli kvantily. Tabulka 1 udava jejich
znaceni pro néktera rozdéleni. Navic je dobré si uvédomit nasledujici vlastnost.

d distribuc¢ni funkce standardizovaného normalniho rozdéleni

Gp distribu¢ni funkce rozdéleni x? o n stupnich volnosti

H, distribu¢ni funkce Studentova rozdéleni o n stupnich volnosti
Qn.m distribuc¢ni funkce Fisherova—Snedecorova rozdéleni o n a m stupnich volnosti
Ug, kvantily standardizovaného normélniho rozdéleni

X2(v)  kvantily rozdéleni x? o v stupnich volnosti
to(r)  kvantily Studentova rozdéleni o v stupnich volnosti

F,(v1,1v2) kvantily Fisherova—Snedecorova rozdéleni o vy a v, stupnich volnosti

Tabulka 1: Kvantily nékterych dtlezitych rozdéleni
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Je-li distribu¢ni funkce F' absolutné spojita a ryze monoténni a je-li pfislusna hustota

f suda funkce, pak plati
F(x)=1- F(—x) reR

a odtud
To=—21_o  a€(0,1),

coZ specialné plati pro normalni a Studentovo rozdéleni.

5. Bodové a intervalové odhady parametri normalniho rozdéleni

Necht k,n € N, v,vy,va,...,0 €N, bo,by,...,0, € R, i€ {1,...,n}:b # 0 Pfipo-
menme, ze plati:

Normalni rozdéleni s hustotou

T—p

X ~ N(p,0?) ~ f(z) = 72 e 3(5) z€eR

2o

mé stiedni hodnotu EX = 1 a rozptyl DX = o2. Toto rozdéleni ma nasledujici vlastnosti:
WX, X} A Xim N(uo?) = b+ D bX;~ N <b0 Y b S bfag)
X ~ N(u,o?) = U= Zé ~ N(0,1) - -
x? rozdéleni:
w{ly,...,U,} =~N(0,1) = K=Ui+--+U2?~x*v)
W{K; ~X2(1n), ..., K ~ X*()} = K=K+ - +Ky~xX*(vi+-+w)
Studentovo t-rozdéleni:

U~N0,1)LK~\(v) = T="2~tu)

Fisherovo—Snedecorovo F-rozdéleni:

K1 ~x*(n) L Ky ~x*(1n) = F:z—;zNF(m,l@)
VETA 5.1. Mé&jme 1{X1,..., X, } = N(u,0?) a vgbérovy primér X = £ > X; a vybérovy
i=1

rozptyl S* = —= S°(X; — X)?. Pak plati
i=1

1)
(2) Statistika
(3)
(4)

Vybérovy pramer ~ N (,u, %)
= X1 /n ~ N(0,1)
1157~ xP(n = 1)

Xou/m ~ t(n — 1)

3) Statistika

H X < X

4) Statistika

Poznamka 5.2. Statistiky [U], a|T | se nazyvaji PIVOTOVE STATISTIKY, pfiemz

_ X-u C . (o v s
U= - V/n  je pivotovou stastistikou pro nezndmy parametr p  pri zndmém o

_ n;lsa o 0.2
o

_ X—u ” v L4
T ==%/n -7 g pii neznamém o
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DUSLEDEK 5.3. Méjme 1{X1,..., X} ~ N(u,0?), kde u je nezndmy parametr a
0% € R je zndmé rediné ¢islo. Pak

(X — Ui-a/2 75 X+ Ui-a/275) je 100(1 — «) % interval spolehlivosti

pro stiedni hodnotu p pri zndmém o>

X — ul_a\/iﬁ - je dolni odhad stredni hodnoty p
pri zndmém o? se spolehlivosti 1 — o
X + ul_a\/iﬁ - je horni odhad stredni hodnoty p

pri zndmém o? se spolehlivosti 1 — o
Dtikaz. Za pivotovou statistiku zvolime statistiku

U=Usg=%£n ~ N0,1).

(o

U ON(0,1)
Pro lepsi citelnost misto 5 = P, budeme psat
pouze P.
Pocitejme
1-a 1_OC:P(U%SU§U1_%)
_ X—p
= Plug < 58Vn <uig)
A M =P(X — U1—a/2\/iﬁ <p< X+ ul—a/Q%)
u/2= u1—0(/2 u1—(1/2
O
DUSLEDEK 5.4. Mé&jme W{X,,..., X} ~ N(u,0?), kde u a 0 jsou nezndmé parame-

try. Pak
(1) pro stredni hodnotu

(X —tiap(n—1)2, X +tiap(n—1)7) - jel00(1 —a)% interval spolehlivosti

pro stiedni hodnotu p pri nezndmém o

X —ti—a(n—1) - je dolni odhad stredni hodnoty

2

S

pri nezndmeéem o se spolehlivosti 1 — «

X == tl,a(n — 1)

(2) pro rozptyl

< (n—1)S? (n—1)S?

g (n=1) X (n=1)

- je horni odhad stredni hodnoty u
2

k-

n

pri nezndmeéem o~ se spolehlivosti 1 — a

> - je 100(1 — «) % interval spolehlivosti pro rozptyl o?

_1\Q2

% - je dolni odhad rozptylu o se spolehlivosti 1 —
11—«

(’I’L—l)S2 . » 2 c .

D) - je horni odhad rozptylu o se spolehlivosti 1 — «

V daldim si budeme viimat intervalii spolehlivosti pro DVA NEZAVISLE VYBERY.
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VETA 5.5. Necht W{Xy,..., X, } ~ N(u1,07) je ndhodny vjbér rozsahu ny z normdlniho
rozdéleni N (uy, o), X je jeho vybérovy primér a S? jeho vijbérovy rozptyl.

Dale necht L{Y1, ..., Y, } ~ N(pz,03) je ndhodny vybér rozsahu ny z normdlniho rozdéleni
N(us,02), Y je jeho vybérovy primer a Sa jeho vijbérovy rozptyl.

Predpoklddejme, Ze oba vybéry jsou stochasticky nezavisle, tj. X L Y. Pak
(1) Statistika

X =¥ = (= o)
Us_v = pra— ~ N(0,1).
ni no

(2) Pokud o3 = 03 = 02, pak statistika

KW (,u1 = ,LLQ) 1Mo 2 (n1—1)S2+(no—1)S2
s = ~ t(ny +nyg — 2), kde Sy, = L2022
XY S12 n1 + no (n1 + 12 ) 2 ntna =2

(8) Statistika

Stos
F:S_%O'_% ~ F(nl—l,ng—l).
DUSLEDEK 5.6. Necht L{X,..., X, } ~ N(p1,0?) je ndhodny vibér rozsahu ny z normdil-

niho rozdéleni N(u1,02), X je jeho vibérovy primer a S? jeho vijbérovy rozptyl.

Ddle necht 1L{Y1,...,Yy,} ~ N(pg,03) je ndhodny vybér rozsahu ny z normdlniho rozdélent
N(uz,02), Y je jeho vybérovy primér a S jeho vibérovy rozptyl.

Predpoklddejme, Ze oba vybéry jsou stochasticky nezdavisle, tj. X L Y. Pak

(1) jsou-li|c3 a o} zndmé|, pak 100(1 — ) % interval spolehlivosti pro rozdil stiednich hod-
not [y — Ho je tvary

v \/ o G2 = o2 o2
(X7 g T+ E XV +u g /E+2).

(2) Jestlize |02 a 0? nejsou zndmé| a plati |05 = o = 0|, pak 100(1 — o) % interval spo-

lehlivosti pro rozdil strednich hodnot py — s je tvaru

|>—Al\.’)

<X -Y — tl_%(nl—l—ng—Z) 512 7;11—*:22 , X-Y aF tl_%(n1+n2—2) 512 T:llj,zl22> s
kde
(m—1)5F + (n2—1)S53
ny + ng — 2 ‘

2 _
812_

(3) Pri|nezndmych i, s, 0%, 05| je 100(1 — ) % interval spolehlivosti pro podil rozptyli

af
= roven
@5

s? 1 s? 1
S%Fl_%(nl—l,m—l)’S%F%(nl—l,m—l) ‘

Poznamka 5.7. Ve statistickych tabulkdch byvaji uvadény kvantily F-rozdéleni pouze
pro hodnoty a > 0.5. Ukdzeme, pro¢ neni tfeba uvadét hodnoty kvantili pro a < 0.5.
Uvazujme misto pivotové statistiky F' statistiku

S2o2 1
=220 _ - F(ny—1,n; —1).

=20
S202 F
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Opét oznac¢me v; = n;—1 a v, = ny—1 a pocitejme interval spolehlivosti pro takto navrzenou
pivotovou statistiku

1 —a=P(Fs(vs,1)) < F* < Fi_a(v5,1)) = P (F%(z/g,ul)) <Zd< Fl,%(yz,yl)))

2 . 2
=P (%F%(ng—l,nl—l) S —g S %Fl_%<n2—1,n1—].))

1 o ‘s 1y
Takze | F1_a(no—1,n,—1) = Falm =Ty —1) a interval spolehlivosti pro 073 Ize vyjadrit
a(ni—1,ny—

1 takto

S? 1 S?
<572—F1%(n11,n21) ) STZFl—% (na—1,n1—1) ) .

V dalsim se zaméifime na interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot
u tzv. PAROVYCH VYBERU.

VETA 5.8. Necht X5 = (X1,Y1),..., X, = (X,,,Y,)" je ndhodnyg vybér z dvourozmeér-
ného normdlniho rozdéleni No(p,X) s parametry p = (’“) a¥ = < ot pol,fZ), kde
2 PO102 05
pi,pe ER, 02 >0,05>0ape(0,1).
Z; = X;-Y,
Proi=1,....,n oznacéme 7 = %Z?:lZi
S = i ria(Zi—2).

Pak
Sz

<Z —t1_a(n— 1)%, Z +t_a(n— 1)%>

je intervalovy odhad parametrické funkce py — ps o spolehlivosti 1 — «.

6. Bodové a intervalové odhady zaloZzené na centralni limitni vété

Odhady parametr normalniho rozdéleni, které jsme doposud zkoumali, maji diky cen-
tralni limitni vété (CLV) Sirsi pouziti.

Casto lze najit takovou transformaci ||, 7e nahodné velicina |h(X,~(0))| ma

pro n — oo asymptoticky standardizované normalni rozdéleni | N (0, 1) |, tj.

h(X,v(8)) & N(0,1)

Pritom rozdéleni, z néhoz vybér pochazi
- nemusi spliiovat pozadavky spojitosti a ryzi monotonie distribu¢ni funkce,
- muze byt i diskrétni.

Bodové i intervalové odhady lze pak sestrojit stejnym zptisobem jako v pfipadé normal-
nich ndhodnych vybéri, jejich spolehlivost bude jen priblizné, tj. asymptoticky.
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VETA 6.1. M&jme 1{Xy,..., X} ~ L(1(0),0%(8)) a vybérovy primer X = = > X;. Necht
i=1
S? = S2(X) je (slab€) konzistentnim odhadem rozptylu o*(0). Pak statistika
U, = X0 /n £ N(0,1).

DUSLEDEK 6.2. (Bindrni nadhodné vybéry). Necht W{X;,..., X,} ~ A(p) je ndhodny
vybér s alternativnim (bindrnim) rozdélenim. Potom intervalovgm odhadem parametru
o asymptotickée spolehlivosti 1 — a je interval

<X—u1; X058 g4y, . M>

n n

DUSLEDEK 6.3. (Poissonovské nahodné vybéry). Necht 1{X;,...,X,} =~ Po(}\)
je nahodny vyber s Poisonovym rozdélenim. Potom intervalovym odhadem parametru
(0 < X\ < 00) o asymptotické spolehlivosti 1 — a je interval

<X - ul_%\/%,)? S Ul_;\/%> 5

7. Testovani statistickych hypotéz
7.1. Uvod. M&me nahodny vybér X = (Xi,...,X,) rozsahu n z rozdéleni o distri-
buéni funkei F'(x;0), kde @ = (04, ...,60,,) € ® C R™. Mnozina © necht je neprazdna a ote-
viena.
Hy: 0 € ©yCO

Predpokladejme, Ze o parametru 0 existuji dvé konkurujici si hypotézy:
P ] P y y YPOYZY: e, — - 6

T , se nazyva nulovou hypotézou.
vrzeni .
alternativni hypotézou.

(C)
Je-li jednobodova, nazyva se jednoduchou, v opaé¢ném piipadé slozenou hypotézou.

O platnosti této hypotézy se ma rozhodnout na zékladé ndhodného vybéru X = (X1,..., X,,),

zamitneme nebo
a to tak, ze 4 i platnost hypotézy H.
\( hezamitneme

Na testovani pouzijeme statistiku 7,, = T(X), kterou nazyvame testovaci statistikou.
Mnozinu hodnot, které mize testovaci statistika nabyt, rozdélime na dvé disjunktni oblasti.
Jednu oznacime W,, , a nazveme ji kritickou oblasti (nebo také oblasti zamitnuti hypotézy)
a druhé je doplitkovou oblasti (oblast nezamitnuti testované hypotézy).

Na zakladé realizace ndhodného vybéru x = (z1,...,x,) vypocitdme hodnotu testovaci
statistiky t, = T'(x).
e Pokud hodnota testovaci statistiky ¢, nabude hodnoty 2z kritické oblasti,
tj. |t, = T(x) € W, |, pak nulovou hypotézu zamitame.
e Pokud hodnota testovaci statistiky nabude hodnoty z oblasti nezamitnuti,
tj. |t, = T'(x) ¢ W, |, tak nulovou hypotézu nezamitame, coz ovSem neznamena

Ze prijimame alternativu.
Toto rozhodnuti nemusi vSak byt spravné. V néasledujici tabulce jsou uvedeny mozné
situace
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H, PLATI NEPLATI

ZAMITAME chyba 1. druhu (o je hladina testu) O.K. (tzv. sila testu ¢i silofunkce)
t, =T(x) € W, 2o =supgce, Po(T(X) € Wo|Hy)<a 1-8(0)=Pe(T(X) € W,|H1) pro 6 € O

NEZAMITAME OK. chyba 2. druhu
tn =T(x) ¢ Wa B(0) = Po(T(X) ¢ Wo|H1) pro 6 € ©,

Volba kritického oboru W, se fidi pozadavky:

(1) Chceme, aby pravdépodobnost chyby 1. druhu byla mensi nebo rovna pfedem zvolenému
malému « € (0,1) (obvykle se voli & = 0.01 nebo o = 0.05), tj. aby platilo pro V0 € ©,

ag = sup Fp(T(X) € Wa|Ho) < a.
(ISCH)

Pro spojita rozdéleni je vzdy mozné (i kdyZz ne nutné) zvolit test, jehoz hladina je pravé
rovna «. U diskrétnich rozdéleni jsou moznymi hladinami testu jen nékteré diskrétni
hodnoty. Neni-li zvolena hladina mezi nimi, rozhodneme se pro hladinu, ktera je nejblizsi
nizsi (nebo nejblizsi vyssi).

(2) Mezi testy na hladiné a se pak snazime zvolit test s co nejmensi pravdépodobnosti
chyby druhého druhu, tj. co nejsilnéjsi test.

Vidime, Ze postaveni obou hypotéz je nesymetrické. Za nulovou hypotézu volime tu,
jejiz neopravnéné zamitnuti (chyba 1. druhu) je zavaznéjsi.

DEFINICE 7.1. Chybu, kterd spocivd v nespravném zamitnuti nulové hypotézy,
i kdyz je spravna, budeme nazyvat chybou prvniho druhu, pravdépodobnost

ag = sup Pp(T(X) € W,|H,y)
[SCH)

nazveme hladinou vyznamnosti (téZz hladinou testu).

Chybu, kterad spociva v nespravném prijeti nulové hypotézy, i kdyz neplati, budeme
nazyvat chybou druhého druhu a jeji pravdépodobnost pro V8 € ©; oznacime

B(0) = Po(T(X) & WolHy) .
Pravdépodobnost 1—3(0) nazyvame silou testu (téz silou kritické oblasti W) a jakoZto

funkci 6 € O, ji také nazveme silofunkci testu.

7.2. Vztah mezi testy a intervalovymi odhady.
Méjme ndhodny vybér X = (X3,...,X,,) rozsahu n z rozdéleni, které zavisi na parametru
0 = (01,...,0,) € O a parametrickou funkeci ().

(A) Hypotéza Hy : v(0) = v(0y) proti (tzv. oboustranné) alternativé Hj : v(6) # v(0y) :

Méjme intervalovy odhad (D, (X), H,(X)) parametrické funkce (@) o spolehli-
vosti 1 — a. Pokud plati nulova hypotéza, pak

1—a = Py (Dp(X) <7(80) < Ho(X)),

takze kriticky obor tohoto testu ma tvar:

Wy = {X € R™: 7(00) ¢ (Dn(X)7 Hn(X))} :
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Zjistime-li v konkrétni situaci, ze

7(90) Q_f (dn(x), hn(x)) tj. realizace x € W, ,

potom

e bud nastal jev, ktery ma pravdépodobnost « (voli se blizka nule),

e nebo neplati nulova hypotéza.
Protoze prti obvyklé volbé o = 0.05 nebo o = 0.01 je tento jev ,prakticky nemozny*,
proto nulovou hypotézu H, zamitame ve prospéch alternativy H;.

V opacném pripadé, tj. pokud
v(00) € (dn(X), hn(X)) tj. realizace x & W,

nulovou hypotézu Hy nezamitame.
Hypotéza Hy : v(0) = v(0¢) proti (tzv. jednostranné) alternativé Hj : y(0) > ~v(6p) :

V tomto piipadé vyuzijeme dolni odhad D, (X) parametrické funkce v(6) o spo-
lehlivosti 1 — . Pokud plati nulova hypotéza, pak

1 —a= Py (Dn(X) < v(00)),
takze kriticky obor tohoto testu ma tvar:
W, = {X € R : D,(X) > 7(60)}.

Hypotéza Hy:v(0) = v(0) proti (tzv. jednostranné) alternativé Hi : y(0) < v(6o)

V tomto pifipadé vyuzijeme horni odhad H, (X) parametrické funkce v(0) o spo-
lehlivosti 1 — a. Pokud plati nulova hypotéza, pak

1 — a = Py (7(0y) < H,(X)),

takze kriticky obor tohoto testu ma tvar:

W, = {X € R": Hy(X) < 7(60)}.

Predchozi ivahy shriime do nasledujici tabulky:

Hypotézu Hy zamitame, pomoci

H,y H, intervalu spolehlivosti kritické oblasti,

tj. pokud x € W, kde W, =

7(0) = (60) | 7(8) # 7(6o) | 7(60) & (dn(x), hn(x)) | {X € R":7(60) ¢ (Dn(X), Hn(X))}

6) = (6o) | 7(6) > 7(6o) 7(60) < dn(x) {X eR": Dn(X) > 7(6o)}

7(8) =v(6o) | 7(6) < v(60) Y(600) > hn(x) {(X eR": Hy(X) <(60)}
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7.3. Testy o parametrech normalniho rozdéleni, testy zaloZené na centralni
limitni vété.

Pomoci intervalovych (dolnich, hornich) odhad, které jsme jiz dfive odvodili v sekci 5,
dostavame celou fadu kritickych oblasti testi o parametrech normalniho rozdéleni. Pozna-
menejme, ze se shoduji s testy podilem vérohodnosti.

Prehled takto ziskanych testl pro JEDEN NAHODNY VYBER 1{Xj,..., X} ~ N(u,o?)
podavame v nasledujici tabulce:

Hy H, Hypotézu Hy zamitame, pokud X € W,, tj. | Predpoklady
jo=po | p# po | X — polv/n > ouy g o? znamé
= o | [> po (X — po)v/n > ouy_q 0% zndmé
= po | p< o (X — po)v/n < —oup_q o? znamé
= po | 1 # o | X — polr/n > Sty_a(n—1) 02 neznamé
W= o | > o (X — po)yv/n > Sty_o(n—1) 02 neznamé
w=po | p< o (X — po)v/n < —Sty1_o(n —1) o2 neznamé
0% =0} | 0 # o2 % ¢ (X% (n—1), xf_%(n - 1))  neznamé
o2 =03 |0?> 0} % >3 (n—1) {0 neznamé
o2 =0} |0? <o} % <x%(n—1) ( neznamé

V ptipadé DVOU NEZAVISLYCH VYBERU

e prvni ndhodny vybér W{X;,..., X, } ~ N(u1,0?) (s vybérovym primérem X a
vybérovy rozptylem S%),

e druhy nahodny vybér 1{Y;,...,Y,,} ~ N(us,02) (s vybérovym priimérem Y a
vybérovy rozptylem S2),

e a pokud oznacime

(n1 —1)812 + (n2—1>522

St = ny+ng — 2 ’
pak nasledujici tabulka se tyka testti rovnosti stfednich hodnot a rozptyli:
H, H, Hypotézu Hy zamitame, pokud (X', Y’) € W, tj. | Pfedpoklady
1 = pio | 1 F# e X -Y|> Ur-g Z—f + Z—i 0%, 02 zndmé
f1 = o | f1 F o X -Y|> t1-a(ni+ny—2) 512\/2?:22 0? = 02 neznamé
02 =02 |02 # 03 g—g ¢ (F%(nl—l,ng—l),Fl_%(nl—l,ng—l)) [i1, fl2 neznameé

Nésledujici  tabulka  nabizi ASYMPTOTICKE TESTY pro né&hodné  vybéry
W{Xy, ..., X, } ~ L(u(0),0%(0)) s koneénymi druhymi momenty (s vybérovym primérem

X =15 X;ase S? = 5%(X), coz je (slab&) konzistentni odhad rozptylu o%()):
i=1

T n

H,y H, | Hypotézu H, zamitame, pokud X € W,, tj. | Pfedpoklady
L= flo | j 7 Ho Bl /> uy_a 0 <0?(0) < oo
= fio | jt F# Ho IX__T;()'\/ﬁzulf% L{X1,. .., Xy} =~ Po(u)
pP="po | P Ppo Al >y g 1{Xy,..., X, } = A(p)
po(1—po) 2




Mgr. Jan Kolacek, Ph.D. 33

Piiklad 7.2 (VYSKA DESETILETYCH CHLAPCU). V roce 1961 byla u 15 ndhodné vybra-
nych chlapct z populace vsech desetiletych chlapct Zijicich v Ceskoslovensku zjisténa vyska
Vysky 15 desetiletych chlapct
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
130 140 136 141 139 133 149 151 139 136 138 142 127 139 147

Je znamo, ze kazda nésledujici generace je v priméru o néco vyssi nez generace predcha-
zejici. Mtzeme se tedy ptat, zda primér ¥ = 139.133 zjistény v ndhodném vybéru rozsahu

n = 15 znamend, Ze na 5% hladiné méme zamitnout
re T .1 ° nulovou hypotézu Hy : u = 136.1 (zjisténi z roku 1951)
ve prospéch alternativni hypotézy H; : p > 136.1.

1:“!0 1:‘{5 14‘0 14‘15 15‘0
Rozptyl 02 = 6.4% cm?, zjistény v roce 1951 (kdy se provadélo rozséhlé Setfeni), mizeme
povazovat za znamy, nebot variabilita vySek zustava (na rozdil od stiedni vysky) témér
nezmeénéna.

Reseni. (I) TESTOVANT NULOVE HYPOTEZY POMOCI PIVOTOVE STATISTIKY Usx A KRI-

TICKE HODNOTY. Protoze kriticky obor Wy lze ekvivalentné vyjadrit i takto
Woz{x eR": 7 — \/iﬁul_a > uo}:{x eR™:uz = @\/ﬁ> ul_a},

pocitejme uz; = W 15 = 1.835. Protoze uz; = 1.835 prekracuje kritickou hodnotu
Ul_o = Ugos = 1.645 (ziskdme pomoci R, a to pfikazem ,rnorm(0.95)) nulovou hypotézu
na 5% hladiné zamitneme ve prospéch alternativni hypotézy, Ze se sttedni vyska desetiletych

hochu zvétsila.

(II) TESTOVANI NULOVE HYPOTEZY POMOCI p-HODNOTY

0.25

Dosazena hladina odpovidajici testové
! statistice  (tj. tzv. p-hodnota, ang-

02t : { licky P-value, significance wvalue), coz

| je mnejmensi hladina testu, pii které

\ | bychom jesté hypotézu H, zamitli, je rovna

‘ 0.033 (opét ziskdme pomoci R piikazem

: »1 - pnorm(mean(x),mean=136.1,s5d=6.4/sqrt(n))*),

\ | takZe napiiklad pii o = 2.5% by jiz dosa-

: zeny vysledek nebyl statisticky vyznamny.

\

01Ff

0.05 | interval spolehl|Wosti

Protoze p-hodnota je mensi nez zvolena hla-
ol 9 g . , . ’
= a8 dina vyznamnosti a = 0.05, hypotézu za-

.y s
132 133 134 135 136 137 138 139 140 141
o 140 .14 mitame.

rum
p-val=0.033206

(III) TESTOVANI NULOVE HYPOTEZY POMOCI INTERVALU SPOLEHLIVOSTI (D, +00)
Protoze jde o jednostranny test, pouzijeme dolni odhad stfedni hodnoty u

_ & a _ 6.4 _
d=7 — \/—ﬁul_a = 139.133 — \/—1—51645 = 136.415

Protoze interval spolehlivosti (136.415, +00) nepokryva hodnotu 136.1, proto nulovou hypo-
tézu na na hladiné vyznamnosti o = 0.05 zamitame.
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Priklad 7.3. PAROVY TEST

¥~ Na sedmi rostlindch byl posuzovan vliv fungicidniho piipravku
o podle po¢tu skvrn na listech pred a tyden po pouziti pfipravku. Otes-
\;\“ tujte, zdali méa pripravek vliv na pocet skvrn na listech. Data udavajici
X, o/ pocet skvrn na listech pred a po pouziti pripravku:

POCET SKVRN NA LISTECH
pfed pouzitim pripravku X3 ‘ 9 17 31 7 8 20 10
° po pouziti pipravku X, ‘ 10 11 18 6 7 17 5

Reseni. Za predpokladu, #e ndhodny vibér pochézi z normalniho rozdéleni, tj.

X X1, 2
w (R ) AN (= (M) 2= T ) ) kdep € (0,1)
Xo1 Xon 1) po10y O3

Xl ~ N(:U’ho-%)

pak , 4= X1 — Xo o~ N(Mz = /~L1—N2,Ug = U%+U§+2PU1U2)
Xo ~ N(:u2> Jg)
a statistika T = SZ/Z\/E = 5;7\)/% mé& za platnosti nulové hypotézy Hy:py —ps =0

Studentovo rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti.

(I) TESTOVANI NULOVE HYPOTEZY POMOCI INTERVALU SPOLEHLIVOSTI

(X1 = Xa —t1_ap2(n —1) - S/V/n;
S i ° 1 X = XKoot taga(n—1)- S/
. . [4 & 2.4469 - 4.6547/2.6458] =

f interval spolehiivosti |

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ [—0.30492; 8.3049)]

0 2 4 6 8 10 12
Protoze interval spolehlivosti pokryva hodnotu Z = 0, na dané hladiné vyznamnosti

hypotézu nemuzeme zamitnout.

(II) TESTOVANI NULOVE HYPOTEZY POMOCI STATISTIKY T A KRITICKE HODNOTY

0.4

Vypocitame-li hodnotu statistiky

0.35 — —
_ X5—-Xo
T = S/vn

a porovname s kvantilem Studentova rozdéleni, tj.

t =Tl = 22736 # t1_a2(n — 1) = 2.4469,

|

|

|

|

|

|

: 4
: | takZe hypotézu
:

|

|

03

Hy:py—p2=0

° S = : p . nezamitame.
T=2.2736

p-val=0.063354

(III) TESTOVANI NULOVE HYPOTEZY POMOCI p-HODNOTY
Vypocitame-li p-hodnotu a porovname se zvolenou hladinou vyznamnosti o = 0.05

p=P(T|>t)=21—-P(|T| <t)) =0.06335 > «
takze hypotézu

Hy:py—pp=0
nezamitame.
Shrneme-li predchozi vysledky slovné, pak nulovou hypotézu o tom, zZe
PRIPRAVEK NEMA VLIV NA POCET SKVRN

na hladiné vyznamnosti o = 0.05 nemtizeme zamitnout oproti alternativé o jeho vlivu.
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Piiklad 7.4 (DVA NEZAVISLE NAHODNE VYBERY Z NORMALNIHO ROZDELENI PRI NEZNA-
MYCH ALE STEJNYCH ROZPTYLECH). Bylo vybrano 13 poli stejné kvality. Na 8 z nich se
zkousel novy zptisob hnojeni, zbyvajicich 5 bylo oSetfeno béznym zpisobem. Vynosy pSenice
uvedené v tunach na hektar jsou oznaceny X; u nového a Y; u bézného zptisobu hnojeni.
(prevzato z knihy [2], str. 82, pt. 8.2).

Je tfeba zjistit, zda zptisob hnojeni ma vliv na vynos psenice.

X; 5.7 55 43 59 52 56 58 5.1 Necht L{Xy, ..., X0} ~ N(u,o0?) je ni-

Y; 50 45 42 54 44 hodny vybér rozsahu n; z normalniho rozdé-
L L A S S leni N(u1,0?), X je jeho vybérovy primér a

‘ S? jeho vybérovy rozptyl.

Thl - | | Dale necht 1{Y;,...,Y,,} ~ N(ugz,02) je na-

hodny vybér rozsahu ns z normalniho rozdeé-

leni N(uy,02), Y je jeho vybérovy primér a

) ‘ CD i S2 jeho vybérovy rozptyl.

| | Ptredpokladejme, Ze oba vybéry jsou stochas-

ticky nezavislé, tj. X 1 Y.

ReSeni. Chceme-li testovat hypotézu, ze rozdil stiednich hodnot je nulovy (pfi nezndmém

rozptylu 0? = 02 = ¢2), za pivotovou statistiku zvolime statistiku

X — }_/ — (/1,1 — ILLQ) ning
Ty ¢ = ~t —9
Xy Slg ny + No (nl + )’

ny + ng — 2 ’

kde

532:(

Chceme-li pouzit T's_y, méli bychom byt presvédceni o tom, Ze rozptyly obou vybéri se vy-

2
znamné nelisi. Budeme tedy nejprve testovat hypotézu Hy : %1 = 1, ze podil obou rozptyla
2

2
je roven jedné proti alternative, ze se nerovna Hj : % = 1. Za pivotovou statistiku zvolime
2

statistiku

~ Stad

- Siot

(a) Mizeme napiiklad vypocitat statistiku F' za platnosti nulové hypotézy a porovnat ji
s prislusnymi oboustrannymi kvantily.

F NF(nl—l,ng—l).

Protoze 07 -
f=1.1243 o L
Fa(n;—1,ny—1) = 0.1811

2 05 -

Fl_%(nl—l, ng—l) =9.0741

0a |-
vidime, Ze f neni ani vétsi nez horni
kriticky bod, ani mensi nez dolni
kriticky bod, takze hypotézu o rov- , |
nosti rozptyli proti alternativeé ne-
rovnosti nezamitame a muzeme
konstatovat, ze data nejsou v roz- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ :

U L

poru s testovanou hypotézou. A -

03

0.1
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(b) Dalsi moznosti je spocitat dosazenou hladinu vyznamnosti, tj. p-hodnotu (pomoci R:
2*min (1-pf (var (x) /var(y) ,n1-1,n2-1) ,pf (var(x) /var(y) ,n1-1 ,n2—1)) a srovnat se zvolenou
hladinou testu a:

p-value = 0.9656 > 0.05
Protoze p-hodnota je vyrazné vétsi nez zvolena hladina testu, hypotézu o rovnosti roz-
ptyli proti alternativé nerovnosti nezamitame. Muzeme také Fici, Ze data nejsou
v rozporu s testovanou hypotézou.
(¢) A naposledy muZzeme jesté zkonstruovat 100(1 — «)% interval spolehlivosti pro podil

o 0'2
rozptyli J—%

S 1 S2 1
S%Fl_%(nl—l,ng—l)’S%F%(nl—l,ng—l) ’
a zjistit, zda pokryva hodnotu 1. Protoze dostavame interval (0.1239,6.2088), ktery

pokryva jednicku, hypotézu nezamitame.

Diky predchozimu zjisténi jiz mutzeme bez obav testovat hypotézu Hp: g — e =0

proti alternativé Hj : 3 — s # 0 a provedeme to opét tfemi zptisoby:

(I) TESTOVANI NULOVE HYPOTEZY POMOCI INTERVALU SPOLEHLIVOSTI

<)_(—17—t1_%(1/) S/ X Y 41y o (v) S ’;11—*;’;2> = (0.6875 £ 2.201 - 0.5089/1.7541)
= (0.048958; 1.326)

ProtoZe interval spolehlivosti nepokryva nulu, na dané hladiné vyznamnosti hypotézu
zamitame ve prospéch alternativy.

(IT) TESTOVANI NULOVE HYPOTEZY POMOCI STATISTIKY T' A KRITICKE HODNOTY

* Vypocitame-li hodnotu statistiky

T __X—Y—(Ml—m) n1n2
X-y =

Sia2 N1+ No
a porovname s kvantilem Studentova rozdéleni, t;.

tsy = 2.3697 > t;_o/(11) = 2.201,
takze hypotézu

0.35

03

Hy:py—pe=0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
0

-3 -2 -1 1

to307° Zamitame.
p-val=0.037169

(III) TESTOVANI NULOVE HYPOTEZY POMOCI p-HODNOTY

Vypocitame-li p-hodnotu a porovname se zvolenou hladinou vyznamnosti a = 0.05
p=P(|Tx_y|>t)=2(1— P(|Tx_y| <t)) =0.037169 < «
takZze hypotézu
Ho:py —p2=0
zamitame.

Shrneme-li pfedchozi vysledky slovné, pak nulovou hypotézu o tom, ze
HNOJENI JE STEJNE UCINNE

na hladiné vyznamnosti a = 0.05 zamitame ve prospéch alternativy, ze ma rozdilné acinky.
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Ulohy k procviéeni

Cviceni 7.1. Necht T; a T, jsou nezavislé nestranné odhady parametru 6. Pfedpokladejme,
ze rozptyl statistiky T je dvakrat veétsi nez rozptyl statistiky 75. Urcete konstanty &k a ko
tak, aby odhad T = k1T + k15 byl nestrannym odhadem parametru 6 s nejmensim rozpty-
lem.

Cviceni 7.2. Uvazujme ndhodny vybér X = (X, ..., X,)" z rozdéleni s koneénym rozpty-
n
lem 02 > 0. Urcete konstantu c tak, aby statistika 7' = ¢ (X; — X;_1)? byla nestrannym

=2
odhadem rozptylu.

Cviceni 7.3. Necht X = (Xj,...,X,)" je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni Ro(0, 0),
0 > 0. Uvazujme statistiky 77 = max(Xy,...,X,) a Ty = %Z X;. Rozhodnéte, zda jsou

=1
statistiky 77 a 75 nestrannymi odhady parametru 6, pripadné je upravte tak, aby byly ne-
strannymi odhady.

CviCeni 7.4. Porovnejte rozptyly obou statistik (upravenych tak, aby byly nestranné)
z Cviceni 7.3.

Cviceni 7.5. Jsou statistiky 77 a T konzistentnimi odhady parametru 67

Cviceni 7.6. Rychlost letadla byla urcovana v 5 zkouskéach a z jejich vysledki byl vypocten
odhad = = 870,3 m/s. Najdéte 95% interval spolehlivosti pro p, je-li zndmo, ze rozptyleni
rychlosti letadla se ¥idi normélnim rozdélenim se smérodatnou odchylkou o = 2, 1m/s.

Cviceni 7.7. Deset balicki mouky pochézejicich z baliciho stroje mélo hmotnosti v gra-
mech: 987, 1 001, 993, 994, 993, 1 005, 1 007, 999, 995, 1 002. Sestrojte 95% interval spoleh-
livosti pro stfedni hodnotu a rozptyl hmotnosti (pfedpokléddejte norméalni rozdéleni).

Cviceni 7.8. Pri zjistovani presnosti nové zavadéné metody pro stanoveni obsahu manganu
v oceli bylo rozhodnuto provést 4 nezavisla métfeni. Stanovte dolni odhad pro o s rizikem
0,05, kdyZ vysledky méfeni byly: 0,31%; 0,30%; 0,29%;0,32%. Udaje o obsahu manganu

povazujeme za nahodny vybér z norméalniho rozdéleni.

Cviceni 7.9. Ze zékladniho souboru byl proveden nahodny vybér s naméfenymi intervalo-
vymi hodnotami a jejich cetnostmi sledovaného znaku

z; (15,17) (17,19) (19,21) (21,23) (23,25) (25,27)
n; 10 30 50 70 60 30

Urcete

a) interval ve kterém se nachdzi stfedni hodnota p s pravdépodobnosti 0,95
b) interval ve kterém se nachézi rozptyl o2 s pravdépodobnosti 0,95.
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Cviceni 7.10. Z 42 nédhodné vybranych tcastnikt sportovniho odpoledne bylo 16 divek a
26 chlapci. Urcete interval spolehlivosti pro podil divek mezi ucastniky.

Cviceni 7.11. Mezi 160 pracovniky (ndhodné vybranymi z 8 000 pracujicich v zévodg) 48
cestuje do prace vlakem. Napiste bodovy odhad a 95% interval spolehlivosti pro podil a
pocet zaméstnancii dopravujicich se vlakem.

Cviceni 7.12. Spotfeba téhoz auta byla testovana u 11 fidic¢a s vysledky 8,8; 8,9; 9,0; 8,7;
9,3; 9,0; 8,7; 8,8; 9,4; 8,6; 8,9 (/100 km). Muzeme na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitnout
hypotézu, Ze je pravdiva vyrobcem udavana spotfeba 8,8 1/100 km? Mizeme na stejné hla-
diné vyznamnosti popfit tvrzeni, ze rozptyl spotieby je 0,17

Cviceni 7.13. Na hladiné vyznamnosti a = 0, 05 testujte hypotézu Hy : 09 = 300 o sméro-
datné odchylce norméalné rozdélené nahodné veliciny, jestlize je zaznamenano n = 25, X =
3118, s = 357.

Cviceni 7.14. Denni ptirtstky véhy selat (v dkg) byly pii krmeni smési A : 62, 54, 55, 60,
53, 58, u smési B : 52, 56, 50, 49, 51. Je mezi nimi statisticky vyznamny rozdil?

Cviceni 7.15. U 6 aut bylo zjisténo ojeti pfednich pneumatik (v mm)
L 1,8 1,0 2,2 0,9 1,5 1,6
P 1,5 1,1 20 1,1 1,4 1,4

------

Cviceni 7.16. Pro bavlnénou prizi je predepsana horni mez variability pevnosti vlakna:
rozptyl pevnosti (kterd ma normélni rozdéleni) nemé prekrocit o2 = 0,36. Pii zkousce 16
vzorkl byly zjistény vysledky 2,22, 3,54, 2,37, 1,66, 4,74, 4,82, 3,21, 5,44, 3,23, 4,79, 4,85,
4,05, 3,48, 3,89, 4,90, 5,37. Je divod k podezieni na vyssi nestejnomérnost nez je stanoveno?

Cviceni 7.17. Bylo provedeno méteni obsahu SiO, ve strusce dvéma metodami
analyticky 20,1 19,6 20,0 19,9 20,1
fotokolorometricky 20,9 20,1 20,6 20,5 20,7 20,5

Je mezi rozptyly vysledkt jednotlivych metod podstatny rozdil?

Cvicéeni 7.18. Na zakladé testu mame na 5% hladiné vyznamnosti rozhodnout, zda pro-
dukce vajec plemene kornysek cernych je nizsi nez plemene leghornek bilych. Nadhodné jsme
vybrali 50 kornysek a 40 leghornek, u nichz byla zjisténa roc¢ni produkce vajec. Byl vypocten

vvvvv

rozptyly o, =48, o7, = 41.



KAPITOLA 3

Zaklady regresni a korela¢ni analyzy

Zakladni informace

(1) V nésledujici kapitole se budeme zabyvat statistickou analyzou vzajemnych vztaht
nédhodnych jevi. Popiseme volbu optimalni predikce téchto vztahii a uvedeme rtizné
miry zavislosti ndhodnych velic¢in.

(2) Predpoklada se znalost zakladnich pojmu z teorie pravdépodobnosti a matematické
statistiky — ndhodné veli¢ina, ndhodny vektor, jejich ¢iselné charakteristiky a jejich
vybérové odhady

Vystupy z vyukové jednotky
Studenti

umi vysvétlit pojem regrese a korelace

pochopi optimalni volbu predikéni funkce

vypocitaji a interpretuji index determinace

vypocitaji a interpretuji koeficient mnohonasobné korelace
vypocitaji a interpretuji parcialni korelacni koeficient

1. Motivace

V predchézejicich kapitolach jsme zkoumali jednotlivé jevy (statistické znaky) izolované;
zabyvali jsme se tzv. jednorozmérnymi soubory, tj. soubory popisujicimi pouze jeden statis-
ticky znak a nezajimaly nés jeho vazby a vztahy k jinym jevim. V realném svété (v pfirodé,
spole¢nosti, ekonomice,...) se ovSem jevy nachazeji ve vice nebo méné slozitych vzajem-
nych vztazich — navzajem na sobé zavisi a podminuji se. Proto se statisticka analyza nemize
omezit pouze na zkoumani izolovanych jevii, ale musi se také zabyvat analyzou jejich vzajem-
nych vztaht. Tato analyza se da obecné rozdélit na dvé ¢asti: regresni a korelacni. PopiSme
si podrobnéji podstatu obou typi analyz.

1.1. Uloha regresni analyzy. Hlavni tlohou regresni anal§zy je provést predikei né-
jaké zavisle proménné nahodné veliciny Y na zakladé informace, kterou poskytuji métfeni
n¢jakych jinych nahodnych velic¢in, feknéme Xj,..., Xj. Velicinam Xi,..., X} se potom
fikd nezavisle proménné nebo téz doprovodné proménné, nebo také kovariaty. Mé-
feni nezavislych proménnych jsou pro experimentatora snaze dostupné nez meéreni zavisle
proménné Y.

Predikce spociva v nalezeni néjaké funkce ¢g(X7,..., Xy), kterd vhodné aproximuje zé-
visle proménnou Y. Kvalita predikce se obvykle posuzuje pomoci tzv. stfedni kvadratické
chyby predikce E[Y — g(X1,..., X})]?. Za optimdlni se povazuje volba takové predikéni
funkce g, ktera uvedenou stfedni kvadratickou chybu minimalizuje.

1.2. Uloha korela¢ni analyzy. Vedle priibéhu sledované zavislosti Y na Xi,..., X
dané funkci g je také tieba se zaméfit na méreni tésnosti tohoto vztahu, tedy je nutné
zavést néjaké miry velikosti statistické vazby (zavislosti) zavisle proménné Y na nezavisle
proménnych Xi, ..., X s ohledem na vybranou funkci g a pfipadné také s ohledem na zavis-
losti mezi ndhodnymi veli¢inami X7, ..., X;. Tato problematika je hlavni tlohou korelac¢ni
analyzy. K tomuto acelu byly zkonstruovany rtizné koeficienty, které nabyvaji hodnot od 0

39
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do 1 (resp. od —1 do 1). Cim je takovy koeficient blizsi 1 (resp. —1), tim je zavislost mezi
danymi dvéma veli¢inami silnéjsi a ¢im je blizsi 0, tim je slabsi.

2. Optimalni volba predik¢éni funkce g

Pomoci regresni a korelac¢ni analyzy lze provadét predikce nejriznéjsiho typu. Nejzavaz-
néjsi otazkou je, jak volit vhodnou predikéni funkci g.

VETA 2.1. Necht'Y, Xy, ..., Xy jsou ndhodné velic¢iny. Oznacme X = (X3,..., Xy)" a necht
EY? < co. Pak pro kazdou méritelnou funkci
g:RF - R
platt
E(Y —¢(X))? > ElY — E(Y[|X)]?
a rovnost v uveden€ nerovnosti nastdva prdave kdyz

P(9(X) = BE(Y|X)) = 1

Poznamka 2.2 (Podminéné stfedni hodnota). V predchozi vété se vyskytl novy vyraz
E(Y|X) pro tzv. podminénou stiedni hodnotu. Nebudeme uvadét presnou definici, pro
jednoduchost vysvétlime tento pojem pro spojité ndhodné veliciny X a Y:

Necht spojity ndhodny vektor Z = (Y, X))’ mé sdruzenou hustotu f(y,x) a déle necht na-
hodné veli¢iny X a Y maji marginalni hustoty fx(z), resp. fy(y). Ozna¢me My = {z € R :
fx(z) >0}, My ={y € R: fy(y) > 0}.

Pak podminéna distribu¢ni funkce je v tomto pfipadé definovana vztahem

I ) d
~odt pro x € My,
Flyle) = { 2 B0

0 prox € R\ My

a podminéna hustota je rovna

f(y,x)
flylz) = { @ pro z € My,
0 pro x € R\ My.

Polozme

hiz) =EY|X =x) = /Rde(y]:c) = /Ry‘];(j(’;)) dy, pro Vx € Mx.

Pak ndhodnou veli¢inu

E(Y]X) = h(X)
nazveme podminénou stfedni hodnotou ndhodné veli¢iny Y pfi daném X. D4 se ukazat,
Ze jsou splnény napf. tyto vlastnosti:

e Necht Y7, Y5, X jsou ndhodné veli¢iny a ag, a;, as jsou redlné konstanty, pak pokud
stfedni hodnoty EY;, EY; existuji, plati

E(a0+a1§q+a2}é|X) :ao—l—alE(Y1|X)—|—a2E(Y2|X) (12)
e Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny a stfedni hodnota FY existuje, pak
EE(Y|X)] = EY. (13)

Definujeme také podminény rozptyl ndhodné veli¢iny Y pfi daném X vztahem
D(Y[X) = E{|Y — E(Y|X)P|X}.
Plati
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DY = E[D(Y|X)] + D [E(Y|X))]. (14)

Poznamka 2.3 (Korela¢ni koeficient). Pfipometime jests tzv. Pearsontiv' koeficient ko-
relace nahodnych velicin X, Y (které jsou asporn intervalového charakteru). Ten je definovan
vztahem

_oxwy
R(X,n:{mm pro \/D(X], /DY) > 0,

0 jinak,
kde C(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)] je kovariance nahodnych veli¢in X a Y.

Pripomeneme jeho vlastnosti:

e R(X,X)=1

¢ R(X,Y)=R(Y,X)

e Rla+bX,c+dY) =sgn(bd)R(X,Y)

e —1 < R(X,Y) <1 arovnosti je dosazeno tehdy a jen tehdy, kdyz existuji realné
konstanty a, b, kde b # 0 tak, ze P(Y = a + bX) = 1, ptiemz R(X,Y) = 1 pro
b>0aR(X,Y)=—1prob<0.

Z téchto vlastnosti plyne, ze R(X,Y’) je vhodnou mirou tésnosti linearniho vztahu nadhod-
nych velicin X, Y.

VETA 2.4. Méjme ndahodnou veli¢inu Y s konecngm a nenulovym rozptylem a ndhodny

vektor X = (Xy, ..., Xg)". Potom pro libovolnou méritelnou funkci
g:R¥ - R
takovou, Ze existuje korelacéni koeficient R(Y, g(X)) plati
DIE(Y|X
IR(Y.9(X))| < R(Y, E([x)) = | 22X X

a rovnost nastava v pripadé, Ze DIE(Y|X)] # 0 pravé kdyz g(X) je linedrni funkci E(Y|X)
skoro vsude vzhledem k P. V pripadé, Ze D[E(Y|X)] = 0 nastavd rovnost pri libovolné volbé
funkce g.

Vysledky uvedené v pfedchozich dvou vétach ukazuji velky vyznam podminéné stiedni
hodnoty E(Y'|X) v regresni a korela¢ni analyze.

(1) Z prvni véty plyne, Ze nejlepsi predikci ndhodné veli¢iny Y pomoci ndhodnych veli¢in
X1, ..., Xy, kterd minimalizuje st¥edni kvadratickou chybu E(Y — g(X))?, dostaneme,
kdyz polozime

9(X) = E(Y|X).

V této souvislosti potom nejlepsi prediktor g(X) = E(Y|X) nazyvame regresni funkci
nahodné veli¢iny Y na nahodnych veli¢inach X,..., X;.

(2) Z druhé véty plyne, Ze regresni funkce E(Y|X) je prediktor, ktery mé ze vSech moz-
nych prediktori ¢g(X) nejvétsi korelacni koeficient s predikovanou nédhodnou veli¢inou
Y. To znamena, zZe regresni funkce E(Y|X) je optimalnim prediktorem v tom smyslu,
ze méa maximalni statistickou vazbu (méfenou korela¢nim koeficientem) s predikovanou
nahodnou veli¢inou Y.

IKarl Pearson (1857 — 1936). Britsky statistik a matematik. Studoval na Cambridge a poté piisobil na
univerzité v Londyné. Vychoval fadu vynikajicich statistik.
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DEFINICE 2.5. Méjme ndhodnou veli¢inu Y s koneénym a nenulovym rozptylem a ndhodny
vektor X = (X7, ..., X})". Potom ¢islo

., _ DIEYVX)]

Ny|x = DY
nazyvame korelaénim pomérem ndhodné veliciny Y mna nahodném vektoru
X = (Xj,..., Xg), nebo téz korelaénim pomérem nahodné veli¢iny Y na ndhodnych
veli¢inach Xi, ..., X} a pak jej téz znacime 1752/|X1 X

Poznamka 2.6. Nyni shrneme predchozi vysledky do nékolika dulezitych poznamek:

(1) Z ptedchozich vét plyne, ze
nyx = [R(Y, E(Y[X))J?
a tedy pro korela¢ni pomér plati nerovnost
0< 7712/|x <1
(2) Po vydéleni rovnosti (14) rozptylem DY a jednoduché tpravé dostaneme

EY - EYVX))?* |,

Ozna¢me symbolem J%X stfedni kvadratickou chybu predikce, kdyZ prediktorem je
regresni funkce E(Y|X), tj.

oyx = E(Y - E(Y|X))?,

pak diky predchozimu méame

2 0-12/|X
hx =1- 757

7 tohoto vztahu plyne velice ndazorna interpretace korelacnim poméru 7712/|x-

(a) Je-li stfedni kvadraticka chyba predikce a%,|x = 0, tedy v pfipadé idealni predikce,
je korela¢ni pomér 7712/\)( = 1.

(b) V druhém krajnim piipadé, kdyz stfedni kvadratickd chyba predikce je rovna DY,
t]. ‘712/|x = DY, pak je 7712/|x = 0 a vyuziti informace, kterou o nadhodné veli¢iné Y
poskytuje ndhodny vektor X, nepfinasi zadné zmenseni chyby predikce.

Tedy korela¢ni pomér n%‘x poskytuje miru presnosti predikce a je velice uzitecny
pri srovnavani ruznych vektori doprovodnych proménnych.
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Poznamka 2.7 (polopaté). Vysvétleme si pfedchozi pojmy pomoci nésledujiciho obrazku.

(
Y |
012/|X
o
DIE(Y|X)]
EY |l __ N ]
v
R o
Vo
regresnf pfimka ¥ = E(Y|X)
Y s
X

Na obrazku je symbolicky znazornén piipad, kdy se zkouma zavislost mezi nahodnymi velic¢i-
nami X a Y. I kdyz jsou vykresleny jiz konkrétni realizace ndhodnych veli¢in (plné krouzky),
znaceni je provedeno velkymi pismeny, aby bylo 1épe rozumét predchozim vztahim. Primka
predstavuje predikci v tomto modelu a prazdné krouzky piislusné predikované hodnoty.
Symbol DY oznacuje celkovou variabilitu ndhodné velic¢iny Y, tj. odchylku od své stredni
hodnoty EY (umocnénou na druhou). Symbol D[E (Y| X)] pfedstavuje variabilitu vysveét-
lenou modelem, tj. odchylku predikovanych hodnot od stfedni hodnoty EY. Podil téchto
odchylek (umocnénych na druhou) definuje korela¢ni pomér 7712/\)(- Symbol 032,| + odpovida
tzv. rezidualni variabilité, tj. odchylce nahodné veli¢iny Y od své predikce.

NAvoD 2.8 (prakticky vypocet). Pti praktickych vypoctech se pfislusné rozptyly odhaduji
vybérovymi rozptyly. Odhadnuty korela¢ni pomeér 7]}2,|X se pak nazyva index determinace.

Necht tedy méame realizace y1,...,y, a jejich predikované hodnoty 1, ..., 7,. Koeficient
determinace ma tvar
5% Sy9
=g =t
Y Y
kde . . .
g _ 1 A N2 2 1 .2 2 _ 1 N2
H=- Gi—0° sip==> w—60) st=-> -9
i=1 i=1 i=1

Priklad 2.9. Pii laboratornim pokusu bylo ziskdano nésledujicich 8 vysledkti méteni
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1 2 3 4 5 6 7 8
z; 2,2840 28170 2,8367 3,5288 4,1031 4,4262 45211 4,9446
y; 4,3046 6,3235 3,7082 17,6835 7,0239 8,7973 10,2961 8,4979

Zvoleny model nadm predikoval tyto hodnoty
y = (4,2614;5,3352; 5,3750; 6, 7694; 7,9264; 8, 5774; 8, 7685; 9, 6217).
Urcete index determinace a interpretujte ho.

Reseni. UkaZeme oba zpusoby vypoc¢tu. Vypocteme nejprve prislusné vybérové rozptyly

j = 17,079, s?—SZ(yl 7,079)2 = 3,283, s A—gz(yz—yz) — 1,131, s2 = 8;(%

7,079)% = 4,414.
Podle definice je

s 3,283

ID =Y — 22°°° _ () 7438
s2 4,414

nebo
2
1,131
ID = —ﬂ:1—’—=07438.

52 4,414

Vysledek lze interpretovat tak, ze 74,38% celkové variability je vysvétleno zvolenym mode-
lem.

3. Analyza zavislosti

Na zékladé predchozich vysledkt muzeme tedy fici, Ze iloha predikce je teoreticky vyte-
Sena tak, ze za nejlepsi prediktor staci zvolit regresni funkci £(Y|X).
Ovsem vypocet podminéné stiedni hodnoty E(Y|X) vyZzaduje znalost sdruzeného roz-

déleni ndhodného vektoru Z = (Y, X7, ..., X})’, coz ¢ini hlavni potiz pii praktickém vyuziti
predchozich vysledkii.
V praktickych situacich nebyva sdruzené rozdéleni vektoru Z = (Y, X7, ..., X})' znadmé,

proto se, pokud to prakticka situace dovoli, uvazuji pouze linearni modely typu

9(X) = B0+ /1 X1+ + B Xk = Bo + B'X,

jestlize oznacime B = (Bi,. .., Sx). Uloha predikce se pak redukuje na nalezeni nezndmych
koeficient fy, . . ., Bk, které minimalizuji stfedni kvadratickou chybu této predikce, tj.
(Bo,- s ) = argmin E(Y —cg— 1 Xy — - — Cka)2

(coye-scr ) EREF1

Oznaéme Y = Bo + B'X nejlepsi linearni predikci ndhodné veli¢iny Y. Stfedni kvadratickou
chybu nejlepsi linearni predikce oznacime tentokrat

oy x = E(Y — By — 3'X)?

(prosim neplést s oznac¢enim z minulé kapitoly 0)2/|X pro stfedni kvadratickou chybu v ptipadé,
ze prediktorem je F(Y|X)). Poznamenejme, Ze se nékdy stfedni kvadratickd chyba predikce
0% x také nazyvéa rezidualni rozptyl, nebot vyraz Y —Y se také nazyva reziduum.
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3.1. Koeficient mnohonasobné korelace. Daéle se budeme zabyvat statistickymi vaz-
bami mezi predikovanou nahodnou veli¢inou Y a jeji nejlepsi linearni predikei Y.

DEFINICE 3.1. Pearsoniv korela¢ni koeficient R(Y, }A/) oznac¢ime py.x a budeme jej nazy-
vat koeficientem mnohonasobné korelace ndhodné veli¢iny Y na nahodném vektoru
X = (Xy,...,Xx) (nebo téz na ndhodnych veli¢inach Xj, ..., X} a pak budeme podrobnéji
Psat py.(x1,..x,))-

DEFINICE 3.2 (Korela¢ni matice). Necht X = (X3,...,X,) aY = (Y3,...,Y,,) jsou
nahodné vektory. Potom matici

R(Xl,Yi) R(Xlaym)
R(X,Y) = : : = (R(X,,Y)) i=1,..
nazyvame korela¢ni matici nahodnych vektori X a Y.

Déle matici R(X,X) budeme znacit R(X) a budeme ji nazyvat korela¢ni matici nahod-
ného vektoru X.

VETA 3.3. Koeficient mnohondsobné korelace py x md ndsledujici vlastnosti
(1) Koeficient mnohondsobné korelace py x je vidy nezdporny.

(2) Pomoci regresnich koeficienti By, b1, ..., Bk jej lze vyjddrit ve tvaru
2oy = B'DX3

(8) Pomoci korelacnich matic jej lze vyjddrit ve tvaru
(4) Pomoci rezidudlniho rozptylu linedrni predikce jej lze vyjdadrit ve tvaru

2

3 Oy.x
-1

Py.x DY

Poznamka 3.4 (polopaté). Z predchazejici véty vyplyva:

(1) Vzorec |p3 5 = 2 /DD}),{[B je vhodny pro vypocet koeficientu mnohonasobné korelace

v piipadé, ze je k dispozici vektor regresnich koeficienti (5, 51, ..., k)’
(2) Vzorec | p? x = R(Y,X)(R(X))*R(X,Y)|se vyuziva v pripadé, 7e jsou k dispozici
korelac¢ni koeficienty mezi nahodnymi veli¢inami Y, X1, ..., X;.

o2 a? . . o .
(3) Identity |p2 x =1 — XX | g 7732/\x =1- E—‘YX ukazuji, ze korela¢ni pomér 7712/|x je

roven kvadratu koeficientu mnohonasobné korelace p3-x v piipadé, ze teoreticka
regresni funkce g(X) = E(Y|X) je linedrni funkci proménnych X, ..., X;. Déle je
z tohoto vzorce patrné, Ze pokud se omezime na linearni predikce, je interpretace
koeficientu mnohonasobné korelace stejna jako je interpretace korelacniho poméru
v obecném pripadé.

(4) Podle uvadénych vzorci lze koeficient mnohondsobné korelace py.x pocitat i v pii-
padé, kdy podminéné stfedni hodnota F(Y|X) neni linearni. V tomto pfipadé potom
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diky vztahu (dokdzaném ve vété 2.1)

B(Y — fo— BX)* > ElY — B(Y|X)]?

=0¥.x :U%/\x
snadno vidime, Ze
0< P?ﬂx < 7712/|x <1
Da se ukazat, ze ve tfidé linerarnich predikcnich funkci ma koeficient mnohonasobné
korelace analogické vlastnosti jako korelacni pomér, tedy ze plati analogie Véty 2.4

VETA 3.5. Pro libovolng nenulovy vektor ¢ = (c1,...,cx) € R¥ a ¢y € R plati
P2 x > RA(Y,co + c'X),

tj. koeficient mnohondsobné korelace je mazximalni korelacni koeficient mezi nahodnou ve-
licinou Y a libovolnou linedarni funkci cy + ¢'X nahodného vektoru X.

DUSLEDEK 3.6. Pro libovolné j = 1,...,k plati
p§/~X 2 R2(Y7 Xj)7
tj. absolutni hodnota libovolného korelacniho koeficientu mezi ndhodnou velicinou Y a libo-

volnou z nahodnych velicin X1, ..., Xy je nejuyse rovna koeficientu mnohondasobné korelace
mezi nahodnou veli¢inou Y a ndhodnym vektorem X = (Xq,..., Xg) .
L. , o Y,
DEFINICE 3.7. Méjme nahodny vybér rozsahu n s vektory X; = z |
1
k:

kde pro i = 1,...,n jsou ndahodné vektory Y; typu p x 1 a Z; typu q x 1, piicemz p+ q=
Definujme Vyberove kovarianéni matice

Syz=:5> (Yi=Y)(Z;—Z) = (S;) (typup xq),

n—1
i=1

Y1 Zl

g : a ; C

Y, Z,

SI'—‘
:IH

a vybérovou korela¢ni matici

Rzy = (rij) = (\/sj.fjj/sjj)

Nyni definujme vybérovy protéjsek ke koeficientu mnohonasobné korelace.

1
aX; (i=1,---,n) jsou ndhodné vektory typu p x 1.
Jestlize matice Rxx je regularni, pak vybérovy koeficient mnohonasobné korelace
je definovan vztahem:

n

Y, Y,
DEFINICE 3.8. Méjme ndhodné vektory <X1> RN (X ), kde Y; jsou ndhodné velic¢iny

2 -1
'y x = RyxRXXny.



Mgr. Jan Kolacek, Ph.D. 47

NAvoD 3.9 (prakticky vypocet). V praxi se vétSinou vybérovy koeficient mnohondsobné
korelace po¢ita pomoci né&jakého software. Hledan{ inverzni matice Ry mtize byt obecnd
slozity proces, proto jesté uvedeme alternativni vypocet. Polozme Z = (Y, X) a R = Ry,.

Pak
. det(R)

=l
"Yx det(RX)()

Piiklad 3.10. Zjistujeme zavislost koncentrace ozénu? (proménna Y) ve spodnich vrstvach
atmosféry na meteorologickych podminkach, které jsou popsany intenzitou slunec¢niho zareni
(X1), rychlosti vétru (X5) a teploté vzduchu (X3). Naméfend data udava nasledujici tabulka.

Y X, Xo X;
23 148 8,00 82
21 191 14,90 77
37 284 20,70 72
20 37 920 65
12 120 11,50 73
13 137 10,30 76
135 269 4,10 84
49 248 920 85
32 236 9,20 81
10 64 175 4,60 83

Vypoctéte vybérovy koeficient mnohonasobné korelace.

~.

© 0 N O T = W N o~

Reseni. Ry x = (0,55; —0,51;0,54).

1,00 0,19 0,60
Rxx=10,19 1,00 -0,52
0,60 —0,52 1,00
Jeji inverze je tvaru
3,29 —2,25 —3,13
Ryy=|[-225 291 2,85
-3,13 2,85 4,34

a celkové dostavame ri x = RYXR)_(IXRXY = 0, 8557.
Pokud bychom pouzili druhy zptsob uvedeny v Navodu 3.9, je tfeba vypocitat matici R,
1 R
kterou lze z piedeslého vyjadiit R = | YA 4.
Ryx Rxx
1,00 0,55 —0,51 0,54
0,55 1,00 0,19 0,60
-0,51 0,19 1,00 —0,52
0,54 0,60 —0,52 1,00
Pak
2 _ 1 det(R) 1 0,032

— - 00,8557
X det(Rx) 0,22

2¢4st datového souboru airquality implementovaného v jazyce R
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Hodnota tohoto koeficientu poukazuje na do jisté miry velkou linearni zavislost proménné
Y na ostatnich proménnych. Tato hodnota je vSak znac¢né ovlivnéna také korelacemi pro-
ménnych X, Xo a X3 mezi sebou. Pii pohledu na prvky matice Rxx vidime, Ze je napf.
vyznamnd korelace mezi intenzitou slune¢niho zéfeni (Xi) a teplotou vzduchu (X3). Pro
vylouceni téchto vlivil je tfeba spocitat parcialni korelacni koeficienty — viz dalsi odstavec.

3.2. Parcialni korela¢ni koeficient. Na zavér této kapitoly zavedeme pojem parcialni
korela¢ni koeficient. Pro tento pripad budeme uvazovat ndhodné veliciny

Y, Z,X1,. .., Xp.

Motivaci k zavedeni tohoto korela¢niho koeficientu je fakt, ze korela¢ni koeficient R(Y, Z)
mezi ndhodnou veli¢inou Y a Z muize byt dosti vysoky proto, ze obé ndhodné veli¢iny
jsou silné zavislé na ndhodném vektoru X = (X3,..., X;). Zajimé nés proto, jaka by byla
korelace mezi Y a Z pii vylouceni vlivu, ktery je zptisoben ndhodnym vektorem X.

Toto odstranéni vlivu nahodného vektoru X lze uskutecnit tak, ze se sleduje korelace
mezi Y a Z pii pevnych hodnotach ndhodného vektoru X.

Protoze v praktickych situacich neni mozné usporadani experimentu takovym zptisobem,
aby byla provedena eliminace vlivu ndhodného vektoru X, je tieba ji provést pomoci vhod-
ného matematického modelu. Obdobné jako v ptipadé koeficientu mnohonasobné korelace
se omezime pouze na linearni vztahy.

Oznacme Y a Z nejlepsi linearni predikce ndhodnych veli¢in Y a Z pomoci nahodného
vektoru X. Korelaci ocisténou od vlivu ndhodného vektoru X dostaneme, budeme-li pocitat
korelaci R(Y — Y, Z — Z). Definujme proto

DEFINICE 3.11. Necht existuje korela¢ni koeficient R(Y — Y.Z - Z\) Potom jej budeme
nazyvat parcialnim korela¢nim koeficientem nahodnych veli¢in Y a Z pii pevném X
a budeme jej znacit

VETA 3.12. Pro parcidlni korelacni koeficient nahodnych velicin Y a Z pri pevném X plati

przx = [R(Y, Z) = R(Y,X)(R(X)) " R(X, Z)] [(1 - p¥.x) (1 = pzx)]

Poznamka 3.13. 7 hodnoty korelacniho koeficientu R(Y,Z) nelze usuzovat na velikost
parcialniho korela¢niho koeficientu py z.x. Tyto dva koeficienty se od sebe mohou dosti od-
liSovat, mohou mit i rizné znaménko a v pripadé, Ze jeden z nich je roven nule, miize byt
druhy rtzny od nuly a podobné. Jejich vztah je tedy odlisny od vztahu R(Y,X;) a py.x,
ktery dava disledek 3.6.

Pro praktické tucely opét definujme vybérovy protéjsek k parcialnimu korelacnimu koefi-
cientu.

Yy Y,
DEFINICE 3.14. Méjme nahodné vektory | Z; | ,---, | Z, |, kde Y;, Z; jsou ndhodné
Xl Xn

veli¢iny a X; (i =1,---,n) jsou ndhodné vektory typu p x 1.
Pak vybérovy parcialni korela¢ni koeficient je definovan vztahem
rygx = Y7~ TyxTEx
7 \/(1 —r3x) (1 —r7x)
kde rZ , je vybérovy koeficient korelace nahodnych veli¢in Y, Z a r2 x, 1% x jsou piislusné
vybérové koeficienty mnohonasobné korelace.
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NAvoDp 3.15 (prakticky vypocet). V praxi se pro vypocet parcidlniho korela¢niho koefici-
entu pouziva néasledujiciho postupu. Polozme W = (Y, Z, X) a R = Ry . Pak

_ det(R(lg))
Vdet(Ray) det(Rezz)’
kde R ;; je submatice, kterd vznikne z R vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce.

Ty, z.X

Priklad 3.16. Na datech z Ptikladu 3.10 vypoctéte parcialni korelacni koeficient 7y, x,.(x., X3)-

Reseni. Pfipometime matici R, ktera byla tvaru
1,00 0,55 —0,51 0,54
0,55 1,00 0,19 0,60
-0,51 0,19 1,00 —0,52
0,54 0,60 —0,52 1,00
Ptislusné submatice jsou

1,00 0,19 0,60
Ran=1{0,19 1,00 -0,52{,
0,60 —0,52 1,00

0,55 0,19 0,60
Rz = | —0,51 1,00 —0,52 ],
0,54 —0,52 1,00

1,00 —-0,51 0,54
Ry =|-0,51 1,00 —0,52
0,54 —0,52 1,00
Po dosazeni dostavame
0,2827
~ /0,2220 - 0, 4654

Vysledek lze interpretovat jako velikost linedrni zavislosti ozénu na intenzité slunecniho
zafeni s vylouc¢enim vlivu rychlosti vétru a teploty vzduchu. Podobné by §lo zkoumat ostatni
vazby mezi proménnymi.

= 0, 8795.

TY,X1-(X2,X3)

Ulohy k procvic¢eni

Cviceni 3.1. V tabulce jsou uvedeny vysledky méteni (z;, y;) a predikované hodnoty ¢;, i =
1,...,10

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
z; 1,60 1,86 2,21 2,29 3,38 3,42 3,62 3,656 3,76 4,27
yi 3,24 3,12 3,81 5,12 6,28 7,15 7,33 7,81 8,08 8,43
U 2,98 3,54 4,31 4,48 6,85 6,94 7,37 7,44 7,68 8,79

Urcete index determinace a interpretujte ho.

Cviceni 3.2. Béhem 14-ti dni byla méfena poledni teplota vzduchu. K predikci teploty
byly pouzity dva modely — model A a model B. Namétené hodnoty a predikované hodnoty
obou modeltl jsou uvedeny v nasledujici tabulce.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14
y; 035 -1,54 047 -0,50 -1,99 -2,17 -1,86 -1,37 -1,88 -2,30 -2,13 -2,12 -1,76 -1,06
g& -0,62 -0,75 -0,87 -0,99 -1,11 -1,24 -1,36 -1,48 -1,60 -1,73 -1,85 -1,97 -2,09 -2,22
g2 -0,17 -0,35 -052 -0,70 -0,87 -1,05 -1,22 -139 -157 -1,74 -1,92 -2,09 -227 -244

Na zékladé indexu determinace rozhodnéte, ktery z modeli je lepsi.

Cviceni 3.3. Na datech ze Cviceni 3.2 byla predikovana hodnota poledni teploty vzduchu
v 15. den. Model A tuto hodnotu odhadl §if = —2,34, predikce pomoci modelu B byla
95 = —2,61. Ve skute¢nosti byla naméfena hodnota 35 = —1,34. Na novych datech opét
porovnejte oba modely pomoci indexu determinace.

Cvideni 3.4. Zjistujeme zéavislost spotieby paliva osobnich automobilt® (proménna Y,
pocet mil/galon) na vlastnostech motoru, které jsou popsany objemem vélct (X;, kubické
palce), vykonem (X5, pocet koni), hmotnosti vozidla (X3, kilolibry) a zrychlenim (X4, pocet
sekund na 1/4 mile). Namétena data udéava nasledujici tabulka.

Model (I‘.V. 1974) Y X1 X2 X3 X4
Mazda RX4 Wag 21,00 160,00 110,00 2,88 17,02

Datsun 710 22,80 108,00 93,00 2,32 18,61
Hornet 4 Drive 21,40 258,00 110,00 3,21 19,44
Valiant 18,10 225,00 105,00 3,46 20,22
Merc 280C 17,80 167,60 123,00 3,44 18,90
Cadillac Fleetwood 10,40 472,00 205,00 5,25 17,98
AMC Javelin 15,20 304,00 150,00 3,44 17,30
Fiat X1-9 27,30 79,00 66,00 1,94 18,90
Porsche 914-2 26,00 120,30 91,00 2,14 16,70

Ford Pantera L 15,80 351,00 264,00 3,17 14,50

Vypoctéte zavislost spotieby paliva osobnich automobilti na objemu vélet, vykonu, hmot-
nosti a zrychlenim vozidla.

Cviceni 3.5. V ramci biometrického vyzkumu byl na jednotlivych stromech zjistovan vztah
mezi veli¢inami objem (Y, m?), vycetni tloustka (X;, cm), vyska (Xs, m) a délka zelené
koruny (X3, m). Naméfené hodnoty jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

3¢4st datového souboru mtcars implementovaného v jazyce R
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Strom Y X; X, X;

1 0013 8 98 36
2 0021 8 10,2 36
30012 7 94 30
4 0009 7 78 14
5 0065 12 11,2 46
6 0071 12 12,0 511
7 0,102 13 135 6,9
8 0048 10 12,1 46
9 0049 11 10,8 4,3
10 0011 7 89 39
11 0017 8 93 35

12 0,059 11 12,0 4,8

Vysetiete korelacni zavislost objemu na tloustce, vysce a délce zelené koruny.

Cviceni 3.6. Na datech ze Cviceni 3.4 vypoctéte parcialni korelacni koeficienty ry, x,.(x, x4, x4)5
7Y, Xo-(X1,X3,X4)s TV, X3-(X1,X2,X4)> TX1,X4-(X1,X2,X3)"

Cviceni 3.7. Na datech ze Cviceni 3.5 vypoctéte vSechny parcialni korelacni koeficienty.






KAPITOLA 4

Linearni regresni model

Zakladni informace

(1) V nésledujici kapitole se budeme zabyvat statistickou analyzou vzajemnych vztaht
nahodnych jevi, kde se bude predpokladat, Ze tyto vztahy lze popsat pomoci line-
arnich operaci. Popiseme obecné volbu optiméalnich parametri linedrniho modelu
a uvedeme konkrétni priklady.

(2) Predpoklada se znalost zakladnich pojmu z teorie pravdépodobnosti a matematické
statistiky — ndhodné veli¢ina, ndhodny vektor, jejich ¢iselné charakteristiky a jejich
vybérové odhady, testovani hypotéz

Vystupy z vyukové jednotky
Studenti

e definuji linearni regresni model
e vypocitaji odhady nezndmych parametrii a testuji hypotézy o téchto parametrech

vvvvvv

micka regrese

1. Motivace

Casto chceme prozkoumat vztah mezi dvéma veli¢inami, kde jedna z nich, tzv. ,nezévisle
proménna“ X, ma ridit druhou, tzv. ,zavisle proménnou“ Y. Predpoklada se, ze obé veli-
¢iny jsou spojité. Prvnim krokem ve zkoumani by mélo byt zakresleni dat do grafu. V radé
pripadtl tento krok napovi mnohé o tom, co nés zajima: Existuje vztah mezi obéma pro-
ménnymi (veli¢inami)? Pokud ano, pak rostou ¢i klesaji obé v jednom sméru, nebo jedna
klesa, kdyz druh& roste? Je pfimka vhodnym modelem pro vyjadfeni vztahu mezi témito
dvéma velicinami? Chceme-li se dostat dale za tuto intuitivni droven analyzy, je linearni
regrese Casto uzitecnym nastrojem. Tato metoda zahrnuje prolozeni primky daty a analyzu
statistickych vlastnosti takovéto primky.

2. Linearni regresni model

Predpokladejme, Ze mezi néjakymi nendhodnymi veli¢inami y,xq,...,x; plati linedrni

vztah
y = friry+ -+ Bews,
ve kterém [y, ..., B jsou nezndmé parametry. Informace o neznamych parametrech budeme
ziskavat pomoci experimentu, a to tak, ze opakované budeme méfit hodnoty velic¢iny y pii vy-
branych hodnotach proménnych xq, ..., x;. PTi méfenich vSak vznikaji chyby, coz lze mode-
lovat takto
Y = Biwy + -+ Bpai + e,

kde ¢ je ndhodné chyba méreni.

Opakované hodnoty sledovanych veli¢in budeme pro ¢ = 1,...,n znacit Y;, x;1, ..., Ti,
obdobné také ndhodné chyby ¢;.

53
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Celkove jsme dostali model

i = fizn+-+ Bz + &1 . Y Ty oo Tk 6} €1
) vyjadieme ] ] ) )
| - +
maticovée
Yn = ﬂlxnl + -+ kank + & Yn Tpl - Tpk ﬂk En
—— N ~ SN e’ N
Y X (matice planu) B €

O néhodnych chybach €4, ..., budeme predpokladat, Ze jsou
e nesystematické, coz lze matematicky vyjadiit pozadavkem, Ze , 1 =

1. n 4. [Fe=0]a tedy [EY = X8|

e homogenni v rozptylu, tj. ze | De; = 0?> > 0|proi=1,...,n;

e jednotlivé ndhodné chyby jsou nekorelované, tj. ze |C(e;, ;) = 0|pro i # j,i,7 =

1,...,n,tj. ‘DY = De = 0,1, ‘, takze i méfeni jsou nekorelovana.

Pouziva se nasledujici terminologie a znaceni

e parametry [31,..., [, se nazyvaji regresni koeficienty;
e matice X obsahuje nendhodné prvky z;; a nazyva se regresni matici nebo matici
planu (Design Matriz);

e popsany model souhrnné zapiseme jako | Y ~ £(X3,0%1,)|.

Takto zavedeny model budeme nazyvat linerarni regresni model. Dale budeme pred-
pokladat, ze a 0 hodnosti matice X budeme ptredpokladat, Ze je rovna k, tj.| h(X) = k|.
Bude-li tento pfepoklad splnén, budeme fikat, Ze jde linerarni regresni model plné hod-
nosti. V tom pripadé jsou sloupce matice X nezavislé.

V opacném pripadé, by bylo mozné dany sloupec matice X napsat jako linedrni kombinaci
ostatnich sloupcti, coz je mozné interpretovat tak, ze proménné odpovidajici danému sloupci
je nadbytecna, protoze ji lze vyjadrit jako linearni funkci ostatnich proménnych.

Priklad 2.1. REGRESNI PRIMKA V KLASICKEM LINEARNIM REGRESNIM MODELU

Klasickym specidlnim pfipadem linearniho
modelu je jednoducha linearni regrese,
kdy predpokladame, ze nezavislé ndhodné ve-
liciny Y; (¢ = 1,...,n) maji normalni rozdéleni

}/; ~ N(ﬁo + leivgz) )

kde x; jsou dané konstanty, které nejsou
vsechny stejné. Rozptyly Y; jsou stejné, kdezto
stftedni hodnoty lze vyjadrit jako linearni
funkci znamych konstant x; pomoci nezna-
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ mych parametria fy, 5.

-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

V tomto pripadé
}/1 1 T €1
Y=|: |, maticeplan: X =|: : |, (B= <60> ., e=| | ~N,0,01,).

Y, 1 z, €n
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3. Odhady neznamych parametru

V dalgim se budeme vénovat odhadtim vektoru neznamych parametra 8 = (54, ..., k)

DEFINICE 3.1. Rekneme, Ze odhad B = B(Y) je linearnim odhadem vektoru 3, jestlize
existuje matice realnych cisel By, takova, ze B = BY.

Dale fekneme, ze odhad B = ,@ (Y) je nestrannym odhadem vektoru 3, jestlize pro kazdé
B € R* plati EB = 3.

Jestlize ,8 = E (Y) je takovy linearni nestranny odhad vektoru parametru B, ze pro kazdy
jiny linearn{ nestranny’ odhad 3 = B( ) je rozdil varianénich matic DB( ) — DB( ) po-

zitivné semidefinitni matice, potom budeme fikat, Ze 6 [3( ) je nejlepsi nestranny
linearni odhad (Best Linear Unbiased Estimator) parametrﬁ 3, zkracené BLUE odhad.

V dalsi c¢asti budeme hledat BLU E-odhad parametru 8 a odvodime jeho vlastnosti.
Tento odhad budeme hledat metodou nejmensich ¢tverct (Ordinary Least Square Method).

DEFINICE 3.2. Rekneme, Ze odhad BOLS je odhadem parametru 3 metodou nejmensich
¢tvercu, jestlize

BOLS = argérg@(Y —X0) (Y — X3) = arg min (Y waﬁ])

ﬁeRk

VETA 3.3. Odhad parametru 3 v modelu Y ~ L(X3,0°1,) je tvaru

Bors = (XX)'X'Y.
Dikaz. Nejprve ozna¢me symbolem x; i-ty fadek matice planu X a symbolem X; j-ty sloupec
této matice, tj.

Lir 0 L1k X
X = = :|= <X1 . Xk)
Tnl Lk X;L
Nutnou podminkou pro extrém je, aby parcialni derivace byly nulové, tj. pro s =1,...,k

0 0 , _ 9
0= a/BSS<IB) = aﬁs(Y_Xﬁ) (Y_Xﬁ) = aﬂs%( le]ﬁ])

Proto pocitejme

) o & : - :
95 S(B)|= a5 Do |YE-2 Y whi+ (injﬂj>
s S j=1 j=1

i=1

n n k
=2 ZY;:@-S + 22 (Z xijﬁj) Tis
= -2 Z Yl’zs + 2 Z memlsﬁj

i=1 j=1

tj.

n

k n
E E xijxisﬁj = E Yizs |
=1 j:l =1
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Nyni se budeme snazit vyjadrit pfedchozi rovnost maticové. Upravujme postupné levou a
pravou stranu:

n k n k n x1 3
Z Z TijTisPs = Z Lis Z TP = Zl‘isxiﬂ = X : =X X8
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 /
—— XH'B
:x;IB
=Xz

3 Vi, = XY
1=1

a celkové, zapiseme-li k£ rovnic pod sebe a uvazujeme-li obé strany rovnosti, dostaneme

/ / /
X1 X1 X1
L B= : Y . tzv. normalni rovnice
x) \x) \x
=X'Xp3 =X'Y

Vzhledem k predpokladu, ze jde o model plné hodnosti, tj. h(X) = h(X'X) = k, feSeni
normalnich rovnic ma tvar N

Bors = (X/X)_l X'Y.
Nyni zbyva dokazat, Ze tento extrém je také minimem, tj. Ze matice druhych parcidlnich
derivaci je pozitivné semidefinitni matice. Proto pocitejme (sh)-ty prvek matice druhych
parcialnich derivaci

82

585 P = aﬁh[ 2;”“”22%%&1

i=1 j=1

n P k
=2 Z Tis 55 (; i @) 2 Z Tisti = 2X. X,

=ZTih
Take matice druhjch parcidlnich derivaci je (252)" = ($° g, k —X'X >0
akZe matice druhjch parciélnich derivaci je {555, | = |{. 1xzsxm L ,
7 h=1
tj. jde o pozitivné definitni matici a tim je véta dokazana. O

VETA 3.4. (Gaussova-Markovova véta). Odhad BOLS v modelu Y ~ L(XB,0%1,) je
BLUE-odhad (tj. je nejlepsi nestranny linedrni odhad) a jeho variacni matice je rovna

DBors = 0* (X'X)™!
VETA 3.5. Pro libovolny vektor ¢ € R¥ je C’BOLS BLU E-odhad parametrické funkce c’'3 a
md rozptyl o?c'(X'X) e
VETA 3.6. Plati
S. = S(Bors) = Y'Y — By X'Y = Y/'(I - H)Y,

kde H je tzv. ,hat“ matice
H=X(XX)"'X.

VETA 3.7. Odhad |s* = je nestrannym odhadem rozptylu o?.
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4. Testovani hypotéz v linearnim regresnim modelu

Diky predchozim vétam dokazeme v linearnim regresnim modelu plné hodnosti vypocitat
nejen O LS-odhady nezndmych parametrtt 8 = (31, ..., fx)’, ale také mame k dispozici odhad
neznamého rozptylu o2 a zndme vlastnosti téchto odhadt.

V dalsim se zaméfime na stanoveni jejich rozdéleni v ptipadé, ze ndhodny vektor ma
vicerozmérné normalni rozdéleni. Pak teprve budeme moci prejit k testovani hypotéz
o neznamych parametrech (5, ..., G.

Jestlize nahodny vektor Y se fidi linedrnim regresnim modelem plné hodnosti, coz zapi-
sujeme Y ~ L(X3,0%I,), a navic m4 vicerozmérné normalni rozdéleni, budeme psat

Y ~ N,(X8,0%L,) |

VETA 4.1. Mé&jme linedrni regresni model plné hodnosti, pricem? Y ~ N, (X3, 0%1,). Pak
platt

(a) OLS-odhad vektoru neznamich parametri md normdlni rozdélend

Bors ~ N (8,0*(X'’X)™)
(b) ndhodnd velic¢ina

n—=~k ,

K = 2~ Xi(n—k)

o2

(¢) ndhodnd velicina | K = "£s?| a OLS-odhad ,BOLS jJsou nezavislé.

Diky tomuto tvrzeni lze dokazat nasledujici vétu.
VETA 4.2. V modelu Y ~ N,(X3,0°1,) piné hodnosti pro kazdé c € R*, ¢ # 0 plati

T — C/BOLS_C/6 ~ t(n—l{f)

sy/ ¢/ (X'X)~1c

DUSLEDEK 4.3. V modelu Y ~ N,(X3,0%L,) piné hodnosti md 100(1 — )% interval
spolehlivosti pro parametrickou funkci '3 (kde c # 0) tvar

(Dr, Hr) = (C'BOLS — 5v/c(X’X) e t1_q/2(n—k), C/BOLS + sy/c(X'X)"1c tl_a/g(n—k)) :

Poznamka 4.4. Prakticky lze provést test hypotézy Hy : ¢/8 = 70 (70 je dané realné ¢islo)

proti alternativé Hj : ¢/ # 7 na hladiné vyznamnosti a tak, ze hypotézu H, zamitame,
pokud plati

|c'Bors—0

s/ (X'X)~1c

Poznamka 4.5. V praktickych situacich se nejcastéji voli vektor ¢ jako jednotkovy s jed-
nickou na j-tém misté ¢ = (0,...,1,0,...,0)" a v tom p¥ipadé |c'8 = §;|, takze

> tl—a/2 ('I’L—k)

(a) 100(1 — )% interval spolehlivosti mé tvar (pii znaceni (X'X)™! = (v;;)5,_;)

(50Ls,j — 5\/Uj; ti—aj2(n—k) , Bors; + 51/Vj; tl—a/Q(n_k))‘
(b) Test hypotézy Ho:f5; =7 (70 je dané redlné ¢islo) proti alternativé Hi : 5; # 7o

na hladiné vyznamnosti « se provede tak, ze hypotézu Hy zamitame, pokud plati

|50Ls,j — |



58 M5VMO5 Statistické modelovani

Pred dalsi vétou zavedeme nasledujici blokova znaceni:

/6 = (\617 cee aﬁ?’ry\ﬂm-‘rh B aﬁk)/7
=B} =85

obdobné

o~ ~/ ~/
IBOLS = (501:5,17 501:5,2)/
Vi V
X'X — 11 12 7
Va1 Vg

VETA 4.6. V modelu Y ~ N,(X3,0%L,) piné hodnosti plati, Ze statistika

F = m (BOLS,z - 52),V2_21 (/B\OLSQ — 52) ~ F(k—m,n—k).

a nakonec také pro matici

kde matice Vi je typu m x m.

Poznamka 4.7. Diky predchazejici vété mizeme testovat nulovou hypotézu

Hy: B, = /32,07
(kde B, je dany vektor realnych cisel, nejcastéji nulovy vektor)

proti alternative

H, : 52 £ 52,0

na hladiné vyznamnosti « tak, Ze hypotézu H, zamitame, pokud plati

ko = Wl—m) (BOLS,z - 52,0) V2_21 (IBOLS,Z - ﬁz,o) > Fo(k—m,n— k’)

5. Specialni modely linearni regrese

Specialni volba matice X vede ke specidlnim modelim linearni regrese, které popisuji
Casté experimentalni situace.

MODEL I: Regresni pfimka Y; = 5y + fix; +6;,1=1,...,n; n > 2.

L nooY @ >,
Matice planu X=[: : |, XX=| , il , XY=| =t
1 2 dowi Y > Y
n i=1 i=1 i=1
a model bude plné hodnosti, pokud vSechny hodnoty z1, ..., x, nebudou stejné.
Normalni rovnice jsou tvaru:
Bon+ By x = DY
i=1 i=1
Bodxwi+ Py xf = > Y,
i=1 i=1 i=1
MOoDEL II: Regrese prochazejici pocatkem Y; = fz;+¢;,i=1,...,n; n> 1.
T
Matice planu X=| : |, XX = (Z xf), XY = (Z xﬁ@)
i=1 i=1
Tn

a model bude plné hodnosti, pokud alesporn jedna z hodnot z, ..., x, bude rizna od nuly.
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Normalni rovnice:

B 2%2 = Z%YE
i=1

i=1

MobEL III: Kvadraticka regrese Y; = By + fi2; + Bo? +&;,i=1,...,n; n > 3.

n n n
1oy a2 noSa ya? >,
L i=1 i=1 i=1
Matice planu X =| N XX=|>z da dx|, XY=|)>zY
N2 N~L3 N4 N9
i=1 i=1 i=1 i=1

Normalni rovnice jsou tvaru:
n

Bon+ b1 Y wi+ B> a2 = Y,
i=1 i=1 i=1

Bodoxi+ Py xi+fadx} = YV
=1 =1 =1 =1

Bodxi+ /iy al+ P x) = YAy,
=1 =1 =1 =1

MODEL IV: Polynomicka regrese Y; = fo+ 12+ - -+ Bnal*+e;,i=1,...,n; n > m+1.

n n n
DY m . .. m .
1z y noo)m > ] 2. Y
. . . i=1 =1 i=1
. n n 9 n +1 n
m
. . , >T LT T, / > Y
: : T : n n +1 n 9 n
m m m m
i=1 i=1 i=1 i=1

P1i polynomické regresi vyssich fadu je tfeba kontrolovat, zda matice X’X neni $patné pod-
minéna, coz nastava, pokud determinant této matice je blizky nule. Tento jev se také nazyva
multikolinearitou. Pro posuzovani multikolinearity existuje fada orientac¢nich kritérii.

MODEL V: Dva nezavislé vybéry se stejnou variabilitou Y, =p+a+¢ejp,j=1,2,

kE=1,....,n5 n = n +mng > 2, kde u budeme chapat jako spole¢nou hladinu a o jako
prispévek druhého vybéru.
10
10 Y.
Matice planu X = Coxx=(" ") xv=|('
11 Ny Mo Yo,
11
2 ny g
s pouzitim tzv. tetkové notace Y, =Y > Yy a Y, = > Y proj=1,2.
j=1k=1 k=1

Normalni rovnice jsou tvaru:
np+neax =Y,
Naft +ngx = Yy,

Odecteme-li od prvni rovnice druhou, dostaneme

p(n—ng) =Y, —Y = = 71_11}/1' = Y; (vybérovy priamér 1. vybéru).
—_—— N —

=N :Yl.
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Pokud obé strany druhé rovnice vydélime vyrazem no, mizeme psat

04 o= ning =Y, = a =Y — Y, (rozdil mezi 1. a 2. vybérovym primérem)

MoDEL VI: Vice nezavislych vybért s homogennim rozptylem Yj, = p+ a; +¢€;; ,
j=1L...,J,k=1....;nj;n=n1+---+n;>J+ 1

(a) Pokud bychom jako nezndmé parametry uvazovali u, o, ..., ay, pak dostaneme model,
ktery neni plné hodnosti, nebot prvni sloupec je souc¢tem vsech ostatnich. Rikdme, ze
model je PREPARAMETRIZOVAN (tzv.”overparametrized model”).

1 10 0
Y1, €11
. 1
1
1 0
o I A oy
Yo1 €21
. 1
1 %
1 | I S o
Y2n2 == - - - - - — /= _1 + Eong
1 Qg
N——
1 =B*
_ 100 -~ -~ 0 1 0 L
Y(‘n 1 0 8{1
. :
. 1 :
Jn EJn
_\@J_, 100 0 1 >/
= :§* =€

(b) Protoze matice planu X neni plné hodnosti, provedme proto nasledujici reparamet-

rizaci: Pak Y =pj +ejp,j=1,---,J ¢ =1,---,n;. Maticové, lze

napsat tento regresni model ve tvaru
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1 0 - 0
Y1, €11
: 0 0
I R A -
Yo S €21
' : 251
3 Y |
YVZnQ = - — — /= + Eong
—= 0O -« -+ 0 1 0 —=
Ky
——
=3
- 00 - - 0 1 0 o
Yn 0 1 En
YJTL . EJn
L \oo 01 ) NS
= :\5( —=e
ny 0 0 }/1 _
0 . Yi
X'X = " AaXY=| | = B=XX)'XY=|:
0 _
Y;
0 0 ny Y;

takze dostavame

py =Yy

MOoDEL VI: Dvé regresni pfimky (se stejnym rozptylem).

Méjme dva nezavislé nahodné vybéry Yi1,..., Yy, (resp. Yai,...,Ys,,) a k tomu odpo-
vidajici hodnoty regresori xy1,...,%1,, (resp. Tag,. .., Ta,,). PFfedpokladejme, ze plati

Yi=a1+bzy+en, i=1,...,m, eu~ N(0,0})

Y2i:a2+b2l‘2i+€gi, = 1,...,?12, EgiNN(O,O'%)

Vytvorme spole¢ny regresni model:
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Y I 21 O 0 €1

. . a .

Yi, | _| L 2w 0 0 L I

Yo 0 0 1 =z9 ao €21
ba

}/V2’I'L2 0 O 1 xan €2n2

Vyjadieno blokové:

Pocitejme postupné

wx - [ XX 0 <y — [ XY 0 B @1 _ [ (XXy) XYY ‘
0 XX, /)’ X,Y, B, (X,X,) ' XY,

Oznacéme

~ - : Y, -Y Y, - X,3
oY -Vov-XB= | oY) o X
&y Y, —-Y, Y. — Xy,

Pak
a
82 _ SSE1 _ &1 ' &1
1 ni—2 ny—2 N 52 _ SSE _ (’I’Ll — 2)8% + (n2 — 2)8%
2 — SSE1 _ &% ny+mng—4 ny+mny —4
2 T pe—2 7 no-2

TESTOVANI ROVNOBEZNOSTI DVOU REGRESNICH PRIMEK.
Pii testovani hypotézy Hj : by = by proti alternativé H; : by # by vyuzijeme toho, ze sta-
tistika

ra
T = cb—ch ~ thn—p—1).
s2c/(X'X) e

Polozme

V11 V12 V13 V14
_ v _ V21 V22 V23 U2g
c=(0,1,0,—1) = ' (XX) 'c=uvy + vy, pficemz (X'X) ! =
V31 V32 U3z Us4
V41 V42 V43 Vgq
Za platnosti nulové hypotézy statistika

bi—b
TO = S—m Nt(nl -+ Nno —4)

Nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti «, pokud

’to‘ > tl_%(nl -+ ng — 4)

nebo pomoci p-value
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Po = P(T() > ’tol) < %.

TESTOVANI SHODNOSTI DVOU REGRESNICH PRIMEK.

Budeme testovat hypotézu H, : 3, = 3, proti alternative H; : 3, # (3, .

Vyuzijeme vlastnosti

w
a
K= 5 (B~ Bo) W By~ B) ~ X(2)
dale
K, — S;S;E _ (ny + 7”:2— 4)s* 2y + 13— ),

takze k testovani nulové hypotézy pouzijeme statistiku

Fo = #ﬁm_@ = ﬁ(31 - B2)lw_l(,@1 - Bz) ~ F(2,n1 +ngy — 4)

a nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti «, pokud

fO < F%(Q,nl + ng — 4) nebo f() > Fl_%(Q,nl + no — 4)

nebo pomoci p-value, jestlize

po = P(F > fo) < § popiipadé 1 —pg < 5.

OVEROVANI SHODNOSTI ROZPTYLU.

Pii testovani hypotézy Hy : 02 = o3 proti alternativé H; : 02 # 02 vyuZijeme toho, e sta-

tistika

SSEq
(nq—2)o2 s2

Fo="se— = 3% ~ F(ni —2,n2 — 2)
(ng—2)o2 2

a nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti «, pokud

f() < F%(’I’Ll = 2,712 = 2) nebo f() > Fl_%(nl = 2,’)12 = 2)

nebo pomoci p-value, jestlize

po = P(Fy > fo) <§ nebo 1 —py < §.

Priklad 5.1. Analyzujte data o po¢tu pracovnich hodin za mésic spojenych s provozovanim
anesteziologické sluzby v zavislosti na velikosti spaddové populace nemocnice (viz nésledujici
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tabulka). Udaje byly ziskany ve 12 nemocnicich ve Spojenjch stétech.

Por. Pocet Velikost populace
pracovnich | spadové oblasti ZAVISLOST POCTU PRACOVNICH HODIN

éislo hodin (osoby v tisich) 1000 ‘NA YELHFOST‘I PO‘PULA‘CE ‘

1 304,37 25,5 0

2| 261632 294.3 ’ ’

3 1139,12 83,7

4 285,43 30,7 o

5 1413,77 129,8 o

6| 155568 180,8

7 383,78 43,4 o

8 2174,27 165,2 ool °°

9 845,30 74,3 °

10 1125,28 60,8 "l o

11 3462,60 319,2 s T me R s w

12 3682,33 376,2

Reseni. Graf naznac¢uje linearni vztah mezi pracovni dobou a velikosti populace, a tak
budeme pokracovat kvantifikaci tohoto vztahu pomoci primky y = 8y + f1z.

4000 V72 . ’ /
Pouzivame-li model regresni analyzy pro sta-

tistické zpracovani nasich dat, je dobré ovérit
predpoklady, ze kterych model vychézi. Shrime
je v nasledujicich tfech bodech.

3500
3000

= (1) Zavisle proménnd Y (pracovni doba) mé nor-

malni rozdéleni pro kazdou hodnotu neza-
visle proménné z (velikost populace).

(2) Rozptyl zavisle proménné Y je stejny pro
kazdou hodnotu nezavisle proménné x.

(3) Zavislost veli¢iny Y na z je linearni.

2000
1500 (-
1000 [

500

Pro tuto chvili predpokladejme, Ze pro nas pii-
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ klad jsou tyto predpoklady splnény.

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Odhad absolutniho ¢lenu [y a smérnice [, regresni piimky a jejich statistické charakteris-
tiky jsou uvedeny v dalsi tabulce. Smérodatna chyba koeficientu je vybérova smérodatna

odchylka odhadovaného parametru, tj. Sg, = Sa1y/ = + % asp = \/SSL% (Ve statistickych

programech je obvykle oznac¢ovana anglicky jako Standard Error.)

STATISTICKE CHARAKTERISTIKY LINEARN{ REGRESE

Parametr Koeficient | Smérodatna chyba koef. | t-statistika p-hodnota

Absolutni ¢len [y 180,658 128,381 1,407 0,1896823
Smeérnice b1 9,429 0,681 13,847 | 7.520972e-08
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7 tabulky tedy dostavame:

pracovni doba = 180,658 + 9,429 - velikost populace.

To je tfeba interpretovat jako odhad primérné hodnoty poctu pracovnich hodin pro po-
pulaci s danou velikosti. Oc¢ekavame, ze na kazdych dalsich 1 000 lidi stoupne za mésic pocet
pracovnich hodin o 9,429, coz je smérnice regresni piimky. Uvédomte si, ze absolutni ¢len
(180, 658) znadi primérny pocet pracovnich hodin, kdyZ je populace rovna nule. To ziejmé
nedava smysl a mélo by nam to pfipomenout, ze model by se mél pouzivat pouze v tom roz-
mezi obou veli¢in, v némz se pohybovaly pozorované hodnoty. V tomto pfipadé to znamena
x od 26 do 370. Je ovSem pravda, ze dosazena hladina vyznamnosti pro absolutni ¢len je
priblizné 0,19, a nelze tedy Tici, ze by se absolutni ¢len 3y vyznamné lisil od nuly.

Ptipomenme, ze tyto vysledky jsme spocitali pro ndhodny vybér 12 nemocnic. Kdy-
bychom ted zvolili jiny ndhodny vybér 12 nemocnic, dostali bychom odlisny odhad smérnice
a absolutniho ¢lenu. Uréeme proto intervaly spolehlivosti neznamych parametru 5y a 3.

Oboustranny interval spolehlivosti pro 3,  Oboustranny interval spolehlivosti pro 3;

180,6575 == 2,228 - 128,3812 = 180,6575 & 286,051 9,429 £ 2,228 - 0,681 = 9,429 + 1,517
| ‘ ‘ | x ' ' ' ' '
| |
| l
! S [ —_———
| |
| |
| l

-200 —1(30 8 1(;0 2(30 360 4(30 500 (‘) ‘2 4‘1 é é 1‘0 12
(—105,394; 466,709) (7,912; 10,946)

Na zakladé vybéru 12 nemocnic miizeme Tici, Ze neznamy parametr [y lezi mezi —105, 394
a 466, 709 a nezndmy parametr (1, tj. parametr zmény primérného pocétu pracovnich hodin
v zéavislosti na zméné velikosti populace (v tisicich), lezi mezi 7,912 a 10,946 pracovnimi
hodinami za mésic.

Protoze interval spolehlivosti pro By pokryva nulu, nelze potvrdit, Ze se vyznamné lisi
od nuly. Naproti tomu interval spolehlivosti pro §; nulu nepokryva, tedy se vyznamné lisi
od nuly, jinak feceno pocet pracovnich hodin skutecné linedrné zavisi na rozsahu spadové
populace.

Pokud bychom uvaZovali regresi prochazejici poc¢atkem (plné ¢ara) a vysledek srov-
nali s obecnou regresni pfimkou (¢arkovand ¢ara), dostaneme nésledujici odhady
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B = 10,185 35 = 0,4371, reon
t* = 3,30157, p* — hodnota = 1.0318 x 1010

Oboustranny interval spolehlivosti pro fg;

4000 [

10,185 + 2,2 - 0,4371 = 10,185 + 0,962 3s00] o
: , , , , ,
‘ 3000 -
| .
! —— {2500
1 .
: 2000}
% .
(9,223; 11,147) S
Protoze interval spolehlivosti pro ] nulu ne- T 3
pokryva, opét jsme prokézali, ze se vyznamné gyl
lisi od nuly, tj. pocet pracovnich hodin sku-
tecné linearné zavisi na rozsahu spadové po- O o w0 a0 o awo
pulace.

pracovni doba = 10,185 - velikost populace.

Ulohy k procviéeni

Cvideni 5.1.

1 -39 7
1 -2 4 4
V linedrnim regresnim modelu (Y, X,3), X = i _11 1 , Y = ; spocitejte me-
1 2 4 5
1 3 9 8

todou nejmensich ¢tverci odhady vektoru parametrt 3, aproximace Y, rezidualni soucty

¢tvercti S, a s2.

Cviceni 5.2. Pro data

v|-2|-1]0]1]2
1

spocitejte metodou nejmensich ¢tverctt odhady vektoru parametri ,@, aproximace /Y\, rezi-
dudlni soucty ¢tvercit S, a s* ve dvou modelech. Ktery model je vhodnéjsi? (Pro¢?) Oba
modely vykreslete.

(a) model s regresni funkci Y = By + 1o + Box?

(b) model s matici planu X =

_ = O =
== R S

Cviceni 5.3. Pomoci regresni primky prochézejici po¢atkem spocitejte metodou nejmensich

¢tverctt odhady vektoru parametrt 3, aproximace Y, rezidualni soudty ¢tvercit S, a s2
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v LRM (Y, X, 3) pro data
«| 10| 20| 30| 40| 50| 60
Y 0,18 0,35 0,48 0,65 0,84 | 0,97

Jedné se o méfeni teplotni délkové roztaznosti médéné trubky. Rozdil teploty od referenc¢ni
20 °C je z, prodlouzeni tyce je mérena veli¢ina Y .

Cviceni 5.4. U 126 podnikil fepaiské oblasti v Ceské Republice byl sledovan hektarovy
vynos cukrovky ve vztahu ke spotiebé primyslovych hnojiv.
Data jsou ulozena v souboru ,cukrovka.Rdata“ ve 4 sloupcich:
(1) dolni hranice spotfeby K>O (kg/ha)
(2) horni hranice spotieby KO (kg/ha)
(3) Cetnosti
(4) primérné vynosy cukrovky (q/ha)
a) odhadnéte parametry regresni funkce tvaru

y = o+ P
y = Bo + Sz + Baa®
y = Bo + Braz%®

Poznamka: Za hodnoty nezavisle proménné volte stied intervalu.
b) Porovnejte vhodnost tf¥i pouzitych regresnich modeli.

Cviceni 5.5. U 19 vzorku potravinafské pSenice byl zjistovan obsah zinku v zrnu (proménna
Y'), v kofenech (proménna X;), v otrubach (proménna X5,) a ve stonku a listech (proménna
X3). Data jsou uloZena v souboru ,psenice.Rdata“.

a) Predpokladejte, Ze je vhodny regresni model
Y = fo + 1 X1 + B2 X + 53X5.

Odhadnéte regresni koeficienty a rozptyl, vypoctéte vektor predikce a index deter-
minace. Provedte celkovy F-test a dil¢i t-testy. Hladinu vyznamnosti volte 0,05.
Normalitu rezidui posudte graficky pomoci funkce qgnorm.

b) Z regresniho modelu odstrarite ty proménné, jejichZ regresni koeficienty se ukazaly
nevyznamné pro o = 0, 05. Sestavte novy regresni model a provedte v ném vSechny
ukoly z bodu a).






KAPITOLA 5

Ovérovani predpokladu v klasickém modelu linearni regrese

Zakladni informace

(1) V nésledujici kapitole se budeme zabyvat ovéfovanim piedpokladt linedrniho re-
gresniho modelu. Nejprve se zaméiime na ovéfeni normality dat, graficky i pomoci
statistickych testti. Dale pak popiseme metody pro testovani korelace v datech a
konstrukci odhadt parametrt linearniho regresniho modelu pro korelovana data.
Nakonec se budeme zabyvat multikolinearitou v matici planu. Nejprve bude po-
psano, jak detekovat tento problém, dale pak jak se s nim vyrovnat.

(2) Predpoklada se znalost zdkladnich pojmii z teorie matematické statistiky a lineér-
nich regresnich modelt — ¢iselné charakteristiky ndhodnych veli¢in a jejich vybérové
odhady, odhady parametrii v linearnim regresnim modelu, testovani hypotéz

Vystupy z vyukové jednotky
Studenti

e graficky ovéii normalni rozdéleni dat

e aplikuji statistické testy pro ovéreni normalniho rozdéleni
e detekuji pritomnost autokorelace 1. radu

e umi konstruovat regresni modely pro korelovana data

e detekuji multikolinearitu v matici planu

e sestavi vhodny model pomoci postupné regrese

1. Motivace

Moznost modelovani zavislosti pomoci linearniho regresniho modelu je podminéna néja-
kymi predpoklady o datech. Jednim z nich je predpoklad normality. Ten ma zcela zasadni
vliv na pouziti testi o parametrech linedrniho regresniho modelu, nebot vétSina testt pied-
poklada pravé normalitu. Dalsim dilezitym predpokladem je nezavislost chyb, ktera byva
Casto (zejména v Casovych fadéch) porusena. Také vlastnosti matice planu, zejména pak
prvky matice X'X a existence jeji inverze, hraji velmi diilezitou roli pfi odhadech parametrt
modelu. Opomijeni vySe zminénych predpokladi muze v praxi vést i ke zcela zavadéjicim
vysledktim, proto je nutné vénovat tomuto problému patii¢nou pozornost.

2. Oveérovani normality dat

V této casti se zamérime obecné na oveéreni normality dat. To je pro nas uzitecné zejména
pro ovéreni normality residui, nebot v piedeslych kapitolach jsme do konstrukce linedrniho
regresniho modelu zahrnuli predpoklad normality residui, tj.

g~ N(0,0%), i=1,...,n

V dalsim budeme piedpokladat X = (X7, ..., X,,)" je ndhodny vybér z néjakého rozdéleni a
budeme zjistovat, zda timto rozdélenim je normaélni rozdéleni.

69
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Grafické posouzeni. Jednim z prvnich kroki, které bychom méli provést pii posu-

zovani normality dat, je vykresleni dat do néjakého obrazku. Z toho pak mtzeme rozhodnout,
jestli viibec méa smysl poustét se do dalsich analyz. Moznosti, jak graficky posoudit normalitu
dat je mnoho. Uvedeme tfi zékladni typy.

(1)

(2)

2.2,

Histogram
Umoznuje porovnat tvar hustoty cetnosti s tvarem hustoty pravdépodobnosti nor-
maélniho rozloZeni. Nejprve vytvorime tiidici intervaly (uy,us), ..., (ty, tuy11), do-

poru¢uje se volit r blizké \/n. Cetnostni hustota j-tého tiidiciho intervalu je
definovana vztahem

kde d; = uj;1 — u;j. Soustava obdélniki sestrojenych nad tiidicimi intervaly, jejichz
plochy jsou rovny relativnim cetnostem, se nazyva histogram. Vykreslenim histo-
gramu a piislusné hustoty normalniho rozdéleni mizeme vizualné posoudit, zda se
data Tidi normalnim rozdélenim. Nutno podotknout, Ze tato metoda je velmi citliva
na volbu tridicich intervald, zvlasté pro mensi pocty dat.

Quantile - quantile plot (Q—Q plot)

Q-Q plot konstruujeme tak, Ze na svislou osu vynasime uspoifddané hodnoty x(;) <
-++ < Z(n) & na vodorovnou osu kvantily u,; normalniho rozdéleni, kde

J — Tadj

o = ,
N+ Nggj

J
pricemz r,q; a n4q; jsou korigujici faktory < 0,5. Implicitné se klade 7,4 = 0,375 a
Nagj = 0, 25. Protoze normalni rozlozeni zavisi na parametrech u a o2, tyto parame-
try se vétsinou odhaduji z dat. Body (uq,(X),2(;)) se metodou nejmensich ¢tvercii
prolozi pifmka. Cim méné se body odchyluji od této pifmky, tim lepsi je soulad mezi
empirickym a normalnim rozdélenim.
Graf vybérové distribuc¢ni funkce
Polozme

Z4) = ()5 , zzl,...,n,szn_lz(xi—a_:)Z.
i=1

Na vodorovnou osu vykreslime hodnoty z(;) a na svislou osu pak hodnoty distribuc¢ni
funkce standardizovaného normalniho rozdéleni ¢(z(;)), které porovname s hodno-
tami vybérové distribucni funkce F,(zp)) = £, i=1,...n.

Kolmogoroviiv — Smirnovuv test.

VETA 2.1. Testujeme hypotézu, kterd tvrdi, Ze ndhodny vgbér X = (Xi,...,X,)" pochdzi
z rozloZeni s distribucni funkci ®(x). Necht F,(z) je vybérovd distribucni funkce. Testovou
statistikou je statistika

D, = sup |F,(z)—®(2)|

—oo<Tr<o0

Nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti o, kdyz D, > D,(«), kde D,(«) je
tabelovand kritickd hodnota. Pro n > 30 lze D, («) aproximovat vyrazem

/1 2
—In —. 1
2nna (5)

Poznamka 2.2. Nulova hypotéza musi specifikovat distribu¢ni funkci zcela presné, véetné
vsech jejich pripadnych parametri. Napr. K — S test lze pouzit pro testovani hypotézy, ze
ndhodny vybér Xi,..., X, pochézi z rozlozeni Rs(0,1), coz se vyuziva pii testovani ge-
neratori nahodnych ¢isel. Pokud vSak parametry distribu¢ni funkce odhadujeme z vybéru,
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zméni se rozlozeni testové statistiky D,,. Pfislusné modifikované kvantily byly uréeny pomoci
simula¢nich studii.

Priklad 2.3. Jsou dany hodnoty 10, 12, 8, 9, 16. Pomoci K — S testu zjistéte na hladiné
vyznamnosti 0,05, zda tato data pochazeji z norméalniho rozlozeni.

ResSeni. Odhadem stiedni hodnoty je vibérovy primér m = 11, odhadem rozptylu je vybé-
rovy rozptyl s* = 10. Uspofddany nahodny vybér je (8, 9, 10, 12, 16). Vypocteme hodnoty
vybérové distribucni funkce:
(1) x <8: F5(x) =0
(2) 8<x<9: Fs(x)=+=0,2
3)9<z<10: Fy(z)=2=0,4
(4) 10<z<12: F5(z) =2 =0,6
(5) 12< 2 <16: F5(x) =% =0,8
(6) v >16: F5(x) =1
Hodnoty teoretické distribu¢ni funkce ®r(x) v bodech 8, 9, 10, 12, 16:

(1) ®7(8) = B(32AL) = $(—0,95) = 1 — (0,95) = 1 — 0, 82894 = 0, 17106
(2) ®7(9) = B(E2L) = B(—0,63) = 1 — $(0,63) = 1 — 0, 73565 = 0, 26435
(3) ®7(10) = B(LOALL) = $(—0,32) = 1 — $(0,32) = 1 — 0, 62552 = 0, 37448
(4)

(5)

i

a\

1

o

(1 <1ﬁ1)
4) p(12) = (1@1) = ©(0,32) = 0,62552
5) @r(16) = ®(*5) = @(1,58) = 0,94295
(6) (® je distribu¢ni funkce rozlozeni N(0,1).)

Rozdily mezi vybérovou distribuéni funkei F5(x) a teoretickou distribu¢ni funkei & (z):

(1) dy = 0,2 — 0,17106 = 0, 02894;
(2) dy = 0,4 — 0, 26435 = 0, 13565;
(3) d3 = 0,6 — 0, 37448 = 0, 22552;
(4) dy = 0,8 — 0,62552 = 0, 17448;
(5) ds = 1 — 0, 94295 = 0, 05705.

Testova statistika: D5 = 0,22552, modifikovana kritickd hodnota pro n = 5,a = 0,05 je
0,343. Protoze 0,22552 < 0, 343, hypotézu o normalité nezamitame na hladiné vyznamnosti
0,05.

2.3. Shapiriv — Wilkiv test normality. Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze néa-
hodny vybér X = (Xi,...,X,,)" pochézi z rozlozeni N(u,o?). Test je zaloZen na zjisténi,
zda body v Q-Q plotu jsou vyznamné odlisné od regresni piimky prolozené témito body.
Shapiriv! — Wilkiv? test se pouziva predevsim pro vybéry mensich rozsahti, n < 50.

2.4. Testy dobré shody.
I kdyz uvadime test dobré shody v souvislosti s testovanim normality dat, uvedeme obecnou
formulaci test dobré shody, nebot maji Siroké vyuziti v mnoha dalsich partiich statistitky.

ISamuel Shapiro (1930 — ). Americky statistik a epidemiolog. Profesor na univerzité Johna Hopkinse.
Martin Bradbury Wilk (1922 — ). Kanadsky matematik.
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VETA 2.4. Testujeme hypotézu, kterd tvrdi, Ze nahodny vgbér X = (X1,...,X,)" pochdzi z
rozloZeni s distribuéni funkci ®(z).

(1) Je-li distribucni funkce spojitd, pak data rozdélime do r tridicich intervali
(wj,ujp1),7 = 1,...,r. Zjistime absolutni cCetnost n; j-tého tridicitho intervalu
a vypocteme pravdépodobnost p;, Ze ndahodnd velicina X s distribucni funkci
®(x) se bude realizovat v j-tém tridicim intervalu. Plati-li nulovd hypotéza, pak
p; = (uj41) — D(uy).

(2) Ma-li distribucni funkce nejugse spocetné mnoho bodi nespojitosti, pak misto tri-
dicich intervali pouZijeme varianty x(;,j = 1,...,r. Pro variantu xp; zjistime
absolutni cetnost n; a vypocteme pravdépodobnost p;, Ze ndhodnd velicina X s
distribucni funkci ®(x) se bude realizovat variantou ;. Plati-li nulovd hypotéza,
pak

P =@ (ey) — lim 2(z) =P (X =ay). (16)
TG
Testova statistika:

K= Z '"“pf . (17)

Plati-li nulovd hypotéza, pak K ~ x (r —-1- ), kde p je pocet odhadovanych parametri
daného rozloZeni. (Napft. pro normdlni rozloZeni p = 2, protoZe z dat odhadujeme stredni
hodnotu a rozptyl.) Nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti c,
kdyz K > x3_.(r—1—p). Aprozimace se povaZuje za vyhovugict, kdyZnp; > 5,5 =1,...,r.

Poznamka 2.5. Hodnota testové statistiky K je silné zavisla na volbé tfidicich intervali.
Navic pii nesplnéni podminky np; > 5,7 = 1,...,r je tieba nékteré intervaly resp. varianty
slucovat, coz vede ke ztraté informace.

Priklad 2.6. Byl zjistovan pocet poruch urcitého zafizeni za 100 hodin provozu ve 150
disjunktnich 100 h intervalech. Vysledky méfeni:

Pocet poruch za 100h provozu 0 1 2 3 4 avic
Absolutni ¢etnost 52 48 36 10 4

Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze nahodny vybér X, ..., Xisg
pochézi z rozlozeni Po(1,2).

Reseni. Pravdépodobnost, Ze nahodna Veliéina s rozloZzenim Po(\), kde A = 1,2 bude
nabyvat hodnot po, ...,ps a vic je p; = j, Lo N = 12, e 125 =01,23p=1—(p+p1+

P2 + p3).
Vipocty potiebné pro stanoveni testové statistiky /K usporfddame do tabulky.

(n;—np;)*
| Py np; np;

920,301 | 150- 0,301 = 45,15 | 1,039
48 1 0,361 | 150 - 0,361 = 54,15 | 0,698
36 10,217 | 150- 0,217 = 32,55 | 0,366
10 1 0,087 | 150 - 0,087 = 13,05 | 0,713
4 10,034| 150-0,034 =5,1 0,237

=W NN R O .

K = 1,039 + 0,698 + 0,366 + 0,713 + 0,237 = 3,033,r = 5,)((2)795(4) = 0,488. Protoze
3,053 < 9,488, nulovou hypotézu nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.
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Poznamka 2.7. Test dobré shody muze byt pouZit i v téch ptipadech, kdy rozloZeni, z néhoz
dany nahodny vybér pochazi, neodpovida néjakému zndmému rozloZeni (napf¥. exponencial-
nimu, normélnimu, Poissonovuy, . ..), ale je uréeno intuitivné nebo na zakladé zkusenosti.

Priklad 2.8. Ve svych pokusech pozoroval J.G. Mendel 10 rostlin hrachu a na kazdé z nich
pocet zlutych a zelenych semen. Vysledky pokusu:

¢.rostliny 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pocet zlutych 25 32 14 70 24 20 32 44 50 44
pocet zelenych 11 7 5 27 13 6 13 9 14 18
celkem 36 39 19 97 37 26 45 53 64 62

7 genetickych modeli vyplyva, ze pravdépodobnost vyskytu zlutého semene by méla byt 0,75
a zeleného 0,25. Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky
Mendelovych pokust se shoduji s modelem.

Reseni.  Vypocty potfebné pro stanoveni testové statistiky K usporddame do tabulky.

X a2
Jo\n| P np; %

2510,75| 36-0,75 =27 |0,148148
2 13210,75(39-0,75 = 29,25 | 0,258547

10 |44 |0,75| 62-0,75 =46,5 | 0,134409

K = 0,148148 + 0,258547 + ... + 0,134409 = 1,797495,r = 10,X3,95(9) = 16,9. Protoze
1,797495 < 16,9, nulovou hypotézu nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

Priklad 2.9. Deset pokusnych osob mélo nezavisle na sobé bez ptedchoziho nacviku od-
hadnout, kdy od daného signalu uplyne jedna minuta. Vysledky pokusu jsou uvedeny v
nasledujici tabulce

¢. osoby 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
odhad minuty 53 48 45 55 63 51 66 56 50 58

Testujte graficky i vypoctem, zda se jedna o vybér z normalniho rozdéleni.

Reseni. Nejprve data rozdélime do 3 t¥idicich intervalfi a vykreslime histogram a kiivku
normalni hustoty.
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Histogram, Normal Curve
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odhad minuty

7 obréazku je vidét, ze by data mohla pochézet z normalniho rozdéleni. Vykreslime také Q—Q
plot.

Normal Q-Q Plot

65

Sample Quantiles

\ \
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Theoretical Quantiles

I z tohoto obrazku to vypada na normalni rozdéleni. Nakonec jesté porovname graf vybérové
distribu¢ni funkce s grafem distribuc¢ni funkce normalniho rozdéleni.
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Také tento obrazek ukazuje na normalitu dat. Zavérem jesté provedeme vyse uvedené testy.
Vs8echny prijimaji hypotézu o tom, Ze data pochazeji z normalniho rozdéleni. Jejich p-hodnoty
jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

Test p-hodnota
Kolmogoroviiv — Smirnoviv test — 0,9985
Shapirtv — Wilkuv test 0,9164
Test dobré shody 0,9189

3. Autokorelace

V nékterych ptipadech (¢asto v ¢asovych fadach) hodnoty ndhodné chyby ¢; zavisi na
predchozich hodnotach ¢;_,, k = 1,2,..., coz méa za nasledek, ze efekt nahodnych chyb neni
okamzity, ale je pocifovan i v budoucnosti. Tento pfipad se nazyva autokorelace.

Existuji rtizné formy autokorelace, ty pak maji vliv na tvar varian¢ni matice De. Omezme
se na nejjednodussi a zaroven nejpropracovanéjsi formu autokorelace, ktera se nazyva auto-
regrese 1. Ffadu, zna¢ime AR(1).

Predpokladejme tedy, ze plati
g, — 982‘_1 + uy,

2 s .
kde 6 je neznamy parametr, || < 1, Eu; =0, E(u;) = 0, cov(u;, uj) = { g“ Z J

Vypoctéme postupné

g, = 987;71 + u; = 0(98172 + Uifl) + u; = (9281;2 + Gui,l +u; == Z Hjui,j
7=0

E&i =F Z Gjui,j = Z GjEui,j =0

j=0 j=0
> ) 94 9 ) 94 o2
e Y J R e
Des =D Puij= 3 07Du_j=o0;) 07 =%
j=0 j=0 7=0

oo oo . o .
cov(gg,eig) = >0 > 070 cov(u;_r,ui—j_s) = 002 > 0% = fj_agg pro j >0
r=0 s=0 r=0
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Vektor ndhodnych chyb jiz nemé variancéni matici diagondlni se stejnym rozptylem, t;j.
De # 051, ale

0 o> ... ot
) 0 1 0 ... 62 ,
Oy o Oy
Pe=1"p “Tev
. . o_g
R EA

Nas model je tedy tvaru
Y =XB+e, BEe =0, De =0>W, piseme Y ~ L(X3,0°W).

Vidime, ze uvazovany model nespliuje predpoklad homogenity rozptylu ndhodnych chyb,
proto prejdeme k uzitecnému zobecnéni linearniho regresniho modelu.
Uvazujme linearni regresni model s obecnéjsi varian¢ni matici

Y ~ L(XB,0°W), W >0, 02 >0, h(X)=k.

Také v tomto piipadé jsou B a ¢ neznamé parametry a matice W je (zpravidla znama)

pozitivné definitni matice. Nasledujici véta ukazuje, jakym zptisobem lze provést odhad
neznamych parametri v tomto obecnéjsim piipadé.

VETA 3.1. (Aitkeniv odhad). Mé&jme regresni model Y ~ L(XB,0*W 1) piné hodnosti,

kde W > 0. Pak odhad pomoci metody nejmensich ctverci je roven
By = (X'WX) ' X'WY.

Poznamka 3.2. V pfipadé, ze matice W je diagonalni, mluvime o vazené regresi a
metodé nejmensim c¢tvercli, pomoci které byly provedeny odhady, se v tomto pripadé iika
vazena metoda nejmensich ¢tvercu.

Prikladem takového modelu je situace, kdy ¢-ta slozka vektoru Y je primérem n; nezavislych
pozorovani se stejnou stiedni hodnotou a stejnym rozptylem 2. Potom

a regresni model je tvaru

kde
1y 0 0
W — 0 Mo
0
0 0 n,

3.1. Detekce autokorelace. Popisme nejprve, jak poznat pfitomnost autokorelace
v datech.

1) Graficky
Oznacme € = Y — Y. Do grafu postupné vykreslime hodnoty é&; v zavislosti na &, 1,
1= 2,...,n. Bude-li z grafu zfejma pfiblizna linearni zavislost, svéd¢i to o autokorelaci

1. fadu nebo o Spatné volbé modelu.
2) Test hypotézy Hy : 0 = 0 proti Hy : 0 # 0
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a) Pokud pracujeme s dostatecné velkym souborem pozorovani (n > 30), pfichazi v
) y
uvahu asymptoticky test vychézejici z pfiblizné normality 6 se stiedni hodnotou

0 = 0 a rozptylem DO = %. V takovém pripadé plati

0—0 4

1-62
n

Uy =

N(0,1).

Za platnosti hypotézy ma tedy statistika
Vvl 2 N(0,1).

Pak nulovou hypotézu zamitame, pokud ]\/ﬁé | > u1—g, kde uj_g je kvantil standar-
dizovaného normalniho rozdeéleni.
(b) Propracovanéjsi je Durbiniiv — Watsonuv test zaloZeny na statistice

n
S (¢ —éim1)’
1=2

D= —
2 &
i=1

Pokud budou residua malo korelovana, hodnota D se bude pohybovat kolem 2.
Kladna hodnota zptsobi, ze D € (0,2) a zaporna korelace zpusobi, ze D € (2,4).
Presné hodnoty kritickych oborii pro test nalezneme v tabulkach.

Durbiniv — Watsontiv test se pouziva zejména u dat, jejichz jednotlivd pozorovani
byla potfizena postupné v pravidelnych casovych odstupech. Statisticky vyznamna
hodnota D vsak mtze svédcit také o nespravné zvoleném tvaru regresni funkce.

3.2. Odhad parametru 6. Pokud je znamy parametr autokorelace , neni problém
spocitat odhad vektoru neznamych parametrt 3 metodou nejmensich ¢tverci. V praktickych
ulohach vsak parametr autokorelace 6 nezname a je tfeba najit jeho vhodny odhad. Odhady
parametru autokorelace 6 lze zkonstruovat rtiznym zpisobem. Uvedme dva postupy:

1) Jednou z moznosti je odhadovat ho jako regresni koeficient v modelu
éizeéi,1+ui, ’i:2,...,n

metodou nejmensich ¢tverct. Odtud pak dostavame

Za urcitych predpokladii o limitnim chovani vysvétlujicich proménnych je 6 konzistentnim
odhadem parametru 6.
2) Dalsi moznosti je vyuzit vySe popsané Durbinovy — Watsonovy statistiky D. Odhad je
pak tvaru
D

0=1-—=.
2

Tento odhad je rovnéz konzistentni a pro vétsi n jsou jen malé rozdily mezi obéma odhady.
Ani v pripadé prvniho ¢i druhého odhadu parametru 6 nejsou jiz odhady ,B nejlepsi ne-
zkreslené. Konecné vlastnosti téchto odhadi jsou jen obtizné urcitelné. Proto se vétsinou

spokojime s konstatovanim, ze asymptotické vlastnosti odhadi jsou dobré a predpokladame,
Ze jsou rozumnou aproximaci i v kone¢nych vybérech.
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3.3. Odstranéni autokorelace 1. fadu. V nékterych pfipadech nas nezajimaji pouze
nezkreslené odhady ,é, ale chceme odstranit autokorelaci z dat néjakou vhodnou transfor-
maci. To je samoziejmé mozné, je tfeba si vSak uvédomit, ze pak dostavame tplné jiny model
a nasledna interpretace vysledkt je obtizné proveditelna.

Uvedme postup pro odstranéni autokorelace 1. fadu:
(1) Jednou z vyse uvedenjch metod nalezneme odhad 6
(2) Vytvofime novy model

Y*:Y;_H—éx, X;Kj:Xi_FlJ—éXij, z':l,...,n—l, jzl,...,k,

7

tj. vznikne model
Y*=X*"B*+¢e*, Fe* =0, De* =021,

ve kterém jiz neni pritomna autokorelace 1. radu.
(3) Hledame odhady B standardnim zptisobem.

Priklad 3.3. V letech 1953 — 1983 byly méfeny ztraty vody pii distribuci do doméacnosti.
Vysledky méfeni jsou ulozeny v souboru ,voda.RData“. Proménnéd z oznacuje mnozstvi
vyrobené vody, proménna Y ztratu. Ovérte, zda se v datech vyskytuje autokorelace 1. fadu
a pripadné ji odstrante.

Reseni. Nejprve do grafu postupné vykreslime hodnoty &; v zavislosti na &;_1, 71 = 2,...,31.
residual plot
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7Z grafu je patrna linearni zavislost a tudiz pritomnost autokorelace 1. fadu. Provedeme také
oba testy na hladiné vyznamnosti a = 0, 05:

(a) Pro asymptoticky test vychazi hodnota testové statistiky
Uy = |v/nf| = 2,339.

Nulovou hypotézu tedy zamitame, nebot |\/nf| > u-a =1,96.
(b) Pro Durbiniv — Watsontv test mame

> (6 — i)
D=2 = 1,082
> &
i=1

a p-hodnota testu je 0,0016, takze také zamitame nulovou hypotézu.
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Nyni se pokusime vhodnou transformaci autokorelaci odstranit. Nejprve je tfeba odhadnout
parametr §. Pouzijeme k tomu obé zminéné metody. Odhady 6 jsou velmi podobné. Metodou
nejmensich ¢tverci dostavame odhad 6 = 0,421. Odhad pomoci Durbin — Watsonovy statis-
tiky vychazi 6 = 0,459. Pomoci tohoto odhadu vytvorime novy model a v ném vykreslime
residua.

residual plot
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7 obrazku je patrné nezévislost residui. Také Durbiniv — Watsontv test jiz nezamita nu-
lovou hypotézu (jeho p-hodnota vychézi 0,4).

4. Multikolinearita

Multikolinearitou se rozumi vzajemna linearni zavislost vysvétlujicich proménnych.
Pfesnou multikolinearitou se rozumi piipad, kdy jednotlivé sloupce x;, j = 1,..., k matice
planu X jsou linedrné zavislé, takze pro aspon jednu nenulovou konstantu c; plati

X1+ -+ X = 0.

V praxi bychom se s timto pfipadem neméli setkavat, nebot pfi rozumné sestaveném re-
gresnim modelu vyuzijeme linearni kombinaci a zmensime pocet vysvétlujicich proménnych.
Podobné neredlny je v praxi pfipad ortogonalnich vysvétlujicich proménnych, kdy matice X
je ortogondlni a plati, ze X'X = Ij.

V praxi se tedy multikolinearitou rozumi pripad, kdy priblizné plati rovnice vyjadiujici
linedrni kombinaci vysvétlujicich proménnych. V pfipadé silné multikolinearity je determi-
nant informad¢ni matice X'X blizky nule, nejmensi vlastni ¢islo je rovnéz blizké nule a matice
X'X je ,skoro singuldrni“. O multikolinearité svédéi i vysoké hodnoty poméru nejvétsiho a
nejmensiho vlastniho ¢isla.

Divody multikolinearity mohou byt rtzné:

e Multikolinearitu zpisobuje regresni rovnice obsahujici nadbytecéné vysvétlujici pro-
ménné. Statistickymi technikami mtizeme prebytecné proménné identifikovat a vy-
loucit z regresni rovnice.

e Multikolinearitu jen ztézi odstranime v tulohach, kdy vzajemnéa sprazenost hodnot
vysvétlujicich proménnych je zptsobena neuvazovanymi velicinami nebo formou
statistického zjistovani. Jde-li napt. o iidaje z ¢asovych fad, je podobny vivoj sle-
dovanych veli¢in dostatecnym diivodem vzniku multikolinearity. Vzhledem k tomu,
ze multikolinearitu hodnotime vyhradné na zakladé urcitého souboru pozorovani,
sta¢i nespravny vybér kombinaci hodnot vysvétlujicich proménnych, nereprezentu-
jicich obor moznych hodnot, k existenci vyznamné multikolinearity.
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e Zavaznym divodem multikolinearity je skuteény vztah vysvétlujicich proménnych
v rdmci sledovaného jevu, procesu nebo systému. V tomto piipad€ je tfeba vyuzit
vSechny informace nevybérového charakteru k zlepseni kvality regresnich odhadfi.

4.1. Dusledky multikolinearity. V pfipadé pfesné multikolinearity je matice X'X
singularni a béznou inverzi neporidime odhad neznamych parametrii 3 metodou nejmensich
¢tverci. Pro piibliznou multikolinearitu jsme sice schopni matici X'X invertovat, ale kvalita
porizenych odhadii je pomérné nizka.

Snizeni kvality se projevi

e v kovarian¢ni matici var(3) = o2(X'X) !
e v presnosti provadénych vypocti

nebot disledkem vysokych rozptyltt odhadt jsou prilis Siroké intervaly spolehlivosti, a tedy
malé presnost odhadu.

Logickym diisledkem multikolinearity je obtizné vyjadfeni individualniho vlivu jednot-
livych vysvétlujicich proménnych. Projevi se to nizkymi hodnotami testovych kritérii v ¢-
testech nedovolujicimi potvrdit zavaznost jednotlivych regresorti v regresni funkci. Zavaznym
disledkem je zna¢né vypocetni nespolehlivost a nestabilni hodnoty regresnich odhadt. Staci
maly zasah do statistickych tidaji a vysledné odhady jsou odlisné.

DEFINICE 4.1. Diagonélni prvky matice (X’X)™!, tj.
a = diag(X'X)™!

se oznacuji jako VIF — variance inflarion factors.

VETA 4.2. Variance inflarion factors tzce souvisi s vicenasobnymi korelac¢nimi ko-
eficienty, vyjadrujict vztah j-t€ vysvetlujici proménné a linedrni funkce ostatnich vysveét-
lugicich promeénngch. Lze je zapsat jako

1

4= (1-— r]z)xz.xj’

kde 75 = To, 2125, .0;_18;41..0% JE koeficient mnohondsobné korelace.

Vysoky stupen multikolinearity se projevuje vysokymi hodnotami korelac¢nich koeficientt
r;, ale i vysokymi hodnotami nékterych jednoduchych korelacnich koeficienti.

4.2. Detekce multikolinearity. Jak bylo naznaceno vyse, multikolinearita souvisi s
korela¢nimi koeficienty. Pii detekci pifitomnosti multikolinearity se tohoto faktu vyuziva. V
praxi tedy testujeme hypotézu Hy : R = I proti H; : R # I, kde R je korela¢ni matice
promeénnych.

VETA 4.3. Plati-li nulova hypotéza, pak

K= n—1—é(2k+7)] In|R| ~ x° (@)

Hypotézu Hy tedy na hladiné vijznamnosti o zamitame, pokud K > x3_, (k(k;)).
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VETA 4.4 (Identifikace proménnych zptisobujicich multikolinearitu). Pro identifikaci pro-
mennych zpusobujicich multikolinearitu se pouZivaji statistiky
n—=k
Fj = k_l(dj'_l)a

kde d;; jsou diagondini prvky matice D = R™'. V pripadé, Ze proménnd X; nezpisobuge
multikolinearitu, md veli¢ina F; Fisherovo — Snedecorovo rozdélent F(k —1,n — k).

4.3. Odstranéni multikolinearity. Do modelu zafadime jen ty regresory, které vy-
znamné prispivaji ke zlepseni kvality odhadu 3. K vybéru nejlepsi podmnoziny regresori
pouzijeme metodu postupné regrese.

NAvoD 4.5. Algoritmus pro metodu postupné regrese:

(1) Spocteme korelaéni matici R a provedeme test hypotézy Hy : R = Ij. Je-li korelace
prokazana, pokracujeme dalsim krokem.

(2) Spocteme korela¢ni koeficienty 7y x,,...,7y.x, a vybereme ten regresor X;, jehoz
Ty x, je v absolutni hodnoté nejvétsi.

(3) Sestavime model Y = fy+ 1 X; a odhadneme jeho parametry. Vypocteme hodnotu

—2)s2 — 2 g .
statistiky ' = & SQ)SY = ("I_QI)éD, kde ID zna¢i index determinace. Pokud F >
Fi_,(1,n — 2), ponechdme regresor X; v modelu.
(4) Spocteme parcialni korela¢ni koeficienty ry,x,.x,, - - -, Tv,X:1-Xis TV, Xsi1-Xs» - - - TY, XX,

a vybereme ten regresor X;, jehoZ ryx; x, je v absolutni hodnoté nejvétsi.
(5) Sestavime model Y = fy + £1X; + B2 X; a odhadneme jeho parametry. Vypocteme
hodnotu statistiky F' = %, kde AID je piiristek indexu determinace pri
zafazeni X; do modelu a I D je index determinace pro model Y = fy+ 31 X; + 52.X;.

Pokud F > Fy_,(2,n — 3), ponechame regresor X; v modelu.

(6) Spoc¢teme parcialni korela¢ni koeficienty ry, X1-(Xi,X5)0 -+ > TY, X (X,,X;) @ Vybereme
ten regresor X, jehoZ ry, x,.(x; x,) je v absolutni hodnoté nejvétsi a tak pokracujeme
dale.

4.4. Zlepsovani podminénosti matice X'X. Casto se v praxi stavé, Ze matice X'X
je Spatné podminéna a presto nemusi byt pritomna multikolinearita v modelu. Miize to byt
napiiklad zptsobeno pfilis rozdilnymi hodnotami kovariati. Uvedme nékteré obecné principy
na zlepSeni podminénosti matice X’'X.

e Model standardizovanych proménnych. Misto ptivodnich proménnych y; a z;;
pracujeme s proménnymi ve tvaru

kde s, a s;; jsou smérodatné odchylky jednotlivych proménnych. Standardizaci vy-
svétlujicich proménnych dostavame pri pouziti metody nejmensich ¢tverctt misto
matice X'X korela¢ni matici R = Z'Z/n. Vektor Z'q/n obsahuje jednoduché kore-
la¢ni koeficienty .. Standardizaci proménnych se zmensuji zaokrouhlovaci chyby a
zlepsuji se moznosti hodnoceni individualniho vlivu proménnych pomoci regresnich
parametri.

e Model v kanonickém tvaru. Misto modelu ve tvaru
Y=XB+e¢

pracujeme s modelem
Y =U'y +e¢,
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kde matice U = XV, vektor v = V'8 a V je matice standardizovanych vlastnich
vektorti odpovidajicich vlastnim ¢islim matice X'X. Odhady parametrt v kanonic-
kém tvaru:

4 =L"'UY,
kde L je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly matice X'X. Kovarian¢ni matice odhadt
var(dy) = oL~ ukazuje, Ze i v tomto piipadé jsou odhady nezavislé. Residualni
soucet ¢tverci se transformaci neméni.
e Hiebenova regrese (ridge regression) — nebudeme podrobné popisovat tuto me-

todu, vice informaci lze najit napt. v [8]. Pro praktickou aplikaci této metody lze v
jazyce R pouzit proceduru 1lm.ridge z baliku MASS.

Priklad 4.6. V souboru ,vydaje.Rdata“ jsou ulozena data o 20 ndhodné vybranych do-
macnostech. Sloupce proménné ,,domacnosti® obsahuji postupné tyto idaje: vydaje za po-
traviny a napoje (Y'), pocet ¢leni domécnosti (X; ), pocet déti (X5), primérny vék vydéleéné
¢innych (X3) a ptijem domacnosti (X4). Metodou postupné regrese zkonstruujte model s nej-
lepsi podminénosti regresorti.

Reseni. Uvazujme nejdifv model se viemi regresory. Spo¢téme nejprve pro ilustraci de-
terminant det((X'X)™!) = 4,65 x 10716, Také hodnoty VIF jsou pro prvni dva regresory
vysoké:

clenu deti vek prijem

21,23 16,18 1,31 3,4

Testujeme-li hypotézu Hj, : R = I, hodnota testové statistiky

1
K=-— [19—%’] In|R| = 64,94

vyrazné prevysuje kritickou hodnotu XS,% (6) = 12,59. Hypotézu H, tedy na hladiné vy-
znamnosti 0,05 zamitame.
Pro identifikaci proménnych zptisobujicich multikolinearitu mizeme spocitat dil¢i statis-
tiky Fj
clenu deti vek prijem
107,88 80,94 1,66 12,83

které porovname s kritickou hodnotou Fj g5(3, 16) = 3, 24.
Metodou postupné regrese sestavime model:

(1) Spoc¢teme korelacni koeficienty ry x,, ..., ry.x, = (0,77;0,67;0,18;0,73). Vybereme
regresor X1, nebot jeho korelace je v absolutni hodnoté nejvétsi.
(2) Sestavime model Y = [y + 1 X;. Vypocteme hodnotu statistiky F' = ("1__21)[1)[) =

0587 — 25,87. Tato hodnota je v&tsi nez Fygs(1,18) = 4,41, takie regresor X,
poﬁechéme v modelu.

(3) Spocteme parcialni korela¢ni koeficienty 7y x,.x,, rv.xs-x,» Tv.x,x, = (0,36;0,499;0, 32).
Vybereme regresor X3, jehoz parcidlni korelacni koeficient je v absolutni hodnoté
nejvetsi.

(4) Sestavime model Y = fy + /1 X1 + $2X3. Vypocteme hodnotu statistiky F =
D210 = LG22 — 5,64. Tato hodnota je vétsf nez Fygs(2,17) = 3,59, tedy
ponechame regresor X3 v modelu.

(5) Spocteme parcialni korelacéni koeficienty 7y, x,.(x;,x3), v, xa-(x1,x5) = (0,19;0,17).
Vybereme regresor X, jehoz parcidlni korelacni koeficient je v absolutni hodnoté
nejvetsi.
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(6) Sestavime model Y = fy + £1X7 + B2 X3 + B3X2. Vypoéteme hodnotu statistiky

F = 00200 - 160012 — 0,63. Tato hodnota je mensi nez Fyos(3,16) = 3,24, a

tedy regresor X, jiz nezahrneme do modelu.

Vysledny model je tedy tvaru
Y = fo + 51 X1+ B2 X3.

Ulohy k procviéeni

Cviéeni 4.1. V souboru ,studenti.RData“ jsou ulozeny tidaje o 96 studentech VSE v
Praze. Hodnoty v prvnim sloupci zna¢i hmotnost studentt v kg (proménné Y'), ve druhém
sloupci je vyska studenti v cm (proménnd X;) a ve tfetim sloupci je indikator pohlavi
studenta (proménna X, 0 — Zena, 1 — muz). Pfedpokladejte regresni model

Y = Bo + 51.X1 + B2 Xo.

Odhadnéte parametry modelu a ovéfte normalitu residui. Dale pak testujte pritomnost au-
tokorelace 1. radu, ptripadné ji odstrante.

Cviéeni 4.2. V proménné ,LakeHuron“? jsou ulozeny ro¢ni tidaje o hloubce jezera Huron
(ve stopach) v letech 1875 — 1972. Naleznéte vhodny regresni model a ovéite, zda se v datech
vyskytuje autokorelace 1. fadu. Pfipadné se ji pokuste odstranit. Zkoumejte také normalitu
residui.

Cviceni 4.3. V souboru ,cement.RData“ jsou uloZeny udaje, které se tykaji chemického
slozeni portlandského cementu:

y mnozstvi tepla v kaloriich na gram cementu
x; Tricalcium aluminate 3Ca0.A1203 v %
xo Tricalciam silicate 3Ca0.Si02 v %
x3 Tetracalcium alumino ferrite 4Ca0.A1203.Fe203 v %
x4 Dicalcium silicate 2Ca0.Si02 v %
Testujte multikolinearitu v daném modelu. Metodou postupné regrese naleznéte vhodny

model. Poté ovéite normalitu residul.

Cviceni 4.4. V proménné ,mtcars“? jsou ulozena data pro modelovani zavislosti spotieby
paliva osobnich automobilt (proménné mpg, pocet mil/galon) na vlastnostech motoru, které
jsou popsany nasledujicimi proménnymi:

cyl pocet valct

disp objem vélct (kubické palce)

hp  vykon (pocet koni)

drat prevodovy pomér zadni napravy

wt  hmotnost vozidla (kilolibry)

gsec zrychleni (pocet sekund z 0 na 1/4 mile)

Vs usporadani valca (1 — ,V“, 0 — za sebou)

am  prevodovka (0 — automat, 1 — manual)

gear pocet pfevodovych stupit

carb pocet karburatorta

3datovy soubor implementovany v jazyce R
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Testujte multikolinearitu v daném modelu. Metodou postupné regrese naleznéte vhodny
model. Ovéite také normalitu residui.

CvicCeni 4.5 (pro naro¢né). Naprogramujte funkci ,multicol.R*, kterd pro zadany mo-
del zjisti ptitomnost multikolinearity v datech. V pripadé, Ze je multikolinearita pritomna,
metodou postupné regrese nalezne vhodny model.



KAPITOLA 6

Analyza rozptylu

Zakladni informace

(1) V nésledujici kapitole se budeme zabyvat obecné problematikou jednofaktorové ana-
Iyzy rozptylu. PopiSeme linearni regresni model, ze kterého analyza vychazi a apli-
kujeme vysledky tohoto modelu pfi testovani hypotézy o shodé stfednich hodnot.
Dale také uvedeme testy shody rozptyli a metody mnohonasobného porovnavani.

(2) Predpoklada se znalost zakladnich pojmu z teorie pravdépodobnosti a matematické
statistiky — znama rozdéleni ndhodné veli¢iny, dale se predpoklada znalost linedrniho
regresniho modelu a testovani hypotéz o parametrech tohoto modelu.

Vystupy z vyukové jednotky

Studenti

pochopi konstrukci modelu a testovani hypotézy o shodé stfednich hodnot
umi sestrojit tabulku analyzy rozptylu

umi testovat shodu rozptyli

ovladaji metody mnohonasobného porovnavani

aplikuji ivahy analyzy rozptylu na vybérech z alternativniho rozdéleni

1. Motivace

Zajimame se o problém, zda lze uréitym faktorem (tj. nominalni ndhodnou veli¢inou
A) vysvétlit variabilitu pozorovanych hodnot ndhodné veli¢iny Y, kterd je intervalového
¢ pomérového typu. Napf. zkoumame, zda metoda vyuky urcitého predmétu (faktor A)
ovliviiuje pocet bodt dosazenych studenty v zavérecném testu (ndhodnd veli¢ina Y').

Predpokladame, ze faktor A ma a > 3 trovni a i-té trovni odpovida n; vysledki

Yi1, .-, Yin,, které tvoti ndhodny vybér z rozlozeni N(u;,0%), i = 1,...,a a jednotlivé na-
hodné vybéry jsou stochasticky nezavislé, tedy Y;; = p; + €45, kde ¢;; jsou stochasticky
nez4vislé ndhodné veli¢iny s rozloZzenim N (0,02), kdei=1,...,aaj=1,...,n,.

Na hladiné vyznamnosti « testujeme nulovou hypotézu, kterd tvrdi, ze vSechny stiedni
hodnoty jsou stejné oproti alternativni hypotéze, ktera tvrdi, ze alespon jedna dvojice stied-
nich hodnot se lisi. Jedné se tedy o zobecnéni dvouvybérového t-testu a na prvni pohled
se zd4, Ze staci utvorit r(r — 1)/2 dvojic ndhodnych vybéri a na kazdou dvojici aplikovat
dvouvybérovy t-test. Tento postup vSak nelze pouzit, nebot nezarucuje splnéni podminky, Ze
pravdépodobnost chyby 1.druhu je . Proto ve 30. letech 20. stoleti vytvoril R. A. Fisher me-
todu ANOVA! (analjza rozptylu, v popsané situaci analyza rozptylu jednoduchého ti{déni),
ktera uvedenou podminku spliuje.

Pokud na hladiné vyznamnosti a zamitneme nulovou hypotézu, zajima néas, které dvojice
stfednich hodnot se od sebe lisi. K feseni tohoto problému slouzi metoda mnohonasobného
porovnavani, napr. Scheffého nebo Tukeyova metoda.

Poznamka 1.1. VétSina textu v této kapitole byla pfevzata z [3]. Pro podrobnéjsi studium
tohoto tématu proto odkazujeme na tento zdroj.

17 anglického ANalysis Of VAriance
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1.1. Oznaceni. Vysledky pokusu popiSeme pomoci spojité nahodné veli¢iny Y a to
tak, Zze sledujeme vysledky tohoto pokusu pfi vSech trovnich faktoru A. Zjisténé hodnoty
Y = (Y3,...,Y,) rozt¥idime do [a] skupin podle trovni do nésledujici tabulky:

Urovert Pocet Nameérenée Soucet Priamer Rozdélent
faktoru | pozorovdni hodnoty Urovné Urovné Urovné
ni —
1. n Yi= i, Yin) | Y= 2 Y | Y= Y5 | Y~ L, 0%)
i=1
n2 —
2. n2 Yo=(Yor, ., Yon,) | Yoo =3 Yai | Yo = Y1 | Yai ~ L(p2,0%)
i=1
Ng —
a-td Ng Y, = (Yalv SERE) Yana)/ Yo. = Z Yo Yo = nilaya. Yoi ~ E(Mavo—z)
i=1
az nj —
Soucet n V.= >VY,| Y.= %Y__
j=1i=1

2. Testovani hypotézy o shodé stirednich hodnot

Definujme nejprve obecné zakladni model, kterym se tidi pozorované ndhodné veli¢iny.
7 tohoto modelu budeme vychazet v dalsich avahach.
DEFINICE 2.1 (model ). Nahodné veli¢iny Y;; se fidi modelem M:

Yij = 1+ a; + €5,
proi=1,...,aaj =1,...,n, piicemz ¢;; jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliciny

s rozloZzenim N(0,0?), i je spolecnd ¢ast stfedni hodnoty proménné veli¢iny, «; je efekt
faktoru A na trovni i.

Pfi zkoumani vlivu jednoho faktoru A testujeme hypotézu

: ap =---=aq, =0 proti alternativé : Jdi:0; #0

Jinymi slovy hypotéza fika, ze Y = (Y1{,...,Y") tvoii jeden ndhodny vybér, alternativa
znamena, ze taz pozorovani predstavuji obecné a ndhodnych vybért lisicich se stfedni hod-
notou. To odpovida situaci, kdy pozorovani byla pofizena za a riiznych podminek, jejichz
vliv, pokud existuje, se da vyjadiit aditivni zménou stfedni hodnoty.

Pokud hypotézu zamitneme, povazujeme vliv zkoumaného faktoru za vyznamny, v opac-
ném piipadé za bezvyznamny.

Pokud tedy plati nulova hypotéza H, dostavame nasledujici minimalni submodel.

DEFINICE 2.2 (model M). Nahodné veli¢iny Y;; se fidi modelem Mjy:
Yij = 1+ €5,
proi=1,...,aaj=1,...,n, plicemz ¢;; jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliCiny s

rozlozenim N (0, o?).

Poznamka 2.3 (odvozeni pro zvidavé). Vyjdéme ze zdkladniho modelu M.

1, 1, 0 - .- 0 L
1, 0 1, " 5 ay
Matice planu je X = : el e : a vektor parametra B = | : |,
1., 1,,., 0
1,, 0 - ... 0 1, Qg

vektor 1 znadi sloupcovy vektor sloZzeny z k jednicek. Matice X m4 (a + 1) sloupcii a neni
plné hodnosti, nebot prvni sloupec dostaneme, pokud sec¢teme zbyvajicich a sloupci.
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Vyjadieme nejprve systém normélnich rovnic X’X3 = X'Y:

noony Mg e e Mg vl - 1, 1, Y, Y.
n ng 0 - ... 0 ]_/n1 o --- 0 Y, Y.
xx—|"™ ° "™ " oxy=| % e aEE
Ng—1 . Ng—1 0 . ].;l(l71 0 Ya—l Ya—l.
Mg 0 -« - 0 my, o -~ -~ 0 1 Y, Y.
Jednou z pseudoinverznich matic k matici X’'X je matice
00 0 - - 0
1 0 . e 0 iEnl 0 0
_ 0o 0 L+ - : _ 0
XXy=1. . " . =  H=XXXJX'= :
S R B 0
: - 1
0 = T ng-1 0 0 - 0 %Ena
0 0 --- --- 0 i “
kde E;, = 141}, je matice typu (k x k) samych jednic¢ek. Odtud
(m+a1)-1,, Y, nilEn1 o - 0 Y, Yy 1,
~ : : o . : :
Y pumy . = . = HY = . . pu—
: : : e 0 : :
(1 + Q) - 1, Y, 0 - 0 +E,/ \Y, Y. 1.,
a

takze odhad stiedni hodnoty je tvaru fi+a; = Y;,. Pfidanim dodate¢né podminky >~ nja; =
j=1

0, dostaneme odhad spole¢né stiedni hodnoty fi = Y. a pro j = 1,...,a odhad pifspévku
j-té skupiny a; =Y, — Y,

Pokud plati nulova hypotéza H,, dostavame minimalni submodel My, ktery vznikne ze za-
kladniho modelu vypusténim poslednich a sloupcii matice planu, takze pokud vse vyjadiime
maticové, mame Y = X [y + €. Vidime, Ze jde o model plné hodnosti, ve kterém

Xo=1, X(Xo=11,=n, X;2¥Y=1Y=Y. a f=(XXo)'X)Y=1v.=V,

Pak Hy = Xo(XpXo)'X) = 21,1/, = 1E, a fip=Yo=HY = 1E,Y=Y.1,.
Tedy soucty kvadrattt odchylek

=|le|]*= (Y—ﬁ)’(Y—ﬁ)Z(Y—Y)’(Y—_Y)
=3(Y, Y1, ) (Y=Y ,) = > 21 (YY) reziduding
= j=li=
a _ o a MNj o
Se(): =E0lIP= (Y —11) (Y — o) = > (Y; =Y. 1,)) (Y, =Y. 1, ) => > (Y;i—Y.)’ celkovy
j=1 j=li=1

:Z (71’._7..)21/ -]‘n]' = Z 1 (?g —?..)2 mezi tridami

takze pokud plati model , pak statistika Fy= (SES:/S(EJK(;)_D ~ Fla—1n—a).
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DEFINICE 2.4. Zavedeme soucty ¢tverci:
e Celkovy soucet ¢tvercu (charakterizuje variabilitu jednotlivych pozorovani ko-

lem celkového priaméru), pocet stupii volnosti dfy = n — 1:

e Skupinovy soucet ¢tvercu (charakterizuje variabilitu mezi jednotlivymi nahod-
nymi vybéry), pocet stupni volnosti df4 = a — 1:

Sa=) n; (Vs — v.)"
j=1

e Rezidualni soucdet ¢tvercu (charakterizuje variabilitu uvnitt jednotlivych vy-
béri), pocet stupii volnosti df, =n — a:

VETA 2.5. Lze dokdzat, Ze
Sr =S54+ SE.

VETA 2.6. Rozdil mezi modely M a My ovérujeme pomoci testové statistiky
_ Sa/dfa
S

ktera se 7idi rozloZenim F(a — 1,n — a), je-li model My spravny.

Predchézejici pojmy se shrnuji v tabulce analyzy rozptylu

Zdroj Soucet Stupné Podil
variability ctverci volnosti
SS df MS=% | F=%¢
Tridy Sa dfy=a—1|MSy= 38| Fy= 552
Reziduadlni S, dfe=n—a | MS, = % —
Celkovy St dfr =n—1 - -

Je-1i konkrétni realizace statistiky F4 (znac¢ime malymi pismeny f) vétsi nez (1 — a)-kvantil
F-rozdéleni se stupni volnosti a — 1 a N — a, tj. fa > Fi_.(a — 1,n — a), pak zamitdme
nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti «.

Byva zvykem oznacovat v tabulce pfekroceni kvantilu Fyos(a — 1,n — a) (tj. a = 0.05)
oznacovat jednou hvézdickou, dvé hvézdicky u a = 0.01 a tii hvézdicky u a = 0.001. Nekdy
se pridava sloupec s p-hodnotou, coz je P(Fa > fa).
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3. Bartlettiiv a Levenuv test shody rozptyla

Pted provedenim analyzy rozptylu je zapotiebi ovérit predpoklad o shodé rozptylt v da-
nych a vybérech. Uvedeme zde dva testy — Leveniiv? a Bartletttiv®.
VETA 3.1 (Leventiv test). Polozme Z;; = |Y;; — Y,|. Oznacme:

° Z; = ; > Zij
1 ]:1
[ J 7 = % Z l ZZ]
i=1j=1
a n; 9
.SZe:Z (ZZJ—Zz)
=1l =il

a — —
o Sza=Yn;(Z; — Z..)2
i=1
Plati-li hypotéza o shodé rozptyli, pak statistika

_Sza/le=1) e 4
Fr= gty ~ Fla=1n—a).

Hy tedy zamitame na hladiné vgznamnosti o, kdyz Fy > Fi_,(a — 1,n — a).

VETA 3.2 (Bartletttav test). Plati-li hypotéza o shodé rozptyli, pak statistika

a

I8 — é [(n —a)lnS? — Z(n] - 1)lnS]2] ~ x*(a—1),

J=1

1 ~ 1 1 S
:1 _— — 2: € .
¢ +3(a—1) Zn-—l n—al’ 5 n—a
j=1 "

Hy zamitdme na asymptotické hladiné vijznamnosti o, kdyZ B > x3__(a — 1,n — a).

4. Metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li na hladiné vyznamnosti o hypotézu o shodé stfednich hodnot, chceme zjis-
tit, které dvojice stfednich hodnot se lisi na dané hladiné vyznamnosti a. Maji-li vSechny
vybéry ty7 rozsah [p] (fikdme, 7e t¥idéni je vyvaZené), pouzijeme Tukeyovu* metodu, nemaji-

li vSechny vybéry stejny rozsah, pouZijeme Scheffého® metodu.

2Howard Levene (1914 — 2003). Profesor matematické statistiky a genetiky na Kolumbijské univerzité.
$Maurice Stevenson Bartlett (1910 — 2002). Anglicky matematik

4John Wilder Tukey (1915 — 2000). Americky matematik.

“Henry Scheffé (1907 — 1977). Americky matematik.
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VETA 4.1 (Tukeyova metoda). Rovnost strednich hodnot uy a p; zamitneme na hladiné
vyznamnosti o, kdyz:

S
\/2—77

kde q1—o(a,n — a) jsou kvantily studentizovaného rozpéti, které najdeme ve statistickijch
tabulkach.

VETA 4.2 (Scheffého metoda). Rovnost strednich hodnot py a p; zamitneme na hladiné
vyznamnosti o, kdyz:

|?k. — 71.‘ > qi—a(a,n —a)

ng ny

T -7 S*\/(a _1) (i + i) Fiola—1,n—a)

Poznamka 4.3. MiZe nastat situace, kdy pii zamitnuti nulové hypotézy nenajdeme vy-

vvvvvv

kombinace stfednich hodnot.

Piiklad 4.4. U ¢tyf odrid brambor (oznacenych symboly A, B, C, D) se zjistovala celkova
hmotnost brambor vyrostlych vzdy z jednoho trsu. Vysledky uvadi tabulka:

odrida hmotnost (v kg)

A 09 08 06 09

B 13 10 13

cC 13 15 16 1,1 15
D 11 12 10

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze stiedni hodnota hmotnosti trsu brambor
nezavisi na odrtdé. Zamitnete-li nulovou hypotézu, zjistéte, které dvojice odrid se lisi na
hladiné vyznamnosti 0,05.

Reseni. Data povaZzujeme za realizace ¢tyf nezéavisljch ndhodnych vybért ze ¢ty norméal-
nich rozlozeni se stejnym rozptylem. Testujeme hypotézu, ze vSechny ¢tyfi stfedni hodnoty
jsou stejné.

Vypoctem ziskame: vy, = 0,8, vy, = 1,2, y; = 1.4, 9y, = 1,1, y. = 1,14, S. = 0,3,
Sa = 0,816, Sr = 1,116, F4 = 9,97. Ze statistickych tabulek ziskdme Fpo5(3,11) = 3, 59.
Protoze testova statistika se realizuje v kritickém oboru, zamitame nulovou hypotézu na
hladiné vyznamnosti 0,05.

Vysledky zapiseme do tabulky ANOVA:

Zdroj variability | Soucet ¢tvercd | Stupné volnosti Podil Fy
tridy Sa=0,816 3 S4/3=0,272 ;;/131 =9,97

rezidudlni Sp=0,3 11 Sg/11 =0,02727 —

celkovy St =1,116 14 — —

Nyni pomoci Scheffého metody zjistime, které dvojice odrtid se lisi na hladiné vyznamnosti

0,05.
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Srovnavané odrudy | Rozdily |my — my| | Prava strana vzorce
A B 0,4 0,41
A C 0,67 0,36
A, D 0,3 0,41
B, C 0,2 0,40
B, D 0,1 0,44
C, D 0,3 0,40

Na hladiné vyznamnosti 0,05 se lisi odridy A a C.

Poznamka 4.5. Vyznam predpokladil v analyze rozptylu

e Nezavislost jednotlivych nahodnych vybéra - velmi dilezity predpoklad, musi byt
splnén, jinak dostaneme nesmyslné vysledky.

e Normalita — ANOVA neni pfili§ citlivd na poruseni normality, zvlast pokud maji
v8echny vybéry rozsah nad 20 (dtsledek centralni limitni véty). Pii vyraznéjsim
poruseni se doporucuje Kruskaliv — Wallistv test (viz napt. [3]).

e Shoda rozptyld — mirné poruseni nevadi, pfi vétsim se doporucuje Kruskaliv —
Wallistv test. Test shody rozptyli méa smysl provadét az po ovéfeni predpokladu
normality.

5. Kruskalav — Wallisuv test

Kruskaliv® — Wallistiv’ test je neparametricka obdoba analjzy rozptylu jednoduchého
tridéni.
Formulace problému
Necht je ddno a nezavislych ndhodnych vybért o rozsazich ng,...,n,. Pfedpokladame, ze
tyto vybéry pochézeji ze spojitych rozlozeni. Oznac¢me n = n; + ... + n,. Chceme testovat
hypotézu, ze vsechny tyto vybéry pochazeji z téhoz rozlozeni.

VETA 5.1 (Kruskaltiv — Wallisiv test). VSech n hodnot sefadime do rostouct posloupnosti a
urc¢ime poradi kaZdé hodnoty. Oznacme T soucet poradi téch hodnot, které patri do j-tého
vybéru, j =1,...,a (kontrola: musi platit Ty + ... + T, =n(n+1)/2).
Testovd statistika md tvar:
12 —T7
= — — —3(n+1). 18

@ n(n—i—l)an (n+1) (18)
J=1
Plati-li Hy, md statistika Q asymptoticky rozlozeni x*(a — 1), rostou-li rozsahy vybéri
nade vSechny meze. Hy tedy zamitneme na asymptotické hladiné vyznamnosti o, kdyz
Q Z X%—a(a _ 1)

6. Vice nezavislych nidhodnych vybéru z alternativnich rozlozeni

6.1. Test homogenity binomickych rozloZeni. Necht Yji,...,Y},, ~ A(0;), j =
1,2,...,a jsou nezavislé nahodné vybéry z alternativniho rozlozeni. Testujeme hypotézu H:
01 = --- = 0, proti alternativni hypotéze H;: ,alespon jedna dvojice parametri je rtizna“.

6William Kruskal (1919 — 2005). Americky matematik.
"Wilson Allen Wallis (1912 — 1988). Americky matematik
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VETA 6.1. Statistika

1 ¢ = T \2
= = n; Y — Y y
V= Z:j ; (V.- Y.)
md v pripadé platnosti nulové hypotézy asymptoticky rozloZeni x*(a—1). Hy tedy zamitdme
na asymptotické hladiné vijznamnosti o, kdy? Q > x3_(a —1).

Poznamka 6.2. Test lze pouzit, pokud n;y > 5 pro vSechna j =1,...,a.

Poznamka 6.3. Statistiku Q lze snadno upravit do Brandtova® — Snedecorova® vipoéetniho
tvaru

1 — Y
Q Y"(]_ . Y__) ; D7 Js 1 . Y__ ( )

6.2. Test homogenity binomickych rozloZeni zaloZeny na arkussinusové trans-
formaci. Neni-li splnéna podminka n;y > 5 pro vSechna j = 1,...,a, doporucuje se nasle-
dujici postup:

VETA 6.4. Oznacme

e A; =arcsiny/Y,

e B = L anAj‘
g=l

Pak statistika .
Q=4) n;(4;—B)’=x*(a-1).
j=1

Hy tedy zamitdme na asymptotické hladiné vijznamnosti o, kdyz Q > x3__(a —1).

6.3. Mnohonasobné porovnavani. Zamitneme-li nulovou hypotézu na asymptotické
hladiné vyznamnosti «, chceme zjistit, které dvojice parametri 65 a 6; se lisi.

VETA 6.5. Plati-li nerovnost

1 /1 1
|Ak — Al| > 3 (— = —> -Q1—a(a, 00)7

nE Ny

pak na hladiné vyznamnosti a zamitdme hypotézu o shodé parametri 0y a 0.

Pozndmka 6.6. Hodnoty ¢;_,(a,c0) jsou kvantily studentizovaného rozpéti. Najdeme je
ve statistickych tabulkach.

Priklad 6.7. Na gymnézium bylo pfijato 142 studenti. Ti byli ndhodné rozdéleni do t¥id
A, B, C, D. V kazdé tridé byla matematika vyucovana jinou metodou. Na konci $kolniho
roku psali vSichni studenti stejnou pisemnou praci a byl zaznamenan pocet téch studenti,
ktefi vyresili vSechny zadané tkoly.

Trida A B C D
Pocet studentu 35 36 37 34
Pocet Gspésnych studentt 5 8 17 15

8Alva Esmond Brandt. Americky matematik. Pomohl vzniku katedry statistiky na Zemédglské fakulté
Floridské univerzity.
9George Waddell Snedecor (1882 — 1974). Americky matematik.
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Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze rozdily v podilech stu-
dentd v jednotlivych tiidach, ktefi spravné vytesili vSechny zadané tlohy, jsou zptsobeny
pouze ndhodnymi vlivy.

Reseni. Mame ¢tyii nazévislé ndhodné vybéry, j-ty pochézi z rozlozeni A(6;), j = 1,2,3, 4.
Testujeme hypotézu Hy: 61 = 05 = 03 = 0. Ze zadani a vypoctem zjistime: n; = 35, ny = 36,
nsg = 37) Ny = 347 Y. = 5/357 Yo, = 8/367 y?). = 17/377 Yu = 15/347 Y. = 45/1427 Q = 127 288?
Xg,95<3) = 7,81

Protoze testové kritérium se realizuje v kritickém oboru, Hy zamitame na asymptotické hla-
diné vyznamnosti 0,05.

Spoc¢teme arkussinusové transformace vybérovych praméri. Vyjde: A; = 0,3876, Ay =
0,4909, A3 = 0,7448, Ay = 0,7264 Nyni metodou mnohonasobného porovnavani zjistime,
které dvojice parametrti se od sebe lisi na hladiné vyznamnosti 0,05.

Srovnavané tiidy Rozdily |Ay — A;| Prava strana vzorce

A, B 0,1033 0,30
A, C 0,3572 0,30
A, D 0,3388 0,31
B, C 0,2539 0,30
B, D 0,2356 0,31
C, D 0,0184 0,30

Na hladiné vyznamnosti 0,05 se lisi t¥idy A, C'a A, D.

Ulohy k procviéeni
Cviceni 6.1. Jsou znamy mésiéni trzby (v tisicich K¢) tii prodavact za dobu ptl roku.
1. prodava¢ 12 10 9 10 11 9
2. prodava¢ 10 12 11 12 14 13
3. prodava¢ 19 18 16 16 17 15

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze stfedni hodnoty trzeb vsSech tii prodavaci
jsou stejné. Pokud zamitneme nulovou hypotézu, zjistéte, trzby kterych dvou prodavaci se
lisi na hladiné vyznamnosti 0,05.

Cviceni 6.2. Naprogramujte funkci ,anovabinom.R“, ktera pro vstupni vektory nj (pocet
pozorovani ve skupindch) a pj (pocet ,uspéchii ve skupindch) provede analyzu rozptylu
pro binomicka data. V pfipadé zamitnuti nulové hypotézy vypise indexy skupin, které se od
sebe vyznamné lisi.

Cviceni 6.3. 104 ndhodné vybranych matek bylo dotazéno, zda jejich kojenec dostava
dudlik. Zjistoval se téZ nejvyssi stupen dosazeného vzdélani matky.

Vzdélani matky Pocet matek Pocet déti s dudlikem

zékladni 39 27
sttedoskolské 47 34
vysokoskolské 18 15

Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze podily déti s dudlikem
nezavisi na vzdélani matky:.
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Cviceni 6.4. Je dano pét nezavislych ndhodnych vybéri o rozsazich 5, 7, 6, 8, 5, pficem?z
i-ty vybér pochazi z rozlozeni N(u;,02), i = 1,...,5. Byl vypocten celkovy soucet ¢tvercti
St = 15 a rezidudlni soucet ¢tverci S, = 3. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu
o shodé stifednich hodnot.

Cviceni 6.5. V proménné ,LakeHuron“!? jsou uloZeny ro¢ni idaje o hloubce jezera Huron

(ve stopach) v letech 1875 — 1972. Data prolozte polynomem 8. stupné. Pomoci analyzy
rozptylu zkoumejte moznosti zmenseni stupné regresniho polynomu.

Cviceni 6.6. U 126 podniki fepaiské oblasti v Ceské Republice byl sledovan hektarovy
vynos cukrovky ve vztahu ke spotiebé primyslovych hnojiv.
Data jsou ulozena v souboru ,cukrovka.Rdata“ ve 4 sloupcich:
(1) dolni hranice spotieby K0 (kg/ha)
(2) horni hranice spotieby K>O (kg/ha)
(3) Cetnosti
(4) priamérné vynosy cukrovky (q/ha)
a) odhadnéte parametry regresni funkce tvaru

y = B+ Pix
y = fo + 1z + Por?

Poznadmka: Za hodnoty nezévisle proménné volte stfed intervalu.
b) Porovnejte vhodnost pouzitych regresnich modeli pomoci analyzy rozptylu.

datovy soubor implementovany v jazyce R



KAPITOLA 7

Zobecnéné linearni modely

Zakladni informace

(1) V nésledujici kapitole se budeme zabyvat statistickou analyzou vzajemnych vztaht
nahodnych jevi, kde jiz nebude stacit predpokladat, ze tyto vztahy lze popsat po-
moci linearnich operaci, ale budeme pouzivat obecnéjsich modeli. PopiSeme obecné
volbu optimalnich parametrtt modelu a uvedeme konkrétni priklady modela.

(2) Predpoklada se znalost zakladnich pojmu z teorie linedrnich regresnich modeli a
také nékterych pojmt z teorie odhadu — matice planu, metoda nejmensich ¢tverct,
testovani hypotéz o parametrech modelu, analyza rozptylu, metoda maximalni vé-
rohodnosti

Vystupy z vyukové jednotky
Studenti

e definuji hustotu exponencialniho typu

e definuji zobecnény lineadrni regresni model

e vypocitaji odhady neznamych parametri metodou maximalni vérohodnosti a testuji
hypotézy o téchto parametrech

e definuji skalovou deviaci modelu

e testuji hypotézy o vhodnosti submodelu

1. Motivace

V realném svété ma mnoho procest jiny, nez linearni vztah zavislosti. Napt. v ekonomii
se ukazuje, ze mnoho vztahti ma logaritmickou zavislost, k vysvétleni procesti v prirodnich
védach se uzivaji reciproké, mocninné i dalsi vztahy. Vysvétlovana veli¢ina popisujici pravde-
podobnost preziti ¢lovéka, v pfipadé urcité nemoci a urcitého zptisobu lécby, muze z definice
pravdépodobnosti nabyvat hodnot pouze z intervalu [0, 1], coz by v pfipadé klasického linear-
niho modelu bylo mozné zajistit jen za prijeti urcitych omezeni na parametry modelu. Také
normalita chyb je casto nesplnénym predpokladem klasického linedrniho regresniho modelu.
Pripomenme, ze normalita se vyznacuje nezavislosti stiedni hodnoty a rozptylu. Typicky
napi. u ekonomickych veli¢in s rostouci stfedni hodnotou obvykle roste rozptyl ndhodné ve-
li¢iny, pficemz nahodné chyby maji v téchto pripadech casto nesymetricka, kladné sesikmena
rozdéleni.

Klasicky linearni regresni model je tedy sice velmi dulezitym stochastickym modelem,
avsak mé celou fadu omezeni. Je omezen pouze na tiidu norméalnich rozdéleni a pfedpoklada
striktni rovnost mezi stfedni hodnotou nahodné veliciny Y a linearni kombinaci prediktorii.
Je vSak mozné provést urcita zobecnéni tohoto klasického linearniho modelu a tim se bude
zabyvat nasledujici kapitola.

Poznamka 1.1. Vétsina textu v této kapitole byla prevzata z [5]. Pro podrobnéjsi studium
tohoto tématu proto odkazujeme na tento zdroj.

95
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2. Zakladni pojmy a definice

2.1. Maximalné vérohodné odhady. Uvedme nejprve par nezbytnych definic a pojmi
nezbytnych k dalsim tvaham.

DEFINICE 2.1. Mé&jme parametricky prostor ® C R™. Rekneme

, ze systém m-
parametrickych hustot

Frog ={f(y;0): 0 =(01,...,0n) € O}
je regularni, jestlize plati
(1) ® C R™ je oteviena borelovskd mnozina.
(2) Mnozina M = {y € R": f(y;0) > 0} nezavisi na parametru 6.
(3) Pro kazdé y € M existuje kone¢na parcialni derivace

of(y;0) .
e ) _
fz(Y70) - agz (Z 17'”7m)'
(4) Pro vsechny 6 = (01, ...,0)" € O plati
/f 0):/wdF(y;9):O i=1,....m,
P 00;

kde F(y;0) je odpov1daJ101 distribuc¢ni funkce.
(5) Pro vSechny @ = (01, ...,6,,) € © je integral

[ 0lnf(y;0)0ln f(y;0)
%@_Af 80 80,

konetny a matice J =J(0) = (J;;(8));._, je pozitivné definitni. Matice J se nazjva

Fisherova informac¢ni matice o parametru 6.

dF(y;0) i,j=1,....,m

Poznamka 2.2. Pro jednoduchost nékdy hovorime o regularité f(y; @), ne o regularité
systému hustot.

DEFINICE 2.3. Necht f € . Pak ndhodny vektor

In f(Y;0
U="U(0) = (U,(8),...,U,(0)) seslozkami m:wm:@%%;l
se nazyva skorovy vektor prislusny hustoté f.

VETA 2.4.
(1) Je-li f € Froy aproi,j=1,...,m eristuji
*f(y;0)
"y Q) = 22"/
153:0) = =55 56,
pak

EU0) =0 a Due)=1J(0) .
(2) Plati-li navic proi,j =1,....m

pak
3(6) = —E(U'(9)),

U'(6) - (8%]@))771

kde

ij=1
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V dalsim budeme uvazovat nadhodny vybér Y, = (Yi,...,Y,) z rozdéleni s regularni
hustotou f € Fi,. Oznacéme M = {y € R: f(y;0) > 0}. Pak sdruzend (simultdnni) hustota
nahodného vektoru Y,, = (Y7,...,Y,) je rovna

fYn Y7 Hf yza a y:(yla--'7yn)/€Rn7

nebot ndhodny vybér je tvoren systémem nezavislych ndhodnych veliéin.

Zavedme nésledujici znaceni pro:

funkce:
e = UOye) = Inf(n;0)
= 16y = Infy,(y;0)

nahodné vektory:

Ui = UnO) = (Uia(0).. ., Unp(0)) = (Znpie) . 2mf0io))

901 0 90m
Uy = ULO) = (U1(0),... Up(0)) = (Mnlgr0) | olhg (o)
maticové funkce:
J = JO)) = (ng ” 1= (fM alnfye alnafedeF( 0)>Z'=1
o= e - (fM T O

VETA 2.5. UvaZujme ndhodny vgbér Y,, = (Y1,...,Y,) z rozdéleni s hustotou f € F,
(1) Pokud proi,j =1,...,m existuji

reg

*f(y; 6)
"o . )
pak
EU(0)=0 a DU (0) =nJ(0) .

(2) Plati-li navic proi,j=1,...,m

(tj. f je requldarni i v 2. derivacich), pak
E(U;(6)) = —nJ(8),

*/ _ aUz*(O) "
Un (9) a ( 39j )i,j:ll

Nasledujici véta uvadi asymptotické vlastnosti skérovych vektorti ndhodnych vybért.

kde
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VETA 2.6. Mé&jme ndhodny vigbér Y,, = (Y1,...,Y,) z rozdéleni s requldrni hustotou f €
Fie. Oznacme M = {y € R : f(y;0) > 0}. Necht pro viechnay € M, 0 € © ai,j =
1,...,m existuji druhé parcidlni derivace hustoty f(y;@).
(1) Pak plati

1

—=U.0) 2 Na(0,3(6))

nebo ekvivalentné
Ui (0) 2 N,(0,,(0)).
Dale plati
U030 U6 A (m)
nebo
UL(0)3,(0)7'UL0) ~  x*(m).

(2) Plati-li navic, Ze f je requldrni i v 2.derivacich, tj.

(o) -°

pak matice nahodnych velicin

1oy 1 (oUr@)\" 1 [(0%L,(6;Y)\" 5.
EU"(H)_E( 29, >m~=1_5( .00, )., J(6),

nebo ekvivalentné ‘
U 5 —J.(0).

V dal§im budeme uvazovat pouze regularni hustoty, tj. f(y;0) € Fregs ¥ € R™
DEFINICE 2.7.

(a) Vérohodnostni funkci rozumime funkci vektorového parametru 6
L(0;y) = f(y;0)
(b) logaritmickou vérohodnostni funkci nazyvame funkci
1(6;y) =In L(6;y)
(c) Rekneme, %e odhad aMLE = EMLE(Y) je maximalné vérohodny odhad (MLE)
vektorového parametru @, pokud plati
L(Bus; Y) > L(6;Y)
pro vSechna 6 € ©.

V posledni vété této ¢asti uvedme dilezité vlastnosti, které se tykaji asymptotického
rozdéleni maximalné vérohodnych odhadii.

VETA 2.8. Mé&jme ndhodny vybér Y,, = (Y1,...,Y,) z rozdéleni s requldrni hustotou f €
Fio. Oznacme M = {y € R : f(y;0) > 0}. Necht pro vsechnay € M, 0 € © ai,j =

L,...,m existuji druhé parcidlni derivace hustoty f(y;0) a plati E <fi/§(y§0)> = 0. Pak

F(Y;6)

(1) Oye 2~ Ny(0,3,(0)7") nebo ekvivalentné vn(Oys —0) <~ N,.(0,3(0)™)
(2) W= (Oyix — 0)3,(0) (O — 0) 2 \2(m), tzv. Waldova statistika.

2.2. Exponencialni tfida rozdéleni pravdépodobnosti. Piirozenou tfidou hustot,

se kterymi budeme déle pracovat, je tfida hustot exponencidlniho typu. Uvedme nejprve jeji
definici.
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DEFINICE 2.9. Rekneme, Ze pozorovani pochéazi z rozdéleni exponencialniho typu, po-
kud jeho pravdépodobnostni funkce (v pfipadé diskrétnich rozdéleni) ¢i hustota (v ptipadé
spojitych rozdéleni) je tvaru
f(y) = exp{a(y)b(0) + c(0) + d(y)},

kde

0 je (neznamy) tzv. prirozeny parametr
a

a(y),b(0),c(d),d(y) jsou zndmé funkee.

Pokud

e a(y) = y, fikdme ze pravdépodobnostni funkce, popf. hustota je v kanonické
forme.

e v konkrétnim rozdéleni figuruji dalsi neznamé parametry, nazveme je tzv. rusi-
vymi parametry.

V dal$im budeme uvazovat pouze regularni a kanonické formy spolu s podminkou
b(0) = 0 a pritom zavedeme do oznaceni jeden rusivy parametr ¢ :

1y) = exp {220 + d(y,0)}

kde 0 a ¢ jsou parametry
7v(0), () >0, d(y) jsou znamé funkee,
a pokud
P(g) =2 >0, ¢ > 0 je tzv. faktor méfFitka (scale factor)

w > 0 je znama apriorni vaha.
Tato forma se také nazyva Skalovou formou hustoty exponencialniho typu.

Poznamka 2.10. Jestlize neplati b(f) = 0, sta¢i provést jednoduchou reparametrizaci a
zavést pripadné novy parametr

0" = b(0),

ktery se pak nazyva kanonickym parametrem.

LEMMA 2.11. Mé&jme nahodnou velicinu Y z rozdéleni s requldarni hustotou f exponencidl-
ntho typu:

f(y)==exp<{g€iié§gl-+6Ky,¢)}- (20)
Pak EY =+'(d)
Necht navic plati -
f"Y50)\
s(foar) o -

kde f"(Y;6) = TLG0, pak

DY =+"(0)y(¢)
Funkce ~"(0) = % se nazyvd rozptylovou funkct (variance function).
Priklady rozdéleni exponencialniho typu

Piiklad 2.12 (Normaélni rozdéleni). Méjme
Y ~ N(u,o?), peR, o> 0.
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(

N2
Pak fly) = ﬁexp {—% (T“) } = exp
(
a V0) =3p*=30" = A (O)=0=upn
= 70)=1
P(¢) = o = ¢=0"
Skutecné plati
EY =+'(0) = n
a
DY =~"(0)¢(¢) = o”.
Tedy prirozeny parametr 0 =p
rozptylova funkce Vip) =1

Piiklad 2.13 (Binomické rozdéleni). Méjme
Z =nY ~ Bi(n,n),

M5VMO5 Statistické modelovani

~(6) )
1 2
yp— S M 1 1
2 Y 2
0_2 \—5;—5111 (27TU )/
P (o) d(;(;,)

0=0?

w =

scale factor

vahy

ne N, e (0,1).

(Z)?Tz(l — )" % = exp {zln (ﬁ) +nln(l —7) +In (Z)}

pak fz(z) =
pro z=0,...,n,
pticemz EZ=p=nn a DZ=nn(l-m).

Pravdépodobnostni funkce neni ve skilové formé, provedme reparametrizaci

)= ()

1

= 7=-"al-7=-L,
T 14€? T 14e?

Tedy fz(z) = exp 20 —nln (1 + 60) +1n (n)
z
s a(v.0)
[ / ee
a @) =nhn(1+¢’) = Y(0) =nifm =nm=p
= 7'(0) = ngfap = nr(l—m) = p(1-2)
v(g)=2=1 = w=1 ¢=1
Skutecné plati
EZ='0)=n
a
DZ = y"(8)(6) = nr(1 — ).
Tedy prirozeny parametr 0 =1In (f)
rozptylova funkce Vi) =pn(l— %)
scale factor p=1
vahy w=1.
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Poznamka 2.14. Je tfeba poznamenat, Ze ve vztahu

se vedle parametru 6 vyskytuje i parametr n, ktery je vSak vzdy znam. Abychom dostali
uvodni definici (20), proto ho nebudeme povazovat za rusivy parametr, ale za zndmou kon-
stantu. Tomuto problému se lze vyhnout, kdyz prejdeme od absolutnich ¢etnosti Z k rela-
tivnim ¢etnostem Y. V pripadé, Ze uvazuje misto absolutnich relativni ¢etnosti: Y

je pravdépodobnostni funkce nenulova pro y € {0

v(0) =nln (1 +¢%)

1 2

Ymond

.., 1} a je tvaru

a

Pravdépodobnostni funkce neni ve gkalové formé, provedme reparametrizaci

T+e?
7(0)
In (1+¢”)
. yo—In (1 + e n
Tedy fr(y) = exp i/ + In (ny)
——
(o) d(y,8)
a YO0) =l (1+e’) = F(O)=1Sg=m=p
68
= 7”(6) = teh? 7T(1 - 7T>
1/J(gb):%:;1l = w=n ¢o=1

Skutecné plati EY =+'(0) = u
DY =~"(0) () = "5,

Tedy prirozeny parametr 0 =In (ﬁ)
rozptylova funkce V(p) = pu(l —p)
scale factor p=1
vahy W =n.

Piiklad 2.15 (Poissonovo rozdéleni). Méjme

Y ~ Po()), A>0

pak f(y):)‘y;;AZexp{yln)\—)\—lny!} y=0,1,2,...

pricemz EY =p=X a DY=\

Protoze pravdépodobnostni funkce neni ve sklové formé, provedme reparametrizaci

n n n—n In ﬁ +In(1—m) n
i) = (ot = my s = exp { PSR o (1)}
EY =p=7 a DY ="™0",

n

_ s _ € _ 1
G—IH(E) = W—mal—ﬂ'—

f=In\ = N=¢



102 M5VMO5 Statistické modelovani

= — ¢ = !
a fly) =expqyd — € —Iny
YO d(y,e)
7(0) =€’ = Y(O) =€ =A=up
= 'O =e=\=u
v@)=5=1 = w=1 ¢=1

Skutecné plati
EY =v'(0) =A=p

DY =7"(0)¢(¢) =€’ =X = p,

Tedy prirozeny parametr 0 =In\
rozptylova funkce V) =n
scale factor p=1

vahy w=1.

Priklad 2.16 (Gamma rozdéleni). Méjme
Y ~ G(a, 5), a>0,6>0.

Pak fY) = raymy* e ? y>0

pricemz EY =aB a DY =afB?
Tento tvar hustoty je vSak pro nas nevhodny (ve stfedni hodnoté mame rusivy parametr «),

proto uvazujme reparametrizaci

p=aof = f=1,

a o 1\ _n
pak fly) = ﬁ (%) y*le w¥ = exp {w +alna+ (a—1)lny — lnF(a)}
pfidemy EY=p a DY=L,
Hustota neni v kanonickém tvaru, proto parametrizujme 6 = —/% = u= —%
( ¥ )\
(9)1
ye—ln(——)
pak f(y) = exp T 0 +alna+ (a—1)Ilny —InT(a)
a(y.9)
) 1 / 0 1 g
a (0) =ln(p) =In(-3) = FY(O)=-gp=—j5=un
= (0) =g =4’
¢(¢):%:$ = w=1 ¢=1
Skutecné plati
EY =+'(0) =pu
a
DY =+"(0)y(¢) = £ = 8 — 432
Tedy prirozeny parametr 0 = —i
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rozptylovd funkce Vip) = p?
scale factor o= é
vahy w=1

Priklad 2.17 (Exponencialni rozdéleni). Exponencidlni rozdéleni je specidlnim piipadem
gamma rozdéleni

Y ~ Ex(\) = G(1,)\).

Pak fly) = %e_% = exp{—%y —In A} y >0,
pricemz EY =p=X a DY =),
Hustota neni v kanonickém tvaru, proto parametrizujme
=—1 = A=-—3
Tedy
=7(0)
1
f(y) = expg yb — ln(—é)
a HB) = =In(-}) > Y= -=A=p
= VO =g ==
() =2=1 = w=1 ¢=1

Skutecné plati
EY =+(0) = p
a
DY ="(0)¢(¢) = pu? = N?

tj. jde o regularni systém hustot a navic plati podminka (21).

Tedy prirozeny parametr 0 = _/%
rozptylova funkce V() = p?
scale factor $=1
vahy w=1

3. Definice jednorozmérného GLM

3.1. Omezeni klasického linearniho regresniho modelu. Mé&jme klasicky linearni
regresni model plné hodnosti

Y=XB8+e A h(X)=hXX)=k A n>k A e~ N,(0,0°L,),

kde Y =(Y;,...,Y,)  je vektor zavisle proménnych,
X = (z45) je matice planu, (i =1,...,n;j=1,...,k)
e=(e1,...,6n) je vektor chyb, pficemz Fe = 0; De = ¢°1,.
Kdyz se podivame na tento model blize, zjistime, ze se sklada ze dvou casti:
Systematicka (signalni) ¢ast vyjadiuje linedrni vztah pro stfedni hodnotu a neznamé
parametry f3;, tj.
EY; = pu; = x;3.
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Tato cast je obvykle cilem zkouméani, snazime se pomoci ni maximalné mozné vysvétlit cho-
vani nahodné veli¢iny Y; a zjistit skrze parametry 3; velikost a znaménko zavislosti na vy-
svétlujicich veli¢inach x;.

V redlném svété ma mnoho procest jiny, nez linearni vztah zéavislosti. Napft. v ekonomii
se ukazuje, ze mnoho vztahti ma logaritmickou zavislost, k vysvétleni procesti v prirodnich
védach se uzivaji reciproké, mocninné i dalsi vztahy. Vysvétlovana veli¢ina popisujici pravdé-
podobnost preziti ¢lovéka, v pripadé uréité nemoci a urcitého zptisobu lécby, muze z definice
pravdépodobnosti nabyvat hodnot pouze z intervalu [0, 1], coz by v ptipadé klasického line-
arnitho modelu bylo mozné zajistit jen za pfijeti omezeni na estimator 3.

Nahodna cast je reprezentovanid nahodnymi chybami e;, které shrnuji v sobé vSechny
ostatni vlivy, ptisobici na Y;, kromé jiz uvedenych v systematické ¢asti. Rozdéleni nahodnych
veli¢in ¢; je zavislé na rozdéleni Y; a ma tvar

E; N(O,U2),

kde g; jsou nezavislé. Pravé normalita chyb je ¢asto nesplnénym predpokladem klasického
linedrniho regresniho modelu. Pfipomenme, Zze normalita se vyznacuje nezavislosti stfedni
hodnoty a rozptylu. Typicky napf. u ekonomickych veli¢in s rostouci stfedni hodnotou ob-
vykle roste rozptyl ndhodné veli¢iny, pficemz ndhodné chyby maji v téchto pripadech casto
nesymetrické, kladné sesikmena rozdeéleni.

Shrneme-li pfedchozi, muzeme fici, ze klasicky linearni regresni model je sice velmi
dilezitym stochastickym modelem, avsak ma celou fadu omezeni:

e Je omezen pouze na t¥idu normalnich rozdéleni: Y; ~ N(u;,0%) i=1,...,n,
kde Y = (Yi,...,Y,,) tvofi ndhodny vybér.

e Predpokladé striktni rovnost mezi stfedni hodnotou nahodné veli¢iny Y; a
linearni kombinaci prediktori: FY; = u; = x/3, kde

x; = (zi1, ..., Tiy)" je vektor prediktort a
B=(P1,--.,Bk) je vektor nezndmych parametri.

Je vSak mozné provést zobecnéni tohoto klasického linedrniho modelu dvéma sméry:

(1) Zobecnéni na nenormalni rozdéleni, a to na tzv. t¥Fidu exponencialnich rozdéleni

(2) Zobecnéni na nelineérni funkce, které spojuji neznamé stiedni hodnoty vychoziho
rozdéleni nahodné veli¢iny Y; s prediktivnimi proménnymi.

3.2. Definice jednorozmérného GLM. Predchozi pasaz nam poskytla motivaci pro
hledani obecné&jsiho modelu, nez je model linedrni. Uvedme nyni jiz samotnou definici zo-
becnéného linedrniho modelu a poté nékolik prikladi pro lepsi nédzornost.
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DEFINICE 3.1 (Zobecnény linedrni model). Mé&jme ndhodny vybér
Y =(Y,...,Y,)
a necht rozdéleni Y; zavisi na pevnych vektorech
X; = (.Clﬁil, .. ,xik)/ e RF
prostfednictvim neznamého vektoru parametri
/6 = (517 000 7/8’6)/'
Matice
X =(x),...,x)

ma rozmer n X k a hodnost k < n.
Rikdme, 7e Y = (Y7,...,Y;) se fidi zobecnénym linedrnim modelem (Generalized
Linear Model), jestlize dale plati:

(1) rozdéleni Y = (Y3,...,Y,) je exponencidlniho typu s regularni hustotou tvaru

(7.6) = [ f.0) = exp {Z e o] } 22

i=1
(2) parametr ; zavisi na x; a (3 prostfednictvim parametru
m=x;3, (23)
ktery nazveme linearni prediktor.

(3) Existuje zndma ryze monoténni diferencovatelna funkce g , tzv. linkovaci funkce
(link function), a plati

mi=g(w) =g ' (), kde w=p®;)=EY. (24)
Rekneme, Ze linkovaci funkce je kanonicka, pokud 6; = n; = g(1;).
Matici X = (x});, nazyvame matici planu.

i

Priklad 3.2. Regresni primka v klasickém linearnim regresnim modelu:

Y; ~ N(:u% 02)
jsou pro ¢ = 1,...,n nezavislé ndhodné veliciny,
9(1i) = pi = B1 + Paw;

je identickd linkovaci funkce, (31,2 a 02 jsou neznamé parametry (pficemZ o2 je rusivym
parametrem) a x; jsou zndmé kovariaty.

Priklad 3.3. Regresni modely s logaritmickou linkovaci funkci pro exponencialné
a gamma rozdélené zavisle proménné:

jsou pro i = 1,...,n nezavislé ndhodné veli¢iny (EY; = u; = \;),
9(pi) = Inp; = Br + Box;

je logaritmicka linkovaci funkce, (1, 82 jsou neznamé parametry a z; jsou znamé kovariaty.
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Obrazek 1: Ukazka klasického regresniho modelu s homogennim rozptylem.

22

20 h
181 h
16 b

141 1

>
10}
8 -
6 L
4 -
2 jO
B
-0.6
Obrazek 2: Ukazka GLM modelu s linkovaci funkei g(u) = Inp pro exponencidlné rozdélenou
nahodnou veli¢inu Y.
Jestlize Y; ~ G(a, B; = &) jsouproi = 1,. .., n nezavislé nahodné veliciny (EY; = p; = af3;),

g(u;) = Inp; = By + Pox; je logaritmicka linkovaci funkce, 51,02 a a = i jsou neznamé
parametry (« je rusivy parametr) a x; jsou znamé kovariaty.

Priiklad 3.4. Poissonovska regrese:

Yi ~ Po(p;)
jsou pro i = 1,...,n nezéavislé ndhodné veli¢iny (EY; = p;),
9(pi) = Inp; = B1 + Pox;

je logaritmicka linkovaci funkce, (51, 82 jsou neznamé parametry a z; jsou znamé kovariaty.
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Obrazek 3: Ukazka GLM modelu s linkovaci funkei g(p) = In o pro ndhodnou veli¢inu Y s gamma
rozdélenim.

Obrazek 4: Ukazka poissonovské regrese s linkovaci funkei g(p) = In p.

Priklad 3.5. Binomicka regrese:

Y; ~ Bi(n;, m;)

jsou pro ¢ = 1,...,n nezavislé nahodné velic¢iny, kde

g(m;) =1In <17_T—Zm)

je logisticka linkovaci funkce, (31, 5 jsou neznamé parametry a x; jsou znamé kovariaty.
Napriklad ve farmaceutickém experimentu miize byt n; pocet pacientii, kterym byla po-
déna davka x; nového léku a Y; pocet pacientt dévajici pozitivni odpovéd na danou davku
x; nového 1éku.
Y;

Jestlize pozorujeme, zZe * roste spolu s z;, hledame model, ve kterém 7; je funkei z;,
K3

hodnot 0 < 7; < 1. Proto model 7; = By + B,7; neni vhodny, aviak f; + foz; — In (#)
obvykle pracuje dobfte.
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Y/n

Obrazek 5: Ukazka binomické regrese s linkovaci funkei g(7) = In ( i )

1—m;

Priklad 3.6. Kontingenc¢ni tabulky:
Yij ~ Mn(n, m;)

jsouprot=1,....1, j=1,...,J, n=1-J, iifij = 1| nezavislé ndhodné veli¢iny,
napriklad pocet lidi i-té etnické skupiny, kteri Vo?prjlitickou stranu j.

Snahou bude testovat hypotézu Hy : m;; = a;3; pro vsechna i, j, kde ay, 8 jsou nezndmé
parametry, ZI: a, =1a ZJ: B; = 1, tj. chceme testovat hypotézu, Ze volba strany a etnicka
prislusnost jz;u nezéwislé.:1

Pripomenme, ze Wij = EY;; = nmy;

takze In 4 = Inm;

a za platnosti hypotézy Hy Inm;; =Ina; +Inp;

ekvivalentné g (1ij) = In p;; = const;; + a; + b; pro néjaké const;j, a;, b;.

4. Odhady neznamych parametrii v GLM

4.1. Maximalné vérohodné odhady. Vsimnéme si, ze rozdéleni nahodnych velic¢in
Y; jsou stejného typu a logaritmus sdruzené vérohodnostni funkce ma tvar

n u it — (0
P(0;y) =1 (01, Onsyr, ) = > LiO50) =) <yT;)(>
i=1 '

=1

+ d(yi, ¢)> :
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VETA 4.1. Méjme nahodny vgbér Y = (Y1,...,Y,), ktery se vidi zobecnénygm linedrnim
modelem s linkovaci funkci

g(p) =x;,8 =, 1=1,...,n.
Predpoklddejme, Ze proi=1,... n existuji prislusné derivace ~v'(6;),~"(6;) a plati

EY;=p=9'(0:;)  DY;=7"(0:)vi(8).

Pak ( )
T = (e = Z ~ov o (25)
a _n 8 2
* * Lij L i
b = lE) = ZZI DY, (5;;) ) (26)
coZ lze zapsat maticové
U; = U3(8) = (Ur,....Us) = X'W(B)Q(B)r(8) = X'WQr (27)
a
3= 3.(8) = (J3)7\_, = X'W(B)X = X'WX (28)
kde
r=r(8) = (r(B),...,m(B)) ri=ri(B) =Y — i =Y — g (x;8)
O\
W = W(B) = diaglu(8),...un(8) i =wi(8) = - ()
_ O

Q = Q(B) = diag{q:(B), - - -, 4(B)} % = ¢(B)

; opi

Odhad neznamych parametrii metodou maximalni vérohodnosti dostaneme fesenim
rovnic typu

ol
B

=U,(B8)=0

Aby slo o maximum, je nutné, aby matice druhych parcidlnich derivaci logaritmické véro-
hodnostni funkce podle slozek parametru 3 byla negativné definitni.

Podle véty 2.6 konverguje matice druhych parcidlnich derivaci skoro jisté k matici —J,,,
ktera je pri regularité systému hustot negativné definitni.

Aproximujeme-li proto matici a%ﬂ(ﬁ) matici —J,,, je TeSeni systému predeslych rovnic

maximalné vérohodnym odhadem parametru 3.

Nyni se vratme k feSeni vérohodnostnich rovnic. ProtoZe obecné rovnice

o B Senl iy
i =1 ‘

nejsou linearni vzhledem k neznidmym parametrium, musi se fesit numerickou iteraci.

4.2. Newtonova — Raphsonova metoda. Chceme-li najit feseni systému nelineér-
nich rovnic U} (8) = 0, lze pouzit nasledujici iterativni postup:

(1) Nejprve provedeme linearizaci pomoci Taylorova rozvoje v okoli bodu 3, kde
B, je né&jaky pocateéni odhad: U*(8) ~ U%(B,)+U* (B,)(B—08,). Protoze U* (3) =
0, pak po jednoduchych tpravach dostaneme 8 ~ 3, — [UZ’ (BO)} - U:(By)-
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(2) Odhady parametrii v s-tém kroku jsou ziskany ze vztahu

(s—1) N Gt S N R SN EE )
87 =p""-[u(8"")] w(8"").
(3) Itera¢ni proces popsany v piedchozim bodé pokracuje tak dlouho, dokud
S+ S(s)

B -8

4.3. Metoda skorovani. Alternativni procedurou k Newtonové — Raphsonové metodé
je tzv. metoda skérovani, kdy se matice druhych parcialnich derivaci U* (3) nahradi jeji
stfedni hodnotou, tj. matici —J,(3), kde J,(3), je informa¢ni matice.

Druhy iteracni krok pak upravime takto:

BV ="+ [1.3" ] U

Jednoduchou tpravou dostaneme

S(s=1) 5(5) ~(s—1)

3.8 = 3.8 """

)8 g

+UL(B ).
Vyuzijme vztah:

UL(B) =X'W(B)Q(B)x(8) a J.(8)=XW(B)X

a dale upravujme

X;W(B(s—l))XB(s _x W(B(s—l))XB(s—l) n X/W(B(S_l))Q(B(S_l))r(B(S_l))
_ X/W(I”B\(s—l)) [XB(S—U n Q(B(S_l))r(f‘i(s_l))}
25"
pficemz proi=1,...,n
7. 71 G N I Ca ) (s By (s-1) ( N 8A§3’1)
(B )=xp A Z%ﬁ +(vi- >W

Mizeme psat

X/W(B(s—l))XE(S) _ X,W<B(8—1))Z(B\(S—1)) nebo X/W(371)X//8\(8) _ xWe-Dgs 1)7
kde
WD = diag{w*™", ... wl 1}
a
w = L (a ?ti)z S E—
Dy, A\ V(i) (a7
kde

oV = w(o)v () = Lvie ),

(3 3
(2

Jde o obdobu vazené metody nejmensich ¢tvercti a v tomto pfipadé mluvime o iteracni
vazené metodé nejmensich ¢tverci.
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5. Testovani hypotéz v GLM modelech

Statistické modely jsou obvykle konstruovany s cilem rozhodnout o pfedem definované
hypotéze a tuto prijmout ¢i vyvratit.
VETA 5.1. Mé&jme ndhodny vgbér Y, = (Yi,...,Y,), ktery se 7idi zobecnénym li-
nearnim modelem s matici vysvétlujicich proménnijch X, .. Predpoklddejme, Ze pro
i=1,...,n existuji prislusné derivace v'(6;),7"(0;) a plati

EY; = p; = ”Y/(ei) DY; = ’Y”(@z‘)%’(@-
Ddle méjme matici Cixq s hodnosti h(C) = q < k. Plati-li hypotéza: Hy: C'3 =0, pak
Waldova statistika

~/ _ -1 = A
W = /BMLEC (C/Jn(ﬁ) 1C) C/ﬁMLE ~ X2(Q)>
kde BMLE je maximalné verohodnym odhadem vektorového parametru 3.
Poznamka 5.2. Hypotézu
Hy:C'B=0
zamitame na hladiné vyznamnosti «, pokud plati

W > xi_,(q).

Protoze odhad BMLE konverguje za predpokladu existence F(I*(3)) skoro jisté k 3, apro-
ximujeme pii vypoctu Waldovy statistiky W Fisherovou informac¢ni matici J,,(3) matici

Poznamka 5.3. Testovat hypotézu
H() : Bj =0
pro 7 =1,..., k lze vice zpiisoby:

e Pomoci Waldovy statistiky W, a to pfi specialni volbé

C=cri=(0,...1. 0
e Pomoci vztahu
BMLE,]’ LN <6j75;j = (Jn(ﬁ)il)j)’
pricemz hypotézu zamitame, pokud
|BMLE,1‘|

*
JJ

> ul—%a
S

kde opét Fisherovou informaé¢ni matici J,(3) aproximujeme matici J,, (BMLE).

6. Ovéfovani vhodnosti modelu

6.1. Minimalni, maximalni model a submodely. Urceni vhodné modelové rovnice
je zdkladem vSech regresnich modeli. Jednim z dulezitych principi regresnich modelt je za-
sada jednoduchosti, kterda znamena, zZe jednodussi model pomérné dobte popisujici zkou-

Casto musime vzit také v iivahu soucasné se zdkladnim zobecnénym linedrnim modelem
i nékolik z néj vyplyvajicich dil¢ich modeli, kterym se fika submodely.

Definujme nejprve duilezité pojmy
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DEFINICE 6.1. Maximalni GLM, ktery oznac¢ime G LM,,,,, spliiuje nasledujici podminky

(1) Maximéalni model je zobecnény linedrni model se stejnym typem rozdéleni jako zkou-
many G LM model.

(2) Maximéalni model a zkoumany maji stejnou linkovaci funkci.

(3) Pocet parametrii maximélniho modelu je roven poc¢tu vysvétlovanych veli¢in n, maxi-

malné vérohodny odhad parametru 3,,,, je n-rozmérny vektor 3,,,.-

Poznamka 6.2. 7 definice plyne, Ze vysvétlovana veli¢ina Y je maximalnim modelem
urcena s nulovym reziduem, tj. odhadnuta hodnota

A~

Ymax - i'\l'max = (ﬂmaac,lu cee 7ﬂmax,n)/ =Y = (3/17 ce 7Yn>,'

DEFINICE 6.3. Minimalni GLM, ktery oznac¢ime G L M,,;,, spliiuje nasledujici podminky

(1) Minimélni model je zobecnény linedrni model se stejnym typem rozdéleni jako zkou-
many G LM model.

(2) Miniméalni model a zkoumany maji stejnou linkovaci funkci.

(3) Pocet parametrt minimalniho modelu je roven 1, maximalné vérohodny odhad para-
metru 3,,,, je skalar Brrin.

Poznadmka 6.4. Pro minimalni model, kde X = (1,...,1)’, Ize snadno ovéfit, ze

fiming =Y lz 1=1,...,n.

Maximalni model tedy slouzi jako ukazatel ,nejlepsi“ regrese a minimalni model naopak
jako ukazatel ,nejhorsi“ regrese pri daném rozdéleni a dané linkovaci funkci. Zkoumany
model se bude nachézet nékde mezi témito extrémy a ve srovnani s nimi budeme ocenovat
vhodnost modelu.

3

DEFINICE 6.5. Méjme zobecnény linearni model s matici planu X, a vektorem neznamych

parametr 3. Submodel, ktery oznacime G LM,,;, spliuje nasledujici podminky

(1) Submodel je zobecnény linearni model se stejnym typem rozdéleni jako zkoumany G LM
model.

(2) Submodel a zkoumany model maji stejnou linkovaci funkei.

(3) Vektor neznamych parametra 3,,, € R%a matice planu Q,,«,, pro kterou plati

anq - XnXkaXq'
Aby G LM, byl submodelem modelu GL M, musi kazdy sloupec matice Q pattit do obalu
sloupctt matice X. To bude splnéno pravé tehdy, bude-li Q typu

anq = XnXkaXq~

Je treba si uvédomit, ze GLM,,, je speciadlnim pripadem modelu GLM. Plati-li tudiz pro
nahodny vybér Y model GLM,,,, plati pro Y také model GLM.

Model GLM vybirame tak bohaty, abychom si mohli byt jisti, ze popisuje dobfe chovani
Y. Nasledné bychom ovSem chtéli védét, zda lze pouzit jednodussi model GLM,,;,. Mtzeme
usuzovat takto, plati-li GLM,,,, pak rozsiteni na G LM nepiinese podstatne zmény a vektory
B a Bsub by se nemély podstatné lisit. Na druhé strané, budou-li ﬁ a ,Bsub prilis odlisné, svedci
to proti moznosti redukce GLM na GLM,,,.

6.2. Deviace. Deviace v zobecnénych linedrnich modelech je obdobou rozptylu u kla-
sickych linearnich regresnich modeli. Deviace je tedy kritériem vhodnosti zobecnéného line-
arniho modelu. Jak bude patrné z definice, metoda maximalni vérohodnosti totiz odpovida
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hledani minima deviace modelu.
DEFINICE 6.6. Mé&jme modely GLM a GLM,,,,. Necht ndhodny vybér Y se fidi modelem
G LM, 4. Skalovou deviaci modelu GLM (scaled deviance) rozumime statistiku

Y) - I(3;Y)],

~

D=2I"(B

max?

kde 3, .., 3 jsou odpovidajici maximalné vérohodné odhady.

LEMMA 6.7. Necht je ddn model GLM a ndhodny vybér Y se 7idi timto modelem. Dale
necht

(i) existugi druhé parcidlni derivace hustoty f(y;3) podle sloZek 3,

y , F5,,(Y3B) .

(ZZ) platzE(ﬂY—ﬂ) =0 (Z,]:L...,k)

(i1i) a existuje  FE I*(3;Y).

Pak asymptoticky lze statistiku

Dy =2|I"(3;Y) - I"(8;Y)

aprozimovat kvadratickou formou

Wi = (8- B)3.(8)(B - B)

a rozdéleni statistiky Dy, lze aproximovat rozdélenim x?(k), pricemz B je maximalné vero-
hodny odhad parametru 3.

VETA 6.8. Méjme modely GLM a GLM,,,,. Necht ndhodny vybér Y se 7idi modelem
G LM, . Ddle necht

(1) existugi druhé parcialni derivace hustoty f(y; 3 podle sloZek 3
) B (YiBmad) o
(1) platzE( { ’}&;ﬁ;ﬁx) =0 (i,j=1,...,n)

(i1i) a existuje  E 1*(B,,0:;Y)-

ma:c) max?

Plati-li hypotéza, Ze model GLM je vhodny, pak asymptoticky lze rozdéleni skdlové
deviace modelu GLM aproximovat rozdélenim x*(n — k), tj.

D & ’(n — k).

Poznamka 6.9. Skéilovou deviaci D lze uzit k testovani hypotézy o vhodnosti modelu
GLM. Jestlize plati

D > X%—a(n - k)?

pak povazujeme model GLM za nevhodny.

VETA 6.10. Mé&jme zdkladni model GLM s B € R* a jeho submodel GLM,, s B,,;, € R,
pricemz q < k < n. Ddle necht ndhodny vybér Y se vidi modelem GLM a plati

(1) existugi druhé parcidlni derivace hustoty f(y;3) podle slozek 3,
(s 5B -
(i1) plati E (%—;ﬂ)> =0 (,j=1,...,k)
(i1i) a existuje E 1*(3;Y).
Plati-li hypotéza, Ze submodel GLMgy, je vhodny, pak asymptoticky lze rozdéleni sta-

tistiky AD = D5 — D aproximovat rozdélenim x*(k —q), tj. AD = Dy — D = 2(k = q).

Poznamka 6.11. Statistiky AD se uziva pfi porovnani dvou modeld, pricemz jeden je
submodelem druhého.
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Definujme diagonalni matici C, na jejiz hlavni diagonédle budou nuly a jednicky, tj.
cii € {0,1}. Pocet jedni¢ek na hlavni diagonale je roven ¢islu ¢ = Tr(C) < k. Pfedpo-
kladame, ze zakladni model s vektorem neznamych parametrii, ktery tentokrat oznacime 3,
dobie popisuje chovani nahodného vybéru.

Uvazujme hypotézu
Ho: B =B =CB

a alternativni hypotézu odpovidajici zdkladnimu modelu
Hy: B =p,.
Test hypotézy Hy vici H; provedeme s vyuzitim statistiky AD. Ma-li statistika AD hodnotu
AD > xi_o(k - q),

pak povazujeme submodel za nevhodny a pro popis chovani sledovaného ndhodného vy-
béru pouzijeme model zakladni. V opacném pripadé jsou oba dva modely dobré a vybereme
jednodussi model odpovidajici H,.

Je nutné zdlraznit, ze pojem ,dobre popisuje chovani nahodného vybéru® je zde pouzit
pouze relativné z divodu srovnani dvou modeld, kdy je tieba zjistit, zda obecnéjsi model
je vyrazné lepsi, ¢i jsou oba modely priblizné srovnatelné. Neznamena jesté, kdyz piijmeme
hypotézu Hy, Ze jsou oba modely pro dané data (absolutné) dobré, ale napfiklad jen to, Ze
jsou oba stejné spatné.

Proto pri praktickych tlohach se voli matice planu obecnéjsiho modelu se vSemi poten-
cionalnimi vysvétlujicimi velicinami a predpoklada se, ze tento model popisuje data dobre.
Néasleduje odstranovani jednotlivych vysvétlujicich veli¢in a testovani, zda vznikly jednodussi

vvvvvv

kladni.

6.3. Analyza rezidui. Analyza rezidui ndm poskytuje nenahraditelnou informaci o
vhodnosti pouzitého modelu a nelze ji opomijet, i kdyz analyza deviace ukazuje na vhodnost
modelu. Teprve zde se castokrat zjisti, zZe vychozi predpoklad o rozdéleni ndhodnych chyb ¢i
tvaru linkovaci funkce nebyl spravny.

Analyza rezidui muze odhalit body, jejichZ reziduum je vyrazné odlisné od ostatnich po-
zorovani, coz muze byt zptsobeno neobvyklou zavislosti mezi vysvétlovanou a vysvétlujicimi

Kdyz se v grafu rezidui objevi urc¢ita zavislost rezidui na fitované hodnoté ¢i vysvétlu-
jicich veli¢inach nebo tieba s rostouci odhadnutou (fitovanou) hodnotou roste variabilita
rezidui, pak je nutné cely model prehodnotit a pripadné jej zacit vytvaret od zacatku.

Uvedme nejznaméjsi typy rezidui pouzivanych v GLM :
(a) Standardizovana rezidua (linear): téz Pearsonova
o il
V V(i)
Nevyhodou téchto rezidui je fakt, Ze pro nenormalni rozdéleni jsou znac¢né zesikmena.
(b) Standardizovana transformovana rezidua (transformed linear)

' Dg(Y;)

Divodem zavedeni transformovaci je snaha, aby transformovana rezidua méla rozdéleni,
které se co nejvice blizi norméalnimu.
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(1) Anscombova rezidua jsou zaloZzena na transformaci typu
dp
R
V()
jejiz snahou je, aby transformovana rezidua méla nulovou Sikmost.
(2) Rezidua stabilizujici rozptyl jsou zaloZena na transformaci typu

gs() = / vd—/@)

a cilem je, aby u transformovanych rezidui rozptyl nebyl funkeci stfedni hodnoty, ale

konstantni.
Priklady standardizovanych transformovanych rezidui
Rozdéleni Anscombova stabilizujici rozptyl
_ — _
t Yiy_ t(7)+7, 3 (1—#; 7% 27;—1)/6n; arcsin ﬁ—arcsin T
(”i) () v g
Binomické L . - .
1 1 1/(24/n
#8(1—#4)6 /ny /(2v/mi)
2 2 _I 1 1
. 5/1'37('“'1'3 —Hy 3/9> Y-f—ﬂé
Poissonovo . Lt
2,6 2
Hy
1 ! —32
(Yifa)s— i} =fi; ® /9 .
Gamma — neuvazujeme
i, /3

kde pro binomické rozdéleni: #t; = ji;/n; a t(u) = [ s73(1—s) 3ds
(c) Deviaéni rezidua (deviance residual)
ri = sign(Yi — i) V/di.
pricemz
D = 301 (bt ¥) — (b Y)] = 3
i=1

Jesté lepsi vlastnosti maji tzv. korigovana deviaéni rezidua (bias-adjusted deviance
residual)

AP = sign(Y; — /:Li)\/d_i+ p3(fii)/6,

()

kde

p3(p) = E
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7. Tabulky rozdéleni exponencialniho typu

7.1. Tabulka rozdéleni exponencialniho typu.

Piiklady rozdéleni exponencialniho typu
Kanonicka Rozptylova
Rozdé&leni link-funkce funkce | vi(¢) = §
EY; = p; | 0; = ni = g(pu:) 7(6;) V(1) ¢ | w
Yi ~ N, 2) i i 307 1 o | wi
Y; ~ Bi(n;, m;) N e niln(1+e%) | p (1—5—2) 1 1
n;Y; ~ Bi(n;, m;) e In 1522 In(1+¢%) i (1— ;) 1 n;
Y; ~ Po(u;) i In efi i 1 1
Y; ~ Ex () i - —In(—06;) T 1|1
Y ~ G(a, 5) af; —i —In(—0;) w2 1 1
7.2. Tabulka ruznych spojovacich funkci.
Rozdéleni link-funkce n; = g(1s) =g~ () oL
Normalni, Gama identity 1L i 1
Exponencialni log In p; el M%
Poissonovo power e ealnmi aps™!
logit In E—% nl% m
Binomické probit @_1(2—2) n;®(n;) *{127@%@71(%))2
complement.log-log | In (— In (1— Z—z)) n; (1 — 6*67”) (M—n,-)lln( _%)
log-log —In (— In (%)) nie ¢ " - lnl(%)

kde ®~! je kvantilova funkce standardizovaného normélniho rozdéleni.
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Klasicky regresni model a GLM

H Znaceni H
Stfedni hodnoty jednotlivych pozorovani EY; =u; (i=1,...,n)
Hodnoty regresoru jednotlivych pozorovani x; = (z;1,...,z) ((=1,...,n)
Vektor pozorovanych hodnot Y = (y1,...,yn)

Vektory neznamych parametra (¢ < k <n)

B =By =B1, By Barts -5 Br)’; Biaz = (Bis -+ Bgs Barts -5 By Bt - -+ Bn)’

By Br_q By Br—q Bk
x} Z11 T1k
Matice planu z hodnot regresoru X = =
X, Tn1 Lnk
Submodely (X'X)~ 1= A B MX'X)=k; h(V)=k — ¢; h(A)=q
B V

H Model H
EY; = p; = x3 EY;=p;  mi=g(p)=xiB  pi=g"(m)

Vi~ N(ﬁf/ I2) Vi~ Leap(y' (0) = 971 (xiB), %i(0)7" (6:))
EY; DYi EY; DY;

H Odhady H
Metoda nejmensich étvercu Iterativni vaZend metoda nejm. ¢tvercu (max.vér.odh.)
B=b,=(X'X) ' X'Y 3" b = (x'wx) ! x'Wz (Y

260 = (@, 25y 2 =D (g i)
i T = by Y = g ()
w; = Dlyi (%)2 ;o W =diag{ws, ..., w,}
baz = (b1, ,00) = (Y1, Yn)

H Vybérova rozdéleni odhadu b, H
be ~ Ni(8,0*(X'X) 1) by 2 Ni(8.3;")

2 (b=, X' X (b—B,.) ~ x* (k) (bi — ) Iu(bi — )  x*(k)  Waldova statistika

H Vybérova rozdéleni skalové deviace D = 2[{(b,,42;Y) — l(bk;y)] H
D ~\2(n—k) D2 x*(n— k)

Normalni rozdéleni Poissonovo rozdéleni: D=2 f:l [ylan— —(y; — ﬂl)}
D=2 i(yi—,zi)22%2<"j2>si Binomické rozdéleni D=2 anl [y,an— + (n;—y;) In :j"lt}
Gamma rozdéleni D=2« Zn:l {% - lni—i}
H Submodely H
[Hol|: B= (B1,....B,) proti| Hy|: B=(B1, ..., By Byt Br)

nebo S (Bgtts---

,Br) = 0 proti :(Bgt1s--,0k) #0

F~Fk—-—qgn—k)

AD 2 \2(k - q)

F=gob, Vb,

)Sk

AD = Dyyp—D = 2[l(bi; y)-1l(bg;y)]
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Ulohy k procviéeni

Cviceni 7.1.
V souboru ,,toxic.RData“ jsou uvedeny hodnoty mnozstvi jedovaté latky, ktera vznika jako
vedlejsi produkt pri urcitém chemickém procesu. Datovy soubor obsahuje tyto proménné:

VOL objem vzniklé jedovaté latky (litry)
TEMP  teplota pfi chemickém procesu (°C)
CAT hmotnost katalyzatoru (kg)

METHOD metoda pouzita pii vyrobé (kategoridlni proménnd — A B)

Hledejte vhodny model pro popis zavislosti objemu jedovaté latky na podminkach procesu.
Testujte nejprve, zda pouzitd metoda méa vliv na vysledny objem jedovaté latky. Pomoci

stepwise procedury najdéte nejvhodnéjsi linedarni model a nejvhodnéjsi zobecnény linearni
model. U obou modeld ovérte normalitu residui.

Cviceni 7.2.

V baliku ,car“, proménné ,SLID“ jsou uvedeny vysledky prizkumu z roku 1994 v kanad-
ské provincii Ontario. Prizkum se zabyval vlivem nékterych faktorti na mzdu respondenti.
Datovy soubor obsahuje tyto proménné:

wages hodinova mzda (kanadské dolary)
education pocet let vzdélavani (roky)

age vék (roky)

sex pohlavi (1 — Zena, 2 — muz)

language jazyk (1 — angli¢tina, 2 — francouzstina, 3 — ostatni)

Hledejte vhodny model pro popis zavislosti platu respondenta na ostatnich faktorech.

(1) Zkuste nejprve pouzit klasicky linedrni model, najdéte nejvhodnéjsi model a pro-
vedte analyzu residui. Jsou splnény piedpoklady modelu?

(2) Stale uvazujte linearni model. Misto proménné wages uvazujte log(wages). Opét
naleznéte nejvhodnéjsi model. Zkuste také pridat dvojné ¢i trojné interakce pro-
ménnych. Zlepsi se kvalita modelu?

(3) Pomoci stepwise procedury najdéte nejvhodnéjsi zobecnény linedrni model.

Cviceni 7.3.
V souboru ,novorozenci.RData“ jsou uvedeny porodni hmotnosti novorozenct a informace
o jejich rodicich. Datovy soubor obsahuje tyto proménné:
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hmnov  porodni hmotnost novorozence (g)

vyska  vyska matky (cm)

hmmat  hmotnost matky (kg)

prir vahovy pfirtstek matky béhem téhotenstvi (kg)

pohlavi pohlavi ditéte (0 — divka, 1 — chlapec)

stav stav matky p¥i porodu (1 — svobodné, 2 — vdand, 3 — rozvedend, 4 — vdova)
vzdmat  vzdélani matky (1 — zakl., 2 — vyué., 3 — st¥edosk., 4 — vysokosk.)

vzdot vzdélani otce (0 — neuved., 1 — zékl., 2 — vyué., 3 — stfedosk., 4 — vysokosk.)

Hledejte vhodny model pro popis zavislosti hmotnosti novorozence na jeho rodic¢ich. Testujte
nejprve, zda pohlavi ma vliv na porodni hmotnost. Pomoci stepwise procedury najdéte nej-
vhodnéjsi model. U modelu ovéite normalitu residui.






KAPITOLA 8

Konkrétni GLM modely

Zakladni informace

(1) V néasledujici kapitole se budeme zabyvat aplikaci teorie zobecnénych linearnich mo-
deli na ruzné typy dat. Budeme se zabyvat pripady, kdy pozorovana veli¢ina ma
alternativni nebo binomické rozdéleni. To vede na modely typu davka—odpoveéd a
také na logistickou regresi. Dale budeme teoretické poznatky aplikovat na ptipad po-
issonovskych dat a budeme se zabyvat modelovanim multinomickych dat vedoucim
na kontingencni tabulky. Popiseme tedy konkrétni zobecnéné linearni modely.

(2) Predpoklada se znalost zakladnich pojmi z teorie linearnich regresnich modelt a zo-
becnénych linearnich modelii — matice planu, metoda nejmensich ¢tverct, linkovaci
funkce, skalova deviace.

Vystupy z vyukové jednotky
Studenti

e umi konstruovat a interpretovat modely typu ddvka—odpoveéd
e umi definovat a vysvétlit model logistické regrese

e definuji modely pro poissonovska data

e definuji kontingenc¢ni tabulku

e modeluji kontingenc¢ni tabulku jako zobecnény linearni model

1. Motivace

V minulé kapitole jsme uvedli obecnou definici zobecnéného linearniho modelu a obecné
konstrukce testl hypotéz o parametrech téchto modelt. V této kapitole se jiz budeme za-
byvat zobecnénymi linearnimi modely pro konkrétni piripady podle toho, jaké rozdéleni ma
zéavisle proménna Y. Nejprve je vhodné nahlédnout do tivodni kapitoly a pripomenout si
zékladni typy proménnych (at uz zavisle ¢i nezavisle proménnych) z hlediska vztahu mezi
dvéma hodnotami. Tyto typy lze nazorné popsat nasledujicim diagramem.

| Nominaln | | Ordinalni | | Intervalov | | Pomérovi |

Kvalitativni | Kvantitativni |
N\
Spojita

Kategorialni

AN

| Dichotomicka | | Polytomické

V zavislosti na typu proménné Y a jejim rozdéleni pravdépodobnosti budeme zkoumat jiz
konkrétni zobecnéné linearni modely.

Poznamka 1.1. Vétsina textu v této kapitole byla prevzata z [5]. Pro podrobnéjsi studium
tohoto tématu proto odkazujeme na tento zdroj.
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2. Modely pro alternativni a binomicka data

2.1. Uvod. Ptedpokladejme, 7e sledovana ndhodné veli¢ina U; (i = 1,..., N) nabyva
pouze dvou hodnot 0 a 1, tj. ma alternativni rozdéleni:

I u=1
(1 —m)' u=0,1
UiNA(Wi)NfU(U):P(Ui:U): 1—-m u=0 =
0 jinak
0 jinak
Predpokladejme, Ze ndhodna veli¢ina U; zavisi na m veli¢inach x;q, ..., T, tzv. kovariaty.

Data mtzeme mit zadana riiznym zptisobem:

e jednotliva pozorovani U;:

hodnoty kovariat ‘ pozorované binarni veli¢iny

ity Tik ‘ Ui

e skupinové, tj. pro kazdou kombinaci kovariat zname absolutni ¢etnosti uspéchi
Y; a celkovy pocet pokusii n;, tedy mame k dispozici binomicka data

n; . (”j)ﬂy(l—ﬂ'.)ng‘—y y:(),l’“.?n,
- 0 jinak
kde
j:l,,ﬂ, N:n1_|_+nn
a data mtzeme zapsat formou tabulky

hodnota kovariat ‘ pocet tspécht ‘ pocet pokust

e skupinové, tj. pro kazdou kombinaci kovariat mame relativni ¢etnost uspéchii
Ty L o
Zj = A celkovy pocet pokusii n;

Vi 1L (P )m (L — )y oy =0, 2,01
Zi=—L == U~ fsly) =P(Zi=y) =3 ™" ’ i
n] nJ i=1 O jinak
kde

jg=1...,mn N=n+--4+n,
Data lze zapsat do tabulky
kovariaty ‘ relativni tispésnost ‘ pocet pokust

Y; ‘
nj

.

lea'--axjk;‘ Zj: j

e pro nominalni ¢ ordinalni kovariaty mizeme data psat do tzv. kontingenénich
tabulek. Uvazujme jednoduchy priklad:

kovariaty U=0|U=1

rT1=1|z2=1 ni10 nin

Tg =2 120 ni21

1 =2 |x2=1 210 n211

To=2| mn2o | Mo
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V dalsim se soustfedme na relativni ¢etnosti aspéchii

Y;
Z; = —.
n;
Hlavnim tkolem statistické analyzy je pak nalézt vztah mezi Z;, (tj. 1 Y;) a zq, ..., T,
tj. funkci
mo=7(x;) = 7( @i, ..., Tig)-

Protoze chceme pouzit GLM modely, modelujeme pravdépodobnosti m; pomoci linkova-
cich funkeci

g9(m) = x;8.

Nejjednodussim modelem je linearni model
™, = X;ﬂ

Avsak tento model mé fadu nevyhod, predevsim je tfeba zajistit, aby x;3 nabyvala hodnot
mezi 0 a 1, tedy je tfeba pridat néjaké dodatecné podminky. Proto, abychom tuto podminku
dodrzeli, vyuzijeme néjakou distribuéni funkci

O O (O B O TR

s odpovidajici hustotou f(s), ktera se v tomto pfipadé nazyva toleranéni funkce (tole-
ran¢ni distribuce). Nyni si ukdzeme nékolik modeli, které vyuzivaji rtizné tolerancni distri-
buce.

2.2. Modely davka — odpovéd. Typickym piikladem téchto modeld je vztah mezi
davkou toxické latky a odezvy (kladné-preziti, zdporna-smrt) jedince na tuto davku. Odezvy
byvaji obvykle udavany jako procenta kladné odezvy (quantal responses).

Symetrické modely
DEFINICE 2.1. Jestlize uvazujeme toleran¢ni distribuci jako rovhomérné spojitou na
néjakém intervalu (a,b), tj

ﬁ s € (a,b)
fo(s) ~ Rs(a,b) f(s) =
0  jinak
pak
* r—a
mo(z) = Fyo(z) = / f(s)ds = p ., P TE€ (a,b)
a tento model je linearnim modelem
r—a a 1
mo(x) g Pothi ] Bo el el
s identickou linkovaci funkeci
go(m) = .

V praxi tento model vsak nema4 prilisné uplatnéni.
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f(s)ORs(a,b) (x) ORs(a,b)

1U(b-a)

05}

a (a+h)/2 b a (a+b)i2 b

Obrazek 1: Rovnomérné rozdéleni na (a, b).

f(5)ON(.0%) m(x) ON(u,0°)

05F

Obrézek 2: Normélni rozdéleni N (u, 0?).

Dalsi moznosti je vzit normalni hustotu jako toleranc¢ni funkci. Pfipomenme, Ze
stfedni hodnota, medidn i modus je roven parametru y a rozptyl parametru o? > 0.
DEFINICE 2.2. Jestlize toleranc¢ni funkci je normalni hustota, mluvime o probitovém
modelu:

m(z) = Fi(z) = /_; fi(s)ds = /_; a\}%‘f—%(sz#)zd‘s = (F),

kde @ je distribuc¢ni funkce standardizovaného normélniho rozdéleni. Pak tzv. probitovou
linkovaci funkci je kvantilova funkce normalniho rozdéleni

p(r) =0 n) = =Fo+fiz t.  fo=-5 fi=;>0.

Hodnota medidnu © = p se nazyvd medidnova smrtici davka (median lethal dose -
LD50) a odpovidé davce, pti které polovina jedinctt mé kladnou a polovina zdpornou odezvu.
Probitovy model ma Siroké uplatnéni v biologickych a socialnich védach.

f(s) T(X)

Obrazek 3: Logistické rozdéleni.
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DEFINICE 2.3. Logisticky model je model, kde toleranc¢ni funkce je hustota logistického
rozdéleni (se stiedni hodnotou, medidnem i modusem g a rozptylem %202 = 3.28090?% =
(1.81380)?)

) — 1 exp(s;” _1 exp(*sau)
B = e a2 7 e
takze . (4=2) (2=8)
() = Fo(z) = /Oo o [H—exp(;;“)]z 9= 1+exp(Z;“) - 1+exp(—22£)

s tzv. logit linkovaci funkci
go(m) =log () = =bo+prr .  fo=—L% P=3>0.

Obrazek 4: Srovnéani probitového a logistického (- - -) modelu pfi stejnych parametrech p a o.
Nazorné je vidét, ze logisticky model ma vétsi rozptyl a tézsi konce.
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Asymetrické (extremalni) modely
DEFINICE 2.4. Pokud za toleranéni funkci zvolime Log-Weibullovo rozdéleni (extreme-
minimal-value distribution) ve tvaru

fa(s) = 5 exp (%3F) exp [—exp (3F)]

pak

T

m3(z) =F3(:v)=/ 5 exp (%5F) exp [—exp (%5#)] ds =1 — exp [—exp (5¥)]

—00

s tzv. komplementarni log-log linkovaci funkci
gs(m) =log[—log(1 —m)] ==L = Gy + fiz tj. fo=—L Pi=2>0 tedy S >0.

f(s) T(x)

Obrazek 5: Log-Weibullovo rozdéleni.

Pro vyse uvedené rozdéleni mizeme vyjadrit jeho ¢iselné charakteristiky:

stfedni hodnota=y — yo = pu — 0.577210 kde ~ =0.57721 je tzv.
medidn=p + o log(log2) = p — 0.36651c Euler-Mascheroniho
modus=p konstanta.

rozptyl=""0? = 1.64490? = (1.28250)?,

DEFINICE 2.5. Pokud jako tolerané¢ni funkci zvolime zobecnéné Gumbelovo rozdéleni
(extreme-maximal-value distribution) ve tvaru

fa(s) = 5 exp (=*3¢) exp [—exp (=2,

dostaneme
X

o) = Fia) = [ Lewp [~ — exp (~252)] ds = exp [~ exp (~252)]

—0o0

s tzv. log-log linkovaci funkci
g3(m) = —log[—log(m)] = =& = B+ piz tj. fo=—-L p1= % > 0.
Pro vyse uvedené rozdéleni opét vyjadieme jeho c¢iselné charakteristiky:

kde ~ =0.57721 je tzv.

stfedni hodnota = pu+vyo =+ 0.577210 Euler-Mascheroniho
medidn = p — olog(log2) = p+ 0.366510 konstanta.
modus = p

2

rozptyl = %o? = 1.64490° = (1.28250)%,
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f(s) T(x)

05f

" i

Obréazek 6: Zobecnéné Gumbelovo rozdéleni.

Poznamka 2.6. Pokud nahodna veli¢ina U mé rozdéleni rovnomérné spojité na intervalu
(0,1), tj.

U ~ Rs(a,b),
pak
X=pu+olog (%) mé logistické rozdéleni s hustotou fa(x) ,
X = p+olog(—log(l —U0)) Log-Weibullovo rozdéleni s hustotou f3(x),
X = p— olog(—log(U)) Gumbelovo rozdéleni s hustotou fy(z).

Téchto vztahi se vyuziva pfi generovani pseudondhodnych ¢isel pfislusnych rozdéleni.
2.3. Logisticka regrese. Protoze nejcastéji se pouziva logit linkovaci funkce

ga(m) = log (7),
budeme se proto vénovat logistické regresi podrobnéji.
Predpokladejme, ze zavisle proménna Y je binarni proménna, kterd nabyva hodnoty
jedna, pokud sledovany jev nastal, v opa¢ném ptipadé je rovna nule.
Protoze jde o regresni model, bude nés zajimat vztah pravdépodobnosti tspéchu ¢i net-

spéchu k hodnotdm regresorti (kovariat) x = (x1,...,2x), budeme tedy zkoumat pravdépo-
dobnost ()
expin(x 1
P Y - 1 P == = =
W= ) =100 = ) T e {06}
a
1 __exp{-—n(x)}

P(Y =0|zy,...,2,) =1 —7(x)

~ l+exp{n(x)}  1+exp{-n(x)}
Ptedpokladejme, ze linearni prediktor je roven

T
nx) =B+ B x

a ukazeme, ze ma smysl uvadét absolutni ¢len samostatné.

Vsimnéme se nejprve, ze podil

odds(1)  P(Y =1|zy,...,xzx)  7(x)

odds(0)  P(Y =0|zy,...,2r) 1—7(x)
mé bezprostfedni interpretaci. Porovnava pravdépodobnost jednicky (tj. vyskyt sledovaného
jevu pfi danych hodnotach kovariat) a nuly (nevyskyt sledovaného jevu pfi danych hodnotach
kovariat). Anglickému oznaceni odds odpovida ¢eské oznaceni Sance. Hodnota Sance neni
shora ohranicend, zdola vsak nulou. Pokud zlogaritmujeme Sanci, dostaneme logit, ktery
nabyva hodnot od minus do plus nekonec¢na.

Nyni budeme predpokladat, ze mame jedinou kovariatu x , ktera je také binarni, takze
nabyva dvou rtznych hodnot, které mizeme bez Gjmy na obecnosti oznacit jako 0 a 1. V

= exp(fo + BTX)
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tom piipadé jde o kategorialni proménnou, nebo-li z je uméla proménna k dvouhodnotovému
faktoru.
Za téchto podminek je Sance pro z = 0 rovna

odds(0) = exp(po),
takze parametr (3, je roven logitu pravdépodobnosti vyskytu sledovaného jevu v bodé x = 0.
Pro x = 1 dostaneme
odds(1) = exp(Bo + f1)-
Pomér Sanci (nebo také kiizovy pomér, anglicky odds ratio) pro binarni x je pak roven

OR = ij—jﬁé% — exp(B)),

takze parametr (3 je roven logaritmu poméru sanci. Odtud tedy dostavame, ze pokud prav-
dépodobnost sledovaného jevu nezavisi na hodnoté proménné x, je pomér Sanci roven jedné,
takze plati
B =0.
I v pripadé, ze vysvétlujici proménna je spojita, mé zajimavou interpretaci predevsim para-
metr 31, nebot
z+1 _ fotAi(e+1) _ exp(A),
x Bo + Bix
takze parametr 5; vypovida o zméné vztazené k jednotkovému pfiristku nezavisle proménné
x, tentokrat je to zména logaritmu poméru Sanci.

Priklad 2.7. V souboru ,beetle.RData“ jsou uvedeny tdaje o timrtnosti Potemnika skla-
distniho (Tribolium confusum) v reakci na sirouhlik C'Sy. Datovy soubor obsahuje tyto pro-
ménné

dose mnozstvi sirouhliku (mg/1)
population pocet kusti ve zkoumaném vzorku

killed pocet mrtvych kust ve zkoumaném vzorku

Reseni. Pro modelovani zavislosti pouZijeme logisticky model, probitovy model a model s
komplementarni log-log linkovaci funkci. Vysledky jsou znazornény na Obr. 7.

3. Modely pro poissonovska data

Celociselna data lze modelovat pomoci diskrétnich rozdéleni. V pfedchozi sekci jsme se
zabyvali alternativnimi a binomickymi daty. Nyni soustfedme pozornost na poissonovskéa
data.

Predpokladejme, ze ndhodny vybér rozsahu n je z Poissonova rozdéleni, tj.

Ayz_ﬁ: N >0, y=0,1,2,...
Yi~ Po(\i) ~ fy(y) = P(Yi=y) = '

0 jinak
pricemz

EY, = DY, = \.

Poznamka 3.1. Déle se timto rozdélenim #idi ndhodné veli¢ina, kterou je pocet vyskytu
sledovaného jevu v ur¢itém casovém intervalu délky ¢ (nebo pocet vyskytu sledova-
ného jevu na plose velikosti ¢ apod.).

Jestlize jsou splnény nésledujici podminky
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Link Function g(m)=log(mv/(1-))

1.65 17 175 18 1.85 19
y=exp(-61.05+34.461x)

Link Function g(n):dfl(n)

1.65 17 175 18 1.85 19
y=(-35.127+19.838x)

link function g(m)=log(-log(1-))

1.65 17 175 18 1.85 19
y=1-exp(-exp(-40.647+22.656x))

Pearson Residuals Pearson Residuals

Pearson Residuals
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Obrézek 7: Modely pro tmrtnost Potemnika skladistniho.

a) jev muZze nastat v kterémkoliv ¢asovém okamziku,

b) pocet vyskytl jevu béhem ¢asového intervalu zavisi jen na jeho délce a ne na jeho poc¢atku
ani na tom, kolikrat jev nastoupil pred jeho pocatkem,

c¢) pravdépodobnost, Ze jev nastoupi vice nez jednou v intervalu délky ¢, konverguje k nule

rychleji nez t,

d) A je stfedni hodnota poétu vyskytu jevu za ¢asovou jednotku
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pak uvedend nédhodné veli¢ina m4 rozdéleni Po(\).

Nahodnou veli¢inou, ktera mé Poissonovo rozdéleni, je tedy napf.

e pocet vadnych vyrobki ve velké sérii, jestlize pravdépodobnost vyrobeni vadného
vyrobku je velmi mala

pocet tézkych dopravnich Urazi za den v urc¢itém mésté

pocet zakaznikl v prodejné béhem néjakého casového intervalu

pocet Castic v jednotce plochy nebo objemu, napt. pocet ¢astic v zorném poli mik-
roskopu

pocet telefonnich volani v ¢asovém intervalu ¢

pocet létavic pozorovanych béhem intervalu délky ¢

Predpokladejme opét, Ze ndhodnda veli¢ina Y; zavisi na k veli¢indch w1, ..., xy, (tzv.
kovariaty) a tikolem bude najit vztah mezi nimi, tj. hleddme funkci

)\i = )\(Xz) = )\(Iil, e 7xik>-

Protoze chceme pouzit GLM modely, modelujeme pravdépodobnosti A; pomoci linkovacich
funkci

g(Ai) = x;8.
DEFINICE 3.2. Pokud v modelu uvazujeme identickou linkovaci funkei, tj. plati
)\i — X;B,

mluvime o linearnim modelu.

Avsak tento model ma fadu nevyhod, predevsim je tieba zajistit, aby x;3 nabyvala pouze
kladnych hodnot, nejcastéji se proto voli nasledujici dvé moznosti
DEFINICE 3.3. Pokud v modelu predpokladame vztah

Ai = exp(x;0),
tj. uvazujeme linkovaci funkci
g1(Ai) = log(\i) = x;8,
hovotfime o log-linearnim modelu.
DEFINICE 3.4. Pokud v modelu predpokladame vztah
A = (X;5)2 5
tj. uvazujeme linkovaci funkci

3(0) = V& = %8,

hovofime o odmocninovém modelu (square-root-linear model).

Priklad 3.5. V souboru ,aids.RData“ jsou uvedeny tudaje o poctech novych pripadi
AIDS ve Velké Britanii za obdobi prosinec 1982 az listopad 1985. Datovy soubor obsahuje
tyto proménné

month mésic
year rok

number pocet novych pripadi AIDS

Reseni. Pro modelovani zévislosti pouZijeme linedrni model, log-linedrni model a odmocni-
novy model. Vysledky jsou znazornény na Obr. 8.
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link function g()=p

20

N
o
T
[

number of AIDS
[ ]

5 10 15 20 25 30

y=—-2.2+0.457x
link function g(u)=log(l)

20

35

number of AIDS

s 10 15 2 2
y=exp(0.0397+0.0796x)
link function g(u)=vu

20

35

number of AIDS

5 10 15 20 25 30
y=(0.553+0.0944x)?

35

Deviance Residuals Deviance Residuals

Deviance Residuals

Normal Probability Plot
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Obrézek 8: Modely pro vyskyt novych onemocnéni AIDS ve Velké Britanii.

3.1. Modelovani binomickych dat pomoci poissonovského modelu. V praxi
casto nastava situace, kdy sice mame data s binomickym rozdélenim, avsak pravdépodobnost
,2aspéchu® v jednotlivych pozorovanich je velmi mala vzhledem k poctu téchto pozorovani.
V takovém pripad€ jiz nelze pouzit binomického modelu, ale je tieba jej nahradit modelem

poissonovskym.

Pfipomenime ze pomoci Poissonova rozdéleni Po()\) lze dobfe aproximovat binomické

rozdéleni Bi(n, ) za podminek

n—oo & =0 & nm— <o,

obvykle se doporucuje n > 30 a w < 0, 1.
Chceme-li tedy aproximovat binomické rozdéleni Bi(n;, ;) pomoci Poissonova rozdéleni
Po(\; = n;m;) a pfitom pouzijeme logaritmickou linkovaci funkei, plati

log(n;) +log(m) = x; B.
——

)\i = N;m; = GXp(XZTﬁ) = lOg()\Z)

tzv. ,offset®
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7 vyse uvedeného vztahu je tedy vidét, ze pfi definici zobecnéného linearniho modelu po-
moci poissonovské tiidy rozdéleni je k ostatnim prediktortim jesté tireba pridat logaritmus
proménné udavajici velikosti populace (pomoci piikazu offset).

4. Problematika prilis velkého nebo prili§ malého rozptylu

V praktickém modelovani ¢asto narazime na problémy s prilis velkou variabilitou dat
(overdispersion) nebo pfili§ malou variabilitou dat (underdispersion). Existuje fada moznych
vysvétleni, pro¢ k tomu dochézi. Tak naptiklad v biologickych studiich mtze byt overdisper-
sion disledkem agregovaného vyskytu organismiti. Nebo je tento jev disledkem zavislosti v
datech, které standardni model nepredpoklada. Prilis maly ¢i velky rozptyl miize vzniknout
také nezarazenim nékteré dilezité vysvétlujici proménné.

Popisme podrobnéji tento jev. Predpokladame, Ze ndhodny vybér Y, = (Y1,...,Y,) z
rozdéleni exponencialniho typu se fidi GLM modelem, tj. ma sdruzenou pravdépodobnostni
funkci nebo sdruzenou hustotu tvaru

fly,0) = Hf(yiaei) = eXP{Z% +d(yi7¢)}'

Predpokladejme, ze pro hustotu exponencialniho typu plati

¢
?/h(cb) =—>0,
Wi
kde w; > 0 jsou zndmé apriorni vahy a ¢ > 0 je nezndmy tzv. faktor méritka (scale
factor) nebo byva téz nazyvan rusivy parametr.
Pfi testovani vhodnosti modelu hraje dilezitou roli tzv. (Skdlova) deviace, kterou miizeme
vyjadrit

D =2 [I'(B e Y) = (B Y)|

A~

= é? Z W [Y;(éz‘,maw — 01) - 'Y(éz‘,maw) + ’7(92)]
=1

1
— -D*
¢

a D* nazveme neSkalovou deviaci (unscaled deviance). Protoze plati

1 1
ngD*r’if(n—k) = ED=cED ~n—tk

nebot stfedni hodnota y? rozdéleni je rovna podétu stupiit volnosti, pak

R D*
¢+ = n—k

Dalsi ¢asto pouzivanou mirou vhodnosti modelu je tzv. zobecnéna Pearsonova statistika

— (Vi = u)* a
X2 — (Z—Z Sv:in— k
Z Vg R

a proto dalsim momentovym odhadem zalozenym na této statistice je
~ X2
Px2 =

Ptehled rusivych parametrii pro nékteréa rozdéleni exponencialniho typu je dan v nasledujici
tabulce
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Rozdélent

Normélni rozdéleni o2
Poissonovo rozdéleni 1
Binomické rozdéleni 1
Gamma rozdéleni 1/

Problém s prilis velkou ¢i malou variabilitou se tyka téch rozdéleni, u kterych ma byt scale
parametr roven jedné, tj. binomického a Poissonova rozdéleni. Pokud pro realnéa data dojde k
tomu, ze napiiklad pro binomické ¢i Poissonovo rozdéleni je rozptyl vétsi nez stfedni hodnota,
pak jde o overdispersion. Pokud je naptiklad u dat, pro kterd jsme predpokladali Poissonovo
rozdéleni, rozptyl naopak mensi nez stiedni hodnota, pak jde o underdispersion. V téchto
ptipadech neni hodnota disperzniho (scale) parametru ¢ (jakoZto poméru %) rovna 1. Ve
vypisu vysledk modelu nas na tuto situaci upozorni vyrazné vétsi (mensi) hodnota rezidu-
alni (tedy nevysvétlené) deviace ve srovnéani s rezidudlnim poétem stupii volnosti, coz je

stfedni hodnota x? rozdéleni.

V prostfedi R je k TeSeni tohoto problému k dispozici modifikovand volba pro tfidu ex-
ponencialniho rozdéleni. V pfipadé binomického rozdéleni mame moznost volby

family=quasibinomial

a pro Poissonovo rozdéleni

family=quasipoisson.
Nejde o novy typ exponencialniho rozdéleni, ale o zménu ve vypoctu druhého momentu, pro
jehoz odhad se pouzije jednoduchy momentovy odhad disperzniho parametru ¢. Vysledna
korekce rozptylu je pak dutlezitd pfi testovani hypotéz, nebot zohlediiuje vyssi/nizsi vari-
abilitu v datech a zabramiuje tak nadbytku/nedostatku falesné pozitivnich vysledki testt
hypotéz o parametrech modelu.

Priklad 4.1. V souboru ,bees.RData“ jsou uvedeny udaje o aktivité vcel v zavislosti na
case. Jednou z dulezitych charakteristik pii zkoumani véeli aktivity je pocet vcel, které opusti
ul kvili praci ve vnéjsim prostiedi. Studie se zabyvala méfenim této veli¢iny béhem nékolika
slune¢nych dni v zavislosti na ¢ase béhem dne. Datovy soubor obsahuje tyto proménné

number pocet vcel, které opustily ul

time cas, kdy byl tento idaj zaznamenan

Modelujte zavislost poc¢tu vcel, které opusti 1l, na ¢ase béhem dne.

Reseni. Budeme predpokladat, Ze zavisle proménna number méa Poissonovo rozdéleni a pro
modelovani zavislosti pouzijeme poissonovsky model. Jako linkovaci funkei zvolime kanonic-
kou, tj. logaritmus. Do modelu vstupuje jedind vysvétlujici proménna time a piidame také
jeji druhou mocninu. Po vypoctu vSsech potiebnych parametri je vidét, Zze hodnota rezidualni
deviace (4879,3) je nepomérné vyssi nez pocet stupinu volnosti (501), coz je stfedni hodnota.
Je tedy ziejmé, zZe doslo k ,,overdispersion“ a v jazyce R je tfeba volit family=quasipoisson.
Pouziti této volby neovliviiuje odhady koeficienti, ale méni jejich odhady variability, coz se
projevi napf. v intervalu spolehlivosti. To je vidét i z grafického srovnani obou vysledki, viz
Obr. 9 a Obr. 10.
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Obrazek 9: Odhad regresni funkce bez vyrovnani se s problematikou velkého rozptylu.
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Obréazek 10: Odhad regresni funkce s vyrovnanim se s problematikou velkého rozptylu.

5. Modely pro multinomicka data

5.1. Kontingenéni tabulky. Mé&me ndhodny vybér Y =Y, = (V,...,Y,) rozsahu
n, pro ktery n = J - K, kde J, K € NT jsou kladné pfirozend ¢isla, tj. ndhodny vybér lze
rozepsat takto

Y=Y,=Y, ... ,Y) = Vin, o, Yiks o, Yoo, Yog)
Predpokladejme, ze ndhodny vybér Y je z Poissonova rozdéleni, tj.

Y}kNPO(/\]k) jzl,...,J;kizl,...,K
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s tzv. celkovou dodatecnou podminkou

kde y;i, jsou realizace nahodnych veli¢in Y.
Pak sdruzena (nepodminéna) pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru Y je rovna

pY(y)ZP(Yu:yn,--- Yik =ik, Y51 =Yg, -, Yok = YJK)

kaefkk
_ HH 7’“ yirk=0,1,2...;j=1,....,J; k=1,... K,
— j=1k=1
0 jinak.

Soucet nezavislych nahodnych velic¢in s Poissonovym rozdélenim mé opét Poissonovo rozdé-
leni, tj.

J J K )\fe’A-» L —0.1.2
ZZ}GkNPO( :ZZ)‘jk>sz(Z):{0 o =02

=1 k=1 jinak.

Nés ovSem zajimé rozdéleni ndhodného vektoru Y za podminky Z = N, (tj. Ze soucet jeho
slozek je roven pevné danému kladnému ptirozenému ¢islu N) s pravdépodobnostni funkei
Py|z.—nN, kterou lze snadno vypocitat ze vztahu

py (¥y)
pz.(N) #0,
pyiz =n(y) = {pZ(N) 7 ()
0 Jinak,

kterou s vyuzitim vztaht

J K
T
j=1k=1
J K
)\N — )\Z}I:1 k=1 Yik — H H \Yik
j=1k=1
lze upravit takto
J K yike_kjk
[T—1 [Ty 55
j=1 ;N:—)\ Yk = pro Yik 0,1, ’N7 j=1, ’J,
N!
k=1,....K,
pY|Z,,:N(Y) = J K (ik)yjk J K
- N I Sy =N
j=lk=1 "7 j=lk=1
\ 0 jinak
a polozime-li
\ J K
ik
Fe=me opak Y ) mp=1
- j=1 k=1

7 ptredchozich avah vidime, ze plati nasledujici véta.
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VETA 5.1. Rozdéleni nahodného vektoru Y za podminky Z. = N je multinomické s prav-
dépodobnostni funkci

( J K W!{jk
NUTLIT 255 pro yw=0,1,...,N; j=1,....J;
j=1k=1 "’
k=1,..., K,
PY|Z_.=N(Y)= J K J K )
X2 yk=N Y Y mpr=1
j=1k=1 j=1k=1
w Jinak
t7.
Y|Z:N "~ M?’L(N,Wll,...,’/TlK,...,’/TJl,...,?TJK),
pricemz

Poznamka 5.2. Multinomické rozdéleni popisuje situaci, kdy mame n = J x K neslucitel-
nych jevi, které oznacme

(AB)H, ey (AB)JK

Jednotlivé jevy mohou nastat v kazdém z N nezavislych pokusi s pravdépodobnostmi

J K
T, .-, TJK pricemz E g T = 1.
j=1 k=1

vvvvvv

diskrétnim mnohorozmérnym rozdélenim. Svym vyznamem by se dalo prirovnat k mnoho-
rozmérnému normalnimu rozdéleni, jemuz se podoba ptredevsim diky dvéma vlastnostem:
podminéné i marginalni rozdéleni jsou opét multinomicka. Realizace nahodnych veli¢in i te-
oretické pravdépodobnosti lze usporadat do tzv. kontingenéni tabulky:

Kontingenéni tabulka Getnosti Kontingenéni tabulka pravdépodobnosti
faktor faktor B faktor faktor B
A |B|[B ]| |Bc| X A ||Bi| By |-+ | Bk >
Aq yi1 | yi2 | - | Y1k Ny, Ay || | T2 | o | MK 1.
Ao Y21 | Y22 | - | Y2K No. Ao 21 | 22 | * - | T2K 2.
Ay |y |y | | Yk Ny, Ap |7y | mg2 |- | TUK ).
L [Na[Nof [ Ne[[N=N] [ X [mame[[mx] 7.=1 |

Cisla N; a N se nazjvaji marginalni ¢etnosti a 7; a jsou marginalni pravdépo-
dobnosti. Tabulky popisujeme slovné tak, ze fikame, ze N jednotek bylo klasifikovano podle
znaku A do J tfid a podle znaku B do K trid. V praxi kontingen¢ni tabulka vznika tak,
ze na danych objektech sledujeme dva znaky (faktory). Vybereme-li ndhodné N objektt,
muzeme vysledky shrnout do kontingenéni tabulky typu J x K
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Nejcastéji se v kontingencich tabulkach [[ faktor faktor B
testuje hypotéza, ze A [ By [ |2
faktory A a B jsou nezévislé‘ Aj |l | mmg |- || T
tj. L2 I [ me [ [1]
J K
Tjk = T, Tk, takZze potom EYj, = N7;m; , pficemz Z?Tj. = ZW’“ =1.
j=1 k=1

Poznamka 5.3. Poznamenejme, Ze existuje samoziejmé vice test v kontingencnich tabul-
kach, napi. test homogenity. Pripadné lze tyto testy rozsitit na vicerozmérné kontingencni
tabulky. Pro vice informaci o modelech pro tyto pfipady odkazujeme ¢tenare na [5].

5.2. Log-linearni modely. Zkusme se na kontingené¢ni tabulky divat pohledem zobec-
nénych linearnich modeld. V predchozim piipadé hypotéza nezavislosti vede k multiplika-
tivnimu modelu, ktery logaritmovanim Ize pfevést na model linearni a odtud prameni
vSeobecné zazité pojmenovani log-linedrni modely.

Nyni pro pfedchozi model hledejme odpovidajici GLM model:
Pro model s celkovou dodateé¢nou podminkou lze hypotézu o nezavislosti dvou fak-
tori definovat takto

J K
EYj, = Nm;my , pricemz E =1 a g T = 1.
j=1 k=1

V GLM s log-linearni linkovaci funkci mame 17, =log EY);, = x;-kﬁ, tedy
njk =log EY, =log(Nmjmy) = p + o« + [Bp .
~  ~~ =~~~
=logN  =logm; =logm
Pokud bychom nepiedpokladali nezavislost faktori A a B, dostaneme maximalni model

My = log BV =log(Nmje) = _p +0 + fi + (@B

=10g N zlog Tk

Vidime, ze zakladni i maximalni modely jsou pfeparametrizovany. Proto se musi upravit,
napriklad tak, ze polozime

a; =1 =0 resp. navic (af);; =0 tzv. metoda horniho rohu

nebo

J K J K
Z aj=1 a Zﬁk =0 resp. navic Z Z(aﬁ)jk = 0.
j=1 k=1

j=1 k=1

Vsimnéme si po¢ttt parametra pro jednotlivé trovné

[ obecnéa stfedni hodnota 1
Q@ hlavni efekt J—1
15} hlavni efekt K-1

af interakce prvniho radu (J-1(K-1)
celkem n=JK
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Vidime, ze hypotéza nezavislosti dvou faktorii v kontingen¢nich tabulkéch je ekvivalentni
s hypotézou neexistence interakci v analyze rozptylu (deviace), tj.

H()C (aﬁ)]k:0 ]:1,,J, kzl,,K

V log-linearnich modelech jsou obvykle vyrazy vyssich fadt definovany jako odchylky
od vyrazi nizsiho fadu. Tak napifklad v zdkladnim modelu vyraz «; reprezentuje rozdil
efektu fadku j od obecné stiedni hodnoty . TakZe model je hiearchicky v tom smyslu, Ze
vyrazy vyssich radt nejsou obsazeny ve vyrazech nizsich radi.

Shriime pfedchozi vysledky:

GLMmaI HO : EY}k = Nﬂ'jk = Nik = log EY;k = +\O@’ + Bk + (aﬁ)ﬂi

i
—~—
log N log 7,
GLM Hg : E}/Jk = Nj.ﬂ'j.ﬂ'k = 1Nk = 10g Eifjk = 10g(N7Tj.7T.k) = u —+ Q; + Bk
N~~~ N~ S~
=logN  =logn; =logmy
V této kapitole jsme se pokusili o stru¢ny popis modelovani kontingenc¢nich tabulek v sou-
vislosti se zobecnénymi linearnimi modely. Pro podrobnéjsi analyzu zavislosti nahodnych
veli¢in pomoci kontingenc¢nich tabulek odkazujeme ¢tenaie na dalsi kapitolu.

Priklad 5.4. V naésledujici kontingen¢ni tabulce jsou obsazeny udaje studie 400 pacienti
o poctech riznych typt onemocnéni rakovinou ktze (Malignant Melanoma) v zévislosti na
casti téla, kde se vyskytuji.

Cast téla
Typ rakoviny koncetiny hlava a krk trup

Hutchinson’s melanotic freckle 10 22 2
neurcity 28 11 17

Nodular 73 19 33

Superficial spreading melanoma 115 16 54

Na hladiné vyznamnosti o = 0, 05 testujte hypotézu, zda typ rakoviny kiize zavisi na casti
téla, kde se vyskytuje.

Reseni. Nejprve definujeme oba log-linearni modely, tj. model m1, kterj pfedpokladé neza-
vislost obou faktorii a model m2, ktery pocita i s interakcemi. Model m1 je tedy submodelem
modelu m2. K testovani vyuzijeme analyzu deviace, Pearsoniv test. Jeho p-hodnota vychazi
2,05 x 1072 a proto zamitdme hypotézu o nezdvislosti typu rakoviny kiize na ¢asti téla, kde
se vyskytuje. Vysledky obou modeli lze také znézornit pomoci mozaikového grafu. Graf pro
model m1 je znazornén na Obr. 11, graf pro model m2 je vykreslen na Obr. 12.

Ulohy k procviéeni

Cviceni 5.1. V souboru ,heart.RData“ jsou uvedena data o pritomnosti infarktu myo-
kardu v zévislosti na véku pacienta. Datovy soubor obsahuje tyto proménné:

age vek pacienta (roky)
chd indikator infarktu (1 — nastal, 0 — nenastal)

Pro modelovani zavislosti pouzijte logisticky model, probitovy model a model s komplemen-
tarni log-log linkovaci funkci. Vysledky vykreslete do obrazku.
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Independent data

hutch indet nodul super

Obréazek 11: Mozaikovy graf pro model, ktery predpokladé nezavislost.
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Obrazek 12: Mozaikovy graf pro model s interakcemi.
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Cviceni 5.2. V souboru ,nemocnice.RData“ jsou uvedeny udaje o zotaveni pacienti v
zavislosti na zavaznosti onemocnéni a nemocnici, ve které se 1écili. Datovy soubor obsahuje
tyto proménné:

Infection_Severity vaznost onemocnéni

Treatment_Outcome indikdtor uzdraveni (1 — zdravy, 0 — smrt)

Hospital typ nemocnice (1, 2, 3)
Pro modelovani zavislosti naleznéte vhodny logisticky model. Vysledky vykreslete do ob-

razku.

Cviceni 5.3. V souboru ,cancer.RData“ jsou uvedeny tdaje o poctu onemocnéni rakovi-
nou kiize u Zen v zavislosti na véku a oblasti v USA, ve které pacientky zily. Datovy soubor
obsahuje tyto proménné:

Cases pocet onemocnéni
Town meésto (0 — Minneapolis (Minnesota), 1 — Dallas (Texas))
Age veékova skupina pacientky

Population celkovy pocet zen dané vékové skupiny v prislusném mésté

Pro modelovani zavislosti naleznéte vhodny logisticky model. Vysledky vykreslete do ob-
razku. Porovnejte pravdépodobnost vzniku onemocnéni u 60-ti leté pacientky zijici v Min-
neapolisu s pravdépodobnosti pro stejné starou pacientku zijici v Dallasu.

Cvic¢eni 5.4. V souboru ,car_income.RData“ jsou uvedeny udaje o koupi nového auta
béhem poslednich 12-ti mésicii v zavislosti na pfijmu domécnosti a stafi ptivodniho auta.
Datovy soubor obsahuje tyto proménné:

purchase indikator ndkupu nového auta (1 — ano, 0 — ne)
income  roéni pfijem domécnosti (v tis. dolart)

age stari pavodniho auta (roky)

Nejprve vykreslete zavislosti proménné purchase na ostatnich. Pro modelovani zévislosti
naleznéte vhodny logisticky model. Jsou vSechny proménné statisticky vyznamné? Znovu
modelujte s pouzitim proménné age jako factor. Opét sledujte statistickou vyznamnost
age. Vyzkousejte tuto proménnou zakomponovat do modelu jako factor s méné trovnémi.
Vysledky vykreslete do obrazku.

Cviceni 5.5. V souboru ,druhy.RData“ jsou k dispozici data, ktera se tykaji dlouhodo-
bého zemédélského experimentu. Bylo sledovano 90 pozemkt (pastvin) o rozloze 25m x
25m, lisicich se v biomase, pH ptdy a druhové bohatosti (pocet rostlinnych druhti na celém
pozemku). Je dobfe znadmo, Ze s rostouci biomasou dochézi k poklesu druhové bohatosti.
Ale ztistava otazka, zda rychlost poklesu nesouvisi s irovni pH v pidé. Proto byly jednot-
livé pozemky klasifikovany podle hodnoty pH v ptidé do tii Grovni (nizka, stiedni a vysoka
troveri) a do experimentu bylo vybrano vzdy po 30 pozemcich pro kazdou troveri. Spojita ve-
licina Biomass je dlouhodobym primérem nameérenych cervnovych hodnot biomasy. Datovy
soubor obsahuje tyto proménné:
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pH arovenl pH v ptidé (low — nizkd, mid — st¥edni, high — vysoka)
Biomass mnozstvi biomasy

species pocet rostlinnych druht

Nejprve vykreslete zavislosti proménné species na ostatnich. Pro modelovani zévislosti
naleznéte vhodny poissonovsky model. Vyzkousejte postupné logaritmickou, identickou a
odmocninovou linkovaci funkci. Jsou vSechny proménné statisticky vyznamné? Pokud ne,
zkuste modely zjednodusit a pomoci analyzy deviace rozhodnéte, zda takové zjednoduseni
je mozné. Ziskané vysledné modely vykreslete do obrazku. Pomoci vsech modelid odhadnéte
pocet rostlinnych druhtt na pozemku s hodnotou biomasy 9 a stfedni Grovni pH v pude.

Cviceni 5.6. V souboru ,sharks.RData“ jsou k dispozici data, ktera popisuji po¢ty napa-
deni zraloky na Floridé v letech 1946 az 1999. Zname také velikost populace. Datovy soubor
obsahuje tyto proménné:

Year rok
Population velikost populace
Attacks pocet napadeni zraloky

Fatalities pocet tmrti zptusobenych zraloky

Nejprve vykreslete bodovy graf poc¢tu napadeni na 1 milién obyvatel v zavislosti na case.
Pro modelovani pouzijte binomicky i poissonovsky model s kanonickou linkovaci funkci. Pro
matici planu uvazujte kubicky polynom v proménné Year. Predikce obou modelti i s interva-
lem spolehlivosti pro regresni funkci vykreslete do obrazku. Zkoumejte také, jestli nenastal
problém pfilis velkého nebo pfilis malého rozptylu. Pokud ano, pfedefinujte model a vy-
sledky znovu vykreslete do obrazku. Pomoci vysledného modelu odhadnéte, kolik ttoku (na
1 milién obyvatel) zpusobi Zraloci na Floridé v roce 2013 a také v jakém intervalu se tato
hodnota s 95% pravdépodobnosti bude pohybovat.

Cviceni 5.7. V nésledujici kontingen¢ni tabulce jsou obsazeny udaje o poctech ruznych
typt onemocnéni hornich cest dychacich (Respiratory Tract Infections) v zavislosti na Case.

Casové obdobi

Diagnéza 1-3/96 4-6/96 7-9/96 10-12/96 1-3/97

Acute bronchitis 113 58 40 108 100
Acute sinusitis 99 37 23 50 32
URI 410 228 125 366 304

Pneumonia 60 43 30 56 45

Na hladiné vyznamnosti a = 0, 05 testujte hypotézu, zda onemocnéni hornich cest dychacich
zavisi na Case.






KAPITOLA 9

Analyza zavislosti dvou veli¢in

Zakladni informace

(1) V nésledujici kapitole se budeme zabyvat otdzkou, zda dvé ndhodné veli¢iny jsou
stochasticky nezavislé. Testovani hypotézy o nezavislosti se provadi riiznymi zptsoby
podle toho, jakého typu jsou dané nahodné veli¢iny — zda jsou nominalni, ordinalni,
intervalové ¢i pomeérové. Jednotlivé pripady budou podrobnéji rozebrany a uvedeny
prislusné testy. Bude také vénovan prostor zjisfovani intenzity piipadné zavislosti
sledovanych dvou veli¢in. K tomuto tcelu budou zkonstruovany rizné koeficienty,
které nabyvaji hodnot od 0 do 1 (resp. od -1 do 1).

(2) Predpoklada se znalost zakladnich pojmu z teorie pravdépodobnosti a matematické
statistiky — nahodna veli¢ina, ¢iselné charakteristiky nahodné veli¢iny, stochasticka
nezavislost nahodnych veli¢in, testovani hypotéz.

Vystupy z vyukové jednotky
Studenti

e umi testovat nezavislost nominalnich veli¢in

umi urcit Cramériv koeficient pro méreni sily zavislosti
testuji nezavislost ve ¢tyrpolnich tabulkach

umi testovat nezavislost ordinalnich velicin

testuji nezavislost intervalovych ¢i pomérovych velic¢in
umi porovnat koeficient korelace s danou konstantou
umi porovnat dva korelac¢ni koeficienty

1. Motivace

Pti zpracovani dat se velmi Casto setkame s tikolem zjistit, zda dvé nahodné veli¢iny jsou
stochasticky nezavislé. Napr. nas muze zajimat, zda ve sledované populaci je barva oci a
barva vlasi nezavisla nebo zda pocet dnii absence a vék pracovnika jsou nezavislé. Testo-
vani hypotézy o nezavislosti se provadi riznymi zptisoby podle toho, jakého typu jsou dané
nahodné veli¢iny — zda jsou nominalni, ordinalni, intervalové ¢i pomérové.

Zpravidla chceme také zjistit intenzitu pripadné zavislosti sledovanych dvou veli¢in. K to-
muto tcelu byly zkonstruovany rizné koeficienty, které nabyvaji hodnot od 0 do 1 (resp. od
-1 do 1). Cim je takovy koeficient blizsi 1 (resp. -1), tim je zavislost mezi danymi dvéma
veli¢inami silnéjsi a ¢im je blizsi 0, tim je slabsi.
Pozndmka 1.1. VétSina textu v této kapitole byla pfevzata z [3]. Pro podrobnéjsi studium
tohoto tématu proto odkazujeme na tento zdroj.

2. Testovani nezavislosti nominalnich veli¢in

V této sekci se budeme zabyvat stochastickou nezavislosti ndhodnych veli¢in nominalniho
typu. Pfipomenme si nejprve, co tento pojem znamena. Nominalni proménna je takova, o
jejiz dvou hodnotéch miizeme pouze Fici, zda jsou stejné ¢i rizné (Skola, fakulta, obor, krevni
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skupiny: A, B, O, A/B), tj. obsahova interpretace je mozna jenom u relace rovnosti. Hod-
notami mohou byt texty (pismena), piipadné i ¢iselné kddy.

NAvoD 2.1 (Popis testu). Necht X, Y jsou dvé nominalni ndhodné veli¢iny. Necht X na-
byva variant (i, ...,z a Y nabyva variant ypy, . . ., ys). Pofidime dvourozmérny nahodny
vybér rozsahu n z rozlozeni, kterym se ¥idi dvourozmérny diskrétni ndhodny vektor (X, Y).
Zjisténé absolutni cetnosti nj, dvojice variant (w(;,yp)) uspofddame do kontingencni ta-
bulky:

Yy Yy ---Yis) | 1
T | Nk
I nip...N1s | N,
L] Ny - Nps | Ny,
ng nNi...Ng n

Testujeme hypotézu Hy : X, Y jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny proti H; : X, Y
nejsou stochasticky nezavislé nahodné velic¢iny. Testova statistika ma tvar:

r s o ming)\2
K = (nﬂ" n )
_ n;. Nk
j=1 k=1 n

Plati-li Hy, pak K se asymptoticky fidi rozlozenim x?((r—1)(s—1)). Hypotézu o nezavislosti
veli¢in X, Y tedy zamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti a, kdyz K > x?__((r —
(s —1)).

nin.k

DEFINICE 2.2. Vyraz se nazyva teoreticka ¢etnost.

Poznamka 2.3 (Podminka dobré aproximace). RozloZeni statistiky K lze aproximovat
rozlozenim x?((r — 1)(s — 1)), pokud teoretické ¢etnosti asponi v 80% ptipadii nabyvaji
hodnoty vétsi nebo rovné 5 a ve zbylych 20% neklesnou pod 2. Neni-li splnéna podminka
dobré aproximace, doporucuje se slucovani nekterych variant.

Daéle se budeme zabyvat intenzitou pripadné zavislosti sledovanych veli¢in. K tomuto
ucelu byl zkonstruovan Cramériv! koeficient.

DEFINICE 2.4. Craméruv koeficient je tvaru

K
V= \/ n(m—1)’

kde m = min{r,s}. Tento koeficient nabyvd hodnot mezi 0 a 1. Cim blize je 1, tim je
tésnéjsi zavislost mezi X a Y. Cim bliZe je 0, tim je tato zavislost volngjsi.

Priklad 2.5. V sociologickém prizkumu byl z uchaze¢t o studium na vysokych skolach
porizen ndhodny vybér rozsahu 360. Mimo jiné se zjistovala socidlni skupina, ze které uchazec
pochazi a typ skoly, na kterou se hlasi. Vysledky jsou zaznamenany v kontingenc¢ni tabulce:

!Carl Harald Cramér (1893 — 1985). Svédsky matematik.
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Typ skoly | Socidlni skupina | n;
| 1II [IIT] IV
univerzitni | 50 | 30 | 10 | 50 | 140
technicky |30 | 50 |20 | 10 | 110

ekonomicky | 10 | 20 | 30 | 50 | 110
Nk 90 | 100 | 60 | 110 | 360
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Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o nezavislosti typu skoly a

socialni skupiny. Vypoctéte Cramériv koeficient.

ReSeni.

ni.ni1 __ 140-90 — 357 nino __ 140-100 — 38, 97 n1gl,3 — 140-60 — 23’3,

n 360 n 360 360
nin.g4 _ 140-110 __ naoni1 __ 11090 __ neneo _ 110-100 __
n 360 42’ 8’ n 360 27’ 57 n 360 30’ 67

nagn3 __ 11060 __ nagng4 _ 110-110 __ n3ni __ 11090 __
n 360 18’ 37 n 360 337 67 n 360 27’ 5’
n3.no __ 110-100 — 30 6 n3.n.3 110-60 — 18 3 ng.mna4 __ 110-110 — 33 6
3 Jy 9y T )

n 360 n 360 360

_ (50—35)2 (30—38,9)2 (50—33,6)2
K="=+ 9~ Tt e = 76,84,

r=3,5=4,x505(6) = 12,6. Protoze K > 12,6, hypotézu o nezavislosti typu skoly a sociélni

skupiny zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

Craméruv koeficient:

76,4
‘/ frnd - = 2 .
360 - 2 0, 3267

2.1. Ctyi¥polni tabulky. Specialnim piipadem kontingené¢nich tabulek, kdy r = s = 2

jsou ctyfpolni tabulky. Zavadi se pro né jiné znaceni.

DEFINICE 2.6. Necht r = s = 2. Pak hovofime o ¢tyFpolni kontingenéni tabulce a

pouzivame oznaceni: ny; = a, N1y = b, N9y = ¢, Ny = d.

x Y n;.
| Yi2]
[ a b a-+b
Z[g] c d c+d
nglat+clb+d| n

Poznamka 2.7. Pro tuto tabulku navrhl R. A.Fisher pfesny (exaktni) test nezavislosti

znamy jako Fishertv faktorialovy test. (Je popsan napf. v knize [11].)

Ve c¢tytpolnich tabulkach pouzivame charakteristiku OR = ‘l‘)—f, ktera se nazyva podil
Sanci (odds ratio). MuZeme si predstavit, Ze pokus se provadi za dvojich riznych okolnosti

a muze skond¢it bud tspéchem nebo netspéchem.
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Vysledek pokusu | okolnosti n;.
I IT
uspéch a b |a+b
neuspéch c d |c+d
o a+c|b+d| n

Pomér poctu tspéchii k poctu netispéchii (tzv. Sance) za prvnich okolnosti je ¢, za druhych
okolnosti je g.

DEFINICE 2.8. Podil 8anci (odds ratio) ve ¢tyfpolni tabulce je definovan jako OR = 4.

VETA 2.9. Pomoci 100(1—«) % asymptotického intervalu spolehlivosti pro podil Sanci lze na
asymptotické hladiné vyznamnosti a testovat hypotézu o nezdavislosti nomindalnich velicin X
a'Y. Asymptoticky 100(1 — o) % interval spolehlivosti pro pfirozeny logaritmus skuteéného
podilu Sanci md meze:

1 1 1 1
IOR:I:\/— -+ —+ —Ui_qa/o.
. a * b + c i du1 /2
Jestlize po odlogaritmovani nezahrne interval spolehlivosti 1, pak hypotézu o nezavislosti

zamitneme na asymptoticke hladine vyznamnosti o.

Priklad 2.10. U 135 uchazec¢t o studium na jistou fakultu byl hodnocen dojem, jakym
zapusobili na komisi u astni pfijimaci zkousky. Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05
testujte hypotézu, ze pfijeti na fakultu nezavisi na dojmu u pfijimaci zkousky.

prijeti dojem n;.

dobry | Spatny
ano 17 11 28
ne 39 58 97
N 56 69 125

ReSeni.
_ ad __ 17- _ o
OR =94 = %8 — 2298, InOR = 0,832,
1 1 1 1 1 1 1 1
TR T R U TN ST TR ST — 1,96
\/a+b+c+d 17 711 T30 g~ Y oo =L

Indm = 0,832 — 0,439 -1,96 = —0,028, Inhm = 0,832+ 0,439 -1,96 = 1,692 = dm =
e 928 = 0,972, hm = %992 = 5,433

Protoze interval (0,972; 5,433) obsahuje ¢islo 1, na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05
nezamitame hypotézu o nezavislosti dojmu u prijimaci zkousky a prijeti na fakultu.

3. Testovani nezavislosti ordinalnich veliéin

V dalsim se budeme vénovat vzadjemnému vztahu nadhodnych veli¢in ordinalniho typu.
Ordinélni (poradovd) ndhodnd veli¢ina je takova, u jejiz dvou hodnot mtZzeme navic urcit
poradi (Groven spokojenosti, vzdélani), tj. obsahové interpretace je moZné jenom u relace
rovnosti a relace usporadani. Jako hodnoty lze pouzit text, datum, cislo.
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NAvoDp 3.1 (Popis testu). Necht XY jsou dvé ordindlni ndhodné veli¢iny. Poridime

dvourozmérny ndhodny vybér (Xi,Y1),...,(X,,Y,) z rozlozeni, jimz se fidi ndhodny
vektor (X,Y). Oznacime R,; pofadi ndhodné veli¢iny X; a @); pofadi ndhodné veli¢iny
Yi,i = 1,...,n. Testujeme hypotézu Hy : X,Y jsou pofadové nezavislé nahodné ve-

liciny proti oboustranné alternativé H; : X,Y jsou poradové zavislé nahodné velic¢iny
(resp. proti levostranné alternativé Hi: mezi X a Y existuje nepiimé pofadova zévis-
lost resp. proti pravostranné alternativé Hi: mezi X a Y existuje pfima pofadova zavislost).

Testova statistika se nazyva Spearmanuv koeficient poradové korelace a ma tvar:

rs = 1-— L zn:(Rl — Ql)Z

n(n® —1) =

Hjy zamitame na hladiné vyznamnosti «

(1) ve prospéch oboustranné alternativy, kdyz |rg| > rs1-q(n)

(2) ve prospéch levostranné alternativy, kdyz rg < —rg1-24(n)

(3) ve prospéch pravostranné alternativy, kdyz rg > r51-24(n)
rs1-a(n) je kritickd hodnota, kterou pro oo = 0, 05 nebo 0,01 a n < 30 najdeme v tabulkach.
Pro n > 30 Hy zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a ve prospéch oboustranné

alternativy, kdyz
Ul—a/2

r. >
|S|_ n—1

(analogicky pro jednostranné alternativy).
Poznamka 3.2. Spearmaniv koeficient rg soucasné méii silu poradové zavislosti ndhodnych
velicin X, Y. Nabyva hodnot z intervalu (—1,1). Cim je jeho hodnota blizsi —1 (resp. 1),

tim je silngj$i nepiimé (resp. piima) potradova zavislost velicin X, Y. Cim je jeho hodnota
blizsi 0, tim je slabsi poradova zavislost velicin X, Y.

Priklad 3.3. Dva lékaii hodnotili stav sedmi pacientt po témz chirurgickém zakroku. Po-

YV

Cislo pacienta 1234567
Hodnoceni 1. lékate 4 1 6 5 3 2 7
Hodnoceni 2. lékate 4 2 5 6 1 3 7

Vypoctéte Spearmaniiv koeficient rg a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze
hodnoceni obou lékaii jsou poradové nezavisla.

Reseni.
6 2 2 2
Tszl—m[(‘l—‘l) +(1—-2)"+ (6 —5)
+(3-12+(2-3>2+(7T-17)7]
= 0,857

Kriticka hodnota: 750 95(7) = 0, 745. Protoze 0,857 > 0, 745, nulovou hypotézu zamitame na
hladiné vyznamnosti 0,05.

4. Testovani nezavislosti intervalovych ¢i pomérovych veli¢in

V posledni ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat nezéavislosti ndhodnych veli¢in interva-
lového nebo pomérového typu. P¥ipomertime, Ze intervalova (rozdilovd) proménna je takov,
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pro jejiz dvé hodnoty miZzeme navic (k moznostem ordindlni proménné) vypocitat, o ko-
lik je jedna hodnota vétsi (resp. mensi) nez druhd (mési¢ni pifjem domécnosti, pocet déti
v rodiné). Hodnotami jsou tedy ¢isla. Pomérova (podilovd) proménnd je ta, pro jejiz dvé
hodnoty mtzeme navic (k moZnostem intervalové proménné) vypocitat, kolikrat je jedna
hodnota vétsi (resp. mensi) nez druhd, tzn. jedna se pouze o kladné hodnoty (pocet ¢lent
domacnosti).

4.1. Pearsonuv koeficient korelace. V teorii pravdépodobnosti byl zaveden Pearso-
niv koeficient korelace ndhodnych veli¢in X, Y (které jsou aspon intervalového charakteru)
vztahem

_oxy)
pro/D(X), /DY) >0
R(X,Y) = { VPXVDY) VD) VI
0 jinak.
Pripomeneme jeho vlastnosti:
(1) R(X,X) =1
(2) R(X,Y) = R(Y,X)
(3) R(a —i— bX,c+dY) =sgn(bd)R(X,Y)
4) -1 < R(X Y) <1 a rovnosti je dosazeno tehdy a jen tehdy, kdyz existuji redlné
konstanty a, b, kde b # 0 tak, ze P(Y = a + bX) = 1, pficemz R(X,Y) = 1 pro
b>0aR(X,Y)=—-1prob<0.

Z téchto vlastnosti plyne, ze R(X,Y’) je vhodnou mirou tésnosti linedrniho vztahu nédhod-
nych velicin X, Y.

DEFINICE 4.1. R(X,Y) vétsSinou nemuzZeme pocitat pfimo, protoZe to vyzaduje znalost
simultanniho rozloZeni ndhodného vektoru (X,Y’). V praxi jsme vétsinou odkdzani na na-
hodny vybér rozsahu n z dvourozmérného rozlozeni daného distribuéni funkei ®(z,y). Z
tohoto dvourozmérného ndhodného vybéru miizeme stanovit:

(1) vybérové prameéry
1< 1
- Xi? My = — )/ia
(2) vybérové rozptyly
1
2 _ o 2 Q2 _ 1 - 2
h _nTZ(Xl My)", Sy = — Z(Yz Ma)%,
(3) vybérovou kovarianci
1 n
Si2 = — ZI(XZ- — M:)(Y; — My)

S jejich pomoci zavedeme vybérovy koeficient korelace
S12
515,

Rip = pro S5, > 0.

Poznamka 4.2. Vlastnosti koeficientu korelace uvedené v 4.1 se prenédseji i na vybérovy
koeficient korelace.
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4.2. Koeficient korelace dvourozmérného normalniho rozdéleni. Pfipomerime si

zékladni vlastnosti dvourozmérného normalniho rozdéleni. Ty jsou popsany v nésledujicich
tvrzenich.

VETA 4.3. Necht nahodny vektor (X,Y') md dvourozmérné normdlni rozloZeni s hustotou

Sp(m7 y) _ 1 672(1ip2) [(z;fl )2*2P (Z*MJI)STS;*HQ)+(y;52 )2] 7
2mo1094/1 — p?
Pak margindlni hustoty jsou:

1 (a=pg)? 1 (v=p9)?
g01(3:.) — e 20’1 e 20‘2

o1 /—27]' 7@2(3/) = oy /_271'

VETA 4.4. Je-li p = 0, pak pro ¥Y(z,y) € R? : p(x,y) = 01(x)p2(y), tedy ndhodné ve-
liciny X, Y jsou stochasticky mezdvislé. Jinymi slovy: stochastickd nezdvislost sloZek X, Y
normdlné rozloZeného ndahodného vektoru je ekvivalentni jejich nekorelovanosti.

DEFINICE 4.5. Je-li p # 0, jsou ndhodné veli¢iny X,Y stochasticky zavislé. Je-li p > 0,
fikame, Ze jsou kladné korelované, je-li p < 0, fikdme, Ze jsou zaporné korelované.

V dalsim textu budeme pfedpokladat, ze ndhodny vybér (Xq,Y7), ..., (X,,Y,) pochazi
7z dvourozmérného normalniho rozdéleni s parametry i, o, 0%, 02, p. Vyuzitim tohoto

predpokladu dostavame navod, jak testovat nezavislost dvou nadhodnych veli¢in pomoci vy-
bérového koeficientu korelace.

VETA 4.6. Testujeme Hy : p = 0 proti oboustranné alternativé Hy : p # 0 (resp. proti
levostranné alternativée Hy : p < 0 resp. proti pravostranné alternativé Hy : p > 0). Testovd

statistika md tvar:
R12 vV — 2

Plati-li nulovd hypotéza, pak T ~ t(n — 2).
Kriticky obor pro test Hy proti oboustranné alternative:

W = (—OO, —tl_a/g(n — 2)> U <t1_a/2(’n — 2), OO),
proti levostranné alternative:

T —

W = (—o00, —t1_o(n — 2))
a proti pravostranné alternative:
W = (t;_a(n — 2),00).
Hy zamitame na hladine vyznamnosti o, kdyz T € W.

Priklad 4.7. Mame k dispozici vysledky testi ze dvou predméti zjisténé u osmi ndhodné
vybranych studentt urcitého oboru.

Cislo studenta 1 2 3 4 5 6 7 8
Pocet boda v 1. testu 80 50 36 58 42 60 56 68
Pocet bodu ve 2. testu 65 60 35 39 48 44 48 61

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky obou testti nejsou kladné kore-
lované.
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Reseni. Nejprve se musime presvédcit, ze uvedené vysledky lze povazovat za realizace né-
hodného vybéru z dvourozmérného normaélniho rozlozeni. Lze tak ucinit orienta¢né pomoci
dvourozmérného teckového diagramu. Tecky by mély vytvorit elipsovity obrazec.

100

90

80

70

60

50

40

30

20

10

0
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Obrazek 1: Dvourozmérny teckovy diagram

Obrazek svédci o tom, ze predpoklad dvourozmérné normality je opravnény a ze mezi pocty
bodt z 1. a 2. testu bude existovat urcity stupen primé linearni zavislosti.

Testujeme Hy : p = 0 proti pravostranné alternativé H; : p > 0.

Vypoctem zjistime: Ry = 0,6668,7 = 2,1917. V tabulkdch najdeme #¢95(6) = 1,9432.
Kriticky obor: W = (1,9432; 00). Protoze T" € W, hypotézu o neexistenci kladné korelace
vysledki z 1. a 2. testu zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

4.3. Porovnani koeficientu korelace s danou konstantou. Nyni nas bude zajimat,
jak testovat hypotézu, Ze se korelacni koeficient rovna libovolné konstanté. Tento test se
provadi napi. tehdy, kdyz experimentator porovnava vlastnosti svych dat s vlastnostmi uva-
dénymi v literature.

VETA 4.8. Necht ¢ je redlnd konstanta. Testujeme Hy : p = ¢ proti Hy : p # c. Test je
zaloZen na statistice

U= <Z—%ln1+c— ¢ )\/n—3,

l—c 2(n—1)
ktera ma za platnosti Hy pro n > 10 asymptoticky rozloZeni N (0, 1), pricemz
1+ Rio
je tzv. Fisherova Z-transformace. Kriticky obor pro test Hy proti oboustranné alternative
tedy je W = (=00, —t1_q/2) U (U1_a/2,00). Hy zamitdme na asymptoticke hladiné vijznam-
nosti o, kdyz U € W.

1
Z =—-1In
2

Priklad 4.9. U 600 vzorku rudy byl stanoven obsah Zeleza dvéma analytickymi metodami
s vybérovym koeficientem korelace 0,85. V literatute se uvadi, ze koeficient korelace téchto
dvou metod ma byt 0,9. Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hj :
p=0,9 proti H; : p #0,9.
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Reseni.
1 140,85 __
Z = LI B985 _ 1 9562,
_ 1 14-0,9 0,9 —
U= (1,2562 = LI 558 — 589 ) /600 — 3 = —5,2076,

up97s = 1,96, W = (—o0,—1,96) U (1,96, c0).

Protoze U € W, Hy zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

4.4. Porovnani dvou koeficientu korelace. Déle uvedeme test pro situaci, kdy mame
k dispozici dva nezavislé nahodné vybéry z dvourozmérnych normalnich rozdéleni a chceme
zjistit, zda se jejich korelac¢ni koeficienty statisticky lisi.

VETA 4.10. Necht jsou ddny dva nezdvislé nahodné vybéry o rozsazich n a n* z dvouroz-
mernych normdlnich rozloZzeni s korelacnimi koeficienty p a p*. Testujeme Hy : p = p* proti
Hy : p # p*. Oznacme Ry vybérovy koeficient korelace 1. vybéru a Ri, vybérovy koeficient
korelace 2. vybéru. Polozme

1. 1+R 1., 1+ R}
Z=rlm- M2, gt
2 1— Ry 2 1-Rj,
Plati-li Hy, pak testovd statistika
Z -7
U =
1 1
n3 T w3

ma asymptoticky rozloZeni N(0,1). Kriticky obor pro test Hy proti oboustranné alternativé
tedy je

W = (=00, —t1-q/2) U (U1-a/2, 00).
Hy zamitdme na asymptotické hladine vyznamnosti o, kdyz U € W.

Priklad 4.11. Lékarsky vyzkum se zabyval sledovanim koncentraci latek A a B v moc¢i pa-
cientti trpicich urcitou ledvinovou chorobou. U 100 zdravych jedinci ¢inil vybérovy koeficient
korelace mezi koncentracemi obou latek 0,65 a u 142 osob trpicich zminénou chorobou byl
0,37. Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze se koeficienty korelace
v obou skupinach nelisi.

Reseni.

Z = 3In {55 = 0, 7753,

Z* = 1n 7230 = 0, 3884,

U = 0,7753—0,38184 _ 2’ 9242’

1 41
100—3 " 142-3

up 975 = 1,96, W = (—o00, —1,96) U (1,96, c0).

Protoze U € W, Hy zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

4.5. Interval spolehlivosti pro koeficient korelace. V praxi byva velice uzitecny
také interval spolehlivosti pro koeficient korelace, ktery nadm poskytuje nazornou predstavu
o zavislosti dvou normalné rozdélenych ndhodnych velicin.
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VETA 4.12. Jestlize dvourozmeérny ndahodny vybér rozsahu n pochdzi z dvourozmérného
normdlniho rozloZent, jehoZ koeficient korelace se prilis nelisi od nuly (|p| < 0,5) a rozsah
vybéru je dostatecné velky (n > 100), lze odvodit, Ze 100(1 — ) % interval spolehlivosti pro
p md meze

1— R2,

Vn—3

Rip £ ui_a)2

Nejsou-li uvedené podminky splnény, pak nelze tento vzorec pouzit, protoze rozlozeni
vybérového korelac¢niho koeficientu je ptili§ zesikmené. V takovém piipadé vyuzijeme néasle-
dujiciho tvrzeni.

VETA 4.13. Ndhodnd velicina
g =it
2 1—Ryy

mda @ pri malém rozsahu vybéru priblizne normdlni rozloZeni se stredni hodnotou

1. 1+p P
E(Z) =21
(2) =31 Y sm D

(2. scitanec lze pii vétsim n zanedbat) a rozptylem D(Z) = —.
Standardizact veliciny Z dostaneme velicinu

v _ 2= B2
D(Z)

b

ktera ma asymptoticky rozloZeni N(0,1).
Tudiz 100(1— ) % asymptoticky interval spolehlivosti pro % In %Z bude mit meze Z +
Interval spolehlivosti pro p pak dostaneme zpétnou transformaci.

Ul—a/2

vn—=3 "~

Poznamka 4.14. Jelikoz Z = arctgh R15, dostdavame Ris = tgh Z a meze intervalu spoleh-
livosti pro p mizeme psat ve tvaru

Ul—a)2 vy et —e "
tgh | Z + , pfiemz tghr = ——.
¢ ( m) b T et e

Priklad 4.15. Pracovnik personalniho oddéleni uré¢ité firmy zkoumaé, zda existuje vztah
mezi poctem dni absence za rok (veli¢ina Y') a vékem pracovnika (veli¢ina X). Proto na-
hodné vybral tdaje o 10 pracovnicich.

Cprac. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X 27 61 37 23 46 58 29 36 64 40
Y 15 6 10 18 9 7 14 11 5 8

Za predpokladu, ze uvedené tidaje tvori ¢iselné realizace ndhodného vybéru rozsahu 10 z
dvourozmérného normalniho rozlozeni, vypoctéte vybérovy koeficient korelace a na hladiné
vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny. Sestrojte 95%
asymptoticky interval spolehlivosti pro skutecny koeficient korelace p.

Reseni. Predpoklad o dvourozmérné normalité dat ovéfime orientacné pomoci dvouroz-
meérného teckového diagramu, viz. Obr. 2. Vzhled diagramu svédéi o tom, ze predpoklad je
opravnény.
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Obrazek 2: Dvourozmeérny teckovy diagram

Testujeme Hy : p = 0 proti H; : p # 0. Vypocitame Ri; = —0,9325, tedy mezi vé-
kem pracovnika a poctem dnli pracovni neschopnosti existuje silnd nepfimé linearni za-
vislost. Testova statistika: 7' = —7,3053, kvantil ¢9975(8) = 2,306, kriticky obor W =
(—00, —2,306) U (2,306, 00). Jelikoz T € W, zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05 hypo-
tézu o nezavislosti velicin X a Y. Vypocitame

1. 1+ Ry 11 1—0,9325

2

7 - D P
1— Ry, 2 1409325

= —1,6772.

Meze 95% asymptotického intervalu spolehlivosti pro p jsou tgh (—1,6772 + %), tedy
—0,9842 < p < —0,7336 s pravdépodobnosti priblizné 0,95.

Ulohy k procviéeni

CviCeni 4.1 (Testovani nezéavislosti nomindlnich veli¢in). Na hladiné vyznamnosti 0,05
testujte hypotézu o nezavislosti pedagogické hodnosti a pohlavi a vypoctéte Cramériv ko-
eficient, jsou-li k dispozici nasledujici idaje:

pohlavi pedagogicka hodnost
odb. asistent | docent | profesor
muz 32 15 8
zena 34 8 3

CvicCeni 4.2 (Testovani nezavislosti ordinalnich veli¢in). 12 rtznych softwarovych firem
nabizi programy pro vedeni ucetnictvi. Programy byly posouzeny odbornou komisi a komisi
slozenou z profesionédlnich tcetnich. Vysledky v 1. a 2. komisi: (6,4), (7,5), (1,2), (8,10),
(4,6), (2.5,1), (9,7), (12,11), (10,8), (2.5,3), (5,12), (11,9). Vypoctéte Spearmantv koeficient
poradové korelace a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o nezavislosti poradi v
obou komisich.

Cviceni 4.3 (Testovani nezavislosti intervalovych a pomérovych veli¢in). V dilné pracuje
15 délnikt, u nichz byl zjistén podet smén odpracovanych za mésic (veli¢ina X) a pocet zho-
tovenych vyrobku (veli¢ina Y'). Orientacné ovéite dvourozmérnou normalitu dat, vypoctéte
vybérovy koeficient korelace mezi X a Y, sestrojte pro néj 99% asymptoticky interval spo-
lehlivosti a na hladiné 0,01 testujte hypotézu o nezavislosti X a Y.
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x 20 21 18 17 20 18 19 21 20 14 16 19 21 15 15
y 92 93 8 80 91 8 82 98 90 60 73 86 96 64 81

CvicCeni 4.4. Necht (X1,Y1),...,(X16,Y1s) je ndhodny vybér z dvourozmérného normél-
niho rozlozeni. Vybérovy koeficient korelace Rxy nabyl hodnoty —0, 87. Jestlize provedeme
transformaci U; = 14+ 3X,, V; = =3 -Y;, i = 1,...,16, jakou hodnotu nabude vybérovy
koeficient korelace Ry ?

Cviceni 4.5. 400 ndhodné vybranych pracovnikii potravinarského podniku bylo dotézano
na pric¢iny nespokojenosti na pracovisti. Vysledky jsou uvedeny v tabulce:

kategorie hlavni pri¢ina nespokojenosti

pracovniktl | pracovni prostredi | Spatné vztahy | organizace prace | vydélek | jiné
délnici 80 50 75 40 55
THP 10 10 25 30 25

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze hlavni pfi¢ina nespokojenosti nezavisi na
kategorii, do niz je pracovnik zarazen. Vypoctéte Cramértv koeficient.



KAPITOLA 10
Reseni tloh k procviceni

Kapitola 1

Cviceni 4.1.

700 035 7,00 0,35
3,00 0,15 10,00 0,50
2,00 0,10 12,00 0,60
8,00 0,40 20,00 1,00

= W N

Cviceni 4.2.

n; Dj N; F
8,000 0,133 8,000 0,133
4,000 0,067 12,000 0,200

13,000 0,217 25,000 0,417
15,000 0,250 40,000 0,667
9,000 0,150 49,000 0,817
7,000 0,117 56,000 0,933
4,000 0,067 60,000 1,000

N O Ot s W N

Cviceni 4.3. 7 = 96,67, s> = 1148, 89

Cvideni 4.4. 7 = 112, s* = 851

Cvic€eni 4.5. 2950 = 2,5, 925 = 1, 2075 = 4, ¢ = 3, dolni vnitini hradba = —3,5, horni
vnitini hradba = 8,5

Kapitola 2

Cviceni 7.1. k; =1/3, ko =2/3
1

Cviéeni 7.2.c= m

Cviceni 7.3. T} neni, T, = ”TH max(Xy,..., X,), Tz je
Cvideni 7.4. DT, = @ DT, = £ T} je lepsi
Cviceni 7.5. ano

Cvideni 7.6. (868, 46; 872, 14)

Cviceni 7.7. 1 € (993,1;1002,1), 02 € (18,4;129,8)
Cviceni 7.8. 0,00799

Cviceni 7.9. a) (21,5094; 22, 1706), b) (5, 952; 8, 464)
Cvigeni 7.10. (0, 2331;0, 5269)

Cviceni 7.11. podil: 0, 3; (0,229;0,371), pocet: 2400; (1832;2968)
Cviceni 7.12. ne, ne

Cviceni 7.13. nezamitame

Cviceni 7.14. ano

155
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Cviceni 7.15. ano
Cviceni 7.16. ano
Cviceni 7.17. neni
Cviceni 7.18. H, zamitame, kornysky maji horsi produkci vajec nez leghornky.

Kapitola 3

Cviceni 3.1. ID = 0.95532

Cvi&eni 3.2. ID4 = 0,31; IDp = 0,24

Cviceni 3.3. ID4, =0,22; IDg=0,09

Cviceni 3.4. r%/,x =0,934

Cviéeni 3.5. r{ x = 0,9634

Cviceni 3.6. TY,X1~(X2,X3,X4) = 0, 2319, TY7X2'(X17X37X4) = —0, 5219, TY,X3-(X1,X2,X4) = —0, 7405,
er,X4~(X1,X2,X3) = —O, 0736.

Cviéeni 3.7. TY,X:['(XQ,X?,) = 07 8558, 7‘y7X2.(X17X3) = 0, 1938, TY,Xg-(Xl,Xg) = 0, 2974, TXl,Xg-(Y,Xg) =
0, 1248, rX1,X3-(Y,X2) == —0, 22, TX27X3~(Y,X1) = 0, 6161.

Kapitola 4

Cvigeni 5.1. 8 = (1,5;0,1786;0,6786), Y = (7,0714;3,8571;2;2, 3571; 4, 5714; 8, 1429Y’,
S, =0,3571, s2 119.

Cvigeni 5.2. (a) B = (3,09;0,3; —0,64)", ¥ = (—0,086; 2, 143; 3, 086; 2, 743; 1, 114)’, S, =
0,114, s> = 0, 057. )B (3,17; —0,67),?_ (0,5:2,5;0;2,5;0,5), S, = 10, s* = 3, 33.
Cviceni 5.3. 3 = 0,0164, ¥ = (0,164;0,328;0,493;0,657;0,821;0,985), S. = 0,0015,
s2 = 0,0003.

Cvigeni 5.4. (a) B = (247,704;0,715), 3 = (102, 35; 1,95; —0,0022)’, 3 = (72,11;23,0094)’,
(b) nejlepsi je druhy model

Cvideni 5.5. (a) B = (—28,76; —0,0439; 0,8078;0,28), Y = (169, 3821; 168, 7172; 180, 7082;
179, 9722: 552, 9917: 523, 0043; 336, 7208: 479, 9265: 792, 7578: 811, 3222: 818, T917: 799, 2700:
618, 1235: 683, 5988: 579, 3202; 928, 8452; 933, 7460: 904, 047T: 903, 7538)', 5% = 327,38, ID =
0,996. (b) odstrani se proménné X; a X3, 3 = (3,17; —0,67), Y = (170,8614; 170, 8614;
184, 0658; 184, 0658; 545, 6613; 518, 2369: 330, 3291; 477, 6082; 795, 5279; 814, 8265; 829, 0466;
800, 6065; 614, 7301; 692, 9404; 575, 1171; 930, 6184; 930, 6184; 896, 0840; 903, 1940)', 52 = 316, 96,
ID = 0,996.

=9
p
(b

Kapitola 5

Cvieni 4.1.0dhady parametri: 5y = —53,67, 51 = 0,6648, (> = 6,3323, normalita se
nezamita, autokorelace 1. fadu se zamita.

Cviceni 4.2. Vhodny model: polynom 7. stupné, autokorelace 1. fadu se nezamita, norma-
lita residui u nového modelu se nezamita.

Cviceni 4.3. Multikolinearita se nezamita, vhodny model: Y = 3y + 1 X1 + B2 X5 + 53Xy,
normalita residui se nezamita.

Cviceni 4.4. Multikolinearita se nezamita, vhodny model: mpg = 5y + fiwt + S2cyl, nor-
malita residui se nezamita.

Kapitola 6

Cviceni 6.1. Na hladiné vyznamnosti 0,05 se li§i trzby prodavacu 1, 3 a 2, 3.
Cviceni 6.3. nezavisi
CviCeni 6.4. n = 31, a = 5, Sy = 12, fa = 26, Fyo5(4,26) = 2,7426. Protoze fu >
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Fy95(4,26), Hy zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.
Cviceni 6.5. Mozno jit na stupen 7.
Cviceni 6.6. Kvadraticky model je vyznamny.

Kapitola 7

Cviceni 7.1. Metoda ma vliv, vhodny model: VOL = [, + $;METHODB + 3, TEMP, residua jsou
normalni

Cviceni 7.2. (1) Vhodny model: wages = [y + f1age + freducation+ f3sex, residua nejsou
normalni, (2) kvalita se zlepsi pfidanim dvojnych interakei, (3) vhodny model: wages = [y +
frage+[reducation+f3sexMale+ [ age: sexMale+[seducation: sexMale+fgage: education.
Cviceni 7.3. Pohlavi mé vliv, vhodny model: hmmat = Sy + (Siprir + fspohlavil +
Bsvzdotl + fyvzdot2 + [svzdot3 + [Sgvzdotd + frvyska + [Sgshmmat : pohlavil, residua jsou
normalni.

Kapitola 8

Cvicdeni 5.1.

Q . .
—
/
©
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g ° )
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£ < | /
o
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——— pr%bit
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© T T T T T T
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vek

Cviceni 5.2. Vhodny model: Treatment Outcome = [+ Infection Severity+[,Hospital
Cviceni 5.3. Minneapolis: 0.00117, Dallas: 0.00276.

Cviceni 5.4. Proménna age neni signifikantni

Cviceni 5.5. Odhady poc¢tu druhi pro log link: 8,895, identity link: 4,513, sqrt link: 7,414.
Cviceni 5.6. Nastal problém prili§ velkého rozptylu. Odhad: 33,96 utokt na 1 milién oby-
vatel, interval spolehlivosti: [3,207; 359, 55].

Cviceni 5.7. zavisi

Kapitola 9

Cviceni 4.1. hypotézu o nezavislosti pohlavi a pedagogické hodnosti nezamitame, Cramé-
ruv koeficient: 0,187

Cviceni 4.2. r, = 0,715, nulovou hypotézu zamitame

Cviceni 4.3. rp = -2 = 0,927, hypotézu o nezévislosti veli¢in X a Y zamitame, IS pro
p: (0,7131;0,983)

Cviceni 4.4. Ryy = 0,87

Cviceni 4.5. hypotézu o nezavislosti zamitame, Cramériuv koeficient je V = 0, 25.
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