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Pr̊uzkumová analýza jednorozměrných dat

Pr̊uzkumová analýza dat je odvětv́ı statistiky, které pomoćı r̊uzných postupů
odhaluje zvláštnosti v datech. Při zpracováńı dat se často použ́ıvaj́ı metody, které
jsou založeny na p̌redpokladu, že data pocházej́ı z nějakého konkrétńıho rozložeńı,
nejčastěji normálńıho. Tento p̌redpoklad nemuśı být vždy splněn, protože data

I mohou pocházet z jiného rozložeńı

I mohou být zat́ıžena hrubými chybami

I mohou pocházet ze směsi několika rozložeńı.

Proto je důležité provést pr̊uzkumovou analýzu dat, abychom se vyvarovali
neadekvátńıho použit́ı statistických metod.
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Funkcionálńı charakteristiky datového souboru

Označeńı
Na množině objekt̊u {ε1, . . . , εn} zjǐst’ujeme hodnoty znaku X. Hodnotu znaku X
na objektu εi označ́ıme xi, i = 1, . . . , n. V teorii pravděpodobnosti se jim také ř́ıká
realizace náhodné veličiny X. Tyto hodnoty zaznamenáme do jednorozměrného
datového souboru:

x = (x1, . . . , xn)
′.

Uspǒrádané hodnoty x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n) tvǒŕı uspǒrádaný datový soubor:

x(·) = (x(1), . . . , x(n))
′.

Vektor
x[·] = (x[1], . . . , x[r])

′,

kde x[1] < . . . < x[r], r ≤ n, jsou navzájem r̊uzné hodnoty znaku X, se nazývá

vektor variant .
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Bodové rozložeńı četnost́ı

indikátor množiny :

IB(x) =

{
1 x ∈ B,
0 x /∈ B.

Pro datový soubor x = (x1, . . . , xn)′ definujeme následuj́ıćı pojmy

absolutńı četnost varianty x[j]:

nj =
n

∑
i=1

I{x[j]}(xi)

relativńı četnost varianty x[j]:

pj =
nj

n

absolutńı kumulativńı četnost prvńıch j variant:

Nj = n1 + . . . + nj
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relativńı kumulativńı četnost prvńıch j variant:

Fj =
Nj

n
= p1 + . . . + pj

četnostńı funkce :

p(x) =

{
pj pro x = x[j], j = 1, . . . , r
0 jinak

empirická distribučńı funkce :

F(x) = 1
n

n

∑
i=1

I(−∞,x>(xi)

Absolutńı či relativńı četnosti znázorňujeme graficky nap̌r. pomoćı sloupkového
diagramu či polygonu četnost́ı.
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Př́ıklad

U 30 domácnost́ı byl zjǐst’ován počet členů.

Počet členů 1 2 3 4 5 6

Počet domácnost́ı 2 6 4 10 5 3

Vytvǒrte tabulku rozložeńı četnost́ı. Nakreslete grafy četnostńı funkce a empirické
distribučńı funkce. Dále nakreslete sloupkový diagram a polygon četnost́ı počtu
členů domácnosti.
Řešeńı. Tabulka rozložeńı četnost́ı:

x[j] nj pj Nj Fj

1 2 2/30 2 2/30
2 6 6/30 8 8/30
3 4 4/30 12 12/30
4 10 10/30 22 22/30
5 5 5/30 27 27/30
6 3 3/30 30 1
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Př́ıklad – pokračováńı
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Obr. : Graf četnostńı funkce Obr. : Graf empirické distribučńı
funkce
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Př́ıklad – pokračováńı
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Obr. : Sloupkový diagram Obr. : Polygon četnost́ı
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Intervalové rozložeńı četnost́ı

I ťŕıdićı intervaly (u1, u2〉, . . . , (ur, ur+1〉
I doporučuje se volit r bĺızké

√
n.

Četnostńı hustota j-tého ťŕıdićıho intervalu je definována vztahem

fj =
pj

dj

kde dj = uj+1 − uj. Soustava obdélńık̊u sestrojených nad ťŕıdićımi intervaly, jejichž

plochy jsou rovny relativńım četnostem, se nazývá histogram .

hustota četnosti :

f (x) =

{
fj pro uj < x ≤ uj+1, j = 1, . . . , r
0 jinak

(grafem hustoty četnosti je schodovitá čára shora omezuj́ıćı histogram)
Intervalová empirická distribučńı funkce :

F(x) =
x∫

−∞

f (t)dt.
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Př́ıklad

U 70 domácnost́ı byly zjǐst’ovány týdenńı výdaje na nealkoholické nápoje (v Kč).

Výdaje (35, 65〉 (65, 95〉 (95, 125〉 (125, 155〉 (155, 185〉 (185, 215〉
Počet domácnost́ı 7 16 27 14 4 2

Sestavte tabulku rozložeńı četnost́ı, nakreslete histogram a graf intervalové
empirické distribučńı funkce.

Řešeńı. Tabulka rozložeńı četnost́ı

(uj, uj+1〉 nj pj fj Nj Fj
(35, 65〉 7 7/70 7/2100 7 7/70
(65, 95〉 16 16/70 16/2100 23 23/70
(95, 125〉 27 27/70 27/2100 50 50/70
(125, 155〉 14 14/70 14/2100 64 64/70
(155, 185〉 4 4/70 4/2100 68 68/70
(185, 215〉 2 2/70 2/2100 70 1

Jan Koláček (PřF MU) M5VM05 Statistické modelováńı 10 / 37



Př́ıklad – pokračováńı
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Obr. : Histogram Obr. : Graf intervalové empirické
distribučńı funkce
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Č́ıselné charakteristiky datového souboru

Znaky nominálńıho typu
Nominálńı škála klasifikuje objekty do určitých p̌redem vymezených ťŕıd či
kategoríı. Hodnoty v nominálńı škále se daj́ı vyjáďrit slovně a mezi r̊uznými
hodnotami neńı definováno žádné uspǒrádáńı. Pokud jsou hodnoty nominálńı
škály někdy označovány č́ıselně, mějme na paměti, že toto č́ıslo je pouze jakousi
zkratkou (kódem) slovńı hodnoty. O znaćıch mě̌rených v nominálńı škále hovǒŕıme
jako o znaćıch nominálńıho typu.

Př́ıklady znak̊u nominálńıho typu mohou být nap̌r.:

pohlav́ı (s možnými hodnotami mužské, ženské)

barva oč́ı (modrá, hnědá, černá)

výsledek léčby (uzdraven, zemřel)

národnost (česká, slovenská, polská, německá, ...)

Charakteristikou polohy je modus – nejčetněǰśı varianta či sťred nejčetněǰśıho
intervalu. (Modus je jediná charakteristika polohy vhodná pro nominálńı veličiny).
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Č́ıselné charakteristiky datového souboru

Znaky ordinálńıho typu
Znaky ordinálńıho typu lze podle sledované vlastnosti nejen rozlǐsovat, ale také
uspǒrádat ve smyslu vztahů

”
je věťśı“,

”
je menš́ı“ nebo

”
p̌redcháźı“,

”
následuje“,

aniž bychom však byli schopni vyjáďrit č́ıselně vzdálenost mezi věťśım a menš́ım či
mezi p̌redcházej́ıćım a následuj́ıćım.

Znaky ordinálńıho typu mohou být nap̌r.:

dosažené vzděláńı (základńı, sťredńı, vysokoškolské)

prospěch ve školńım p̌redmětu (výborně, velmi dob̌re, dob̌re, nevyhověl)

stav pacienta (vyléčen, remise, recidiva)

hodnoceńı funkce technických zǎŕızeńı (stupně závažnosti poruchy jaderné
elektrárny)

hodnoceńı postoj̊u v sociologických pr̊uzkumech (̌skála má hodnoty nap̌r.
souhlaśım, sṕı̌se souhlaśım, sṕı̌se nesouhlaśım, nesouhlaśım)

četnost výskytu (často, občas, žŕıdka, nikdy)

Vhodnou charakteristikou polohy je α-kvantil .
Je-li α ∈ (0; 1), pak α-kvantil xa je č́ıslo, které rozděluje uspǒrádaný datový
soubor na dolńı úsek, obsahuj́ıćı aspoň pod́ıl α všech dat a na horńı úsek
obsahuj́ıćı aspoň pod́ıl 1− α všech dat.
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Č́ıselné charakteristiky datového souboru

Pro výpočet α-kvantilu slouž́ı algoritmus:

nα =


celé č́ıslo c ⇒ xα =

x(c)+x(c+1)
2

necelé č́ıslo ⇒ zaokrouhĺıme nahoru na nejbližš́ı celé č́ıslo

xα = x(c)

Pro speciálně zvolená α už́ıváme názv̊u:

x0,50 – medián

x0,25 – dolńı kvartil

x0,75 – horńı kvartil

x0,1, . . . , x0,9 – decily

x0,01, . . . , x0,99 – percentily.

Jako charakteristika variability slouž́ı kvartilová odchylka : q = x0,75 − x0,25.
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Př́ıklad

Během semestru se studenti podrobili ṕısemnému testu z matematiky, v němž bylo
možno źıskat 0 až 10 bodů. Výsledky jsou uvedeny v tabulce:

Počet bodů 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Počet student̊u 1 4 6 7 11 15 19 17 12 6 3

Zjistěte modus, medián, 1. decil, 9. decil a kvartilovou odchylku počtu bodů.

Řešeńı. Modus je nejčetněǰśı varianta znaku, v tomto p̌ŕıpadě tedy 6. Vypočtěme
rozsah datového souboru: n = 1 + 4 + · · ·+ 3 = 101.
Výpočty uspǒrádáme do tabulky.

α nα c xα = x(c)
0,50 50,5 51 6
0,10 10,1 11 2
0,90 90,9 91 8
0,25 25,25 26 4
0,75 75,75 76 7

Kvartilová odchylka: q = 7− 4 = 3.
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Znaky intervalového a poměrového typu

U znak̊u intervalového typu lze stanovit vzdálenost mezi hodnotami mě̌rené
veličiny. Je zde definována jednotka mě̌reńı, avšak nula je definována pouze
relativně. To nám dovoluje proto poč́ıtat s rozd́ıly namě̌rených hodnot, nikoliv s
jejich pod́ıly. Typickým p̌ŕıkladem je teplota, která se dá mě̌rit v r̊uzných
stupnićıch (Celsiova, Fahrenheitova).
U znak̊u poměrového typu lze určit nejen rozd́ıly (intervaly) mezi hodnotami, ale
i pod́ıly hodnot, nebot’ tyto znaky maj́ı nulu stanovenu absolutně a jednoznačně.
Charakteristiky polohy :

Aritmetický pr̊uměr x̄:

x̄ =
1
n

n

∑
i=1

xi (1)

U poměrových znak̊u, které nabývaj́ı pouze kladných hodnot, lze použ́ıt

geometrický pr̊uměr :
n
√

x1 · . . . · xn (2)
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Znaky intervalového a poměrového typu

Charakteristiky variability :

rozptyl :

s2 =
1
n

n

∑
i=1

(xi − x̄)2 (3)

směrodatná odchylka :

s =
√

s2 (4)

koeficient variace (pro poměrové znaky):

s
x̄

(5)

Rozptyl se zpravidla poč́ıtá podle vzorce s2 = 1
n

n
∑

i=1
x2

i − x̄2.
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Znaky intervalového a poměrového typu

Známe-li absolutńı či relativńı četnosti variant x[1], . . . , x[r], můžeme spoč́ıtat

vážený pr̊uměr :

x̄ =
1
n

r

∑
j=1

njx[j] (6)

nebo

vážený rozptyl :

s2 =
1
n

r

∑
j=1

nj(x[j] − x̄)2 (7)

Vážený rozptyl se zpravidla poč́ıtá podle vzorce s2 = 1
n

r
∑

j=1
njx2

[j] − x̄2.
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Znaky intervalového a poměrového typu

Aritmetický pr̊uměr a rozptyl jsou speciálńı p̌ŕıpady tzv. moment̊u. V následuj́ıćı
definici obecně zavedeme k-tý počátečńı a centrálńı moment.

k-tý počátečńı moment :

m′k =
1
n

n

∑
i=1

xk
i , kde k = 1, 2, . . . (8)

k-tý centrálńı moment :

mk =
1
n

n

∑
i=1

(xi −m)k, kde k = 1, 2, . . . (9)
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Znaky intervalového a poměrového typu

Pomoćı 3. a 4. centrálńıho momentu se definuje šikmost a špičatost:

šikmost :

α3 =
m3

s3 (10)

Šikmost mě̌ŕı nesouměrnost rozložeńı četnost́ı kolem pr̊uměru.

špičatost :

α4 =
m4

s4 − 3 (11)

Špičatost mě̌ŕı koncentraci rozložeńı četnost́ı kolem pr̊uměru.
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Př́ıklad

Pro údaje z p̌ŕıkladu o domácnostech vypočtěte pr̊uměr a rozptyl počtu členů
domácnosti.
Řešeńı

x̄ = 1
30 (1 · 2 + 2 · 6 + 3 · 4 + 4 · 10 + 5 · 5 + 6 · 3) = 109

30 = 3, 63̄

s2 = 1
30
(
12 · 2 + 22 · 6 + 32 · 4 + 42 · 10 + 52 · 5 + 62 · 3

)
−
(

109
30

)2
= 1769

900 =

1, 965̄
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Př́ıklad

Necht’ x̄ je pr̊uměr a s2
1 rozptyl hodnot x1, . . . , xn. Necht’ a, b jsou reálné konstanty.

Položme yi = a + bxi, i = 1, . . . , n. Vypočtěte pr̊uměr ȳ a rozptyl s2
2 hodnot

y1, . . . , yn.

Řešeńı

ȳ = 1
n

n
∑

i=1
yi =

1
n

n
∑

i=1
(a + bxi) = a + b 1

n

n
∑

i=1
xi = a + bx̄,

s2
2 = 1

n

n
∑

i=1
(yi − ȳ)2 = 1

n

n
∑

i=1
(a + bxi − a− bx̄)2 = b2 1

n

n
∑

i=1
(xi − x̄)2 = b2s2

1.
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Diagnostické grafy

Krabicový diagram (Box plot)
Umožňuje posoudit symetrii a variabilitu datového souboru a existenci odlehlých či
extrémńıch hodnot. Můžete se setkat i z názvem box plot .

Krabicový diagram je specifikován těmito pojmy:

Dolńı vniťrńı hradba :
x0,25 − 1, 5q

Horńı vniťrńı hradba :
x0,75 + 1, 5q

Dolńı vněǰśı hradba :
x0,25 − 3q

Horńı vněǰśı hradba :
x0,75 + 3q

Odlehlá hodnota je hodnota, která lež́ı mezi vniťrńımi a vněǰśımi hradbami.
Extrémńı hodnota je hodnota, která lež́ı za vněǰśımi hradbami.
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Diagnostické grafy

Způsob konstrukce krabicového diagramu:

medián
x0.5

dolńı kvartil
x0.25 q

horńı kvartil
x0.75

odlehlá pozorováńı

x0.75 + 1.5 q
horńı vniťrńı hradba
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Př́ıklad

Pro data z p̌ŕıkladu o domácnostech sestrojte krabicový diagram.

Počet členů 1 2 3 4 5 6

Počet domácnost́ı 2 6 4 10 5 3

Řešeńı.
Rozsah souboru n = 30. Výpočty poťrebných kvantil̊u uspǒrádáme do tabulky.

α nα c xα

0,25 7,5 8 x(c) = x(8) 2

0,50 15 15
x(15)+x(16)

2 4
0,75 22,5 23 x(c) = x(23) 5

q = 5− 2 = 3
Dolńı vniťrńı hradba: x0,25 − 1, 5q = 2− 1, 5.3 = −2, 5
Horńı vniťrńı hradba: x0,75 + 1, 5q = 5 + 1, 5.3 = 9, 5
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Př́ıklad

1 2 3 4 5 61 2 3 4 5 6

Obr. : Krabicový diagram
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Diagnostické grafy

Normal probability plot (N-P plot)

N-P plot konstruujeme tak, že na vodorovnou osu vynáš́ıme uspǒrádané hodnoty
x(1) ≤ · · · ≤ x(n) a na svislou osu kvantily normálńıho rozděleńı uαj , kde

αj =
3j− 1
3n + 1

.

Jsou-li některé hodnoty x(1) ≤ · · · ≤ x(n) stejné, pak za j bereme pr̊uměrné pǒrad́ı
odpov́ıdaj́ıćı takové skupince.

Pocházej́ı-li data z normálńıho rozložeńı, pak budou všechny dvojice(
x(j), uαj

)
ležet na p̌ŕımce.

Pro data z rozložeńı s kladnou šikmost́ı se budou dvojice
(

x(j), uαj

)
řadit do

konkávńı ǩrivky.

Pro data z rozložeńı se zápornou šikmost́ı se budou dvojice
(

x(j), uαj

)
řadit

do konvexńı ǩrivky.
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Diagnostické grafy

Quantile - quantile plot (Q-Q plot)

Q-Q plot konstruujeme tak, že na svislou osu vynáš́ıme uspǒrádané hodnoty x(1) ≤
· · · ≤ x(n) a na vodorovnou osu kvantily Kαj(X) vybraného rozložeńı, kde

αj =
j− radj

n + nadj
,

p̌ričemž radj a nadj jsou koriguj́ıćı faktory ≤ 0, 5. Implicitně se klade radj = 0, 375
a nadj = 0, 25. Pokud vybrané rozložeńı záviśı na nějakých parametrech, pak
se tyto parametry odhaduj́ı z dat, nebo se voĺı na základě teoretického modelu.
Body (Kαj(X), x(j)) se metodou nejmenš́ıch čtverc̊u prolož́ı p̌ŕımka. Č́ım méně se
body odchyluj́ı od této p̌ŕımky, t́ım lepš́ı je soulad mezi empirickým a teoretickým
rozložeńım.
Jsou-li některé hodnoty x(1) ≤ · · · ≤ x(n) stejné, pak za j bereme pr̊uměrné pǒrad́ı
odpov́ıdaj́ıćı takové skupince.
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Př́ıklad

Desetkrát nezávisle na sobě byla změ̌rena jistá konstanta. Výsledky mě̌reńı:
2 1, 8 2, 1 2, 4 1, 9 2, 1 2 1, 8 2, 3 2, 2.
Pomoćı N-P plotu a Q-Q plotu ově̌rte, zda se tato data ř́ıd́ı normálńım rozložeńım.

Řešeńı

usp.hodnoty 1,8 1,8 1,9 2 2 2,1 2,1 2,2 2,3 2,4

pǒrad́ı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pr̊uměrné pǒrad́ı 1,5 1,5 3 4,5 4,5 6,5 6,5 8 9 10

N-P plot:

j = (1, 5; 3; 4, 5; 6, 5; 8; 9; 10)

αj =
3j−1
3n+1 = (0, 1129; 0, 2581; 0, 4032; 0, 5968; 0, 7419; 0, 8387; 0, 9355)

uαj = (−1, 2112; −0, 6493; −0, 245; 0, 245; 0, 6493; 0, 9892; 1, 5179)
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Př́ıklad

Q-Q plot:
j = (1, 5; 3; 4, 5; 6, 5; 8; 9; 10)

αj =
j−0,375
n+0,25 = (0, 1098; 0, 2561; 0, 4024; 0, 5976; 0, 7439; 0, 8415; 0, 939)

uαj = (−1, 2278; −0, 6554; −0, 247; 0, 247; 0, 6554; 1, 0005; 1, 566)
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Obr. : N-P plot Obr. : Q-Q plot
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Diagnostické grafy

Probability - probability plot (P-P plot)

Spočtou se standardizované hodnoty

z(j) =
x(j) − x̄

s
, j = 1, . . . , n.

Na vodorovnou osu se vynesou hodnoty teoretické distribučńı funkce Φ(z(j)) a na

svislou osu hodnoty empirické distribučńı funkce F(z(j)) = j/n. Pokud se body

(Φ(z(j)), F(z(j))) řad́ı kolem hlavńı diagonály čtverce 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉, lze usuzovat
na dobrou shodu empirického a teoretického rozložeńı.
Jsou-li některé hodnoty x(1) ≤ . . . ≤ x(n) stejné, pak za j bereme pr̊uměrné pǒrad́ı
odpov́ıdaj́ıćı takové skupince.
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Diagnostické grafy

Histogram
Umožňuje porovnat tvar hustoty četnosti s tvarem hustoty pravděpodobnosti
vybraného teoretického rozložeńı. Nap̌r. normálńıho, Pearsonova, Studentova a
jiných.
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Diagnostické grafy

Vzhled diagnostických graf̊u pro rozložeńı s r̊uznou šikmost́ı
Vlastnosti rozložeńı četnost́ı datového souboru se projev́ı ve vzhledu histogramu,
N-P plotu a krabicového diagramu, jak ukazuj́ı následuj́ıćı obrázky:

Rozložeńı s kladnou
šikmost́ı

Normálńı rozložeńı Rozložeńı se zápornou
šikmost́ı

Obr. : Histogramy
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Obr. : N-P plot

Obr. : Box plot
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Úlohy k procvičeńı

Př́ıklad 1

U 20 student̊u 1. ročńıku byla zjǐst’ována známka z matematiky na prvńım
zkušebńım terḿınu.

Známka 1 2 3 4

Počet student̊u 7 3 2 8

Vytvǒrte tabulku rozložeńı četnost́ı. Nakreslete grafy četnostńı funkce a empirické
distribučńı funkce. Dále nakreslete sloupkový diagram a polygon četnost́ı známek.
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Úlohy k procvičeńı

Př́ıklad 2

U 60 vzork̊u oceli byla zjǐst’ována mez plasticity.

Mez plasticity (30, 50〉 (50, 70〉 (70, 90〉 (90, 110〉 (110, 130〉 (130, 150〉 (150, 170〉
Počet vzork̊u 8 4 13 15 9 7 4

Sestavte tabulku rozložeńı četnost́ı, nakreslete histogram a graf intervalové
empirické distribučńı funkce.

Př́ıklad 3

Pro údaje z p̌ŕıkladu 2 vypočtěte pr̊uměr a rozptyl meze plasticity.
[x̄ = 96, 67, s2 = 1148, 89]
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Úlohy k procvičeńı

Př́ıklad 4

V datovém souboru, z něhož byl vypočten pr̊uměr 110 a rozptyl 800, byly zjǐstěny
2 chyby: ḿısto 85 má být 95 a ḿısto 120 má být 150. Ostatńıch 18 údaj̊u je
správných. Opravte pr̊uměr a rozptyl.

[x̄ = 112, s2 = 851]

Př́ıklad 5

Pro údaje z p̌ŕıkladu 1 sestrojte krabicový diagram.
[x0,50 = 2, 5, x0,25 = 1, x0,75 = 4, q = 3, dolńı vniťrńı hradba = −3, 5, horńı

vniťrńı hradba = 8, 5]
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