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Motivace

V redlném své&té€ ma mnoho procesi jiny, nez linedrni vztah zavislosti. Nap¥.

v ekonomii se ukazuje, Ze mnoho vztahd ma logaritmickou zavislost, k vysvétlen{
procesl v p¥irodnich védach se uZivaji reciproké, mocninné i dalsi vztahy.
Vysvétlovana veli¢ina popisujici pravdépodobnost preZiti ¢lovéka, v pFipadé uréité
nemoci a urtitého zpisobu |é¢by, miZe z definice pravdépodobnosti nabyvat
hodnot pouze z intervalu [0, 1], coZ by v p¥ipad& klasického linedrniho modelu bylo
moZné zajistit jen za pfijeti uréitych omezeni na parametry modelu. Také
normalita chyb je ¢asto nesplnénym predpokladem klasického linearniho regresniho
modelu. P¥ipomerime, Ze normalita se vyznaluje nezavislosti stfedni hodnoty a
rozptylu. Typicky nap¥. u ekonomickych veli¢in s rostouci stfedni hodnotou
obvykle roste rozptyl ndhodné veli¢iny, p¥i¢emZ ndahodné chyby maji v téchto
ptipadech &asto nesymetrickd, kladn& seSikmena rozdéleni.
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Zakladni pojmy a definice |

Definice 1

Mg&jme parametricky prostor ® C R™. Rekneme, e systém m-parametrickych
hustot

Freg = 1f(y:0):0 = (01,...,0m)" € O}

je regularni, jestlize plati
(1) ©® C R™ je otevrend borelovskd mnoZina.
(2) Mnozina M = {y € R" : f(y;0) > 0} nezavisi na parametru 6.
(3) Pro kazdé y € M existuje kone&na parcialni derivace
_ ¥(y:9)

fi(y;8) = 20, (i=1,...,m).
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Zakladni pojmy a definice Il

Definice 1

(4) Pro vdechny 6 = (6y,...,0,)" € O plati

Ay:0) o o [ olnf(y;0) oo
Mf(y;e)dp(yle)_/MTdF(y’e)_O i=1,...,m,

kde F(y; 0) je odpovidajici distribuéni funkce.
(5) Pro vechny 8 = (61,...,60,)" € O je integrdl

Jii(0) = /M ATAC) alnf(y;(-))dF(y;(-)) ij=1,...,m

36; 90,

koneny a matice J =J(0) = (]ij(ﬂ))?;zl je pozitivné definitni. Matice J se

nazyva Fisherova informaéni matice o parametru 6.
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Z3akladni pojmy a definice

Definice 2
Necht f € Fid,. Pak nahodny vektor

U=U(0) = (Uy(6),...,Uy(0))"  se slozkami

u; = (o) = X0 ln’;éY 9

se nazyva skdrovy vektor pfislusny hustotg f.
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Z3akladni pojmy a definice |

Véta 3

(1) Jelif € Flegaproi,j=1,...,m existuji

Pf(y; 6)
i\ ;
1 (7:0) = 35,06,

pak
EU0) =0 a DU(6) =J(0) .
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Zakladni pojmy a definice Il

Véta 3
(2) Plati-li navic proi,j=1,...,m

1”(Y 9)
g (f](Y;ﬂ) ) -0

J(6) = —E(U'(9)),

pak

kde
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Zakladni pojmy a definice

Uvazujme ndhodny vyb&r Y, = (Y1,...,Y,)" z rozdéleni f € Fif,. Oznatme
M= {y e R:f(y;0) > 0}. Pak sdruzend hustota

A, (y: 0 nyu ;o y=Wu..y) €RM

Znaceni :
funkee:
Lk = 16yw) = Inf(y;0)
L= LGy = Infy(y9)
n. vektory:
U o= Ule) = (e 2oyt
« N dlnfy, (Y;0 dlnfy, (Y;0)\T
Ui = Uil = (T8 )
matic. fce:
dln dln m
J _ ](6) _ (]l]( ))l] = (fM lf(lye) lf(ye)dp(y 6))1.].:]
dln 0) dln 0 m
Jl’l — Ji’l(e) — (fM fM fYn y; fYn(y )dFY(YI ))i],:1
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Z3akladni pojmy a definice |

Véta 4

UvaZujme nahodny vybér Y, = (Y1,...,Yn)" z rozdéleni' s hustotou f € Flis.
(1) Pokud proi,j=1,...,m existuji

O*f (v;6)
1oy ;
7 :0) = 56,96, 7

pak

EU:(8) = 0 a DU (8) = nJ(6) .
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Zakladni pojmy a definice Il

Véta 4
(2) Platili navic proi,j=1,...,m

i,'/(Y; 0)
g (f](Y;G) ) -0

(tj. f je reguldrni i v 2. derivacich), pak
E(U, (0)) = —nJ(8),

Uy (6) - (—%é‘”)

ij=1

kde
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Zakladni pojmy a definice |

Véta 5

Mé&jme nihodny vybér Y, = (Y1, ...

,Y)' z rozd&leni s reguldrni hustotou

f € Flig Oznatme M = {y € R: f(y;0) > 0}. Necht pro viechnay € M, 6 € ©
ai,j=1,...,m existuji druhé parcidlni derivace hustoty f(y;6).

(1) Pak plati

1
N
Dale plati
1
n

U,

0 2

U;,(0)'J(6) 'U;,(6)

N (0,J(6)).

X (m).
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Zakladni pojmy a definice Il

Véta 5

(2) Platili navic, Ze f je reguldrni i v 2.derivacich, tj.
1! .
g (S0 _ 0,
f(Y;6)
pak matice nahodnych veli¢in

v gy = L (3U®) T (e
n n o n 89] . o n 89189]
ij=1

ij=1
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Zakladni pojmy a definice

Definice 6

(a) Veérohodnostni funkci rozumime funkci vektorového parametru 6
L(6;y) = f(y;0)
(b) logaritmickou v&rohodnostni funkci nazyvame funkci
1(6;y) = InL(6;y)
(c) Rekneme, %e odhad O = ﬁMLE(Y) je maximalné vérohodny odhad
(MLE) vektorového parametru 6, pokud plati
L(Bwie; Y) > L(6;Y)

pro viechna 8 € O.
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Zakladni pojmy a definice

Véta 7

Mé&jme nahodny vybér Y, = (Y1,...,Yy)T z rozd&leni s reguldrni hustotou
f € Flég- Oznatme M = {y € R : f(y;0) > 0}. Necht pro viechnay € M, 6 € ©
ai,j=1,...,m existuji druhé parcidlni derivace hustoty f(y; 0) a plati

£ (Y;6)
E <;(w) > = 0. Pak
A

1) Va(@Buz—6) ~ Nu(0,J(0)7")
(2) W= Oz — 0)nJ(0)(Buis —8) 2  x2(m), tzv. Waldova statistika.

4
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Zakladni pojmy a definice

Definice 8

Rekneme, Ze pozorovani pochazi z rozdéleni exponencialniho typu, pokud jeho
pravd&podobnostni funkce (v p¥ipadé diskrétnich rozd&leni) & hustota (v p¥ipadé
spojitych rozdé&leni) je tvaru

fy) = exp{a(y)b(0) +c(0) +4d(y)},
kde

0 je (nezndmy) tzv. p¥irozeny parametr
a

a(y),b(8),c(8),d(y) jsou zndmé funkce.
Pokud

e a(y) =y, ¥ikdme Ze pravdépodobnostni funkce, pop¥. hustota je v kanonické
formé.

@ v konkrétnim rozdéleni figuruji dalsi nezndmé parametry, nazveme je tzv.
rusivymi parametry.
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Zakladni pojmy a definice

V dal$im budeme uvaZovat pouze reguldrni a kanonické formy spolu s

podminkou b(0) = 6 a pFitom zavedeme do oznaleni jeden rudivy parametr ¢ :

f(y) = exp {0 1 d(y,9) }

kde fa¢ jsou parametry
Y(8), ¥(¢) >0, d(y) jsou zndmé funkce,
a pokud
P(¢p) = % >0, ¢ > 0 je tzv. faktor méfitka (scale factor)

w > 0 je zndm4 apriorni vaha.

Tato forma se také nazyva Skalovou formou hustoty exponencialniho typu.
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Zakladni pojmy a definice

Véta 9

Mé&jme nahodnou velicinu Y z rozdéleni s reguldrni hustotou f exponencidlniho
typu:

fy) =e><p{W +d<y,¢)}~ (1)
Pak
EY =/(6)
Necht navic plati
(e _
g <f(Y;9) )=o @)

kde f"'(Y;0) = dzf;g;"), pak

DY = ~"(0)y(¢)

Funkce " () = % se nazyvd rozptylovou funkci (variance function).
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Z3akladni pojmy a definice

Ptiklad 1 (Normalni rozdé&leni)

Méjme
Y ~ N(u,0?), peR, o2 >0.
Pak
_ 1 RYTEAN
1) = == o] -3 (45 }
7(6)
~~
Y= it
= exp 022 _EZZ 7ln(2m72)
¥(¢) d(y$)
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Zakladni pojmy a definice

Skutené plati

EY =9'(0) =
a
DY =" (0)y(¢) = o*.
Tedy
pfirozeny parametr 0 =y scale factor

rozptylova funkce  V(y) =1 vahy
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Zakladni pojmy a definice

Pf¥iklad 2 (Binomické rozdéleni)
Méjme
Z ~ Bi(n, ), neN,me(0,1).
pak fz(z) = (Z)nz(l—rc)” Z=exp{zln(Z) +nln(1-nm)+In(})}
pro z=0,.
pFicem? EZ = ;4 =nn a DZ=nn(l-mn).

Pravdépodobnostni funkce neni ve $kalové formé, proved me reparametrizaci

9:1n<"):1n< o ):m( c )
1—m n—nm n—u

= 71—766 al—mn= 1
1460 1+4ef”
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Zakladni pojmy a definice

Tedy
fz(z) = exp < z0 —nln (1 + 69) +In (n)
—_——— Hfz—/
7€) (y.4)
a

Y(0) =nln (1+¢%) = 7/(9) = n-*

ghe
I
—_
I
g
|
—_
<
|
—_

¥(¢) =
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Zakladni pojmy a definice

Skutené plati

EZ=17'(0) =u
a
DZ = o/ (0)9(9) = n(1— 7).
Tedy
pfirozeny parametr 6 =In (%)
rozptylova funkce  V(u) = (1—-1L)
scale factor p=1
vahy w=1.
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Zakladni pojmy a definice

Dalsi rozdé&leni

Poissonovo rozdé&leni pfirozeny parametr 6 = In
rozptylova funkce V(p)=u
scale factor ¢p=1
vahy w=1

Gamma rozdéleni pFirozeny parametr 6 = —%
rozptylova funkce  V(u) = 2
scale factor p=1
vahy w=1

Exponencidlni rozdéleni pfirozeny parametr 0 = —%
rozptylové funkce  V(u) = u?
scale factor p=1
vahy w=1.
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Omezeni LM

Omezenf linedrniho modelu :

© Je omezen pouze na tfidu normalnich rozdéleni:
Y; ~ N(uj,0?) i=1,...,n,kde Y = (Yq,...,Yy) tvoF ndhodny vybér.

© Predpoklada striktni rovnost mezi stfedni hodnotou ndhodné veliciny Y;
a linearni kombinaci prediktorii: EY; = y; = xgﬁ, kde
x; = (xj1,...,%i)" je vektor prediktor(i a
B=(B1,.-.,Bx) je vektor nezndmych parametrd.
Zobecnéni linedrniho modelu :

© Zobecnéni na nenormalni rozdéleni, a to na tzv. tfidu exponencialnich
rozdéleni

© Zobecnéni na nelinearni funkce, které spojuji nezndmé stfedni hodnoty
vychoziho rozdéleni ndhodné veli¢iny Y; s prediktivnimi prom&nnymi.
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Definice GLM |

Definice 10 (Zobecnény linearni model)

M&me nihodny vyb&r Y = (Y1,...,Y,)" a necht rozd&leni Y; zavisi na pevnych
vektorech x; = (xj1, ..., xi)" € RF prosttednictvim nezndmého vektoru parametri
B=(B1,--.,Bx)" Matice X = (x{,...,xﬁ)T m3 rozmér n X k a hodnost k < n.

Rikdme, 2e Y = (Y4,...,Y,)" se ¥idi zobecn&nym linearnim modelem
(Generalized Linear Model), jestlize déle plati:

(1) rozd&leni Y = (Yq,...,Y,)" je exponencidlniho typu s reguldrni hustotou

i=1 l/’,(gb)

f(y, 0) = ﬁf(yi/ 0;) = exp {i {%01_7(61) +d(y;, cp)] } (3)
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Definice GLM I

Definice 10 (Zobecnény linearni model)

(2) parametr 6; zavisi na x; a B prostfednictvim parametru

ni=xB, (4)

ktery nazveme linearni prediktor.

(3) Existuje zndma ryze monoténni diferencovatelnd funkce g, tzv. linkovaci
funkce (link function), a plati

ni=g(w) wi=g '(m;), kde p;=u(6;)=EY, (5)

Rekneme, e linkovaci funkce je kanonicka, pokud 6; = 7; = g(1;).
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Priklad

Priklad 3

Regresni pfimka v klasickém linearnim regresnim modelu:
Yi ~ N(Vir 02)
jsou proi=1,...,n nezdvislé nghodné veliiny,
g(ui) = pi = P1+ Pox;

Je identicka linkovaci funkce, B1, B2 a 02 jsou nezndmé parametry (pFicemZ o2 je
rusivym parametrem) a x; jsou zndmé kovaridty.
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Priklad

Obrazek : Ukazka klasického regresniho modelu s homogennim rozptylem.
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Priklad

Priklad 4

Regresni modely s logaritmickou linkovaci funkci pro exponencialné a
gamma rozdélené zavisle proménné:

Yi ~ Ex()ti) = G(l, )\i)
Jsou proi=1,...,n nezdvislé ndhodné velitiny (EY; = p; = A;),

8(pi) = Inp; = B1 + Box;

Je logaritmickd linkovaci funkce, B1, B2 jsou nezndmé parametry a x; jsou zndmé
kovariaty.
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Priklad

Obrazek : Ukdzka GLM modelu s linkovaci funkef ¢(y#) = Inp pro exponencialng
rozdé&lenou ndhodnou veli¢inu Y.
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Priklad

Jestlize Y; ~ G(a, B; = L) jsou pro i =1,...,n nezévislé ndhodné velitiny
(EY; = u; = aBi), §(ui) = Inp; = B1 + Bax; je logaritmicka linkovaci funkce,
B1,B2aa= % jsou nezndmé parametry (« je rusivy parametr) a x; jsou zndmé
kovariaty.
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Priklad

Obrazek : Ukdzka GLM modelu s linkovaci funkef ¢(p#) = In pt pro ndhodnou veli¢inu Y
s gamma rozdé&lenim.
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Priklad

Priklad 5
Poissonovska regrese:

Y; ~ Po(p;)
Jsou proi=1,...,n nezdvislé ndhodné veliciny (EY; = u;),
g(wi) = Inp; = B1 + Box;

Je logaritmickd linkovaci funkce, B1, B2 jsou nezndmé parametry a x; jsou zndmé
kovariaty.
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Priklad

Obrazek : Ukazka poissonovské regrese s linkovaci funkei ¢(p) = Inp.
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Priklad

Ptiklad 6
Binomicka regrese:

Y; ~ Bi(n;, 7t;)

jsou proi=1,...,n nezdvislé ndhodné veliiny, kde

() =tn (2

Je logisticka linkovaci funkce, B1, B2 jsou neznamé parametry a x; jsou zndmé
kovariaty.

Nap¥iklad ve farmaceutickém experimentu miiZe byt n; pocet pacientii, kterym
byla poddna ddvka x; nového léku a Y; polet pacientii ddvajici pozitivni odpovéd’
na danou davku x; nového léku.

Jestlize pozorujeme, Ze Yf roste spolu s x;, hleddme model, ve kterém 7; je funkci
Xj, hodnot 0 < m; < 1. Proto model 7t; = B1 + Bax; neni vhodny, avsak

B1+ B2xi =In (17;“) obvykle pracuje dobre.
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Priklad

T
— 7-[1 .

11‘1(1

Obrazek : Ukdzka binomické regrese s linkovaci funkei ¢(77)
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Prakticky priklad

Priklad 7

V souboru ,,motak.Rdata” jsou uloZena data o lovu tetFeva dravcem jménem
Motdk pilich (Circus cyaneus) v zdvislosti na vyskytu tetfeva. Oznacme Y
procento zkonzumovanych tetfevii a x; polet tetfevii v dané oblasti. Teorie
zabyvajici se chovanim téchto dravci navrhuji k modelovani pouZit vztahu

3
E(Y;) = ui

- 6+ x3"

kde Y; md Gamma rozdéleni. Je tedy t¥eba odhadnout neznamé parametry o a .
UZitim linkovaci funkce inverse dostavame

1 1 )
1w 3°
i ox o oax
Definovani novych parametrii By = 1/a a B1 = 6/ dostavame linedrni vztah

1 1
— =PBo+ P15
Hi Po ﬁlX?
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Prakticky priklad

Konzumace tetreva motakem

030 035
L

025
L

pomer zkonzumovanych tetrevu

005 010
L L

Obrazek : Aplikace Gamma regrese s linkovaci funkef ¢(p) = 1/ na data motak.
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Odhady neznamych parametri v GLM

V&imnéme si, Ze rozdéleni ndhodnych veli¢in Y; jsou stejného typu a logaritmus
sdruzené vérohodnostni funkce m3a tvar

* - S yz i 9')

roy) = Lheaw) = 1 (LT a)).

i=1 i=1

Odhad nezndmych parametri metodou maximalni vérohodnosti dostaneme
FeSenim rovnic typu

al* N _
@ = Un(ﬁ) =0

Podle véty 5 konverguje matice druhych parcidlnich derivaci skoro jisté k matici
—Jn, ktera je pti regularité systému hustot negativné definitni.
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Reseni vérohodnostnich rovnic |

Véta 11

Mé&jme nahodny vyb&rY = (Y1,...,Yy)", ktery se Fidi zobecn&nym linedrnim
modelem s linkovaci funkci

sw)=xB=y; i=1,...,n

Predpoklddejme, Ze proi =1, ...,n existuji pFislusné derivace ' (6;),v" (6;) a
plati

EY; =p;=9'(6;)  DY;=1"(6:)9i(¢)-
Pak

ey v i (Yi— ) o
uj = u;(B) ZiiDYi o (6)

oxixi ()
h=h® =L (5) ™
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Reseni vérohodnostnich rovnic |l

Véta 11

coZ Ize zapsat maticové

U, = UL(B) = (Uj,..., U})" = X'WQr (8)
a k
n=Tu(B) = (), _, = XWX, (9)
kde
r=(r1(B),....m(B))" n=Yi—pi=Y,—g "(XB)
N 2
W = diag{w1(B), ..., wu(PB)} w; = DlYZ- <g‘:¢l>
Q—dinglnu(B) 4B} 4= 5
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Reseni vérohodnostnich rovnic

~

Resime tedy vérohodnostni rovnice

* n al

Z 3[3;

Ty nejsou linearni vzhledem k nezndmym parametrdm, musi se YeSit numerickou
iteraci.

xij(Yi— pi) oy -
ZiDY =0 j=1,...,k

] i=1 i ar/l
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Newton—Raphsonova metoda

Chceme-li najit ¥eSeni systému nelinedrnich rovnic Uj;(B) = 0, Ize pouZit
nasledujici iterativni postup:

© Nejprve provedeme linearizaci pomoci Taylorova rozvoje v okoli bodu B,

kde By, je n&jaky potatetni odhad: U%(B) ~ Us(B,) + UL (By) (B — By)-
Protoze U;;(B) = 0, pak po jednoduchych tpravich dostaneme

, -1
B~By— Ui (B)]  Ui(By):

@ Odhady parametril v s-tém kroku jsou ziskany ze vztahu

5 _ gD _ [U;;/ (B(H)ﬂ - ur (l?(s_l)> '

© Iteralni proces popsany v ptedchozim bodé pokraluje tak dlouho, dokud

~(s+1)  =(s)

B B =0
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Metoda skorovani

Alternativni procedurou k Newton-Raphsonové& metodé je tzv. metoda skérovani,
kdy se matice druhych parcidlnich derivaci U,’;/ (B) nahradf jeji st¥fedni hodnotou,
tj. matici —J,(B), kde J(B), je informa&ni matice.

Druhy iteraéni krok pak upravime takto:

B(S)

~(s—1)

=p

+ [mﬁ“‘”)} Tup ).

VyuZijme vztah(:

U,(B) =X'W(B)Q(B)x(B) a Ju(B) =X'W(B)X

a dostavame itera&ni rovnici

XTW(B(S—l))XB(S) _ XTW(B(S—l))Z(B(S—l)),
kde
23" = X" 1 0@ V)¢ Y)
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Testovani hypotéz v GLM modelech

Véta 12

Me&ime ndhodny vybér Y, = (Y1,...,Yn)", ktery se ¥idi zobecnénym linearnim
modelem s matici vysvétlujicich proménnych X, . Pfedpokladejme, Ze pro
i=1,...,n existuji pFislusné derivace '(6;),7" (6;) a plati

EY; =ui=9'(6;)  DY;=v"(6:)i(9).

Déle mé&jme matici Cy; s hodnosti h(C) = q < k. Platili hypotéza:
Hy : C"B =0, pak Waldova statistika

A

W= EIALEC (CTJW(.B)AC> B CTBMLE XZ(Q)/

kde BMLE Je maximalné vérohodnym odhadem vektorového parametru B.
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Dusledek

Hypotézu
HO : CTﬁ =0

zamitame na hladiné vyznamnosti «, pokud plati
2
W > X1—a (Q)

Protoze odhad B, konverguje za predpokladu existence E(I*(B)) skoro jist& k B,
aproximujeme pfi vypoctu Waldovy statistiky W Fisherovou informaéni matici

Jn(B) matici J, (BMLE)'
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Prakticky

Testovat hypotézu
Hp:Bj=0
proj=1,...,k Ize vice zplsoby:
@ Pomoci Waldovy statistiky W, a to p¥i specialni volb&

C=c1=00,...,1,...,0)".

@ Pomoci vztahu
- A _
.~ N{(B,sx=1(] 1 )/
:BMLE,] (ﬁ] jj ( ”(ﬁ) )]]

pficemz hypotézu zamitame, pokud

|EMLE,1‘
*
\/ il

kde opét Fisherovou informa&ni matici J,(B8) aproximujeme maticf]n(BMLE).

> ui_

o
57
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Ovérovani vhodnosti modelu

Definice 13
Maximalni GLM, ktery oznatime GLMy,4y, spliiuje nasledujici podminky

(1) Maximalni model je zobecn&ny linedrni model se stejnym typem rozdé&leni jako
zkoumany GLM model.

(2) Maximalni model a zkoumany maji stejnou linkovaci funkci.
(3) Potet parametrii maximalniho modelu je roven pottu vysvétlovanych velicin
1, maximaln& vérohodny odhad parametru B, . je n-rozmérny vektor g, .

Definice 14

Minimalni GLM, ktery ozna&ime GLM,,;,;, spliiuje ndsledujici podminky

(1) Minimalni model je zobecn&ny linedrni model se stejnym typem rozdé&leni jako
zkoumany GLM model.

(2) Minimalni model a zkoumany maji stejnou linkovaci funkci.

(3) Potet parametrii minimalniho modelu je roven 1, maximdlng v&rohodny odhad
parametru B, . je skalar B,,.
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Submodel

Definice 15

Mé&jme zobecnény linedrni model s matici pldnu X,,; a vektorem nezndmych
parametrd B. Submodel, ktery ozna¢ime GLMy,;, spliiuje nasledujici podminky

(1) Submodel je zobecn&ny linedrni model se stejnym typem rozdéleni jako
zkoumany GLM model.

(2) Submodel a zkoumany model maji stejnou linkovaci funkci.

(3) Vektor nezndmych parametrii B, ;, € R7a matice planu Qy x4, pro kterou plati

anq = ankaxq‘

Aby GLM,;, byl submodelem modelu GLM, musi kaZdy sloupec matice Q patfit
do obalu sloupcli matice X. To bude splnéno pravé tehdy, bude-li Q typu

anq = ankaxq-

Je tfeba si uvédomit, Ze GLMy,;, je specidlnim p¥ipadem modelu GLM. Plati-li
tudiz pro ndhodny vyb&r Y model GLMj,,;, plati pro Y také model GLM.
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Deviace

Deviace v zobecnénych linedrnich modelech je obdobou rozptylu u klasickych
linedrnich regresnich model(i. Deviace je tedy kritériem vhodnosti zobecnéného
linedrniho modelu. Jak bude patrné z definice, metoda maximalni v&rohodnosti
totiz odpovida hledani minima deviace modelu.

Definice 16
M&jme modely GLM a GLM,;;55. Necht ndhodny vyb&r Y se ¥idi modelem

GLM. Skalovou deviaci modelu GLM (scaled deviance) rozumime statistiku

D=2 I"Be¥) ~I'(BY)]

kde Bmx,ﬁ jsou odpovidajici maximalné v&rohodné odhady.

Jan Kolatek (P¥F MU) M5VMO5 Statistické modelovani

50 / 57



Ovérovani vhodnosti submodelu

Véta 17

Méjme zakladni model GLM s B € Rk a jeho submodel GLMy,;, s By € RY,
pticemZ q < k < n. Ddle necht ndhodny vyb&rY se Fidi modelem GLM a plati

i) existuji druhé parcidlni derivace hustoty f(y; B) podle sloZek B,
y
.5, (viB)
(ii) plati E (%m) =0 (,j=1,...,k

(iii) a existuje EI*(B;Y).
Plati-li hypotéza, Ze submodel GLMg,, je vhodny, pak asymptoticky Ize
rozdélenf statistiky AD = Dy, — D aproximovat rozdé&lenim x*(k — q), tj.

A
AD = Dgp —D ~ Xz(k - q)
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Analyza rezidui

Nejznaméjsi typy rezidui pouzivanych v GLM :

(a) Standardizovana rezidua (linear): téZ Pearsonova

(b) Standardizovana transformovana rezidua (transformed linear)
(c) Deviatni rezidua (deviance residual)

rp = sign(Y; — i) /i,

D = 2[1* (byax;Y) — I*(b;Y)] = ) ds.

M-

I
—

Jest& lepsi vlastnosti maji tzv. korigovana deviatni rezidua (bias-adjusted
deviance residual)

AP = sign(Y; — 1) \/di + p3 (1) /

p3(u) =E (%)
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 1

V souboru ,, tozic.RData" jsou uvedeny hodnoty mnoZstvi jedovaté latky, ktera
vznikd jako vedlejsi produkt pFi uréitém chemickém procesu. Datovy soubor
obsahuje tyto proménné:

VOL objem vzniklé jedovaté latky (litry)
TEMP teplota p¥i chemickém procesu (°C)
CAT hmotnost katalyzatoru (kg)

METHOD  metoda pouZitd pFi vyrobé (kategoridlni proménnd — A,B)

Hledejte vhodny model pro popis zavislosti objemu jedovaté latky na podminkach
procesu. Testujte nejprve, zda pouZitd metoda md vliv na vysledny objem jedovaté

latky. Pomoci stepwise procedury najdéte nejvhodné&jsi linearni model a
nejvhodnéjsi zobecnény linearni model. U obou modeli ovéfte normalitu residui.

[Metoda m3 vliv, vhodny model: VOL = By + $1METHODB + S, TEMP, residua jsou
normalni]
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Ulohy k procvigeni |

Pfiklad 2

V baliku ,, car”, proménné ,, SLID" jsou uvedeny vysledky prizkumu z roku 1994 v
kanadské provincii Ontario. Prizkum se zabyval vlivem né&kterych faktori na mzdu

respondenti. Datovy soubor obsahuje tyto proménné:

wages
education
age

sexr
language

hodinovd mzda (kanadské dolary)

pocet let vzdé&lavani (roky)

vé&k (roky)

pohlavi (1 — Zena, 2 — muz)

Jazyk (1 — angli¢tina, 2 — francouzstina, 3 — ostatni)
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Ulohy k procvigeni Il

Priklad 2

Hledejte vhodny model pro popis zavislosti platu respondenta na ostatnich
faktorech.

© Zkuste nejprve pouZit klasicky linedrni model, najdéte nejvhodnéjsi model a
proved'te analyzu residui. Jsou splnény predpoklady modelu?

@ Stale uvaZujte linearni model. Misto proménné wages uvaZujte log (wages).
Opét naleznéte nejvhodnéjsi model. Zkuste také pFidat dvojné &i trojné
interakce proménnych. Zlepsi se kvalita modelu?

© Pomoci stepwise procedury najdéte nejvhodnéjsi zobecnény linearni model.

[(1) Vhodny model: wages = By + Brage + Breducation + Bzsex, residua
nejsou normalni, (2) kvalita se zlep¥i p¥idanim dvojnych interakci, (3) vhodny
model: wages = B + B1age + Preducation + BzsexMale + Siage:sexMale +
Bseducation:sexMale + Bgage:education.]
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Ulohy k procvigeni |

Priklad 3

V souboru ,, novorozenct.RData" jsou uvedeny porodni hmotnosti novorozencii a
informace o jejich rodi¢ich. Datovy soubor obsahuje tyto proménné:

hmnov porodni hmotnost novorozence (g)
vyska vyska matky (cm)
hmmat hmotnost matky (kg)

prir vahovy pfiristek matky b&hem t&hotenstvi (kg)

pohlavi pohlavi ditéte (0 — divka, 1 — chlapec)

stav stav matky p¥i porodu (1 — svobodnd, 2 — vdand, 3 — rozvedend,
4 — vdova)

vzdmat vzdé&lani matky (1 — zakl., 2 — vyué., 3 — stfedosk., 4 — vysokosk.)

vzdot vzdélani otce (0 — neuved., 1 — zakl., 2 — vyué., 3 — stFedosk., 4

— vysokosk.)
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Ulohy k procvigeni Il

Priklad 3

Hledejte vhodny model pro popis zavislosti hmotnosti novorozence na jeho
rodicich. Testujte nejprve, zda pohlavi ma vliv na porodni hmotnost. Pomoci

Yy

stepwise procedury najdéte nejvhodnéjsi model. U modelu ovéfte normalitu residu.

[Pohlavi ma vliv, vhodny model:
hmmat = B + Biprir + Brpohlavil 4 Bzvzdotl 4 Byvzdot2 + Bsvzdot3d +
Bevzdot4 + Byvyska + Bghmmat : pohlavil, residua jsou normalni]
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