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Jméno: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Na každý př́ıklad źıskáte nezáporný počet bod̊u.

Minimum (včetně semestrálńı ṕısemky) je 30 bod̊u.

Na práci máte 90 minut.

1. (6krát ±1 bod — správně 1 bod, chybně −1, bez odpovědi 0)
Odpovězte (škrtnut́ım nehod́ıćıho se ano nebo ne na patřičném řádku),
zda jsou pravdivá následuj́ıćı tvrzeńı (čtěte velmi pozorně!):

(a) ano — ne Pro všechna přirozená č́ısla n plat́ı ϕ(2n) = ϕ(n).

(b) ano — ne Diofantická rovnice xn + yn = zn s neznámými x, y, z ∈ N nemá pro parametr
n ∈ N \ {1} žádné řešeńı.

(c) ano — ne Relace dělitelnosti na množině celých č́ısel je antisymetrická.

(d) ano — ne Binomická kongruence xn ≡ a (mod p), kde a, n ∈ N a p je prvoč́ıslo splňuj́ıćı
(n, p− 1) = 1, má jediné řešeńı modulo p.

(e) ano — ne Je-li celé č́ıslo g primitivńım kořenem modulo m ∈ N, pak je primitivńım kořenem
také gd pro libovolné d ∈ N, pro které (d, φ(m)) = 1.

(f) ano — ne Je-li m liché složené č́ıslo, a ∈ Z takové, že
(
a
m

)
= −1, pak kongruence

x2 ≡ a (mod m) neńı řešitelná.

2. (6 bod̊u) Určete, pro které hodnoty prvoč́ıselného parametru p má rovnice

2x2 − x− 36 = p2

celoč́ıselné řešeńı. Zd̊uvodněte a rovnici vyřešte.

3. (6 bod̊u) Rozhodněte, pro která přirozená č́ısla n plat́ı 3n ≡ n (mod 13). Je č́ısel vyhovuj́ıćıch této
kongruenci nekonečně mnoho?

4. (8 bod̊u) Určete počet řešeńı kongruence 3x2 + 6x+ 1 ≡ 0 (mod 4673), v́ıte-li, že 4673 je prvoč́ıslo.

5. (8 bod̊u) Uvažte speciálńı prvoč́ıslo m = 2017 a určete:

(a) inverzi c kolumbovského č́ısla 1492 modulo m, pro ńıž nav́ıc 1 ≤ c ≤ m,

(b) počet a součet dělitel̊u č́ısla c,

(c) všechna n ∈ N taková, že ϕ(n) = m,

(d) počet přirozených č́ısel menš́ıch než m, nesoudělných s 25.

6. (6 bod̊u)

(a) Dokažte, že má-li a řád r modulo m, má ak modulo m řád r
(r,k)

.

(b) S využit́ım předchoźı části dokažte, že č́ıslo a, které je kvadratickým zbytkem modulo prvoč́ıslo
p, nemůže být primitivńım kořenem modulo p.

(c) S využit́ım předchoźıch část́ı dokažte, že je-li a ∈ N primitivńı kořen modulo prvoč́ıslo p = 719,
pak muśı být větš́ı než 10.

Pozn: Využ́ıt výsledek předchoźı části m̊užete i v př́ıpadě, že jste ji nevyřešili.


