1. KONVEXNI OBAL V ROVINE

Konvexni mnoziny a konvexni obaly v roviné. Pripomenme si, ze mnozina K
v roviné je konvexni, jestlize s kazdymi dvéma body obsahuje i tsecku, kterou urcuji.

OBR 1.1 Konvexni a nekonvexni{ mnozina

Kazdy bod r na tsecce pq lze zapsat jako tzv. konvexni kombinaci bodu p a ¢:
r=Ap+(1-XNg, kdee][0,1].
Pro soutadnice (r,,7,) bodu r to znamena
ry =Apy + (1 = N)gy.

Prunik konvexnich mnozin je evidentné opét konvexni mnozina. Konvexni obal
CH(P) mnoziny P v roviné je nejmensi konvexni mnozina obsahujici mnozinu P,
mnozinové to lze zapsat takto:

CH(P)= (] K
K DP konvexni

My se budeme zabyvat algoritmy, které efektivné najdou konvexni obal pro kone¢nou
mnozinu P. V tomto piipadé bude

CH(P) = N H.

HDP polorovina

Pritom se staci omezit na poloroviny urc¢ené dvojici bodu z mnoziny P, v nichz lezi
i zbyvajici body mnoziny P. Konvexnim obalem konecné neprazdné mnoziny s aspon
dvéma body je tedy konvexni mnohothelnik, ktery muze zdegenerovat na tsecku.

Naivni algoritmus. V této sekci si ukazeme, ze pouhd znalost matematické defi-
nice jesté nestaci k vytvoreni dobrého algoritmu. Algoritmus bude hledat orientované
usecky pq, které tvori hranici konvexniho obalu orientovanou ve sméru hodinovych
rucicek. Je zalozen na tom, ze v tomto ptipadé nelezi nalevo od orientované ptimky
pq zadny bod mnoziny P.

OBR 1.2 Nalevo od orientované piimky pq nelezi zadny bod mnoziny P.

Skutecnost, ze bod r lezi nalevo od orientované piimky pq lze matematicky zachytit
podminkou na determinant, jehoz radky tvofi souradnice vektoru ¢ — p a r — p:

det Qe — Pz Qy_py > 0.
Te =Dz Ty — Dy

Tento determinant matice 2 x 2 1ze zapsat i jako determinant matice 3 x 3

L pa py
det {1 g, gqy
1 ry ny
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Casova naroénost tohoto algoritmu pii n bodech na vstupu je O(n?), nebot prochézime
vSechny orientované piimky a pro kazdou testujeme, kde lezi zbyvajici body. Dalsim
nedostatkem je skutec¢nost, ze algoritmus je nestabilni. Jestlize tii body py, p2, p3 lezi
na jedné primce, muze nastat situace, kdy orientované usecky pips, pops a pips jsou
prvky mnoziny hrani¢nich usecek F. Pak ale muze nastat problém s jejich usporadanim
do posloupnosti ve sméru hodinovych rucicek.

OBR 1.3 Tti body mnoziny P na jedné hrani¢ni tsecce.

Lepsi algoritmus. Daleko lepsi vysledek dostaneme, kdyz body mnoziny P pied
hledanim hrani¢nich tsecek konvexniho obalu vhodnym zptsobem usporadame. Pouzijeme
lexikografické usporadani bodu nejdiiv podle souradnice x a potom podle souradnice

y. Tedy

p<gq pravée kdyz p, < ¢, nebo (p, = ¢, a py, < q).

V tomto usporadani oznacme body od nejmensiho k nejvétsimu

P1<p2 <p3<-"<Pn-1<Pn

Body py, ktery je "nejvice vlevo”, a bod p,, ktery je "nejvice vpravo”, tedy urcité lezi
na hranici konvexniho obalu a rozdéluji ji na horni a dolni ¢ast. Abychom se vyhnuli
dlouhym formulacim, budeme ponékud neptesné mluvit o hornim a dolnim konvexnim
obalu, misto abychom mluvili o horni a dolni ¢asti hranice konvexniho obalu.

OBR 1.4 Horni (modry) a dolni (zeleny) konvexni obal.

Usporadani bodu horni hranice konvexniho obalu ve sméru hodinovych rucicek ko-
responduje s jejich lexikografickym uspoiradanim. Proto nas algoritmus bude postupné
hledat horni konvexni obal mnozin

PZ' = {p17p27 s 7p7,}

od i = 2 do © = n. Podobnym zpusobem pak bude postupné hledat dolni konvexni
obal mnozin

{pnfiupnflJrl s 7pn717pn}
prot=1don—1.

Necht £ je lexikograficky uspoiddany seznam vrcholi hornfho konvexniho obalu
mnoziny P;. Ten vzdy obsahuje body p; a p;. Nyni zménime seznam L tak, aby byl
tvoren vrcholy horniho konvexniho obalu mnoziny P;;;. V ném musi byt lexikograficky
nejvetsi bod p;y1, proto jej pridame do L.

Body nepatrici do horniho konvexniho obalu mnoziny P;1; vylou¢ime ze seznamu £
postupné takto: Vezmeme v £ posledni tii vrcholy p; < p; < piy1. Jestlize bod p;4q lezt
vpravo od orientované piimky p;p;, budeme tikat, ze body p;, p; a piy1 tvori zatdcku
vpravo. V tomto piipadé seznam £ ménit nebudeme, nebot body mnoziny P;_; lezi
vpravo od orientované piimky p;p;+1. Mame tedy seznam vrcholi horniho konvexniho
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obalu mnoziny P;;; a muzeme zacit hledat seznam vrcholi horniho konvexniho obalu
mnoziny Piio, je-li i +2 < n.

OBR 1.5 Zatacka vpravo.

Jestlize body p;, p; a p;y1 netvoii zatacku vpravo, pak ze seznamu £ vyloucime
prostiedni z nich, tedy p;. Jestlize totiz p; lezi na tsecce p;p;y1, tak ho k popisu
horniho konvexniho obalu nepotiebujeme, i kdyz na ném lezi. Jestlize p; . lezi vlevo
od orientované piimky p;p;, pak p; lezi vpravo od orientované piimky p;p;+1 a neni
tedy v hornim konvexnim obalu mnoziny P;;.

OBR 1.6 Situace, kdy posledni tfi body v £ netvoii zatacku vpravo.

Po vylouceni bodu p; ze seznamu L vezmeme opét posledni tii body tohoto seznamu,
pokud existuji, a provedeme s nimi stejnou proceduru. Tu provadime tak dlouho, az

e v seznamu L zustanou pouze dva body,
e nebo posledni tii body seznamu L tvori zatacku vpravo.

Tim je hledani seznamu vrcholi horntho konvexniho obalu pro mnozinu P; ukonceno.
Tento postup si ilustrujme na piikladu pomoci néasledujici animace.

ANIMACE 1.1

Vrcholy dolniho konvexniho obalu ziskdme analogicky:.

Pseudokdd a casova narocénost. Vyse uvedeny slovni popis muzeme formalizovat
pomoci nasledujicitho pseudokdédu:
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Veéta 1.1. Vyse uvedeny algoritmus je korektni a jeho casovd ndrocnost v zavislosti
na poctu bodiu mnoziny P je O(nlogn).

Diikaz. Dukaz, ze pomoci algoritmu dostaneme seznam vrcholu konvexniho obalu
mnoziny P usporadany ve sméru hodinovych rucicek se redukuje na dukaz, ze al-
goritmus nam d& seznam vrcholu horniho, popt. dolniho konvexniho obalu sefazeny
lexikograficky. Dukaz pro horni obal se provadi induktivné: Ukazeme, ze ze seznamu
vrcholu pro horni konvexni obal mnoziny P; vytvoti algoritmus seznam vrcholi horniho
konvexniho obalu mnoziny P, ;. To provadime stejnymi ivahami jako pti slovnim po-
pisu algoritmu. Prakticky zaméreného ¢tenare jimi jiz nebudeme unavovat. Teoreticky
zaméfeny Ctendar se je muze pokusit zvladnout sam.

Co se tyce casové narocnosti, tak prvy krok, usporadani n bodu v lexikografickém
usporadani trva, jak je dobfe znamo, c¢as O(nlogn). Ukazeme, ze zbyvajici cast al-
goritmu zabere pouze ¢as O(n). Kazdy z bodu mnoziny P do seznamu £ pro horni
konvexni obal vkladame pravé jednou a nejvyse jednou jej vyndavame. Tyto akce
provedeme v konstantnim case. Tedy Casova narocnost vytvoreni seznamu musi byt
umérnd poc¢tu bodu.



Ctendf jisté sam pfijde na fadu zpusobt, jak vyse uvedeny algoritmus vylepsit.
Nicméné zadné z nich ¢asovou naroénost nevylepsi na néjaky odhad lepsi nez O(n logn).

i

Jiny algoritmus. Pro konvexni obal v roviné existuje rada dalsich algoritmu. Na-
znacime jeden z nich, ktery je vhodny pouzit v pripadé, pokud dopfedu vime, ze pocet
vrcholu konvexniho obalu bude vzhledem k po¢tu bodu mnoziny P maly. Postup al-
goritmu pripomind baleni, proto se nazyva Gift wrapping.

Pro zjednoduseni predpokladejme, ze zadné t¥i body nelezi v piimce. Nejdiive na-
jdeme bod mnoziny P nejvice vlevo (pfesnéji, nejmensi ve vyse uvedeném lexiko-
grafickém uspotradani) a ozna¢me jej p;. Z bodu p; vedeme piimky do dalsich bodu
mnoziny P a pocitame jejich smérnice. Necht p, je takovy bod, Ze pip, mé z téchto
piimek nejvétsi smérnici. Nyni z bodu ps vedeme spojnice do zbyvajicich n — 2 bodu
mnoziny P. Z nich vybereme bod p3 tak, aby konvexni ithel Zp1pops je nejvétsi. Timto
zpusobem pokracujeme, az se dostaneme zpét do bodu p;. Tim jsme zakoncili baleni
mnoziny P do konvexniho obalu. Je-li konvexni obal k-thelnik, je ¢asova narocnost
tohoto algoritmu O(kn). V kazdém z k vrcholu stravime ¢as O(n).

ANIMACE 1.2



