Nahodné veltiny
Zavedeni ndhodné veiny a transformované nahodné vely
Vysledky nahodného pokusu Ize popsat realnyisty (resp. realnymi vektory) pomoctjakého zobrazenK : Q - R

resp.X = (Xl,...,X 0 )3 Q - R" . zobrazeni, které moznému vysledkprizadiéislo X(®) nebo rkolik cisel Xu(w),
..., Xp(w). Nag. pii hodu kostkou Ize poloze kostkislem i nahoru (tj. moZznému vysledk) prifadit¢isloi, i=1, 2, ...,

6.

Pokud bude toto zobrazenispvat podminku tzv. gtitelnosti, tj. pro vSechna reali#sla x je mnozina

{(JC 0Q; X((L) < X} jev vzhledem k jevovému pall, pak se X nazyva aX = (X, ..., X,) se nazyva
(se slozkami X ..., X,). Cislo X(o) se nazyvé nahodné veliny X prisluSnd moznému

vysledkum.

(Nehrozi-li nebezp# nedorozurdni, ndhodnou velinu i jeji ¢iselnou realizaci zééme tymz symbolem X.)
V nékterych situacich pétbujeme ndhodnou veéinu X transformovat pomoci funkce g nia

4 (XY
Y = g(X). Nagt. X — primér nahodg vybrané kulkiky do kulickového loZiska,Y =§T(Ej - objem kulgky.

llustrace nahodné vélny

{weRixw)sden (-0 x> X



Vztah mezi znakem a ndhodnou velou

Pojem ,znak", ktery jsme zavedli v popisné statistije sice blizky pojmu ,nahodna v&ha“, ale neni s nim totozny. Znak
muze byt povazovan za ndhodnou ¥eli, jestlize jeho hodnoty zji§jeme na objektech, které byly vybrany ze zaklaolnih
souboru ndhodn

Simultanni a marginalni nahodny vektor

Jestlize z nahodného vektoru,(X.., X,) vybereme &které slozky, naip Xy, ..., X, dostaneme

(Xk, ..., X). Pivodni nahodny vektor se v této souvislosti nazjivia [

Napr. vysledky gti zkouSek na konci semestru povazujen nahodné veliny Xq, ..., Xs, pficemz X, X4 jsou znamky ze

N s

dvou nejdilezitéjSich gredmeta. Nahodny vektor (X ..., Xs) je simultdnni, nahodny vektor £XX,) je marginalni.

Zapisovani jet pomoci nahodnych veéln

Zapis {(L 0Q; X(OC) [ B} znamena jev, Ze nahodna vila X se realizovala ¥iselné mnozi# B. Zkrace® piSeme
{xoB}.

Je-liB= (— °°,X> nebo B = {X} , jev {X < X} znamena, Ze nahodna velia X se realizovala hodnotou nejvySe x a jev

{X - X} znamena, Ze nahodna vela X se realizovala hodnotou X.



Popis pravépodobnostniho chovani nahodné &ely
Pii pozorovani realizaci nahodné valy si povSimneme, zeckteré jeji hodnoty se vyskytuji i prav-
dépodobnosti, jiné s mensi. Prapddobnostni chovani nahodné ¥ly X budeme popisovat pomoci

: ktera udava pravgpodobnost jevu, Zze ndhodna ¢ela X se realizuje hodnotou nejvyse X:

OxOR: d(x)=P(X < x)
Je to zidealizovany pr&gsek empirické distribtni funkce zavedené v popisné statistice:

DxDR:F(x)zM

Lze atekavat, Zze s rostoucim rozsahemdrgvého souboru se budou hodnoty empirické distnbtunkce
F(x) ustalovat kolem hodnot distritni funkced(x). Vlastnosti empirické distrilini funkce se fenaseji i
na distribiéni funkci — je to funkce neklesajici, zprava spofithnormovana v tom smyslu, ze

lim, ., ®(X) =0,lim, , ®(X)=1

Podobr se definuje i (X1, ..., Xp):
O(X,....x, ) OR™: ®(xy,...,x,) = P(X, < x, O...0X, < x.)
Distribucni funkce libovolného marginalniho nahodného vaks® nazyva

NejvétSi vyznam maji jednorozgmeé marginalni stribweni funkcedq(x,), ..., ©n(X,) jednotlivych slozek
nadhodnéh vektoru



Diskrétni ndhodné veiny
V praxi maji znany vyznam nahodné veéiny, které nabyvaji pouze kofi@@ nebo spéetne mnoha hodnot — jsou to

Priklady diskrétnich ndhodnych véh: pocet chyb, jichZ se dopustéjaké zdizeni za ufitou dobu, poet zakaznik ve
fronté, patet zmetk v denni produkci apod.

Pravd@&podobnostni chovani diskrétni nahodnéduayi popisujeme;

DxDR:n(x)z P(X =x)_

Je to zidealizovany pr&Eek cetnostni funkce zavedené v popisné statistice vislogti s bodovym rozloZenigetnosti:
Ox OR :p(x):M.

n
S rostoucim rozsahem Wfiového souboru se budou hodnéggnostni funkce ustalovat kolem hodnot pgatobnostni

funkce.
Vlastnosti¢etnostni funkce serpnaseji i na prawgodobnostni funkci, tedy pra#oodobnostni funkce

je nezaporn: X UR: TI(X) >0,
je normovan _Z_: T[(X) =1

s distribini funkci je spjata s@tovym vztahemIX LR CD(X) = Z T[(t)

t<x






Diskrétni nahodny vektor
Jestlize vSechny slozky nahodného vektory (X, X,) jsou diskrétni nahodné vaéiy, hovcrlme (o)

| Jeho pravé&podobnostni chovani je popséanio

D(xl,..., JOR":7(x,,...,x,)=P(X, =x,0...0X, =x,)

Pravdpodobnostni funkce libovolného diskrétniho margiitéd nahodného vektoru se nazyva marginalni graadbb-
nostni funkce. NejtSi vyznam maji jednorozzmeé marginalni pravgbodobnostni funkce;(x,), ..., w(X,) jednotlivych
slozek nahodného vektoru. Ziskame je tak, Ze hgdsiotultanni pravépodobnostni funkce seme ges vSech n-lipby-

vajicich promngnnych.



Spojité nahodné veiliny

DalSim velmi dilezitym typem vekin jsou — ty nabyvaji vSech hodnot Zjakého intervalu.
Priklady spojitych ndhodnych véin: rozmery sériow vyrakenych vyrobki, hektarovy vynos ¢aké zergdelskeé plodiny,
vysledky fiznych fyzikalnich a chemickychdieni apod.

Pravd@&podobnostni chovani spojité nahodnédmeli popisujeme: 0(Xx), coz je zidealizovany pro-
t¢jSek hustotyetnosti f(x) zavedené v popisné statistice v sdosiss intervalovym rozlozenigetnosti. S rostoucim roz-
sahem vybroveho souboru a klesajicimil&ami tidicich intervah se budou hodnoty hustatgtnosti ustalovat kolem hod-
not hustoty pravgpbodobnosti.

Vlastnosti hustotgetnosti se fenaseji i na hustotu praymbdobnosti, tedy hustota prasgbdobnosti

je nezaporn Ox OR : ¢(x)= 0,

]e normovan I¢ dX 1

—00

s distribini funkci je spjata integralnim vztahe@‘?( UR: CD J.(I)



Pozor —na rozdil od pravipodobnostni funkce diskrétni ndhodné &relf nemé
hustota pravébodobnosti spojité nahodné vty vyznam pravépodobnosti!
Jeji vyznam lze odvodit z integralniho vztahu mezi distnibtunkci a hustotou
pravcEpodobnosti.

'(T\ EJ‘\J
| :

|

-

; ?
Y Yaw x
Pravd@&podobnost, Ze ndhodna @hia se bude realizovat v intervalu (x, x+h], je:
x+h X x+h

P(x <X <x+h)=d(x+h)-o(x)= [¢(t)dt~ [o(t)dt= [ o(t)dt
Bude-li h dostaténé malécislo, Ize pigchu poc_loografem hxustoty nahradit
obsahem obdélnika o stranagx) a h, tj. P(X < XX+ h) = (I)(X)[h



llustrace vztahu mezi hustotéatnosti a hustotou pragpodobnosti
Nahodr vybereme n sérigwyrakénych sodastek, zrarime jejich délku a budeme se zajimat hustetnosti odchylek

téchto neéreni od deklarované délky sastky.

f(x)

f(x)

fi(x)




Spojity ndhodny vektor
Jestlize vSechny slozky nahodného vektory (X, X,) jsou spojité ndhodné veiny, hovaime o

. Jeho pravébodobnostni chovani je popsénio O(X1, ...y %)
Hustota pravépodobnosti libovolného spojitého marginalniho natéw vektoru se nazyva marginalni hustota
pravdEpodobnosti. Nej#tSi vyznam maji jednorozimé marginalni hustoty pragpodobnostip;(X1), ..., ®n(Xn)
jednotivych slozek ndhodného vektoru. Ziskame je talsitiltanni hustotu praég@odobnosti integrujemer@s vSech n-1
piebyvajicich poménnych



Stochasticky nezavislé nahodné wiely

Pti provedeni pokusu settbe stat, Ze se realizace jedné nahodnéingll daji jednoznéné urtit ze znamé realizace dru
nahodné vetiny X, tedy je mezi nimi funéni vztah Y = g(X). Takové ndhodné ity se nazyvaji deterministicky
zavislé.

Jejich protipélem jsou ndhodné iy stochasticky nezavislé: informace o realizadné z nich nijak ne#éni Sance,

S nimiz @i témz pokusu éekdvame realizaci druhé.

Napr. ndhodny pokus spiva v hodu dema kostkami. Nahodné veéina X udava peéet ok, ktera padla na 1. kostce a
nadhodna vetina Y udava peet ok, ktera padla na druhé kostce. NahodnéiuglX, Y jsou stochasticky nezavislé.
Stochastickou nezavislost nahodnychdmelzavadime na zakladnalogie £etnostni nezavislosti znak daném
vybérovém souboru, ktera se pouziva v popisné staidtiicisi platit multiplikativni vztah:

D(X’ Y) OR®: p(X, Y) = pl(x)p2 (Y) pro bodové rozloZersetnosti,
D(X’ Y) OR?: f (X, Y) = fl(X)fz(Y) pro intervalové rozloZeretnosti.

V poctu prav@podobnosti nahradim@tnostni funkci prawibodobnostni funkci resp. husta@ietnosti nahradime hustotou
pravdpodobnosti. Misto dvou ndhodnych veli X, Y miZzeme uvaZovat n nahodnych vai
Nahodné vetiiny Xj, ;lkdyZ plati:

0(xy,...,x, )OR" : 7(X,,..., X, ) = T4 (x,) 0. 0GT (X, ) v diskrétnim pipack,
|j(x1’°°°'xn) OR": ¢(X1" . "Xn) = q)l(xl) L. m)n(xn) ve spojitem fipac,
0(x,,...,x, )JOR™ : ®(x,,...,x, ) = D, (x,) .. (X, ) v obecném fipack.



Vybrana rozlozeni diskrétnich a spojitych nahodnychveli¢in

Motivace

Nyni se seznamime s$ghledem dlezitych pravédpodobnostnich furci a hustot prawgpodobnosti. Uvedeme nejenom
analytické vyjadeni €chto funkci, ale téz jejich grafy. Vy&time rovréz, v jakych situacich se Ize s uvedenymi
rozloZenimi prav&podobnosti setkat. Zvlastni pozornost budesm®mvat normalnimu rozlozZeni, které hraje velkou voli
celéradk praktickych aplikaci p&iu prav@&podobnosti a jak uvidime pogd i v matematické statistice.

Ozna&eni
Zname-li distribgni funkci ®(x) nahodné vetiny X (resp. pravépodobnostni funket(x) v diskrétnim pipack resp.
hustotu pravépodobnostip(x) ve spojitém fipact), pakiekneme, ze zname rozlozeni prgwadobnosti (zkracen

24

rozlozeni) ndhodné veélny X. Toto rozlozeni zavisi najakém parametrd, coz nejastiji je realnécislo nebo realny

vektor.
Zapis X ~ Li9) ¢teme: nahodna velna X méa rozlozeni L s parametres .



Pravdep. funkce Dg(1)




Pravdep. funkce A(0.75)

05 0 05 1 156 2




Nahodna vetiina X udava peéet Usgchia v posloupnosti n nezavislych opakovanych pdkus

piicemz pravdpodobnost usichu je v kazdém pokustl. PiSeme X ~ Bi(r8).

0jinak

(Alternativni rozlozeni je specialniniipadem binomického rozlozeni pro n = 1.
Jsou-li X, ..., X, stochasticky nezavislé nahodné &ely, X; ~ A(8),1=1, ..., n, pak X =’ X; ~ Bi(n, 9).)
i=1

0.6

0.4

0.2;

0

-0.2

Pravdep. funkce Bi(5,0.5)




Nahodna vetiina X udava péet neldspcha
v posloupnosti opakovanych nezavislych pakpiedchazejicich prvnimu
aspEchu, gicemz pravédpodobnost Usfthu je v kazdém pokusu rovia
PiSeme X ~ G&)

_J@-9)"8prox=0.1,...
™) =1 g jinak

Pravdep. funkce Ge(0.25)

0.3
021

0.1 -

0

-0.1
-1



V souboru N prvis je M prvki ozna&eno.
Nahodr vybereme n prvk bez vraceni. dhodna vetiina X udava péet
vybranych ozné&nych prvki. PiSeme X ~ Hg(N, M, n)

’(MIN—M]
*ATY prox=max{0, M - N +n}, ..., min{M, n}

7(X) = (N]
n

0 jinak

Pravdep. funkce Hg(10,7,5)

0.5
0.4/
0.31
0.21
0.11

0
0.1

101 2 3 4 5 6



Nahodna vetina X udava peéet udalosti, které nastan
v jednotkovéntasovém intervalu (resp. jednotkové oblasti}¢emz udalosti
nastavaji ndhodn jednotliv a vzajema nezavisle. Paramett > 0 je stedni
pocet €chto udalosti. PiSeme X ~ R(
(Poissonovym rozloZenim $ii nag. patet vyzev, které dojdou na telefonni
Ustednu khem utitéhoc¢asového intervalu nebo &t mikroorganizm
v zorném poli mikroskopu. Jde o tdce se vyskytujici jevy.)

X
—e? prox=01,...
n(X) = X!
0 jinak
Pravdep. funkce Po(5)
0.22
0.181 .
0.141 % -

0.11 .
0.06 *
0.02; "
-0.02

0 2 4 6 8 10 12 14 16



Vztah mezi pravdépodobnostni funkci binomického a Poissonova rozloaée
Necht nahodna vetina X ~ Pof) a ndhodna velina Y ~ Bi(n8,). Neclt 8, — 0 pro n— « a gitom ng,— A. Pak
pravdEpodobnostni funkce nahodné ¥aly Y konverguje k pravgpbodobnostni funkci nahodné uatiy X, tj.

|im(n}9ny(1—sn)"‘y e
n-e\y y!

(Aproximace binomického rozloZeni pomoci Poissonmzéozeni je vyhovuijici, kdyZz n > 30%a< 0,1.)

Priklad na Poissonovo rozlozenibélnice v gradelré obsluhuje 800 #eten. Pravébodobnost toho, Ze séipe getrhne
béhemcéasového intervalu délky t, je pro vSechiiatgna stejna a je rovna 0,005¢&te pravdpodobnost, Zedhem
intervalu délky t dojde k nejvySe 1@gtrzenim.
ReseniY — paiet pretrzeni wasovem intervalu délky t, Y ~ Bi(800;0,005).

0 (800
Presny vypoet: P(Y £10) = Z(y Jo,oosy (1- 0,005 = 0,997239

y=0
Ve STATISTICE: vypa@et pomoci funkce IBinom(10;0,005;800).
Aproximativni vypa@et: podminky dobré aproximace jsou sjpiy, parametr

LAy

A =ng =800.0,005 = £(Y <10)= Zye *=09971602

y=0 Y-
Ve STATISTICE: vypa@et pomoci funkce IPoisson(;4).



Nech’ G je konéna mnozina o n prvcich.
Nahodné vetiina X nabyva se stejnou preépodobnosti kazdé hodnoty
z mnoziny G. PiSeme X ~ Rd(G)

1 prox1G
n(x) ="
0 jinak
(Typickym pikladem je nahodné veéina udavajici péet ok i hodu kostkou.)

Pravdep. funkce Rd({1,2,...,10})
0.18

0.14;
0.061
0.021
-0.02

01234567 891011



Predpokladejme, Ze veélna X
- muze nabyt jakékoliv hodnoty medisly a, b
- pravéEpodobnost, Ze nabude hodnoty z jakéhokoliv intervabmto
rozmezi je stejna jako pragmbdobnost, Ze nabude hodnoty z jakéhokoliv
jiného intervalu stejné délky.
Jsou-li tyto podminky sptmy, pak X ma rovnogrné spojité rozlozeni na
intervalu (a, b). Hustota pra#dodobnosti nahodné véiny X je konstantni na
intervalu (a, b) a plocha podikkou hustoty tveéi obdélnik.
PiSeme X ~ Rs(a, b).

1 prox[(a,b)

o(x) =1 b-a
0 jinak

Hustota Rs(-1,2)

0.4
0.3i
0.2i
0.1i

0,

051050051 152 25




Priklad na rovnomérné spojité rozlozeni:Na automatické lince se pini lahve mlékeriisdbenim
nadhodnych vlivi mnozstvi mléka kolisa v intervalu (980 ml, 1020.rlazdé mnozstvi mléka v tomto
intervalu povazujeme za stéjmozné. Jaka je pravplodobnost, Ze v ndhoé&nybrané lahvi bude aspo
1000 ml mleka?

Reseni

X — mnozstvi mléka v nahodwvybrané lahvi, X ~ Rs(980, 1020),

1 1020
o) = {0 "X DO01020) iy - 1009 ] idx:4—10[x]18§3:%: 0,5

0jinak 100040



Nahodna vetiina X udava dobdekani na fichod

néjaké udalosti, ktera seirbe dostavit kazdym okamzikem se stejnou Sanci bez

ohledu na dosud p¢ekanou dobu. (Jde o tztekani bez pati.) Pritom %

vyjadiuje stedni dobuwekani. PiSeme X ~ EX(

Ae™ prox>0 1-e™ prox>0
o) = {o jinak Y {o jinak
Hustota Ex(2)
22|
18] |

14{ |

1
0.6:
0.21

-0.2




Priklad na exponencialni rozlozeniDoba (v minutach) pétbna k obslouzeni zakaznika v prodejn
potravin je nahodna veélna, ktera séidi I’OZ|OienI'ITEx(%j. Jaka je prawtbodobnost, ze doba ffebna

Isobslouienl’ nahodnvybraného zakaznika v této prodepude v rozmezi od 3 do 6 minut?

ReSeni

X — doba paebna k obslouZeni ndhasimybraného zékaznika, X ~ %xj

P(3< X < 6) = i%e_;dx:%(—s)[e_;} - .62+ ¢+ = 0,233,

S prav@podobnosti 0,233 bude zakaznik obslouzen ¥ dob3 do 6 minut.

(V systému STATISTICA slouzi k vygtu hodnoty distribtini funkce exponencialniho rozlozeni

s parametrerh funkce IExpon(x;lambda). V nasSerildack tedy do Dlouhého jména prémé napiSeme
=IExpon(6;1/3)-IExpon(3;1/3). Dostaneme vysledeX325.)

0,35

0.30

0o 1 2 3 4 & 6 7T 8 9 10 11 12 13 14



Tato nahodnd velina vznika nap tak, ze ke konstafifu
se fFicita velké mnozstvi nezavislych nahodnychwimirné kolisajicich kolem

nuly. Prongnlivost €chto vliva je vyjadena konstantoa > 0.
_(x-w?
e 2° . Grafem této hustoty je tzv.

Pigeme X ~ N(, 6°), hustotap(x) =
N(, 6) ap(x) o

Hustota N(1,0.5)

0.6 %
0.5 / \
0.4 \
0.3 / \

0.2




llustrace vzniku normalniho rozlozeni pomoci Galtowvy desky:

Deska obsahuje iad pravidel® uspdadanych klid, a to tak, Ze v k-téack je pra¥ k klini. Do otvoru nahie padaji
kulicky, které jsou v kazd&ad se stejnou prawgodobnosti 1/2 vychylovany vlevo nebo vpravo. Poslgdni radou je
n - 1 @ihradek, ve kterych se kdky shromazduji. Nasypeme-li do tohoto systému velké@zstvi kukek, vytvai

v prihradkach jakysi "kopec”, jehoz tvar je velmi podgtivaru grafu hustoty ndhodné watly s normalnim rozlozenim.
Nahodné vychylovani kwiek jednotlivymiradami gekazek je mozno chapat jako specialifjpgpd velkého mnozstvi
chybovych faktol, ndhod# pisobicich na &aky proces, jakosobeni mnoha blize nespecifikovatelnych wlikteré
ovliviwuji zcela nahodfirozlozeni jeho vysledku.

Obrazek




Hustota N(0,1) Distr. funkce N(0,1)




Priklad na normalni rozloZen: Vysledky u gijimacich zkou$ek na jistou VS jsou norm&tonzlozeny
s parametryt = 550 bod, ¢ = 100 bod. S jakou pravé&podobnosti bude mit nahatimybrany uchaze
aspa 600 bod?

Reseni:
X — vysledek nahodnvybraného uchaze, X ~ N(550, 109),
P(X > 600) = 1 — P(X 600) + P(X = 600) = 1 — P(X 600) =

—1— FfX;u < GOO—MJ =1- F{u < 60;’;3“) =1-®(0,5) = 1 — 0,69146 = 0,30854.

(0}
Ve STATISTICE: vyp@et pomoci funkce 1 - INormal(600;550;100)
Nahodr vybrany uchazebude mit u zkousSek asp600 bod < pravépodobnosti 0,31.

0,0045
0,0040}
0,0035
0,0030
0,0025
0,0020
0,0015{
0,0010}

03005,//////
0,0000 bt R
300 400 500 600 700 800
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Nékteré vlastnosti normalniho rozlozeni:

Jestlizex ~ N(u,02), pak :% ~ N(03).

Jestlizex ~ N(u,oz), avy=a+bx, paky ~ N(a+ bp,bzoz).

Jestlizex,..... x, jsou stochasticky nezavislé nahodnéanmeyi, x,~ N(,.02), i=1...n, Y=YX,, paky ~
=

Vyznam normalniho rozlozeni:

Normalni rozlozeni hraje Gsidni roli \ poctu prav@podobnosti i matematické statistice. Jeho vyznam
spaiiva jednak v tom, Ze normalnim rozlozenintisk pravé&podobnostni chovani mnoha nahodnych
veli¢in a jednak v tom, ze zaditych podminek konverguje k normalnimu rozlozenicgd nezavislych
nadhodnych vediin s tymz rozlozenim (viz centralni limitnéta).



X 2
Dvourozmérné normalni rozloZeni: ( 1j~ N, [ulj, 01 polgz
X H2/\po0, O,

X
Nahodny vekto (Xl] vznika ve dvourozrrnych situacich podolrjako skalarni nahodna vélha v bod (e).
2

_a(X,X,) _ 2 _ . _ 2
b (X1,X5) :;e 2, kdeq(xy,X,) = . 1 . [(Xl “1J _zpﬁ(l Hy d(z Mo _,{Xz Uz} }
-p

0.0,4/1-p? 0, 0, 0, O,
10,

Prop; =0, = 0,0:°=1,065°= 1,p = 0 se jedné& etandardizované dvouroznérné normalni rozlozeni

Vrstevnice a graf hustoty standardizovaného dvauéozého normalniho rozlozeni
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Upozornéni: Nasledujicit rozloZzeni — Pearsonovo, Studentovo a Fisherovo-
Snedecorovo — jsou odvozena ze standardizovanéhwhmoho rozlozeni. Maji
velky vyznam pedevSim v matematické statistiae kpnstrukci interval
spolehlivosti a testovani hypotéz. Vytadi hustotdchto rozlozeni neuvadime,

je pilis sloite












