Parametrické ulohy o dvou nezavislych ndhodnych vyisech z normalnich rozlozen

Motivace: V této situaci je nasim Gkolem porovnatesini hodnotyi rozptyly dvou normalnich rozlozeni na zakiamhalosti dvou
nezavislych nahodnych vy porizenych z &chto rozloZeni. Zpravidla konstruujeme intervaly spolehtiya® rozdil stednich hodnot
respektive hodnotime shodutestnich hodnot pomoci dvouw§iového t-testdi dvouvykErového z-testu a shodu rozgtydomoci F-testu.

RozloZeni statistik odvozenych z vysovych praméra a vybérovych rozptyla
Mame dva nezavislé nahodné ¥§a prvni pochazi z rozloZeni N o:%) a ma rozsahar® 2, druhy pochazi z rozlozeni( 2% a ma rozsah
(n, - 1S + (n, - 1S,°

vazeny piimér vybérovych rozptyi.
n,+n,-2

n, > 2. Ozn&me M, M, vybsrové pamery, Si°, S° vybsrové rozptyly aS.” =
Pak plati:

_ 2 . _ 2
a) Statistiky M—M,aS.* = (n, l)sl+ (n22 LS, jsou stochasticky nezavislé.
n,+n,-

b) U= (Ml_Mz)_(p-l_p-z)

2 : ~ N(0, 1). (Pivotova statistika U slouZtéSeni Gloh qu- p,, kdyZc:? a o,°zname.)

@i s
nl n2
s 2_ _2_. 2 _(n1+n2—2)&2~2 , ) - P _
c) Neclt 6;° =06," =: 0 pak K = v’(n.+ np- 2). (Pivotova statistika K slouZifie$eni Gloh o nezndAmém rozptyfu)
Y 52

(Ml_Mz)_(ul_uz)

d) Jestlizes;® =o,° =: 0% pak T = ~ t(n + np— 2). (Pivotova statistika T slouzikSeni Gloh qu- po, kdyZoi? a 6,2

nezname, ale vime, Ze jsou shodné.)

2 2
/S : . . Cerx o .
e) F =% ~F(n— 1, n— 1). (Pivotova statistika F slouzi&Seni Gloh @1%/ 6,2)
01 02



Vysvétleni:

ad b) Mi-M;, je linearni kombinace nahodnych ¥&lis normalnim rozloZzenim, ma tedy normalni rozlozeni s pargme
E(M1-M2) = wa- po,

D(M 1-M2) =01 2/n1+ 02 2/n2.

U se ziska standardizaci ¥ ,.

_ (g -082 _(n,-18,° : : . o _
ad c) Kk = ———~x(n-1) a Kk = —=—"2~y"(nx-1) jsou stochasticky nezavislé nahodnécueyi, tedy K = K+K; ~
(0) (0)
2
X (N + np- 2).

(My—M,) = (1 —1,) n, +n, - 2S/°
add)U=" 022 021 “~ <N, 1), K Ut ;2 S ~y%(n.+ np- 2) jsou stochasticky nezavislé, protoze-M
D
nl I"]2
_ U _ WM, -M,)-(y, -
M, a S.?jsou stochasticky nezavislé.= K = (v, 22 ( i 2)~ t( + np— 2).
B S 4+
n,+n,—2 \/n1 n,
(n, - 1S° (n, - 1S,
ade) K = 10—2 ~A(M-1) a Ko = ——5—~%(nx-1) jsou stochasticky nezavislé nahodnécieyi, tedy
1 2
Kl 2 2
F="1 S°/S,
K2 - ~F(n_|__11ri_1)
i 0,10,



Priklad: Necht’ jsou dany dva nezavislé nahodné &ryb prvni pochazi z rozloZzeni N(0,28; 0,09) a mn#&sah 16, druhy pochazi
z rozloZzeni N(0,25; 0,04) a ma rozsah 25. Jakégeddpodobnost, Ze vysovy pramér 1. vybiru bude ¥tSi nez vybBrovy primeér

2. vybsru?
Reseni
P(M, >M,)=P(M,-M, >0)=1-P(M, -M, <0)=1- (Ml_MZZ)_(“lz_ il
“h 9 01 + 92
nl n2
—1-p U< 928Y 025 |1 py< 035294 =1-d 035 = (035) = 0,63683
009 004
16 25

S prav@podobnosti fiblizné 63,7% je vyBrovy pamer 1. vykeru vétSi nez vylrovy pramer 2. vykeru.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:
0-l 0-2

Statistika M - M, se podle bodu (&)di rozloZzenim N{; — po, n—+—)
1 2
2
o,  o0,>_ 009, 004 L
kdep, —p, = 0,28 — 0,25 = 0,03#+ n2 s T am T 0,007225 {j. statistika M - M, ~ N(0,03;0,007225).
1 2

Oteweme novy datovy soubor o jedné pgamé a jednomijpadu. Do Dlouhého jména této prémeé napiSeme
= 1-INormal(0;0,03;sqrt(0,007225)).
V promenné Prom1 sebjevi hodnota 0,63793



Intervaly spolehlivosti pro parametrické funkce p-p,, 61705 °
Uvedeme ehled vzoré pro meze 100(1)% empirickych interval spolehlivosti pro parametrické funkge- p, , 612/ 65>

a) Interval spolehlivosti pros-pi,, kdyZo.® o,° zndme (vyuZiti pivotové statistiky U)

, o’ 0, 0’ 0,°
Oboustranny: (d, h) = (m mp — n—1+n—2 Uigr2, My — NMp + n—1+n—2 U1-o/2)
1 2 1 2

o’ 0’
Levostranny: (dy) = (M, — mp — n—l +n—2 Uy, )
1 2

2 2
9 9%

Pravostranny: e, h) = (eo,my — mp +
n, Ny

Uy -(x)

b) Interval spolehlivosti prauy-p,, kdyZc:> o,° nezname, ale vime, ze jsou shodné (vyuziti pivotove tgtiE
P Prou-p y :

Oboustranny:

1 1 1 1
d,hy=(m-m —&,/— +— .2+ p-2), M — mp +a,/— +— t1.2(Ni+np-2))
nl n2 nl n2

Levostranny: (dg) = (my, — m —s. /ni+ni t1.o(M+np-2), )
1 2
Pravostranny: ¢e, h) = (<o, my— m, + s, /ni+nit1ﬂ(n1+nz-2))
1 2



c) Interval spolehlivosti pro spalay neznamy rozptyd® (vyuZiti pivotové statistiky K)

— 2 _ 2
Oboustranny: (d, h){ (i 0y = 2 (n, +n, - 2s. ]

X2 (N + N, —2) ’XZG/Z (ny+n, =2)
(N +n, — 2)5*2 ,00

X21—0( (n;+n, -2

(N +n, — 2)5*2 ]

X% (n, +Nn,-2)

Levostranny: (dy) = {

Pravostranny: ¢e, h) = {—oo

d) Interval spolehlivosti pro podil rozpt“ylo—l2 (vyuziti pivotové statistiky F)
(@)

2

2 2 2 2
; s /s, s /s,
Oboustranny: (d, h ,
Vil )€F1_a,2(n1—ln2 -1 Fyp(np—1n, _1)]
, 2 /s,?
Levostranny: (deo) = % 1S ,00
y: (de) (Fl-a (ny—1n, -1 ]

. s’ /s,”
Pravostranny: ¢e, h) =| — o, F o l; D
a\'lh =40 —

Neni-li v bod (b) splrén predpoklad o shadrozptyk, Ize sestrojit aspopriblizny 100(1e)% interval

spolehlivosti prau-p.,.

2 2 2
V tomto gipact ma statistika T iiblizn¢ rozlozeni t¢ ), kde p@et stugit volnostiv = ((Sl fn +5, /nZ) . Neni-liv celé

S

¢islo, pouzijeme tabulkach kvntila Studentova rozlozeni linearni irpolaci.



Priklad: Ve dvou nadrzich se zkoumal obsah chléru (v g/l). Z prvnizedolylo odebrano 25 vzaikz druhé nadrze 10
vzorki. Byly vyposteny realizace vydsovych pamera a rozptyii: my = 34,48, m= 35,59, & = 1,7482, £ = 1,7121.
Hodnoty zji§éné z odebranych vzoipovaZujeme za realizace dvou nezavislych nahodnychrivglrozloZzeni Ny, ¢°) a
N(u,, 6°). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro roztt#dnich hodnof - .

Reseni
Uloha vede na vzorec z bodu (b). Vypeme vazeny @imer vybdrovych rozptyl a najdeme odpovidajici kvantily
Studentova rozlozeni:

g2z (M- 1s,” +(n, —1s,” _ 24[1,7482+9[1,7121
’ n,+n, -2 33
Dosadime do vzoitcpro dolni a horni mez intervalu spolehlivosti:

1 1
d=m-ms, ]/—+—t1-a/z(n1+nz-2) =
nl r‘2

= 34.48-35 59 4173840~ + - (2035 = -2.114
25 10

1 1
h = m—mp+s, ]/—+—t1-a/z(n1+nz-2) =
nl r]2

= 34.48-35 59 4173840~ + = (2035 = -0,106
25 10

=1,7384, t097433) = 2,035

-2,114 g/l <u; - pp <-0,106 g/l : praviEpodobnosti aspn0,95



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Oteeme novy datovy soubor o dvou prémmych d a h a jednontipadu.

Do Dlouhého jména pro&gnné d napiSeme
=34,48-35,59-sqrt((24*1,7482+9*1,7121)/33)*sqrt((1/25)+(1/10))*V Student(0FB)5;
Do Dlouhého jména pro&gnné h napiSeme

=34,48-35,59+
sqrt((24*1,7482+9*1,7121)/33)*sqrt((1/25)+(1/10))*VStudent(0,975;33)

1 2
d h
1| -2,11368 -0,10632

S pravé@podobnosti aspo0,95 tedy-2,114 g/l <y, - p < -0,106 g/l.




Priklad: V predeslém fikladk nyni predpokladame, Ze dané dva nahodné&mg/pochazeji z rozlozeni N{, ,°) a
N(u, 02°). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosid podil rozptyi.

Reseni
Uloha vede na vzorec z bodu (d).
. s’ Is,’ _ L7482/17121_17482/17121_ ¢
Fap (N —1n, -1) Fog7s(24.9) 36142
h= S.l2 /822 _ 17482/17121: 17482/],7121: 17482/],7121: 276

TF,M-Ln, 1) Fups(49)  1/F,,s (924  1/27027
2
0,28 <G—12 < 2,76 s prawgpodobnosti aspn0,95.

0,

Vypodcet pomoci systému STATISTICA:

Oteweme novy datovy soubor o dvou préimych d a h a jednontipadu.

Do Dlouhého jména proénné d napiSeme

=(1,7482/1,7121)/VF(0,975;24;9)

(Funkce VF(x;ny;omega) gta x-kvantil Fisherova — Snedecorova rozlozenyFgmega).)
Do Dlouhého jména proénné h napiseme

=(1,7482/1,7121)/VF(0,025;24;9)

1 2
d h
1| 0,282521 2,759698

S pravdipodobnosti aspo0,95 tedy plati: 0,28 6,7 6,° < 2,76




Jednotlivé typy testi o parametrickych funkcich pu-p, 6170, 2
a) Necli X,;,..., Xy, je nahodny vy#r z rozloZzeni Nifs, 61°) @ X5;,..., X5, je na #m nezavisly nahodny v z
rozlozeni Nfi, 02°), piicemz n > 2, > 2 ac,%, o,° zndme. Neahc je konstanta.
Test H: py —up = ¢ proti H: u; —pp # ¢ se nazyva ]
b) Neclt X,,,..., Xy, je nahodny vyér z rozlozeni N, 6°) a X 5y,..., X5, je na #m nezdisly nahodny vybr rozlozen
N(p2, o), piicemZ n > 2 a n> 2 ac® nezname. Necte je konstanta.
Test H: wy —pe = ¢ proti H: py — e # € se nazyva .
c) Nech® X,,,..., Xy, je ndhodny vyér z rozlozeni N, 61°) @ X4;,--- X 5, j€ Na 8m nezavisly nahodny v
2 2

rozloZeni Nfi, 0,°), piicemz n>2 an> 2. Test H: 0—12 =1 proti H: 0—12 #1 se nazyva

0, 0,



Provedeni tesfi o parametrickych funkcich p-p1,, 61°/0, > pomoci kritického oboru

(ml mz) Y

o0
nl r12
Stanovime kriticky obor W.

Pokudt, LI W, Hy zamitame na hladénvyznamnostix a @ijimame H.

Vypocéteme realizaci testového kriténig=

Oboustranny tesfTestujeme It p; - p2 = ¢ proti H: py - p2 #c. Kriticky obor ma tvarW = (—00,— ul_a,2> O <u1_a,2,°°).
Levostranny tesfTestujeme bt ps - po = ¢ proti H: py - po < . Kriticky obor ma tvarW = (— 00, — ul—a> :
Pravostranny tesTestujeme kt u; - u, = ¢ proti H: py - u, > c. Kriticky obor méa tvarW = <u1_a,°°).



(ml _mz)_c

1 1
S | —+—
I"]1 I"]2

Vypocteme realizaci testového kritérta =

Stanovime kriticky obor W.
Pokudt, 0 W, Hy zamitame na hladinvyznamnosti a @ijimame H.

Oboustranny tesTestujeme ki u; - pp = ¢ proti H: py - pp # €. Kriticky obor ma tvar:
W= (_°°1_t1—a/2(n1 thn,— 2)> N <t1—a/2(n1 tn, = 2)1°°) :
Levostranny testTestujeme bt p; - po = ¢ proti H: py - o < . Kriticky obor ma tvarW = (—m,—tl_a (nl +n, —2)> :

Pravostranny tesTestujeme It p; - uo = ¢ proti H: py - pp > ¢. Kriticky obor ma tvarW =<t1_a (nl +n, - 2),00).



Vypocteme realizaci testového kriténig= Sl :
SZ
Stanovime kriticky obor W.
Pokudty 0 W, Hy zamitame na hladénvyznamnostix a gijimame H.

2 2

Oboustranny tesiTestujeme kt 0—12 = 1 proti H: 0—12 # 1. Kriticky obor ma tvar:
O, O,
W:(O’Fa/z(nl_l-nz _1)> < 10(/2( ln ) )
2 2
Levostranny testTestujeme it 2L =1 proti H: 2L < 1. Kriticky obor ma tvarW = ( OF, (n,-1n, —1)>.
02 02

2 2
Pravostranny tesTestujeme kt 01 = 1 proti H > 1. Kriticky obor méa tvarW = < ( -1n, —1) )

02 02



Priklad: V restauraci "U bilého kotka" mefili ve 20 pripadechias obsluhy zakaznika. Vysledky v minutach: 6, 8417, 6, 10, 6, 9, 8, 5, 12,
13, 10,9, 8, 7, 11, 10, 5. V restauraci "Zlaty'lbylo dané pozorovani uskdt@no v 15 gipadech s&mito vysledky: 9, 11, 10, 7, 6, 4, 8, 13, 5,
15, 8, 5, 6, 8 ,7. Zaipdpokladu, Ze uvedené hodnoty pochazeji ze dvaunaioich rozlozeni, na hladirvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze
stredni hodnoty doby obsluhy jsou v obou restauracieiné.

Redeni:
Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotéy: u; - u2 = 0 proti oboustranné alternatitfly: py —u, # 0. Je to Uloha na dvouvirb

rovy t-test. Ped provedenim tohoto testu je vSak nutné pomoestrtoiit shodu rozptyd. Na hladig vyznamnosti 0,05 tedy testujeme: H
2 2

21 =1 proti H: L #1. Nejprve vypsteme m = 8,25, na = 8,13, §° = 6,307, & = 9,41,

05 03
_ 2, _ 2
s.? = (n, =5 + (0, ~ s, _ 1906307+1410A1 7623. Podle vzorce z bodu (c) vyfteme realizaci testové statistiky:
n,+n,-2 33
2
t, = 31—2 = 6307 0,6702. Stanovime kriticky obor:
S, 941

W= <O' Farz (nl —1n, _1)> o <F1—0(/2(n1 —1n, _1)1 °°) = <01 Fo,025(19v14)> o <F0975(1914)1 °°) =
= ( 01/ Fyg75(1419)) 0 (Fogr5(1914), 00) = ( 01/2,6469 [1(2,8607 ) = (0,0,3778 [1(2,8607 )

ProtoZe se testova statistika nerealizuje v krdtisloboru, nulovou hypotézu nezamitame na htadimnamnosti 0,05. Rozptyly tedytreme
povazovat za shodné.
Nyni se vratime dvouvykErovému t-testu. Podle vzorce z bodu (b) Wtpme realizaci testové statistiky:

_m-m,-c_ 825- 813 - 0124.

1 1 1 1
“Vn, ", V20"
Stanovime kriticky obor:
W= (_ 00, t1—0(/2(”1 +n, - 2)> O <t1—a/2(n1 +tn, - 2)'°°) = (_ 0, —t 0975(33)> O <t 0975(33)’°°) =
= (~ 00, 2035 0( 2035 )
ProtoZe testova statistika se nerealizi kritickém oboru, nulovou hypotézu nezamitame na htadignamnosti 0,0!

to




Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Oteweme novy datovy soubor o dvou preamych a 35 fipadech. Prvni proémnou nazveme OBSLUHA, druhou ID. Do prémmé

OBSLUHA napiSeme nejprve doby obsluhy v prvni restaurpoté@ doby obsluhy ve druhé restauraci. Do gromé 1D, ktera slouzi k rozliSeni
prvni a druhé restaurace, napiSeme 20 kratdkdra 15 krat dvojku.

Provedeme dvouvyoovy t-test sotasre s testem o sh@dozptyli: Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — t-teszavisle, dle skupin ©K,
Prongnné —Zavislé prosmné OBSLUHA, Grupovaci prognna ID — OK.

Po kliknuti na tlaitko Souhrn dostaneme tabulku

t-testy; grupovano: ID (restaurace)

Skup. 1: 1

Skup. 2: 2

Primér | Pramér t sV p Poé.plat | Poé.plat. |Sm.odch. | Sm.odch. |F-pomér p
Proménna 1 2 1 2 1 2 rozptyly | rozptyly
OBSLUHA | 8,25000C 8,133333 0,12373C 33/ 0,902279 20 15 2,510504 3,067495 1,492952 0,41044C

Vidime, Ze testova statistika pro test shody rofpsgl realizuje hodnotou 1,492952 (je teywacena hodnotadislu 0,6702, které jsme
vypocitali pri ruénim postupu), odpovidajici p-hodnota je 0,41044, tedy na Klagiimamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o shmodptyki.
(Upozorreni: v giipadt zamitnuti hypotézy o shédozptyli je zapotebi v tabulce t-testu pro nezavislé vzorky dle skupirzagut volbu Test
se samostatnymi odhady rozptylu.)

Dale z tabulky plyne, Ze testova statistika pro testiglstednich hodnot se realizuje hodnotou 0,12378ejpstupii volnosti je 33,
odpovidajici p-hodnota 0,902279, tedy hypotézu o&hktednich hodnot nezamitame na hladisiznamnosti 0,05. Znamena to, Ze s rizikem
omylu nejvySe 5% se neprokazal rozdil v@dhich hodnotach dob obsluhy v restauracich "U biléh@kaha ,Zlaty lev*.

Tabulku jeSt doplnime krabicovymi diagramy. Na zaloZce Detaily zaSknmn&rabicovy graf a vybereme volbuiR€r/SmOdch/Min-Max.

Krabicovy graf z obsluha seskupeny id
restaurace.sta 2v*35¢

|

1 T

1 2
id

16

obsluha

o Pramér
[ PrimérsSmodeh
T Min-Max
o Odlehlé
# Extrémy

Z grafu je vidt, Ze piimérna doba obsluhy v prvni restauraci je nepati@lSi a ma mensi variabilitu nez ve druhé restauratiégxi ani
odlehlé hodnoty se zde nevyskytuji.



Coheniv koeficient vécného &inku — doplnéni vyznamu dvouvylEroveho t-testu:

Nectt Xi1,-.., Xy, je nahodny vyer z rozlozeni Nz, 6°) @ X q,--, X5, je na #m nezavisly nahodny v rozlozeni Nz, o°), pricemsz
n > 2 an>2 ac’ nezname. Nectc je konstanta.

Testujeme kt pa —pz = 0 proti H: us —pe #0. Ozngme m, nyp realizace vybrovych paiméra hodnot dané valiny v téchto dvou skupinach,

2
: , . n, - +(n, - 1s e . ,
s, $° realizace vybrovych rozptyh as.” = ( L ])sl+ ( 22 ]) 2 realizaci vaZzeného pmeru vybsrovych rozptyi.
n,+n, -

Tento koeficient slouzi k posouzeni velikosti I‘OZdI|ﬁﬂﬁ‘ru, ktery je standardizovan pomoci odmocniny z vazenéinogou vybirovych roz-
ptyli. Jedna se o tzv: neboli skupiny na variabilitu hodnot sledované nahodné&wsli Velikost (Einku hod-

notime podle nasledujici tabulky:

Coheniiv koeficient d vypdteme podle vzorced =

Hodnota d dinek

aspai 0,8 velky

mezi 0,5 az 0,8 gedni

mezi 0,2 az 0,5 maly

pod 0,2 zanedbatelny

(Uvedené hodnoty nemaji sanepre absolutni platnost, posouzeni, jakimek povazujeme za velk§ maly, zavisi na kontextu.)

Je zapakbi si u¢domit, Ze pi dostaténé velkych rozsazich nahodnych Wb i maly rozdil ve vybrovych pfimérech zgisobi zamitnuti nulo-
vé hypotézy na hladénvyznamnosti, i kdyZ z wcného hlediska tak maly rozdil nema vyznam. Naopak, méanyedry malych rozsaly pak i
znare velky rozdil ve vyBrovych pfimérech nemusi vést k zamitnuti nulové hypotézy na hdadimnamnosti.



Priklad:

Mame k dispozici idaje o celkovém B36 zak ZS. Zajimame se jednak o skupintiigjejichZ oba rodie maji pouze 2dadni vzalani (je jich
296) a jednak o skupinud, jejichZ oba rodie maji vysokoskolské vthni (&€ch je 75). Na hlad#vyznamnosti 0,05 budeme testovat
hypotézu, Ze stdni hodnota celkového IQ je v obou skupinach stejnkéavigpaiteme Coheiiv koeficient ¥cného @inku.

Re3eni:Provedeme dvouvyinovy t-test:

t-testy; grupovano:ZS a VS (IQ)
Skup. 1: oba ZS
Skup. 2: oba VS

Prameér | Primér t sV p Poc.plat |Poc.plat. | Sm.odch. | Sm.odch. | F-pomér p
Proménna | obaZS | oba VS obazS | obaVS | obazS | obaVS |Rozptyly | Rozptyly
1Q CELK [ 94,13851 110,9067 -10,6295 369 0,000000 296 75 11,82604 13,60164 1,322829 0,110124

Hypotézu o shasistrednich hodnot zamitame na hladuyznamnosti 0,05, protoZe odpovidajici p-hodnota je velmidlizkhypotézu o shéd
rozptyki nezamitame na hladivyznamnosti 0,05, p-hodnota F-testu je 0,110124, co&$é vez 0,05).

Krabicovy diagram:

Krabicovy graf z IQ_CELK seskupeny ID

i
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Vidime, Ze pimérné celkove 1Q &i v 1. skupirt je 94,1,

osoudime pomoci Cohenova koeficientu.

zatimco ve 2. skugin10,9. Vliv skupiny na variabilitu hodnot celkového 1Q

1 2 3 4 5 6 7
nl n2 ml m2 sl s2 d
1 296 75 94,13851 110,9067 11,82604 13,60164 1,374117

Coheriiv koeficient nabyva hodnoty 1,37, tudiz vliv skupiny na variabilodnot celkového 1Q Ize povaZovat za velky.




Priklad: Vyrobce limonad cl zjistit, zda znéna technologie vyroby se projevi v prodeji limonad. Prégdval po 14
nahodr vybranych dia pted zavedenim novych limonad trzby ¢itém regionu a zjistil, ze za den utrzil vipnéru 39 600
K¢ se smrodatnou odchylkou 5 060& Po zavedeni novych limonad p&v stejnym zgisobem trzby v 11 nahodn
vybranych dnech v témz regionu a zjistiiperny piijem 41 200 K se smirodatnou odchylkou 4 310K Predpokladejte,
Ze trzby za stary typ limonad &eli rozlozenim N, ¢°) a trzby za novy typ limonad $&li rozlozenim Ny, o).

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotéz,: u; —u, = 0 proti oboustranné alternatitd;: p; —u, #0.

Reseni
Za odhad spotsmého neznamého rozptylu vezmeme vazeynpr vybérovych rozptyi:
o2 = 135060 +10#310°

>3 =22548163217.
Realizace testoveho kritéria:
= MoMmy—C 39600-41200  _ ga5s
s | T+ 1 2254816817, -+ 1
n, n, 14 11
Kriticky obor:

W =(=00,~t,,(n, +1, = 2)) O(ty g o (N, +1n, = 2),00) =
= (_ o0, —t 0975(23)> 0 <t 0975(23), °°) = (— 00, — 2,0687) O <2,0687, oo)

Protoze testoveé kritérium se nerealizuje v kritickém aboa hladig vyznamnosti 0,05 nelze zamitnout hypotézu o shod
strednich hodnot.



Vypocéet pomoci systému STATISTICA:
Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy ro&dil %, paméry — OK —vybereme Rozdil mezi dma pameéry
(normalni rozdleni) — do pollka Prl1 napiSeme 39600, do pkd SmOd1 napiSeme 5600, do pkdi N1 napiSeme 14ic

policka Pr2 napiseme 41200, do pkH SmOd1 napiSeme 4310, do pPkdi N1 napiSeme 14 - Vypet. Dostaneme p-
hodnotu 0,4116 tedy nezamitame nulovou hypotézu na Blagiimamnosti 0,05.

ETEW rozdili: r, %, priiméry: prél21 7| X
™| Poslattisknout wislediy kagd, vipetiy do okna protokelu Storno

— Rozdil mezi dvéma kaorelacnimi koeficienty

r: WE N-I:IN:I—E = Jednost. Mipocet
re: IWE NE:I'IIII—E P 1.0000 % Ohaustr.

— Rozdil mezi dvéma prémény [homalni rozdéleni]
Pri: [a3800. [ smoan:[eosn. [ wifie [ e |
Pr: [41200, [E]sm0dz [4310, [ nafrr [E] © Jednost

e - .. =
™ Wibéowp primér vs. stfedni hodnata * Oboustr

— Rozdil mezl dvéma pomeny

P1: [s0000 (g wi:[i0 [ o dednost vipogst |
P2 50000 E Nz:[10 E {+ Oboustr,

Jelikoz p-hodnota je&Si nez hladina vyznamnosti 0,05 ikzamitdme na hladirvyznamnosti 0,05. Znamena to, Zze€zm
na technologie vyroby se neprojevila viedhi hodnat trzeb.



Parametrické ulohy o jednom nahodném vybru z alternativniho rozlozeni

Opakovani:
Nahodna vetiina X udava pdet asgchia v jednom pokusu,ipiemz pravdpodobnost Gsfchu je
9. PiSeme X ~ A§).

1-3prox=0 ,9X( ,9)1-x i
n(X) = {9 prox=1  nebolin(x) = (-9 prox=01
ii 0 jinak
0 jinak

Nahodna vetdiina X udava peéet usgchi v posloupnosti n nezavislych opakovanych pdkps-
c¢emz pravdpodobnost Usichu je v kazdém pokuskl. PiSeme X ~ Bi(r8).

n(x) =
0 jinak
E(X) =n3, D(X) =n9 (1-9)
(Alternativni rozlozeni je specialnintipadem binomického rozlozeni pro n = 1.
Jsou-li X, ..., X, stochasticky nezavislé nahodne &ely, X ~ A(8),1=1, ..., n, pak X = X; ~ Bi(n, 9).)
i=1
Centralni limitni v éta:
Jsou-li ndhodné veiiny X4, ..., X, stochasticky nezavislé a vSechny maji stejné rezlbse sedni hodnotow a rozptylen

n
o7, pak pro velka n (& 30) Ize rozloZeni s@tu > X, aproximovat normalnim rozlozenim N(mo?). Zkracer piseme

i=1
n n le —nu
> X = N(nu,noz). Pokud sotet > X, standardizujeme, tj. vyt¥one nahodnou velinu U, == , pak rozlozeni této

i=1 i=1 Ox/ﬁ

nahodné vetiny lze aproximovat standardizovanym normalnimaegehim. Zkracehpiseme Y~ N(0,1)



Asymptotické rozloZeni statistiky odvozené z vysového praméru.
Neclt X, ..., %, je ndhodny vykr z rozloZeni A¢) a nechi je splrtna podminkans(1-9)>9. Pak statistikau = ";/'1_’98

n
konverguje v distribuci k nahodné wgtié se standardizovanym normalnim rozlozeniikéme, Ze U ma asymptoticky

rozloZzeni N(0,1) a piSeme~4N(0,1).)

Vysvétleni:

Protoze X, ..., X, je nahodny vybr z rozlozeni A¢), bude mit statistika y= > X; (vybérovy thrn) rozlozeni Bi(ng). Y,
i=1
ma stedni hodnotu E(Y) = n8 a rozptyl D(Y,) = n8(1-9). Podle centralni limitnidty se standardizovana statistika

U =Y"—_n’9asymptotickyfl'd|' standardizovanym normalnim rozlozenim N(O, bkuei ¢itatele i jmenovatele p&time n,

Jns(1-9)
Y Iy -
e _nizzlXi 8_ M-9 _
dostaneme vyj&eni: U = = = =~ N(01)
\/ no(1-9) \/8(1—8) \/3(1—3)

n n




Vzorec pro meze 100(Xx)% asymptotického empirického intervalu spolehlivos pro parametr 9 :
Meze 100(1a)% asymptotického empirického intervalu spolehltvpso paramets jsou:

m@d—-m m@d—-m
d= m_\/¥ul—a/2 h= m+\/¥ul—a/2'

Vysvétleni:

9(1-9)
n

N(0,1) se neorusSi. Tedy

Pokud rozptylb(m) =

nahradime odhadeM@, konvergence nahodné iy U k veli¢ing s rozlozenim

M -9

_u—(x <—<u—a =
1-a/2 M(l—l\/l) 1-a/2
n
= F{M _\/Mul—a/z <9<M +\/ M(lr:M)ul—a/zJ

O080=:1-a <




Priklad: Nahodr bylo vybrano 100 osob a zjito, Ze 34 z nich pouZziva zubni k&gk zahranini vyroby. Najdte 95%
asymptoticky interval spolehlivosti pro praymbdobnost, Zze ndho&nybrana osoba pouziva zubni kaetié zahranini vy-
roby.

Reseni

Zavedeme nadhodné v@hy X4, ..., Xigq piicemz

Xi =1, kdyz i-t4 osoba pouziva zahramizubni kartéek a

Xi = 0 jinak,

i=1, ..., 100.

Tyto nahodné veliny tvori nahodny vybBr z rozlozeni A¢).

n =100, m = 34/10Qy = 0,05, Y42 = W o75= 1,96.

Oweieni podminky B (1- 9) > 9: parameti® nezname, musime ho nahradit dyym piimérem.
Pak 100.0,34.0,66 = 22,44 > 9.

Dosadime do vzorcet=m- "@ul‘“’z ,h=m+ m(lr: rn)ul_q,z, tedy

_ g [0B40-034) _ [034@-034) .. _
d=034 100 196=0,2472,h= 034+ e 196 = 0,4328.

S prav@podobnosti fiblizné 0,95 tedy 0,2472 € < 0,4328.
Znamenato, Ze s praysbdobnosti piblizné 0,95 tedy mzeme dekavat, Ze v populaci je 24,7% az 43,3% osob, lgete
Zivaji zubni kartéek zahanicni vyroby




Vypoéet pomoci systému STATISTICA
Statistiky — Analyza sily testu — Odhad intervaldeden podil, Z, Chi-kvadrat test — OK — Pozoroyaodil p: 0,34,
Velikost vzorku: 100, Spolehlivost: 0,95 — Vyjitat.

Dostaneme tabulku:

Hodnota
Podil vzorku p 0,3400
Velikost vz. ve skup. (N) [ 100,0000
Interval spolehlivosti 0,9500
Meze spolehlivosti:
Pi (pfesné):
Dolni mez 0,2482
Horni mez 0,4415
Pi (priblizné):
Dolni mez 0,2501
Horni mez 0,4423
Pi (plvod.):
Dolni mez 0,2472
Horni mez 0,4328

Zajima nas vysledek uvedeny v dafdsti tabulky, tj. Pi (fvod.). Zji&ujeme, Ze s pra¥gpodobnosti aspn0,95 se
pravdEpodobnost pouzivani zubniho k&ké zahranini vyroby bude pohybovat v mezich 0,2472 az 0,4328.



Priklad: Kolik osob musime vybrat, abychom podil modrookysob vpopulaci odhadli se spolehlivosti 90% &ké&
intervalu spolehlivosti byla nanejvys a) 0,06, 1P

Redeni:
Sitka 100(1e)% asymptotického empirického intervalu spolehltvpso paramets :

m@L-m m@-m m@d-m
h_dzm"'\f ( )ul—alz_(m_ ( )ul—alszz\/ ( )ul—alz
n n n
2

Pozadujeme, aby h —<dlA, tedy 21/@%,2 <. Odtud vyjadime n > 4m(1‘rA“2)“Hf2 ,

Predpokladejme, Zze nemame zadimeédzné informace o podilu modrookych osob v populitisime tedy zvolitakove
m, aby Sika intervalu spolehlivosti byla maximalni. Maxinmljeme vyrazm(l— m): m-m?, Derivujeme podle m

o 1 ] . _—
polozime rovno 01-2m=0=m= > .V tomto @ipact volime relativnicetnost m = 0,5.

- 2 A[D505M, ..~ 2
ad a)nz 4m(1 ”2)”1-“’2 = i CLYEUNS 5”"645 = 75167
A 006 006

Uvedenou podminku tedy spinime, kdyz vyberemer@a3p@ osob.

4ml-mu,,,,>  405050,,° 450501645 _
ad b)n> HBirer = 22 S = SO0 T R = 2706025

Chcem«li dosdhnout podstatruzsiho intervalu spolehlivosti, musime vybrat d@isp¢ 061 osok



Modifikace: Predpokladejme, ze v populaci je nanejvys 30% modroolosob. Pak relativigetnost m = 0,3.

- 2 40307, 2
ad ayns LMl * _ 4T03D7 s’ DA07CIAS _
A 006 006

V tomto pipack stai vybrat 632 osob.
Ve srovnani siedeslym pipadem vidime, Ze rozsah Wb skuténg klesl.

ad b)

4m(1-m)u,.,,,” _ 40307 Wy _ 40307 (1645
N? B 007 - 0012

V tomto gipact musime vybrat aspid22 731 osok

=2273061

n=



Testovani hypotézy o parametrus

Nech’ X, ..., X, je ndhodny vybr z rozloZzeni A¢) a nechi je splrtna podminkans(1-9)>9.

Na asymptotické hladénvyznamnostix testujeme hypotézu

Ho: 8 = c proti alternati¥¥ Hy: 9 #c (resp. H: 9 <cresp. kit & > c).

Testovym kritériem je statistikd, = M-c
cd-c)

n
Kriticky obor ma tvarw = (e, ~u,_y5) 0 (Upq,) (F€SP.W = (-0, ~ ;) resp.w = (u,_,,)).

(Testovani hypotézy o paramet¥uize samoiejme provést i pomoci 100(d&}% asymptotického intervalu spolehlivosti ne-
bo pomoci -hodnoty)

, kterd v pipackt platnosti nulové hypotézy ma asymptoticky rozla2¢(0,1).




Priklad: Podil zmetk pii vyrobé urcité sokastkycini 4 = 0,01. Bylo nahodhvybrano 1000 vyrobka zjistilo se, Ze mezi nimi je 16 zmétk
Na asymyotické hladit vyznamnosti 0,05 testujte hypotézy W = 0,01 proti oboustranné alternatid,; © # 0,01.

Resenf

Zavedeme ndhodné v@hy Xj, ..., Xio00 piicemz X = 1, kdyz i-ty vyrobek byl zmetek g X 0 jinak, i = 1, ..., 1000. Tyto ndhodné vely
tvori nahodny vybr z rozloZzeni AQ ).

Testujeme hypotézugdd = 0,01 proti alternativH;: & # 0,01.

Zname: n = 1000m :% = 0016, c = 0,010 = 0,05, Yy2 = W 975= 1,96

Oweteni podminkynd(1-9) >9: 1000.0,01.0,99 = 9,9 > 9.

m-c _ 0016- 001 _

\/c fi-c) \/ 0010099

Realizace testoveho kritérig; =

n 1000
Kriticky obor: W = (— 0, —U 0975> 0 <u 09751 oo) = (—oo,— 196) 0 (196, ). ProtoZe 1,907] W, Hy nezamitame na asymptotické hladin
vyznamnosti 0,05.

m(L-m) [ 001610984
d=m—‘/—u = 0016- .| ———"°"196=0,0082
n rarz = 0P 1000 9

m(L—m) 001610984
h:m+‘/—u = 0016+, |———"°7196=0,0238
n rarz = O 1000 9

Protozegislo ¢ = 0,01 leZi v intervalu 0,0082 az 0,0238nzamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.

ProtoZe testujeme nulovou hypotézu proti oboustatternati¥, vypacteme p-hodnotu podle vzorce:
p =2 min{®(1,907), 19(1,907) } =2 min { 0,97104, 1 — 0,97104 } = 0,0%279
ProtoZe vypétena j-hodnota je ¥tSi nez hladina vyznamnosti 0,(Hy nezanitame na asymptotické hladiryznamnosti 0,0!



Vypocet pomoci systemu STATISTICA (pouze piblizny):

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testydila: r, %, paiméry — OK — vybereme Rozdil mezi &éima pongry — dc
policka P 1 napiSeme 0,016, do pkd N1 napiSeme 1000, do pdda P 2 napiSeme 0,01, doligkia N2 napiSeme 327
(vetSi hodnotu systém neumozni) - V¢pt Dostaneme p-hodnotu 0,0626, tedy nezamitanwowlhypotézu na hlacdi

vyznamnosti 0,05.

7 Testy rozdili: r, %, priméry: Tabulka3

[- ::..__E:! ks it eciitnbeas -__-_____:::-_.E-_-:.;' (i) [V] sl.l:ﬂ"lﬂ‘
Hozdil mezi dvéma korelacnim koehcienty

a: fooo [ wefio C Jednosy,  Vipolet |
2 o0 [ w0 @ P& Oboust

: Rozdil mezi dvéma piiamény [nn:nim:élr{i- razdéleni] |

pi: o [Esmodr[i. @ Nifi0 B p1o000  Viposst |

Pi2: IL'E, ESdeE:it_ E N?.['IEI @ " Jednost,

&+ Oboustr,

[T Wibérow) primér vs. stfednl hodnota
— Rozdil mezi dvéma pomény

P1: [o1600 (8] ni:fioc0 [
p2 [01000 E N2 [32767 @

P 0626




Priklad: Novy l&ebny postup povaZzujeme za &Spy, pokud po jeho ukéeni bude dosazeno zlepSeni zdravotniho stavu
u alespé 50% z@astrenych pacient. Nova terapie byla vyzkouSena u 40 padienke zlepSeni doslo u 24 osob, tj. u 60%.
Je mozné na asymptotické hladryznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, Ze tato temapdosahuje ugpnosti aspd 50%?

Resen:

Zavedeme nahodné v@hy Xy, ..., X4, pricemz

Xi = 1, kdyz terapie u i-tého pacienta byl &&pa a

Xi = 0 jinak,

i=1, ..., 40.

Tyto nahodné veliny tvori nahodny vybr z rozlozeni A¢).

Testujeme hypotézugs < 0,5 proti pravostranné alternatiid;: 8 > 0,5.

24
Zname: n = 40m :E =06,c=0,50=0,05, 4, =Wwos=1,645

Oweteni podminkynd(1-9)>9: 40.0,6.0,4 = 9,6 > 9.
Realizace testového kritérig;=—M—-C = 06205 _; 5549
\/c[(Jl— c) \/ 05005
n 40
Kriticky obor: W = (u, o) = (U g5, %) = (1645 ).

Prctoze 1,264 [ W, Hy nezamitame na asymptotickadin® vyznamnosti 0,0!




Vypocet pomoci systéemu STATISTICA:

B resty rozdild: r, %, praméry: Tabulka9
- aut virsledion kadd vimodliudo okna

]
f"" Prslatlisknaut virele y ypot i a protokal
- Rozdil mezi dvéma korelatnimi koeficienty

m: oo B mfio B - on C Jednostc Wpotet |
2 oo [& Nefo  § ' Dbousty

- Rozdil mea dveéma primety [nomalni rozdelen]
Pa: [0 [smodr]t. Enifio [E e10000  Viposel

P2 [0, [Esmodz[i [ nefio [ O Jednost
[ Vfbétovi primt vs. stredni hodnot £ Do,

Ful: I,EEIEH]IZI N1:14U E 1031 " Jednost. Vipogel
p2 [5oo00 [@ w2z [ £ " Dboust,

Vypoctena p-hodnota jednostranného testu je 0,1031 vigdiynez asymptoticka hladina vyznamnosti 0,0bnékzamiténe
na asymptotické hladénvyznamnosti 0,0!



