Analyza rozptylu jednoduchého ¥idéni

Motivace: Zajimame se o problém, zda lz€itym faktorem (tj. nominalni nahodnou w@hiou A) vys\&tlit variabilitu po-
zorovanych hodnot nahodné vty X, kterd je intervalovéh& pomérového typu. Nap zkoumame, zda metoda vyuky
urcitého gedn®tu (faktor A) ovliviiuje paet bodi dosazenych studenty v zaecném testu (ndhodna vaha X).
Predpokladame, ze faktor A m& 3 Urovni a fitom i-té urovni odpovida;mpozorovanix,,..., X,, , které tvéi nahodny
vyber z rozlozeni N, o), i = 1, ..., r a jednotlivé ndhodné W jsou stochasticky nezavislé, tedy X + ¢, kdeg; jsou
stochasticky nezavislé nahodné ¥y s rozlozenim N(Og%),i=1, ...,r,j=1, ...,

Vysledky Ize zapsat do tabulky

faktor A | vysledky
Grovei 1| X,,,..., Xy,

arovei 2| X,,..., X,

arovair | X,,..., X,

llustrace:
AX

1. Groven 2.uroven 3.uroven -+ urovné faktoru A



Na hladirg¢ vyznamnostix testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, Ze vSgdtiedni hodnoty jsou stej, tj.
Ho: w1 = ... =, proti alternativni hypotéze;Hktera tvrdi, ze asmgedna dvojice $ednich hodnot se lisi.

r
2
na kazdou dvoijici aplikovat dvouvyiovy t-test. Hypotézu o shédSech seednich hodnot bychom pak zamitli, pokud

Jedna se tedy o zobeom dvouvylErového t-testu a na prvni pohled se zda, 28 ataorit ( J dvojic nahodnych vyra a

aspa v jednom pipack z (;J porovnavani se prokaze odliSnogedhich hodnot. Odtud je Wt Ze k neoprawnému za-

mitnuti nulové hypotézy (ij. k chy¢ld. druhu) ndze dojit s pravé&podobnosti ¥tSi nezo. Proto ve 30. letech 20. stoleti vy-
tvoril R. A. Fisher metodu ANOVA (analyza rozptylu, egsané situaci konkrétranalyza rozptylu jednoduchéhdéni),
ktera uvedenou podminku gpje.

Pokud na hladikvyznamnosto zamitneme nulovou hypotézu, zajima nas, kteréasfednich hodnot se od sebe lisi.
K feSeni tohoto problému slouzi metody mnohonasobpéravnavani, nap Scheffého nebo Tukeyova metoda.

Hy nezamitame = STOP
DATA »| ANOVA
proveést
Hp zamitame »| mnohonasobné
porovanavani




Oznafeni:
V analyze rozptylu jednoduchéhidckni se pouziva tzv. tkova notace.

r
n=>n, ... celkovy rozsah vSech r vitii
i=1

X, :an ... sowet hodnot v i-tém vydru

=1

M, =ixi. ... Vybérovy primér v i-tém vykEru
ni

X = > -1X" ... sowet hodnot vSech vyini
i=l =

M iy celkovy ptimér vSech r vybra
n



Zavedeme saity ¢tverai

S = ZZ(Xij - M__)2 ... celkovy souet ¢tveral (charakterizuje variabilitu jednotlivych pozorov&olem celkového gime-

i=1 j=1
ru),
pocet stupit volnosti fr=n -1,

S, = Zr:ni (M, -M )* ... skupinovy sotet ¢tverai (charakterizuje variabilitu mezi jednotlivymi nahoymi vyksry),
i=1

poéet_stumﬁ volnostify =r—1.
Sitanec(M, -M ) predstavuje bodovy odhad efekitu

S. =YY (x, -M, ) ... rezidualni sotetétverai (charakterizuje variabilitu uvrfijednotlivych vyksra),

i=1 j=1

pocet stupt volnostit =n -r.

Lze dokézat, zeS S\ + &
(Dukaz je proveden ndpve skriptech Budikova, Mikolas, Osecky: Popistatistika v poznamce 5.2(C



Testovani hypotézy o shoélstirednich hodnot

Nahodné vetiiny X; setidi modelem

MO: Xjj =p + 0; + &j

proi=1,..,rj=1,..,n picemz

&j jsou stochasticky nezavislé nahodnédmi s rozloZzenim N(0g°),
u je spolénacast stedni hodnoty zavisle pramné velginy,

a; je efekt faktoru A na drovni i.

Parametryu, a; nezname.

Pozadujeme, aby platila tzveparametrizéni rovnicei na, =0.

i=1

(Pokud je tidéni vyvazené, tj. pokud maji vSechny ¥y stejny rozsah: = n, = ... = n, pak lze pouzit zjednoduSenou

pOdmI'nkqu:ai =0.)



Kdyby nezalezelo na faktoru A, platila by hypotéza ... =a, = 0 a dostali bychom model

M1: Xij =pnt &jj-

Béhem analyzy rozptylu tedy zkoumame, zdadrglé ptiiméry My, ..., M; se od sebe liSi pouze v mezich nahodného ko-
lisdni kolem celkového piméru M nebo zda se projevuje vliv faktoru A.

Rozdil mezi modely MO a M1 @wjeme pomoci testové statistiky

F, = S/t , které se&idi rozlozenim F(r-1,n-r), je-li model M1 spraviyypotézu o nevyznamnosti faktoru A tedy zamit-

= E
neme na hladtvyznamnosti, kdyz plati: 5> F;,(r-1,n-r).

Vysledky vyp@ta zapisujeme deabulky analyzy rozptylu jednoduchehadéni.

Zdroj variability | sodetctveral | stupré volnosti | podil I
skupiny S fa=r-1 S/fa Sy /fa
SE/fE
rezidualni S fe=n-r S/fe -
celkovy S fr=n-1 - -

Silu zavislosti nahodné veéilny X na faktoru A niZzeme ndtit pomociponeru determinacep? :i—’*. Nabyva hodnot

z intervalu(0y).



Testovani hypotézy o shoélrozptyla
Pred provedenim analyzy rozptylu je zabi oiit predpoklad o shadrozptyli v danych r vybrech.

Polozmez; =[x, -M,|. Ozn&ime

Sia :Zni(MZi _Mz)z

— SZA/(r _1) ~
F. S, (=1) F(r-1, n-r).
Hypotézu o shotirozptyli tedy zamitame na asymptotické hladiyznamnostii, kdyz Fa > Fi(r-1, n-r).

(Leveniv test je vlasté zaloZzen na analyze rozptylu absolutnich hodnatrceanych pozorovani. Vzhledem k tomu, Ze
nahodné vediny X; — M; nejsou stochasticky nezavislé a absolutni hodgotyto veltin nemaji normalni rozlozeni, je
Leventyv test pouze aproximativi)



je modifikaci Levenova testu. Modifikace $p@ v tom, Ze misto vydnového pimeéru i-téhc

vybéru se pi vypoctu veliciny z; pouziva median i-tého vytu.

Plati-li hypotéza o shédozptyli a rozsahy vSech vghi jsou &tSi nez 6, pak statistika

B:E{(n—r)lnaz—i(ni—1)In32} se asymptotickyidi rozlozenimy?(r -1). Pritom konstantaC =1+ 1 Zr: 1 1),
C = 3r-1)\&n-1 n-r

SZ?je vazeny pimér vybsrovych rozptyi.

Ho zamitame na asymptotické hlaglvwznamnostu, kdyz B se realizuje v kritickém oborw = <x21_a (r —1), ).

Poznamka k testim homogenity rozptyli: Ze simul&nich studii vyplyva, Ze pragdodobnost chyby 1. druhu (tj. prasd
podobnost neopra¥ného zamitnuti pravdive nulove hypotezy) je u Bdidiva testu blizka obyvkle volené hlagliry-
znamnosti 0,05 pouze pro Wy z normalniho rozlozeni. Pr@téi paty vybéra z vyrazre nenormalnich rozlozeni (nap
vybéry z exponencialniho rozlozeni) vyrazstoupa pravépodobnost chyby 1. druhu. Naopak Brdwnr- Forsythév test

udrzi nizkou pravépbodobnost chyby 1. druhu i pro velkyged vykeéra pochazejicich z nenormalnich rozlozeni.



Post — hoc metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li na hladivyznamnosti. hypotézu o shadstrednich hodot, chceme zjistit, které dvojicastinich hodnot ¢
liSi na dané hladihvyznamnosti, tj. na hladig vyznamnosti testujeme bl w = py proti Hy: w # g pro vSechna l, k = 1,
. I I#Kk.

a) Maji-li vSechny vybry tyz rozsah pi{kame, zefidéni je vyvazeneé), pouzijeme

‘M k. M |.‘
Testova statistika ma tvar g . Rovnost sednich hodnotix ay zamitneme na hladinvyznamnostii, kdyz
Jp
M =M, | (r.n—r) . . . . . . o
— g =%-\N7T) kde hodnoty g,(r, n-r) jsou kvantily studentizovaného retipa najdeme je ve statistickych ta-

Jp

bulkach. (Studentizované ra#pje nahodna valina Q =
Existuje modifikace Tukeyovy metody pro nestejnésadhy vykri, nazyva se Tukeyova HSD metoda. V tomitipad ma

Xn) X(l))
—

‘M k. M |.‘
testova statistika tvar 11 1) Rovnost sednich hodnoi, ap zamitneme na hladinvyznamnosti, kdyz
S, | —+—
Z[nk n,]
M, -M
MM, ()

g 11,1 |
2{n, n,



b) Nemaji-li vSechny vyyy stejny rozsah, pouzijenie irovnost stednich hodnoi, ay zamitneme na
hladirné vyznamnosti, kdyz

\Mk.—M..\zs\/(r—l)(nLnijﬁa(r—ln—r).

k |

Vyhodou Scheffého testu je, Ze k jeho provedenodtiepujeme specialni statistické tabulky s hodnotarankiti studenti-
zovaneho rozi, ale stai bézné statistické tabulky s kvantily Fisherova — Sswedova rozlozeni.

V pripad vyvazenehoitdéni, kdy Ize aplikovat Tukeyovu i Scheffého metodayzijeme tu, ktera je citléySi. Tukeyova
metoda tedy bude vyhodsi, kdyz
O (r, N-1) < 2(r-1)FL(r-1, n-r).

Metody mnohonasobného porovnavani maji obecensi silu nez ANOVA.
Muze nastat situace, kdyigamitnuti H nenajdeme metodami mnohonasobného porovnavanamygnrozdil u zadne

D%

na vyznamnosti. Pi slabSi test pé&ti do skupiny metod mnohonasobného porovnavanuseadhalit zadny rozd



Doporuceny postup @i provadéni analyzy rozptylu:

a) Owreni normality danych r nahodnych b (grafické metody - NP plot, Q-Q plot, histograesty hypotéz o normal-
nim rozlozZeni - Lilieforsova varianta Kolmogorovov&mirnovova testu nebo Shami— Wilkav test).

Doporuiuje se kombinace obouignhi. Zawry uc¢inime az na zakladposouzeni obou vysledk

Obecr Izefici, Ze analyza rozptylu nenfifps citliva na porusenifedpokladu normality, zvl&Spii vétSich rozsazich vy
ra (nad 20), coz jeisledek fisobeni centralni limitnidty. Mirné poruseni normality tedy neni na zavaduy§Sim poru-
Seni pouzijeme napKruskaliv — Wallisav test jako neparametrickou obdobu analyzy rozggdmoduchéharidéni.

b) Po o¥ieni normality se testuje homogenitu rozptyj. predpoklad, Ze vSechny nahodné &gbpochazeji z normalnich
rozlozeni s tymz rozpylem. Graficky &wujeme shodu rozptylpomoci krabicovych diagrainkdy sledujeme, zda jeika
krabic stejna. Numericky testujeme homogenitu ngépgbomoci Levenova testu, Brownova — Forsytheovai t@gia jsou
implementovany ve STATISTICE, Browim — Forsythév test v MINITABU) ¢i Bartlettova testu (je k dispozici

v MINITABU).

Slabé poruseni homogenity rozgitylevadi, pi vétSim se doportuje medianovy test.

c) Pokud jsou spkny predpoklady normality a homogenity rozptymizeme pistoupit ktestovani shody &dnich hodno
Predtim je samazjme vhodné vypéitat piméry a snérodatné odchylkyi rozptyly v jednotlivych skupinach.

d) Dojde-li na zvolené hladénvyznamnosti k zamitnuti hypotézy o sh@ttednich hodnot, zajima nas, které dvojicdedt
nich hodnot se od sebe liSif#&Seni tohoto problému slouZi post-hoc metody mnasmioného porovnavani, rfagcheffé-
ho nebo Tukeyova metor



Priklad: U ¢étyt odmid brambor (oznigenych symboly A, B, C, D) se zfidvala celkova hmotnost brambor vyrostlych vzdy
z jednoho trsu. Vysledky (v kg):

odrada hmotnost

A 0,9 0,8 0,6 0,9

B 1,3 1,0 1,3

C 131516 1,115
D 1,1 1,2 1,0

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zedhi hodnota hmotnosti trsu brambor nezavisi nadédZamitnete-li
nulovou hypotézu, zjiste, které dvojice odid se liSi na fadiné¢ vyznamnosti 0,0!



Redeni:
Data povazujeme za realizattgi nezavislych nahodnych v§ti ze étyi normalnich rozlozeni se stejnym rozptylem.
Testujeme hypotézu, ze vSechityri stredni hodnoty jsou stejné.

Vypogitame tM; =0,8, b =12, My =1,4, M, =1,1,
‘M =1,14,
1 $%2=0,02, $°=0,03, $= 0,04, $ =0,01,
2
.52 :;(ni s _ 30D02+2[003+4[D04+20001_ 3 _ o
n-r 11 11c ]

s, =(n-r)s? =118> = 03
11c

S, = ini (M, -M )? =40{08- 114)° +3[{1.2- 114)* + 5[{14 - 114)* +3({11- 114)° = 0816

i=1

' S=S%+%=0,816+0,3 =1,116,
Fo=Salfa _ 0B16/3 _ g o5
Aos/f. 0311 o

Kriticky obor W = <F0,95(311), 00) = <3,59, 00). Protoze testova statistika se realizuje v kréimkoboru, | zamitame na
hladiré vyznamnosti 0,05.
Vypocteme ppP?=-A=_—"—"—"=07312



Vysledky zapiSeme do tabulky ANOVA:

Zdroj variability | Sowetétverai | Stupré volnosti | podil fa

skupiny $=0,816 3 $/3=0,272 S, /(r-1) _ 9 97
SE/(n B r) ’

rezidudlni $=0,3 11 $/11 =0,02727| -

celkovy §=1,116 14 -

Nyni pomoci Scheffého metody zjistime, které dwpdiid se liSi na hladivyznamnosti 0,05.

Srovnavaneé oddy | Rozdily M, -M,| | Prava strana vzorge
A B 0,4 0,41
A C 0,67 0,36
A D 0,3 0,41
B,C 0,2 0,40
B, D 0,1 0,44
C,D 0,3 0,40

Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 se liSi adiy A a C.




Reseni pomoci systému STATISTICA

Oteweme novy datovy soubor o dvou primych X a odiida a 15 pipadech. Do pro#mné X zapiSeme zji&té hmotnost
do prontnné odtida kédy pro dané odldy (1 pro A, 2 pro B, 3 pro C a 4 pro D).

1 2
X odruda
1 09 A
2 0,8 A
3 0,6 A
4 09 A
5 1,3 B
6 1B
7 1,3/B
8 1,3/ C
9 15C
10 16 C
11 1,1/ C
12 15C
13 1,1D
14 1,2 D
15 1D







Vypocteme vykirove paimeéry a vylErove rozptyly:
Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Rozkl& jednofakt. ANOVA — OK — Prognné — Zavislé — X, Grupovaci -
odnida — OK — Skupiny tabulek - zaSkrtneme Rozptylypatet.

Rozkladova tabulka popisnych statistik (priklad8301)
N=15 (V seznamu zav. prom. nejsou ChD)
odruda X X X X
primér | N |Sm.odch. | Rozptyl
0,800000, 4 0,141421 0,020000
1,200000 3 0,173205 0,030000
1,400000 5 0,200000 0,040000
1,100000 3 0,100000 0,010000
VS.skup. 1,140000 15 0,282337 0,079714

0w >»

Nyni owtime gedpoklad shody rozpty!
Na zalozce Skupiny tabulek zaskrtneme Lévetiest— Vypacet.

Levenedv test homogenity rozpyll (priklad8301)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC sV PC sC sV PC F p
Proménna | efekt |efekt| efekt chyba |[chyba | chyba
X 0,018667 3 0,006222 0,065333 11 0,005939 1,047619 0,410027

Vidime, ze p-hodnota Levenova testu je 0,41, ted$iwnez hladina vyznamnosti 0,05. Hypotézu o shodptyki
nezanitime na hladi&vyznamnosti 0,0!



Pristoupime k testu hypotézy o skalrednich hodnot.
Na zaloZzce Skupiny tabulek zaskrtneme Analyza gda—- Vypaocet.

Analyza rozptylu (priklad8301)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC S\, PC sC S\, PC F p
Proménna | efekt |efekt| efekt chyba |[chyba | chyba
X 0,816000 3/ 0,272000 0,300000 11 0,027273 9,973333 0,001805

Jelikoz p-hodnota = 0,001805 je mensi nez hladyzaamnosti 0,05, hypotézu o skakednich hodnot zamitame na
hladin¢ vyznamnosti 0,0!






Nyni aplikujeme Schefféeho metodu mnohonasobnehovp@vani, abychom zjistili, které dvojice ddrse liSi na hladih
vyznamnosti 0,05. Na zalozce Post — hoc zvolimefiélv test.

Scheffeho test; promén.:X (priklad8301)
Oznac. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000
{1 2} 3) {4)
odruda M=,80000 | M=1,2000 | M=1,4000 | M=1,1000
A {1} 0,059165 0,001950 0,190463
B {2} | 0,059165 0,464537 0,905502
C {3} | 0,001950 0,464537 0,163499
D {4} | 0,190463 0,905502 0,163499

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro vzajemné porovriédisich hodnot hmotnosti vSeétyt odrid. Vidime, Zze na hladin
vyznamnosti 0,05 se liSi aty A, C



Vyznam piredpokladi v analyze rozptylu

a) — velmi dilezity predpoklad, musi byt spin, jinak dostaneme nesmysiné
vysledky.
b) — ANOVA neni ili$ citliva na poruSeni normality, zviagokud maji vSechny vy rozsah nad 20

(dasledek centralni limitnidty). Fri vyrazrgjSim poruseni normality se dopouje Kruskalv — Wallisiv test.

C) — mirné poruSeni nevadij pétSim se doportuje Kruskativ — Wallisiv test. Test shody rozptyma
smysl provadt az po o¥ieni gredfokladu normality



