6 Ciselné charakteristiky, Matematick4 statistika, Bodové a
intervalové odhady parametru

6.1 Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in
e (x), p(z), f(x) ...funkciondlni charakteristiky
— obsahuji veskerou informaci o chovani nah.velic¢iny
e nekdy nas zajimaji pouze rysy chovani nah.veliciny — ciselné charakteristiky
- kvantily (1‘0_25, Zo.5, £0.75, apod.)
— stfedni hodnota
— rozptyl / smérodatna odchylka

— kovariance

— korelace

Kvantily vybranych spojitych rozdéleni; a-kvantil
e a-kvantil nédh.veliciny X ...z,
e obdoba a-kvantilu v popisné statistice
e kiivka hustoty:

— plocha pod kfivkou ...pst ...=1
— tuto plochu rozdélime na 2 ¢asti

* tmava plocha a
x svetlad plocha 1 — «

a-kvantil ... ¢islo, takové, ze Pr(X <z,) =«

pst, ze ndhodnéa veli¢ina X je mensi nebo rovna z, je rovna «

specialni kvantily

— median ...xg5
— L.kvartil ... xzgo5

— 3.kvartil ... x5

Standardizované normalni rozdéleni

— % X ~N(0,1)
* a-kvantil ... u(a)



* symetrické okolo 0 ... u(a) = —u(l — «)
% gnorm(alpha)

e \? rozdéleni s n stupni volnosti

— (Pearsonovo rozdéleni)
- X ~x*(n)
— a-kvantil ... x2(«a)

— nesymetrické

qchisq(alpha,n)
e Studentovo rozdéleni s n stupni volnosti

— X ~t(n)

— o-kvantil ... t,(«a)

— symetrické okolo 0 ...t,(a) = —t,(1 — «)
— qt(alpha,n)

e Fisherovo rozdéleni s n; a ny stupni volnosti

— (Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni)
- X~ F(nl, ng)
— a-kvantil ... F,, ,,(a)
1

— nesymetrické, ale F,, ,,(a) = m
ning(l — &

gf(alpha, n1, n2)

Piiklad 6.1. Najdéte median a horni a dolni kvartil ndhodné veliciny U ~ N(0, 1).

qnorm (0.5)
gnorm (0.25)
qnorm (0.75)

Piiklad 6.2. Najdéte dolni kvartil ndhodné veliciny X ~ N(3,5).
gqnorm(0.25, 3, sqrt(5))

Priklad 6.3. Urcete kvantil x35(0.025).
qchisq(0.025, 25)

Piiklad 6.4. Urcete kvantily £30(0.99) a t14(0.05).

qt (0.99, 30)
qt (0.05, 14)

Priklad 6.5. Urcete kvantily F5720(0.975) a F2710(O.O5).

qf (0.975, 5,20)
qf (0.05, 2,10)



6.2 Zakladni pojmy matematické statistiky

e popisna statistika ...datovy soubor — zavéry o datovém souboru

e matematicka statistika ...nahodny vybér — statistiky — zavéry o tvaru rozdéleni a paramet-
rech

Xi, ..., X, — stoch.nezdv.ndh.veli¢iny, které maji vsechny stejné rozlozeni L(0) — Xq,..., X,
... ndhodny vybér rozsahu n z rozdéleni L(6)

¢iselné realizace x4,...,x, ndh.vybéru Xy, ..., X,, tvoii datovy soubor

statistika = libovolnd funkce ndhodného vybéru: T = T(Xq, ..., X,,)

Statistiky — jednovybérové:
Necht X1,..., X, je ndhodny vybér, n > 2.

1. Vyberovy prumeér

1 n
M:E;Xi

2. Vybérovy rozptyl

- 1 zn:(Xi—M)Q

n—14%
=1

3. Vybérova smérodatnd odchylka

S=v5?
4. Vybérovd distribucni funkce F,(z) ... prumérny pocet téch velicin X;, pro néz plati X; > x.

e Statistiky — dvouvybérové:
Necht (X1,Y7),...(X,,Y,) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozdéleni. M; = %22;1 X; a
My = Z?:l Yi.

T n

1. Vyberovd kovariance

Sin = —— S (X = M)(Y; - M)

2. Vybérovy koeficient korelace

6.3 Bodové a intervalové odhady parametru

e X;...X, ...ndhodny vybér z rozdéleni L(f) s parametrem 6.
e () nezname; chceme ho odhadnout

e bodovym odhadem parametru 6 je néjaka vhodnd statistika 7,, = T(X; ... X,,)



e intervalovym odhadem parametru 6 je interval (D, H), kde D, H jsou fce ndh.vybéru D =
D(Xy...X,), H=H(X;...X,) aktery s dostatetné velkou psti pokryva hodnotu parametru
0

e typy bodovych odhadu

1. nestranny ...hodnotu param. # ani nepodhodnocuje, ani nenadhodnocuje ... ET,, =6
2. vychyleny ...neni-li odhad nestranny, je vychyleny

3. asymptoticky ...s rostoucim n se jeho presnost zvétsuje

e vlastnosti bodovych odhadu

e Xi,...X, ...ndh. vybér se stfedni hodnotou y, rozptylem o2.

1. M je nestranny odhadem p ... EM = p
2. DM =2

3. S? je nestrannym odhadem o? ... ES? = o2

e (X1,Y1),...(Xp,Y,) ...ndhodny vybér z dvouroz. rozlozeni s kovarianci 12 a koeficientem
korelace p.
1. E(Si2) je nestrannym odhadem o5 ... E(S12) = 012
2. FRy5 je asymptoticky nestrannym odhadem p ... ERjs = p
Priklad 6.6. Ve 12-ti ndhodné vybranych internetovych obchodech byly zjistény nésledujici ceny
deskriptoru artefaktu (v Ké): 102,99, 106, 103,96, 98, 100, 105, 103,98, 104, 107. Téchto 12 hodnot

povazujeme za realizace ndhodného vybéru Xy, ..., Xis z rozdéleni, které mé stfedni hodnotu p
a rozptyl o2.

a) Urcete nestranné bodové odhady nezndmé stiedni hodnoty i a nezndmého rozptylu o2.

b) Najdéte vybérovou distribuéni funkci Fio(z) a nakreslete jeji graf.

ad a) Vypoéteme realizaci vybérového pruméru

1
m = 5(102+99 + -+ 4 107) = 101.75 Ke

Vypocteme realizaci vybérového rozptylu:

1
st = I [(102 — 101.75)* + (99 — 101.75)> + - - - + (107 — 101.75)*] = 12.39 K¢’

x <- c(96, 98, 98, 99, 100, 102, 103, 103, 104, 105, 106, 107)
n <- length(x)
(m <- mean(x))
(s2 <- var(x))

# Vyberova distribucni funkce
t <- unique(sort(x))
y <- sort(x)



nt <- length(t)

cetnost <- NULL
for(i in 1:nt){
cetnost [i] <- sum(y<=t[i])}
Fx <- cetnost/n
t (round (Fx, digits=4))

# graf vyberove distribucni funkce

x <- c(min(t)-1,t, max(t)+1)

y <- c(0,Fx,1)

plot(x, y, type=’n’, xlab=’x’, ylab="F(x)’,
main=’Vyberova distribucni funkce’)

abline (h=seq(0,1,by=0.1), col=’grey85’)

abline (v=seq(95, 108,by=2), col=’grey85’)

lines(x,y, type=’s’, col=’red’, lwd=2)

arrows (96,0,95,0, col=’red’, lwd=2, length=0.1)

arrows (107,1,108,1, col=’red’, 1lwd=2, length=0.1)

Piiklad 6.7. Z archivnich materidlu (Schmidt, 1888) mame k dispozici puvodni kraniometricé idaje
o vysce horni ¢asti tvare (v mm) u 13 muzi bantuské populace. Hodnoty vysky horni ¢ésti tvare

jsou 67, 67, 63, 68, 70, 70, 75, 74, 80, 77, 77, 67, 64.
a) Odhadnéte stFedni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku vysky horni éasti tvére.
b) Odhadnéte pravdépodobnost ze vyska tvére bantuského muze bude vyssi nez 72 mm.

x <- c(e67, 67, 63, 68, 70, 70, 75, 74, 80, 77, 77, 67, 64)
x <- sort(x)

n <- length(x)

s2 <- var(x)

s <- sd(x)

Tab <- data.frame(m=m, s2=s2, s=s, row.names=’akcie’)
round (Tab, digits=2)

# P(X>=70)

pst <- sum(x>=70)/length(x)
pst2 <- 1-sum(x<70)/length(x)
round (pst ,4)

round (pst2,4) # 0.5385

Poznamka: Dodélat analogicky pro zbylé populace a dat jako procvicovaci priklady.

Priiklad 6.8. Mame k dispozici antropometrické udaje mladych dospélych lidi, prevazné studentu
vysokych kol z Brna a Ostravy, konkrétné didaje o Sitce hlavy (head.W), siice tvére (bizyg.W) a
sitce dolnf celisti (bigo.W). Dale méame u kazdého studenta uveden tudaj o pohlavi (sex), pficemz v
databazi mame celkem 75 muzu a 100 zen. Zamérme se na udaje tykajici se muzu. Najdéte bodové
odhady kovariance oy 2 a korelace p pro nahodné proménné X ...sitka hlavy a X, ...sitka tvare.
data <- read.delim(’16-anova-head.txt’, sep=’\t’)

muzi <- datal[data$sex==’m’,]

head.w <- muzi$head.W

bizyg.w <- muzi$bizyg.W

cov(head.w, bizyg.w) # 31.83

cor (head.w, bizyg.w) # 0.6785
plot (head.w, bizyg.w)



6.3.1 INTERVALY SPOLEHLIVOSTI

e X;...X, ...ndh.vybér z rozdéleni L(0), 0 je parametr, a € (0, 1)

interval (D, H) ...100(1 — a)% oboustranny IS pro param. ¢
interval (D, 00)...100(1 — «)% levostranny IS pro param. 6

interval (—oo, H)...100(1 — a)% pravostranny IS pro param. ¢

e « se nazyva riziko, (1 — a) se nazyva spolehlivost.

6.3.2 Konstrukce intervalti spolehlivosti

e konecny tvar IS pro param. 6 odvozujeme z prislusné pivotovy statistiky

e pivotova statistika = statistika, jejiz rozdéleni je znamé a nezavisi na parametru 6

— pouziva se také k testovani hypotéz

e priklad odvozeni IS z pivotovy statistiky viz studijni materialy

Priklad 6.9. Vezméte data z ptrikladu 7.3. Vypocitejte

e 95 % empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu délky sirky celisti u muzu. (106.4945; 109.132:

e 95% pravostranny empiricky interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu §itky dolni celisti u

muzu (—o0;109.1352).

e 959% levostranny empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu siiky dolnf ¢elisti u muzu

(106.4914; c0).

data <- read.delim(’16-anova-head.txt’,
muzi <- datal[data$sex==’m’,]

head.w <- muzi$head.W

bizyg.w <- muzi$bizyg.W

cov(head.w, bizyg.w) # 31.83

cor (head.w, bizyg.w) # 0.6785

plot (head.w, bizyg.w)

data <- read.delim(’16-anova-head.txt’,
muzi <- datal[data$sex==’m’,]

head.w <- muzi$head.W

bizyg.w <- muzi$bizyg.W

bigo.w <- muzi$bigo.W

m <- mean(bigo.w)

s <- sd(bigo.w)

alpha <- 0.05

n <- length(bigo.w)

dh <- m-s/sqrt(m)*qt(l-alpha/2, n-1)
hh <- m-s/sqrt(m)*qt(alpha/2, n-1)

round (dh, 4)

sep="\t’)

sep=’\t’)



round (hh, 4)

dh <- m-s/sqrt(n)*qt(l-alpha, n-1)
dh

hh <- m-s/sqrt(n)*qt(alpha, n-1)
hh

Priklad 6.10. Pii kontrolnich zkouskach zivotnosti 16 zarovek byl stanoven odhad m = 3000 h

vvvvvv

rozdélenim se smérodatnou odchylkou o = 20 h. Vypoctéte
a) 99 % empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu zivotnosti (2987.1;3012.9);
b) 90 % levostranny empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu zivotnosti (29993.6; c0);

c) 95 % pravostranny empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu zivotnosti (—oo; 3008.2).

ad a)

o 20

d=m— - u,_, = 3000 — ——2.57583 = 2987.1
N V16

h=m— " = 3000 + 22 257583 — 3012.9
vn V16 '

m <- 3000
s <- 20

n <- 16

# a)

alpha <- 0.01

(dh <- m-s/sqrt(n)*qnorm(l-alpha/2))

(hh <- m-s/sqrt(n)*qnorm(alpha/2))

2987h a 6min < p < 3012h a 54 min s pravdépodobnostni 0.99.

ad b)

d 0 3000 — 22198155 = 2993.6
=m— —=Ul_q = — : = )
v V16

alpha <- 0.1
(dh <-m-s/sqrt(n)*qnorm(l-alpha))

2993 h a 36 min < p s pravdépodobnostni 0.9.
ad c)

o 20
h=m— —u, = 3000 + —=1.95996 = 3008.2
NG V16

alpha <- 0.05
(hh <- m-s/sqrt(n)*qnorm(alpha))

3009h a 48 min > u s pravdépodobnostni 0.95.



