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1 Bodové a intervalové rozdéleni ¢etnosti

Piehled pouzitych funkci: [read.deliml [sourcel headl [names| factor, data.frame, [sum| [cumsuml frow.names| va-
riacni_rada, barplot, abline, plot, lines, points, axis, table, cbind, rbind, prop.table, dim, round, range, min, max, hist,
paste, text.

Bodové rozdéleni éetnosti

Bodové rozdéleni ¢etnosti procvicime pomoci datového souboru znamky.txt, ktery obsahuje tidaje o znamkach z
matematiky, angli¢tiny a pohlavi 20 studentu 1. ro¢niku.

Piiklad 1.1. Nactéte soubor znamky.txt. Znakum X, Y, Z vytvoite ndvest{ (X - zndmka z matematiky, Y - zndmka
z angli¢tiny, Z - pohlavi studenta). Popiste, co znamenaji jednotlivé varianty (u znaku X a Y: 1 - vyborng, 2 -
chvalitebné, 3 - dobfe, 4 - neprospél, u znaku Z: 0 - Zena, 1 - muz).

setwd("C:/Disk D/ND-Skola/02-Vyuka/04-Aplikovana statistika 2016/Sbirka")
source ('AS-funkce.R')

data <- read.table('znamky.txt', sep='\t', dec='.")
head(data)

#i# Vi V2 V3

## 1 2 2 0

## 2 1 3 1

## 3 4 3 1

## 4 1 1 O

## 5 1 2 1

## 6 4 4 1

names (data) <- c('matematika', 'anglictina', 'pohlavi')
head(data)

##  matematika anglictina pohlavi

## 1 2 2 0
## 2 1 3 1
## 3 4 3 1
## 4 1 1 0
## 5 1 2 1
## 6 4 4 1

f1 <- factor(data$matematika, levels=c(1,2,3,4),
labels=c('vyborne', 'chvalitebne', 'dobre', 'nedostatecne'))

2 <- factor(data$anglictina, levels=c(1,2,3,4),
labels=c('vyborne', 'chvalitebne', 'dobre', 'nedostatecne'))

£3 <- factor(data$pohlavi, levels=c(0,1), labels=c('zena', 'muz'))

data2 <- data.frame(f1, f2, £3)

names(data2) = c('matematika','anglictina', 'pohlavi')

head(data2)

#i# matematika  anglictina pohlavi
## 1 chvalitebne chvalitebne zena
## 2 vyborne dobre muz
## 3 nedostatecne dobre muz
## 4 vyborne vyborne zena
## 5 vyborne chvalitebne muz
## 6 nedostatecne nedostatecne muz



Priklad 1.2. Vytvoite
a) variacni fadu znamek z matematiky a znamek z angli¢tiny;

b) sloupkovy diagram absolutnich ¢etnosti znakia X=Matematika a Y=Angli¢tina;

)
)
¢) polygon absolutnich ¢etnosti znakii X=Matematika a Y=Angli¢tina.
a)

Varia¢ni fada znadmek z matematiky

matematika <- data2$matematika

nl <- sum(matematika=='vyborne')

n2 <- sum(matematika=='chvalitebne')
n3 <- sum(matematika=='dobre')

n4 <- sum(matematika=='nedostatecne')

nj <- c(nl,n2,n3,n4)
n <- sum(nj)

pj <~ nj/n

Nj <- cumsum(nj)

Fj <- cumsum(pj)

variacni.rada <- data.frame(nj=nj, Nj=Nj, pj=pj, Fj=Fj)
row.names (variacni.rada) <- c('vyborne', 'chvalitebne', 'dobre', 'nedostatecne')
variacni.rada

## nj Nj Pj Fj
## vyborne 7 7 0.35 0.35
## chvalitebne 3 10 0.15 0.50
## dobre 2 12 0.10 0.60

## nedostatecne 8 20 0.40 1.00

Varia¢ni fadu muzeme také ziskat pouzitim funkce variacni_rada(X, nazvy), kterd je naprogramovand ve skriptu
AS-funkce.

(VR.Mat <- variacni_rada(X=matematika,

nazvy=c('vyborne', 'chvalitebne', 'dobre', 'nedostatecne')))
i nj Nj  pj Fj
## vyborne 7 7 0.35 0.35
## chvalitebne 3 10 0.15 0.50
## dobre 2 12 0.10 0.60

## nedostatecne 8 20 0.40 1.00
Varia¢ni fada znamek z anglictiny

anglictina <- data2$anglictina
(VR.Ang <- variacni_rada(X=anglictina,

nazvy=c('vyborne', 'chvalitebne', 'dobre', 'nedostatecne')))
i nj Nj pj Fj
## vyborne 4 4 0.20 0.20
## chvalitebne 4 8 0.20 0.40
## dobre 7 15 0.35 0.75
## nedostatecne 5 20 0.25 1.00



b) Sloupkovy diagram absolutnich Getnosti znaku X=Matematika a Y=Angli¢tina
nazvy.znamek <- c('vyborne', 'chvalitebne', 'dobre', 'nedostatecne')

# Matematika

barplot(VR.Mat$nj, col='white', border='white', axes=T,
xlab='Znamka', ylab='Pocet pozorovani', names=nazvy.znamek,
main='Sloupkovy diagram pro predmet matematika')

abline(h=0:9, col='grey80', 1lty=2)

barplot (VR.Mat$nj, col='blue', axes=F, density=20, border='darkblue', add=T,
names=F)

#Anglictina

barplot(VR.Ang$nj, col='white', border='white', axes=T,
xlab='Znamka', ylab='Pocet pozorovani', names=nazvy.znamek,
main='Sloupkovy diagram pro predmet anglictina')

abline(h=0:9, col='grey80', lty=2)

barplot (VR.Ang$nj, col='blue', axes=F, density=20, border='darkblue', add=T,

names=F)
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¢) Polygon ¢etnosti

# Matematika
plot(1:4, VR.Mat$nj, type='n', xlim=c(0.5,4.5), ylim=c(1,9),
xlab='Znamka',ylab='Absolutni cetnost',
main='Polygon cetnosti pro predmet matematika', axes=F)
abline(h=0:9, col='grey80', lty=2)
abline(v=0:9, col='grey80', 1lty=2)

lines(1:4, VR.Mat$nj, col='darkblue', lwd=2 )
points(1:4, VR.Mat$nj,col='darkblue',pch=20, cex=1.2)
axis(1, at=0:5, lab=c('',nazvy.znamek,''))

axis(2, at=0:10)

# Anglictina



plot(1:4, VR.Ang$nj, type='n', xlim=c(0.5,4.5), ylim=c(3.5,7.5),
xlab='Znamka',ylab='Absolutni cetnost',
main='Polygon cetnosti pro predmet anglictina', axes=F)
abline(h=seq(3.5, 7.5, by=0.5), col='grey80', 1lty=2)
abline(v=0:9, col='grey80', 1lty=2)

lines(1:4, VR.Ang$nj, col='darkblue', lwd=2 )
points(1:4, VR.Ang$nj,col='darkblue',pch=20, cex=1.2)
axis(1, at=0:5, lab=c('',nazvy.znamek,''))

axis(2, at=0:10)
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Priklad 1.3. Vytvoite variaéni fady zndmek z matematiky a angli¢tiny pouze

2)
b)
2)

pro Zeny,
pro muze.

Varia¢ni fada znamek z matematiky pro zeny

pohlavi<-data2$pohlavi
variacni_rada(X=matematika[pohlavi=='zena'], nazvy=nazvy.znamek)

#t nj Nj pj Fj
## vyborne 5 5 0.5 0.5
## chvalitebne 2 7 0.20.7
## dobre 1 80.10.8
## nedostatecne 2 10 0.2 1.0

Varia¢ni fada znamek z angli¢tiny pro zeny

variacni_rada(X=anglictina[pohlavi=='zena'], nazvy=nazvy.znamek)

# nj Nj pj Fj
## vyborne 4 40.40.4
## chvalitebne 2 6 0.20.6
## dobre 1 70.10.7
## nedostatecne 3 10 0.3 1.0



b) Varia¢ni fada zndmek z matematiky pro muze

variacni_rada(X=matematika[pohlavi=='muz'], nazvy=nazvy.znamek)

## nj Nj pj Fj
## vyborne 2 20.20.2
## chvalitebne 1 30.10.3
## dobre 1 40.10.4
## nedostatecne 6 10 0.6 1.0

Varia¢ni fada znamek z angli¢tiny pro muze

variacni_rada(X=anglictina[pohlavi=='muz'], nazvy=nazvy.znamek)

## nj Nj pj Fj
## vyborne 0 00.00.0
## chvalitebne 2 20.20.2
## dobre 6 8 0.6 0.8
## nedostatecne 2 10 0.2 1.0

Piiklad 1.4. Naddle budeme pracovat s celym datovym souborem. Vytvorime kontingenéni tabulku simultannich
absolutnich ¢etnosti znaku X a Y.

K.Tab <- table(matematika, anglictina)
K.Tab2 <- cbind(K.Tab, suma=apply(K.Tab, 1, sum))
(K.Tab3 <- rbind(K.Tab2, suma=apply(K.Tab2, 2, sum)))

#it vyborne chvalitebne dobre nedostatecne suma
## vyborne 4 1 2 0 7
## chvalitebne 0 2 1 0 3
## dobre 0 0 1 1 2
## nedostatecne 0 1 3 4 8
## suma 4 4 7 5 20

Vidime, ze ve vybérovém souboru byli 4 studenti, ktef{ méli z obou predmétu ”"vyborné”, jeden student, ktery mél
z matematiky ”vyborné”a z anglictiny ”chvalitebné”atd. az 4 studenti, ktefi z obou pfedméti neprospéli.

Priklad 1.5. Vytvoite kontingenéni tabulku fadkové a sloupcové podminénych relativnich ¢etnosti znaki X=Ma-
tematika a Y=Angli¢tina.

Tab <- table(matematika, anglictina)

# Radkove podminene relativnt cetnostt
round (prop.table(Tab, margin=1), digits=3)

#it anglictina

## matematika vyborne chvalitebne dobre nedostatecne
##  vyborne 0.571 0.143 0.286 0.000
##  chvalitebne 0.000 0.667 0.333 0.000
##  dobre 0.000 0.000 0.500 0.500
## nedostatecne 0.000 0.125 0.375 0.500

Interpretace napft. 2. sloupce ve 4. fadku: V souboru bylo 8 studentt, ktefi neprospéli z matematiky. Mezi nimi byl
jeden, ktery mél chvalitebné z angli¢tiny, coz piedstavuje 1/8 = 12.5%.



# Sloupcove podminene relativnt cetnostt
round(prop.table(Tab, margin=2), digits=3)

#it anglictina

## matematika vyborne chvalitebne dobre nedostatecne
##  vyborne 1.000 0.250 0.286 0.000
##  chvalitebne 0.000 0.500 0.143 0.000
##  dobre 0.000 0.000 0.143 0.200
##  nedostatecne 0.000 0.250 0.429 0.800

Interpretace napt. 4. fadku ve 2. sloupci: V souboru byli 4 studenti, ktefi méli chvalitebné z angli¢tiny. Mezi nimi
byl jeden, ktery neprospél z matematiky, coz pfedstavuje 1/4 = 25%.

Intervalové rozdéleni cetnosti

Praci s intervalovym rozdélenim cetnosti si ukazeme na datovém souboru lebky.txt.

Popis datového souboru: Mame k dispozici tidaje o rozmérech lebek staroegyptské populace. Jednd se o 216
muzu a 109 zen. Znak X ... nejvéts{ délka mozkovny v mm (tj. pfimd vzdédlenost kraniometrickych bodu glabella a

opisthocranion) Znak Y ...nejvéts{ sitka mozkovny v mm (tj. pfimd vzdalenost kraniometrickych bodu euryon dx
a euryon sin) Znak Z ... pohlavi osoby (1-muz, 0—Zena)

Priklad 1.6. Nactéte soubor lebky.txt. Podle Sturgersova pravidla najdéte optimalni pocet tiidicich intervalu pro
znaky X a Y a vhodné stanovte meze tiidicich intervali, a to zvlast pro muze a zvlast pro zeny.

data <- read.delim('lebky.txt', sep='\t', dec='.', header=F)
names (data) <- c('delka', 'sirka', 'pohlavi')
head(data)

##  delka sirka pohlavi

## 1 188 145 muz

## 2 172 139 muz

## 3 176 138 muz

##t 4 184 128 muz

## 5 183 139 muz

## 6 177 143 muz

# Muzi

data.M <- data[data$pohlavi=='muz',]
n.M <- dim(data.M) [1]

(Sturges.M <- round(1+3.3%logl0(n.M), digits=0))
## [1]1 9

Protoze muzu je 216, podle Sturgersova pravidla je optimalni pocet tiidicich intervali 9. Musime zjistit minimum
a maximum, abychom vhodné stanovili meze t¥idicich intervalt:

# Znak X = Delka lebky
delka.M <- data.M$delka
range (delka.M)

## [1] 164 199
max (delka.M) - min(delka.M)

## [1] 35



round ((max(delka.M) - min(delka.M))/Sturges.M, digits=0)
## [1] 4

Pro znak X = Délka lebky je minimum 164 a maximum 199, rozsah téchto hodnot je 35 a idealni délka jednoho
ttidiciho intervalu vysla jako % ~ 4. Jevi se vhodné dolni mez prvniho tiidiciho intervalu zvolit 163, horni mez
posledniho tfidiciho intervalu 199. Celkem tiidici intervaly pro znak X budou: (163,167), (167,171), ..., (195,199).

sirka.M <- data.M$sirka
range(sirka.M)

## [1] 124 149

max(sirka.M) - min(sirka.M)

## [1] 25

round((max(sirka.M) - min(sirka.M))/Sturges.M, digits=0)
## [1]1 3

Pro znak Y = sitka lebky je minimum 124 a maximum 149, rozsah téchto hodnot je 25 a idedlni délka jednoho
ttidiciho intervalu vysla jako % ~ 3. Jevi se vhodné dolni mez prvniho tiidiciho intervalu zvolit 123, horni mez
posledniho tfidictho intervalu 150. Celkem t¥idici intervaly pro znak X budou: (123, 126), (126,129), ..., (147, 150).

data.F <- data[data$pohlavi=='zena',]
n.F <- dim(data.F) [1]
(Sturges.F <- round(1+3.3%logl0(n.F), digits=0))

## [1] 8

Protoze zen je 109, podle Sturgersova pravidla je optimalni pocet tiidicich intervala 8. Postup je analogicky jako u
muzu.

delka.F <- data.F$delka

range (delka.F)

## [1] 157 188

max(delka.F) - min(delka.F)

## [1] 31

round ((max(delka.F) - min(delka.F))/Sturges.F, digits=0)

## [1] 4

Pro znak X = Délka lebky je minimum 157 a maximum 188, rozsah téchto hodnot je 31 a idealni délka jednoho
ttidiciho intervalu vysla jako w ~ 4. Jevi se vhodné dolni mez prvniho tiidiciho intervalu zvolit 156, horni mez
posledniho tfidiciho intervalu 188. Celkem tiidici intervaly pro znak X budou: (156, 160), (160, 164), ..., (184, 188).

sirka.F <- data.F$sirka
range(sirka.F)



## [1] 118 146

max(sirka.F) - min(sirka.F)

## [1] 28

round ((max(sirka.F) - min(sirka.F))/Sturges.F, digits=0)
## [1] 4

Pro znak Y = sitka lebky je minimum 118 a maximum 146, rozsah téchto hodnot je 28 a idedlni délka jednoho
tridiciho intervalu vysla jako % ~ 4. Jevi se vhodné dolni mez prvniho tiidiciho intervalu zvolit 116, horni mez
posledniho t¥idiciho intervalu 148. Celkem tiidici intervaly pro znak X budou: (116, 120), (120,124), ..., (144, 148).

Piiklad 1.7. Vytvoite histogram pro X a pro Y (s uvedenymi absolutnimi a relativnimi ¢etnostmi jednotlivych
tifdicich intervali), a to zvlast pro muze a zvlast pro Zeny.

# Muzi

# X=Delka lebky

hist(delka.M, breaks=seq(163, 199, by=4), ylim=c(0,52),
main='Histogram delky lebky u muzu', xlab='Delka lebky', ylab='Pocetnosti',
col='white', border='white', density=20, axes=F)

abline(h=seq( 0, 60, by=10), col='grey80', lty=2)

hist(delka.M, breaks=seq(163, 199, by=4),
col='blue', border='darkblue', density=20, add=T)

axis(1l, at=seq(163, 199, by=4))

axis(2, at=seq( 0, 50, by=10))

abs.c <- hist(delka.M, breaks=seq(163, 199, by=4), plot=F)$counts
stred <- hist(delka.M, breaks=seq(163, 199, by=4), plot=F)$mids
rel.c <- round(abs.c/sum(abs.c)*100, 0)

cetnosti <- paste(abs.c, '; ', rel.c, '%', sep='")
text (stred, abs.c+2, cetnosti, cex=0.8)

# Y=Sirka lebky

hranice <- seq(123, 150, by=3)

hist(sirka.M, breaks=hranice, ylim=c(0,52),
main='Histogram sirky lebky u muzu', xlab='sirka lebky', ylab='Pocetnosti',
col='white', border='white', density=20, axes=F)

abline(h=seq(0, 60, by=10), col='grey80', 1lty=2)

hist(sirka.M, breaks=hranice,
col='blue', border='darkblue', density=20, add=T)

axis(1, at=hranice)

axis(2, at=seq( 0, 50, by=10))

abs.c <- hist(sirka.M, breaks=hranice, plot=F)$counts
stred <- hist(sirka.M, breaks=hranice, plot=F)$mids
rel.c <- round(abs.c/sum(abs.c)*100, 0)

cetnosti <- paste(abs.c, '; ', rel.c, '%', sep='")
text(stred, abs.c+2, cetnosti, cex=0.8)
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Piiklady k samostatnému feSeni

Piiklad 1.8. Bodové rozdéleni cetnosti V severozapadnim Skotsku byla provedena studie, kterd zkoumala
vyskyt krevnich skupin. V oblasti Eskdale bylo ndhodné vybrdano 100 osob, v oblasti Annandale 125 osob a v
oblasti Nithsdale 253 osob. Vysledky jsou uvedeny v tabulce:

Krevni skupina
A B 0 AB

Eskdale 33 6 56 5 || 100
Annandale 54 14 52 5 | 125
Nithsdale 98 35 115 5 || 253

o [185 55 223 15 || 478

oblast

n_j

Jako znak X ozna¢ime oblast (md 3 varianty: Eskdale, Annandale, Nithsdale) a jako znak Y oznac¢ime krevni
skupinu (m4 4 varianty: A, B, AB a 0). Data jsou ulozena v souboru krevni_skupiny.txt.

a) Vytvoite variaéni fadu znaku Y, a to pro viechny tii oblasti dohromady a pak pro kazdou zvI4st.
b) Nakreslete sloupkovy diagram a polygon absolutnich ¢etnosti znaku Y.
¢) Nakreslete vysecovy diagram pro znak X.
d) Vytvoite kontingenén{ tabulku sloupcové a poté fadkové podminénych relativnich ¢etnosti znaku X, Y.
Reseni:
a) Variacni fady:
e Vsechny tfi oblasti dohromady

## nj Nj PJ Fj

## A 185 185 0.3870 0.3870

## B 55 240 0.1151 0.5021

## 0 223 463 0.4665 0.9686
## AB 15 478 0.0314 1.0000

e Eskdale
## nj Nj Pj Fj
## A 33 33 0.33 0.33
## B 6 39 0.06 0.39
## 0 56 95 0.56 0.95
## AB 5 100 0.05 1.00

e Annandale

##t nj Nj PJ Fj

## A 54 54 0.432 0.432
## B 14 68 0.112 0.544
## 0 52 120 0.416 0.960
## AB 5 125 0.040 1.000

e Nithsdale
#i# nj Nj PJ Fj

## A 98 98 0.3874 0.3874
## B 35 133 0.1383 0.5257
## 0 115 248 0.4545 0.9802
## AB 5 253 0.0198 1.0000

10



b) Sloupkovy graf a polygon Getnosti
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¢) Vysecovy graf

Vysecovy graf — zastoupeni oblasti

Annandale; 26.15%
Eskdale; 20.92%

Nithsdale; 52.93%

d) Réadkové a sloupcové podminéné éetnosti

e Tabulka fadkové podminénych cetnosti

## Krev.Skupina

## Oblast A B 0 AB
##  Annandale 0.432 0.112 0.416 0.040
##  Eskdale 0.330 0.060 0.560 0.050
##  Nithsdale 0.387 0.138 0.455 0.020
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e Tabulka sloupcové podminénych ¢etnosti

#it Krev.Skupina

## Oblast A B 0 AB

##  Annandale 0.292 0.255 0.233 0.333
##  Eskdale 0.178 0.109 0.251 0.333
##  Nithsdale 0.530 0.636 0.516 0.333

Priklad 1.9. Intervalové rozdéleni ¢etnosti U 50 studenti a studentek byla zjistovdna jejich hmotnost (znak
X, v kg), vyska (znak Y, v cm) a pohlavi (znak Z, 0...Zena, 1...muz). Data jsou uloZena v souboru vys_vah.txt.

a) Podle Sturgesova pravidla najdéte optimalni pocet t¥idicich intervala pro znaky X a Y a vhodné stanovte meze
tridicich intervala.

b) Vytvoite histogram pro X a pro Y (s uvedenymi absolutnimi a relativnimi ¢etnostmi jednotlivych ttidicich
intervaltl).

ResSeni

a) Protoze osob je 50, podle Sturgesova pravidla je optimélni pocet t¥idicich intervalu 7. Musime zjistit minimum
a maximum, abychom vhodné stanovili meze t¥idicich intervalu.

Pro znak X je minimum 51 a maximum 90. Jevi se vhodné dolni mez prvniho t¥idiciho intervalu zvolit 50, horni
mez posledniho t¥idiciho intervalu 92. Délka tiidicich intervalua je tedy @ = 6. Celkem tfidici intervaly pro
znak X budou:

(50; 56, (56;62), ..., (86;92).

Pro znak Y je minimum 160 a maximum 192. Jevi se vhodné dolni mez prvniho t¥idictho intervalu zvolit
159, horni mez posledniho tiidiciho intervalu 194. Délka tiidicich intervalu je tedy w = 5. Celkem tiidici
intervaly pro znak Y budou:

(159; 164), (164; 169), ..., (189; 194).

b) Histogramy pro vahu a vysku

Histogram - vaha studentu a studentek Histogram - vyska studentu a studentek

< - _
— N
- 380
12; 24%12; 24% © 19, 38%
] 11; 22% = ]
o _l o _|
— —
= 8; 16% =
8 o - 8 3+
= =
@ @
8 © 8 o -
o o 7;14% 7;14% 7; 14%
6; 12%
< 7 3;,6% 3;6% ©
3; 6%
7 1 2% ® 1; 2%
5 (]
o - %, o -
] T T T T T T 1 ] T T T T T T 1
50 56 62 68 74 80 86 92 159 164 169 174 179 184 189 194
vaha vyska

Pozndmka: Tytéz tikoly lze fesit zvlast pro muze a zvlast pro Zeny.
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2 Vypocet ¢iselnych charakteristik jednorozmérného a dvourozmérného
datového souboru

Piehled pouzitych funkci: data.frame, apply, library, round, cramersV, read.delim, source, head, names, factor,
quantile, boxplot, cor, dotplot, abline, length, mean, var, sqrt, skewness, kurtosis, cbind.

Piiklad 2.1. U 100 ndhodné vybranych domécnosti byl zjifovdn zpiisob zdsobovan{ bramborami (znak X, varianty
1 = vlastni sklep, 2 = jinde, 3 = ndkup) a bydlisté (znak Y, varianty 1 = velké mésto, 2 = malé mésto, 3 = vesnice).

velké mésto | malé mésto | vesnice
vlastni sklep 13 15 14
jinde 11 7 2
nakup 19 9 10

a) Pro oba znaky uré¢ime modus.

b) Vypocteme Craméruv koeficient znaku X, Y.

a) Stanoven{ modu

(data <- data.frame(velke.mesto=c(13,11,19), male.mesto=c(15,7,9), vesnice=c(14,2,10),
row.names=c('sklep','jinde', 'nakup')))

## velke.mesto male.mesto vesnice
## sklep 13 15 14
## jinde 11 7 2
## nakup 19 9 10

apply(data,1,sum)

## sklep jinde nakup
## 42 20 38

apply(data,2,sum)
## velke.mesto male.mesto vesnice
## 43 &l 26

Znak X méa modus 1, tj. nejvice domécnosti skladuje brambory ve vlastnim sklepé a znak Y ma také modus 1,
tj. nejvice domacnosti bydli ve velkém méste.

b) Vypocet Cramérova koeficientu

Hodnotu Cramérova koeficientu vypoc¢itdme pomoci funkce cramersV, ktera je soucdsti knihovny Isr. Nejprve
tedy musime nainstalovat tuto knihovnu (Packages — Install — Isr — Install) a ndsledné ji nacist (library(Isr)).
Teprve potom muzeme funcki cramersV() pouzit na nasi datovou tabulku a Craméruv koeficient dopocitat.

library(lsr)
round (cramersV(data), digits=3)

## [1]1 0.179
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Craméruv koeficient nabyva hodnoty 0.179, tedy mezi zpusobem zdsobovéani bramborami a bydlistém domécnosti
existuje jen slabd zavislost - viz nésledujici tabulka:

Craméruv koeficient interpretace

0-0.1 zanedbatelnd zavislost
0.1 -0.3 slaba zavislost

0.3 -0.7 stredni zavislost
0.7-1 silné zdvislost

Piiklad 2.2. Otevieme datovy soubor znamky.txt.

a)

b)

Pro znamky z matematiky a anglictiny vypocteme median, dolni a horni kvartil, kvartilovou odchylku a vytvorime
krabicovy diagram.

Vypoéteme Spearmaniiv korelaéni koeficient zndmek z matematiky a angli¢tiny pro vSechny studenty, pak zv14st
pro muze a zvlast pro Zeny. Ziskané vysledky budeme interpretovat.

data <- read.delim('znamky.txt', sep='\t', dec='.',header=F)
source ('AS-funkce.R')

head(data)

## V1l V2 V3

# 1 2 2 0

# 2 1 3 1

## 3 4 3 1

## 4 1 1 O

# 5 1 2 1

## 6 4 4 1

names (data) <- c('matematika', 'anglictina', 'pohlavi')

£3 <- factor(data$pohlavi, levels=c(0,1), labels=c('zena', 'muz'))
datal,3] <- f3
head(data)

## matematika anglictina pohlavi

## 1 2 2 zena
## 2 1 3 muz
## 3 4 3 muz
## 4 1 1 zena
## 5 1 2 muz
## 6 4 4 muz

matematika <- data$matematika
anglictina <- data$anglictina
pohlavi <- data$pohlavi

, type=2) #type=5

q.M <- quantile(matematika, probs=c(0.5,0.25,0.75
75), type=2)

q.A <- quantile(anglictina, probs=c(0.5,0.25,0.75
iqr.M <- q.M[3]-q.M[2]
iqr.A <- q.A[3]-q.A[2]

)
)

(tabulka<-data.frame(median=c(q.M[1],q.A[1]), kvi=c(q.M[2],q.A[2]), kv3=c(q.M[3],q.A[3]),
IQR=c(iqr.M, iqr.A), row.names=c('matematika','anglictina')))
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#it median kvl kv3 IQR
## matematika 2.5 1 4.0 3.0
## anglictina 3.0 23.51.5

boxplot (matematika, anglictina, main='Krabicovy graf dvou promennych',

names=c('matematika', 'anglictina'), ylab='znamka', ylim=c(0,5),
border='darkgreen', col='darkolivegreenl')

Krabicovy graf dvou promennych

znamka

T 1
matematika anglictina

b) cor(matematika, anglictina, method='spearman')
## [1] 0.6884422
cor (matematika[pohlavi=='zena'], anglictina[pohlavi=='zena'], method='spearman')
## [1] 0.8603138
cor (matematika[pohlavi=='muz'], anglictina[pohlavi=='muz'], method='spearman')
## [1] 0.3735437

Vidime, ze nejsilngjsi pfima poradové zavislost mezi zndmkami z matematiky a angli¢tiny je u zen, rg = 0.86.
U muzu je tato zavislost mnohem slabsi, rg = 0.37. U Zen tedy dochézi k tomu, ze se sdruzuji podobné znamky
z obou predmétl, zatimco u muzu se projevuje spiSe tendence k ruznym zndmkam. Je to zfetelné vidét na
dvourozmérnych teckovych diagramech.

dotplot (matematika[pohlavi=='zena'], anglictina[pohlavi=='zena'],
main='Teckovy graf znamek - Zeny', xlab='matematika', ylab='anglictina',
col='darkgreen', bg='darkolivegreenl', xlim=c(1,4), ylim=c(1,4))
abline(v=seq(1,4,by=0.5), col='grey80', lty=2)
abline(h=seq(1,4,by=0.5), col='grey80', 1lty=2)
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dotplot (matematika[pohlavi=='muz'], anglictina[pohlavi=='muz'],
main='Teckovy graf znamek - Muzi', xlab='matematika', ylab='anglictina',
col='darkgreen', bg='darkolivegreenl', xlim=c(1,4), ylim=c(1,4))
abline(v=seq(1,4,by=0.5), col='grey80', 1lty=2)
abline(h=seq(1,4,by=0.5), col='grey80', 1lty=2)

Teckovy graf znamek — Zeny Teckovy graf znamek — Muzi
e o © e [0))
Yo}
™ o
2 o 2 4o o o @
] ]
£ £
5 v _| o v |
S N S
= =
© ©
3 — @ 2 —o o
| |
- -
o o
-4 12 -
T T T T T T I T T T T T T I
1.0 1.5 2.0 25 3.0 35 4.0 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
matematika matematika

Vyznam hodnot Spearmanova (i Pearsonova) koeficientu korelace je popsan v tabulce:

Abs.hod. korel.koef. Interpretace hodnoty

0 poradové (linedrni) nezdvislost
(0;0.1) velmi nizky stupen zavislosti
[0.1;0.3) nizky stupen zavislosti

[0.30;0.50) mirny stupen zavislosti

[0.50;0.70) vyznacny stupen zdvislosti
[0.70;0.90) vysoky stupen zdvislosti

[0.90; 1) velmi vysoky stupen zavislosti

1 uplnd poradova (linedrni) zdvislost

Podle vyse uvedené tabulky existuje mezi zndmkami z matematiky a znamkami z anglictiny vyznacny stupen pirimé
pofadové zévislosti (rg = 0.69), ddle v piipadé Zen existuje mezi zndmkami z matematiky a z anglictiny vysoky
stupen piimé poradové zdvislosti (rg = 0.86), zatimco u muzu existuje mezi zndmkami z matematiky a z anglictiny
pouze mirny stupen pifmé porfadové zavislosti (rg = 0.37).

Priklad 2.3. Otevieme datovy soubor lebky.txt.

a) Pro nejvétsi délku a nejvétsi sitku mozkovny muzu vypocteme aritmeticky prumeér, rozptyl, smérodatnou od-
chylku, koeficient variace, Sikmost a Spicatost.

b) Vypocitejte Pearsontv koeficient korelace nejveétsi délky a nejveétsi sitky mozkovny muza. Déale vypoctéte kova-
rianci téchto dvou znaku a nakreslete dvourozmeérny teckovy diagram.

a) library(e1071)

data <- read.delim('lebky.txt', sep='\t', dec='.', header=F)
names (data) <- c('delka', 'sirka', 'pohlavi')
head(data)
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##  delka sirka pohlavi

## 1 188 145 muz
## 2 172 139 muz
## 3 176 138 muz
## 4 184 128 muz
## 5 183 139 muz
## 6 177 143 muz

delka.M  <- data$delka[data$pohlavi=='muz']
n <- length(delka.M)

prumer.D <- mean(delka.M)

rozptyl.D  <- 1/n*sum((delka.M-prumer.D)"2)

sm.odch.D  <- sqrt(rozptyl.D)

koef.var.D <- sm.odch.D/mean(delka.M)*100

sikmost.D  <- skewness(delka.M, type=2)

spicatost.D <- kurtosis(delka.M, type=2)

(tab.D <- round(data.frame(n=n, prumer=prumer.D, rozptyl=rozptyl.D, sm.odch=sm.odch.D,
koef .var=koef.var.D, sikmost=sikmost.D, spicatost=spicatost.D), digits=4))

## n  prumer rozptyl sm.odch koef.var sikmost spicatost
## 1 216 182.0324 40.5777 6.3701  3.4994 -0.0551  -0.4511

Analogicky postup zvolime pro vypocty zakladnich charakteristik pro §iiku mozkovny muzu. Vysledné charak-
teristiky pro obé proménné slou¢ime do jedné tabulky.

## n  prumer rozptyl sm.odch koef.var sikmost spicatost

## delka 216 182.0324 40.5777 6.3701  3.4994 -0.0551 -0.4511
## sirka 216 137.1852 23.1694 4.8135 3.5087 0.0853 -0.2485

Vypocet Pearsonova korelaéniho koeficientu

cor(delka.M, sirka.M, method='pearson')

## [1] 0.168157
Vidime, Ze mezi délkou mozkovny a §itkou mozkovky u muzu existuje nizky stuperi piimé linedrni zdvislosti.

Vypocet kovariance

kovariance <- sum((delka.M-prumer.D)*(sirka.M-prumer.S))/n
round (kovariance, 4)

## [1] 5.156

Teckovy diagram

dotplot(delka.M, sirka.M, main='Teckovy graf delky a sirky lebky muzu',

xlab='delka lebky', ylab='sirka lebky', col='darkgreen', bg='darkolivegreenl')
abline(v=seq(160,200,by=5), col='grey80', 1lty=2)
abline(h=seq(120,145,by=5), col='grey80', 1lty=2)
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Teckovy graf delky a sirky lebky muzu
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Vzhledu diagramu potvrzuje nase zjisténi, ze mezi délkou a §itkou mozkovny u muzu existuje nizka ptimé linedrni
zavislost.
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3 Opakované pokusy

Piehled pouzitych funkci: sum, dbinom, pbinom, dgeom, pgeom, dhyper, phyper.

3.1 Opakované nezavislé pokusy

Opakované nezavisle provadime tyz ndhodny pokus a sledujeme nastoupenti jevu, kterému fikame tspéch. V kazdém
z téchto pokusi nastava uspéch s pravdépodobnosti 0, 0 < 6 < 1.

Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Pravdépodobnost, ze v prvnich n pokusech uspéch nastane praveé z-krat (0 < x < n):

Py(x) = (Z) 67 (1 — 6)"=. (1)

Pravdépodobnost, ze v prvnich n pokusech uspéch nastane nejvyse z1-krat (0 < z7 < n):

1
> Pula). (2)
=0
Pravdépodobnost, ze v prvnich n pokusech tispéch nastane aspoii zo-krat (0 < z¢ < n):
n
> Pala). (3)
T=To
Pravdépodobnost, ze v prvnich n pokusech tspéch nastane aspon xg-krat a nejvyse x;-krat:
1
Y Pula). (4)
T=I0

Piiklad 3.1. Pojistovna zjistila, ze 12 % pojistnych udalosti je zptsobeno vloupanim. Jaké je pravdépodobnost,
ze mezi 30 ndhodné vybranymi pojistnymi udalostmi bude zpusobeno vloupanim

a) nejvyse 6;

b) aspon 6;

c) pravé 6;

d) od dvou do péti?

Pocet pokust: n = 30, pravdépodobnost tspéchu: § = 0.12
ad a)

X1 6 6

30 . .
> Pu(x) =) Piylz) =) (I >0.12"L0.8830_* = 0.9394.
x=0 x=0

z=0

sum(dbinom(0:6, size=30, prob=0.12))
## [1] 0.9393926

pbinom(6, size=30, prob=0.12)

## [1] 0.9393926

S pravdépodobnosti 93.94 % bude mezi 30 ndhodné vybranymi pojistnymi udélostmi zptusobeno vloupanim
nejvyse 6 udalosti.
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ad b)

ad c)

ad d)

n 30 5
Y Pu(z)=) Puz)=1-> Pyle)=1-> (3;?) 0.12%0.88%07% = (.1431.
=6 x=0

z=x =0
1-sum(dbinom(0:5, size=30, prob=0.12))
## [1] 0.1430769
1-pbinom(5, size=30, prob=0.12)
## [1] 0.1430769

S pravdépodobnost{ 14.31 % bude mezi 30 ndhodné vybranymi pojistnymi uddlostmi zpusobeno vloupanim
aspon 6 udalosti.

30
P,.(z) = P3(6) = ( 6 )0.1260.8824 = 0.0825.

dbinom(6, size=30, prob=0.12)
## [1] 0.08246953

S pravdépodobnosti 8.25% bude mezi 30 ndhodné vybranymi pojistnymi udélostmi zpusobeno vloupdnim
pravé 6 udélosti.

1 5 5 1 5 1
30 30
§ P, :E P. ZE P. _E P. :E : 12%0. 30—w_§ : 12%0. 30—z _ 7470.
(x) r=2 0 (x) =0 ” (x) =0 . (x) (.73 > 0 0 88 (Z‘ )0 0 88 0 7 70

et =0 2=0
pbinom(5, size=30, prob=0.12) - pbinom(1, 30, 0.12)

## [1] 0.7469528

sum(dbinom(2:5, size=30, prob=0.12))

## [1] 0.7469528

S pravdépodobnosti 74.70 % bude mezi 30 ndhodné vybranymi pojistnymi udélostmi zpusobeno vloupdnim
od 2 do 5 udalosti.

Priiklady k samostatnému feSeni

Piiklad 3.2. V rodiné je 10 déti. Za predpokladu, ze chlapci i divky se rodi s pravdépodobnosti 0.5 a pohlavi se
formuje nezavisle na sobé, urcete pravdépodobnost, ze v této rodiné je

a) pravé 5 chlapcuy;

b) nejméné 3 a nejvyse 8 chlapcu.

n = 10; ispéch = narozeni chlapce; pravdépodobnost tspéchu 6 = 0.5;

20



ad a) ## [1] 0.2460938

ad b) ## [1] 0.9345703

Piiklad 3.3. Na dvoukolejném zelezniénim mosté se potkaji béhem 24 hodin nejvyse dva vlaky, a to s pravdépodobnosti
0.2. Za predpokladu, ze denni provozy jsou nezavislé, urcete pravdépodobnost, ze béhem tydne se dva vlaky na
mosté potkaji

a) prave tiikrat;
b) nejvyse tiikrat;
c) alespon tiikrat.

n = 7; uspéch = potkani dvou vlaku béhem 24 hodin; pravdépodobnost tispéchu 6 = 0.2;

ad a) ## [1] 0.114688

ad b) ## [1] 0.966656

ad ¢) ## [1] 0.148032
Priiklad 3.4. Je pravdépodobnéjsi vyhrat se stejné silnym soupefem tii partie ze ¢ty nebo pét partii z osmi, kdyz
nerozhodny vysledek je vyloucen a vysledky jsou nezavislé?

Uspéch je vyhra partie se stejné silnym souperem, kdyz remiza je vyloucena; pravdépodobnost tspéchu 6 = 0.5;
a)n=4,x=3;

b) n =38, x =5.

ad a) ## [1] 0.25

ad b) ## [1] 0.21875

Piiklad 3.5. Dvacetkrat nezavisle na sobé héazime tfemi mincemi. Jaka je pravdépodobnost, ze alespon v jednom
hodu padnou tii lice?

n = 20; dispéch je padnuti ti{ lict pfi hodu tfemi mincemi; § = 1/8 = 0.125;

## [1] 0.9307912
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Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti

Pravdépodobnost, Ze prvnimu tspéchu bude predchazet x netspéchu:
P(z) = (1-6)"6. (5)

Pravdépodobnost, ze prvnimu tispéchu bude piedchizet nejvyse x; netdspéchu:

> P(x). (6)
=0

Pravdépodobnost, ze prvnimu tspéchu bude predchézet aspon xg nedspéchu:

10—1
1- > Px). (7)
=0
Piiklad 3.6. Jaki je pravdépodobnost, ze pii hie ” Clovéce, nezlob se!” nasadime figurku nejpozdéji pii tietim hodu?

Pocet neuspéchu: x = 0, 1, 2; pravdépodobnost tspéchu: 6§ = %;
2 2 2 5 T 1
P = 1-60)"0 = -] ==04213
>-p@=0-07=3(g) §

sum(dgeom(0:2, prob=1/6))
## [1] 0.4212963

pgeom(2, prob=1/6)

## [1] 0.4212963

Pravdépodobnost, ze figurku nasadime nejpozdéji pri tietim hodu, je 42.13 %.

Priklad k samostatnému reSeni

Priklad 3.7. Studenti biologie zkoumaji barvu o¢i octomilek. Pravdépodobnost, Ze octomilka mé bilou barvu o¢i,
je 0.25, pravdépodobnost, ze méa ¢ervenou barvu oc¢i, je 0.75. Jakd je pravdépodobnost, ze az ¢tvrta zkoumand
octomilka bude mit bilou barvu o¢i?

Pocet netspéchu: x = 3; pravdépodobnost tspéchu: § = 0.25;

## [1] 0.1054688

3.2 Opakované zavislé pokusy
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti

Méame N objektt, mezi nimi je M objekta oznateno 0 < M < N. Ndhodné bez vraceni vybereme k objektu
(0<k<N).
Pravdépodobnost, ze ve vybéru je prévé = oznacenych objektu (max{0, M — N + k} < 2 < min{k, M }):

(&) (i=a)

(+)

Py k() =
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Pravdépodobnost, ze ve vybéru je nejvyse x1 oznacenych objektu:

1

Z Py k(). (9)

z=max{0,M —N+k}
Pravdépodobnost, ze ve vybéru je aspon x oznacenych objektu:

min{k,M}

Z Py i P(). (10)

=T

Priiklad 3.8. Koupili jsme 10 cibulek ¢ervenych tulipdnt a 5 cibulek zlutych tulipdnu. Zasadili jsme 8 ndhodné
vybranych cibulek.

a) Jakd je pravdépodobnost, ze z4dnd nebude cibulka zlutych tulipdna?
b) Jakd je pravdépodobnost, Ze jsme zasadili vSech 5 cibulek zlutych tulipana?
¢) Jaké je pravdépodobnost, ze aspoil dvé budou cibulky zlutych tulipdnu?

Pocet objektu: N = 15, pocet oznacenych objektu: M = 5, pocet vybranych objektu: n = 8

ad a) 5\ (10 10
Pi555(0) = (0)1(58) = % = 0.007
(s) (%)
dhyper (0, m=5, n=10, k=8)
## [1] 0.006993007
Mezi 8 ndhodné vybranymi cibulkami se s pravdépodobnosti 0.7 % nevyskytne zddna cibulka zlutych tulipanu.
ad b)
5\ (10 10
Pi558(5) = (5)16.)3) = (1—35) = 0.0186
() ()
dhyper (5, m=5, n=10, k=8)
## [1] 0.01864802
S pravdépodobnosti 1.86 % bude mezi 8 ndhodné vybranymi cibulkami prave 5 cibulek zlutych tulipdnu.
ad c)

1= Pi558(0) — Pis58(1) =1~ ©)(5) - () (7) —1_ @_ 5(7)

) @)

sum(dhyper (2:5, m=5, n=10, k=8))

## [1] 0.8997669

phyper(5, m=5, n=10, k=8)-phyper(l, m=5, n=10, k=8)
## [1] 0.8997669

S pravdépodobnost{ 89.98 % budou mezi 8 ndhodné vybranymi cibulkami aspon dvé cibulky zlutych tulipanu.
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Priklad k samostatnému resSeni:

Piiklad 3.9. Dité dostalo sacek, v némz bylo 5 ¢ervenych a 5 zlutych bonbénu. Dité ndhodné vybralo ze sacku 6
bonbénu. Jaké je pravdépodobnost, ze mezi vybranymi bonbény budou pravé 2 ¢ervené?

## [1] 0.2380952
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4 Pravdépodobnostni funkce, hustoty a distribu¢ni funkce, vypocet
pravdépodobnosti pomoci distribucénich funkci

V této kapitole se zamérime zejména na binomické rozdéleni, Poissonovo rozdéleni, exponencidlni rozdéleni a
normalni rozdéleni.

4.1 Binomické rozdéleni Bin(n,0)

Nédhodn4 velicina X uddva pocet ispéchi v posloupnosti n nezavislych opakovanych pokust, pricemz pravdépodobnost
uspéchu v kazdém pokusu je vyjddiena pomoci parametru 6. Piseme X ~ Bin(n, ).

Pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni ma tvar

meT(1—-0)""% prox=0,...,n;
plz) = {(1) ( ) ?
0 jinak.

Distribuéni funkce binomického rozdéleni ma tvar

Flz) = sz (?) ot(1 — 0)" . (12)

t=0

Priklad 4.1. Nakreslete graf pravdépodobnostui funkce a distribuéni funkce ndhodné veliciny X ~ Bin(6,0.5).

x <- 0:6

px <- dbinom(x, size=6, prob=0.5)

plot(x, px, type='h', main='X"Bin(6,0.5)', ylab='pravdepodobnostni funkce', xlab='x')
points(x, px, col='red', pch=19, cex=0.8)

Fx <- pbinom(x, size=6, prob=0.5)

n <- length(Fx)

plot(x, Fx, type='n', main='X"Bin(6,0.5)', ylab='distribucni funkce',
xlab='x', xlim=c(-1,n), ylim=c(0,1))

segments(x, Fx, x+1, Fx)

arrows(0, 0, -1, 0, length=0.1)

arrows(n-1,1, n, 1, length=0.1)

points(x, Fx, col='red', pch=19, cex=0.8)

points(x, c(0, Fx[-n]), col='red', bg='white', pch=21, cex=0.8)
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Analogickym zpusobem muzeme ziskat grafy pravdépodobnostnich a distribu¢nich funkei binomického rozdéleni pro
ruznd n a 6 a sledovat vliv téchto parametru na vzhled grafi.

4.2 Poissonovo rozdéleni Po(\)

Néhodné veli¢ina X uddvd pocet udédlosti, které nastanou v jednotkovém casovém intervalu (resp. v jednotkové
oblasti), pficemz k uddlostem dochdz{ ndhodné, jednotlivé a vzdjemné nezdvisle. Parametr A > 0 je stfedni pocet
téchto udélosti. Piseme X ~ Po(\).

Pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni méa tvar

AT _ .
() = Ee pro x=0,1,...; (13)
0 jinak.
Distribuéni funkce Poissonova rozdéleni mé tvar
T )\t
F(z) = —'e_/\ (14)
= t!

Piiklad 4.2. Nakreslete graf pravdépodobnostnf funkce a distribuéni funkce ndhodné veliciny X ~ Po(5).

x <- 0:16

px <- dpois(x, lambda=5)

plot(x, px, type='h', main='X"Po(5)', ylab='pravdepodobnostni funkce', xlab='x')
points(x, px, col='red', pch=19, cex=0.8)

Fx <- ppois(x, lambda=5)

n <- length(Fx)

plot(x, Fx, type='n', main='X"Po(5)', ylab='distribucni funkce', xlab='x',
xlim=c(-1,n), ylim=c(0,1))

segments(x, Fx, x+1, Fx)

arrows (0, 0, -1, 0, length=0.1)
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arrows(n-1, 1, n, 1, length=0.1)
points(x, Fx, col='red', pch=19, cex=0.8)
points(x, c(0, Fx[-n]), col='red', bg='white', pch=21, cex=0.8)
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Priiklad 4.3. Pii provozu balicitho automatu vznikaji béhem smény ndhodné poruchy, které se fidi rozdélenim
Po(2). Jak4 je pravdépodobnost, ze béhem smény dojde k alesponi jedné poruse?

X ...pocet poruch béhem smény; X ~ Po(2);
90
PX>1)=1PX<1)=1PX<0)=1-P(X=0)=1- 66—2 = 0.8647.
1-dpois(0, lambda=2)
## [1] 0.8646647
1-ppois(0, lambda=2)

## [1] 0.8646647
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4.3 Exponencidlni rozdéleni Exp(\)

Ndahodna veli¢ina X udava dobu ¢ekani na prichod néjaké udalosti, ktera se muze dostavit kazdym okamzikem se
stejnou Sanci bez ohledu na dosud proc¢ekanou dobu. (Jde o tzv.éekani bez paméti.) Piitom % vyjadiuje stfedni
dobu ¢ekani. Ndhodn4 veli¢ina X ~ Exp(A) mé hustotu

flx) = (15)

Ae=*  pro z > 0;
0 jinak.

Priklad 4.4. Nakreslete graf hustoty a distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X ~ Exp(2).

x <- seq(from=0, to=2.5, length=512)
fx <- dexp(x, rate=2)
plot(x, fx, type='l', main='X"Exp(2)', xlab='x', col='red')

Fx <- pexp(x, rate=2)
plot(x, Fx, main='X"Exp(2)', xlab='x', ylab='distribucni funkce', type='l', col='red')

X~Exp(2) X~Exp(2)
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Priiklad 4.5. Doba do ukonéeni opravy v opravné obuvi je ndhodn4 veli¢ina, ktera se idi exponencialnim rozdélenim
se stfedni dobou opravy 3 dny. Jaka je pravdépodobnost, Zze oprava bude ukonc¢ena do dvou dnu?

X ~ Exp(1/3);
2
P(X <2)= / CemSdr = [—e 5]2 =1 ¢ § = 0.4866.
0

pexp(2, rate=1/3)

## [1] 0.4865829
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Priklad 4.6. Doba (v hodindch), kterd uplyne mezi dvéma naléhavymi pi{jmy v jisté nemocnici, se ¥idi expo-
nenciadlnim rozdélenim se stiedni dobou ¢ekani 2h. Jaka je pravdépodobnost, ze uplyne vice nez 5 h bez naléhavého
prijmu?

X ~ Exp(1/2);

P(X >5)=P(X >5) = /:O %e‘fdx = [~e %] = e = 0.0821.
1-pexp(5, rate=1/2)
## [1] 0.082085
4.4 Normalni rozdéleni N(u,0?)
Néhodn4 velicina X ~ (u,0?) ma hustotu
fz) = ! 6_%. (16)

Pro =0 a 0? = 1 se jedna o standardizované normaln{ rozdéleni, piseme U ~ N(0, 1). Hustota pravdépodobnosti

mé v tomto piipadé tvar
1 u?
x)= e 2. 17
f@) V21 17

Piiklad 4.7. Nakreslete graf hustoty a distribuéni funkce ndhodné veliciny X ~ N(—1,2).

#graf hustoty

x <- seq(from=-5, to=3, length=512)

fx <- dnorm(x, mean=-1, sd=sqrt(2))

plot(x, fx, type='l', main=bquote(paste('X ~ N(
col='red')

‘,mu,'=-1, ',sigma”2,'=2 )')), xlim=c(-4.5,2.5),

#graf distridbucni funkce

Fx <- pnorm(x, mean=-1, sd=sqrt(2))

plot(x, Fx, type='l', main=bquote(paste('X ~ N( ',mu,'=-1, ',sigma”2,'=2 )')), xlim=c(-4.5,2.5),
ylab='distribucni funkce', col='red')

X ~N(p=-1, 6°=2) X ~N(p=-1, 6°=2)

1.0

fx
0.6

distribucni funkce
0.4

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
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Piiklad 4.8. Vysledky u piijimacich zkousek na jistou VS jsou normélné rozdéleny s parametry pu = 550 bodi,
o = 100 bodu. S jakou pravdépodobnosti bude mit ndhodné vybrany uchaze¢ alesporni 600 boda?

X ...vysledek ndhodné vybraného uchazece; X ~ N(550,1002).

X - — —
P(X2600):1P(X§600):1_p( w600 M>:P<US600100550>
g o

=1-P(U <0.5)=1—®(0.5) = 1-0.69146 = 0.3085.

1-pnorm(600, mean=550, sd=100)
## [1] 0.3085375
1-pnorm(0.5, mean=0, sd=1)

## [1] 0.3085375

Piiklad 4.9. Zivotnost baterie v hodinéch je ndhodnd veli¢ina, kterd ma normalni rozdéleni se stiedni hodnotou
300 hodin a smérodatnou odchylkou 35hodin. Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana baterie bude mit
Zivotnost

a) alespon 320 hodin?

b) nejvyse 310 hodin?

a) ## [1] 0.2838546

b) ## [1] 0.6124515

Piiklad 4.10. Na vyrobni lince jsou automaticky baleny balicky ryze o deklarované hmotnosti 1000 g. Pusobenim
nahodnych vlivii hmotnost balicku kolisa. Lze ji povazovat za ndhodnou veli¢inu, ktera se fidi normalnim rozdélenim
se stfedni hodnotou 996 g a smérodatnou odchylkou 18 g. Jaka je pravdépodobnost, ze nahodné vybrany balicek
ryze neprojde vystupni kontrolou, jestlize je povolena tolerance £30 g od deklarované hmotnosti 1000 g?

P(X ¢ (970;1030)) = 1 — P(970 < X < 1030) = 1 — P(970 < X < 1030)

## [1] 0.1037604

Priklad 4.11. Nakreslete graf hustoty dvourozmérného standardizovaného normalniho rozdéleni.

source('AS-funkce.R')

x <- seq(from=-3, to=3, length=40)
y <- seq(from=-3, to=3, length=40)
nx <- length(x)

ny <- length(y)

z <- matrix(NA, nrow=nx, ncol=ny)
for(i in 1:nx){

for(j in 1:ny){
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z[i,j] <- norm2(x[i], y[j], mul=0, mu2=0, sigmal=1, sigma2=1)
}
}

color <- terrain.colors(12)

stredy <- (z[-1, -1] + z[-1, -ncol(z)] + z[-nrow(z), -1] + z[-nrow(z), -ncol(z)])/4
stredy.col <- cut(stredy, 12)

persp(x, y, z, col = color[stredy.col], phi = 30, theta = -45)
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5 Vypocet ciselnych charakteristik nahodnych veli¢in, aplikace Moi-
vreovy — Laplaceovy véty

5.1 Kvantily vybranych spojitych rozdéleni

a-kvantil ndhodné veliciny X znacéime x,.

Normaln{ rozdéleni N(u,o?)

Néhodn4 velicina X ~ N(u,0?) ma hustotu

f@) = e T

Pro i =0, 02 = 1 se jednd o standardizované normaln{ rozdéleni, piseme U ~ N(0,1). Hustota standardizovaného
normalniho rozdéleni ma v tomto piipadé tvar

a-kvantil standardizovaného normélniho rozdéleni znac¢ime u,. Standardizované normélni rozdéleni je symetrické
okolo nuly, proto pro kvantily tohoto rozdéleni plati vztah

Uoy = —Ul—q-

Pozndmka: Vyjadieni hustot nésledujicich tif rozdéleni je piilis slozité, lze ho najit napt. v piiloze A skript Marie
Budikové, Pavel Osecky, Stépan Mikolas: Teorie pravdépodobnosti a matematicka statistika. Sbirka ptiklada. MU
Brno 2007.

x? rozdéleni s n stupni volnosti x?(n)

Necht Xi,..., X, jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliciny, X; ~ N(0,1), i = 1,...,n. Pak ndhodn4 veli¢ina
X=X{+.+X;

mé x2 rozdéleni s n stupni volnosti
X ~x%(n).

a-kvantil x? rozdélen{ s n stupni volnosti zna¢ime x2(n).

Studentovo rozdéleni s n stupni volnosti ¢(n)

Necht X1, X5 jsou stochasticky nezévislé ndhodné veliciny, X; ~ N(0,1), Xo ~ x?(n). Pak ndhodn4 veli¢ina

X
X ="
Xs
n
ma Studentovo rozdéleni s n stupni volnosti
X ~t(n).

a-kvantil Studentova rozdélen{ s n stupni volnosti znaéime t,(n). Studentovo rozdéleni je symetrické okolo nuly,
proto pro kvantily tohoto rozdéleni plati vztah

ta(n) = —ti_a(n).
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Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni s n; a ny stupni volnosti F(ni,ns)

Necht X7, ..., X, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veliciny, X; ~ x%(n;), i = 1, 2. Pak ndhodna veli¢ina
X
x = Xi/m
Xo /12

ma Fishorovo rozdéleni s n; a no stupni volnosti
X ~ F(nl, ng).

a-kvantil Fisherova rozdéleni s n; a ng stupni volnosti zna¢ime F,,(ni,n2) Pro kvantily Fisherova rozdéleni plati

nasledujici vztah
1

Fo(ny, =0
(11, m2) Fi_o(ni,n9)

Priklad 5.1. Najdéte medidn a horn{ a dolni kvartil ndhodné veli¢iny U ~ N(0,1).

gnorm(0.5)

## [1] O
gnorm(0.25)

## [1] -0.6744898
gnorm(0.75)

## [1] 0.6744898

Piiklad 5.2. Najdéte dolni kvartil ndhodné veliciny X ~ N(3,5).
gnorm(0.25, 3, sqrt(5))

## [1] 1.491795

Pi#iklad 5.3. Uréete kvantil x2 5o5(25).

qchisq(0.025, 25)

## [1] 13.11972

Priklad 5.4. Urcete kvantily t9.99(30) a to.05(14).
qt(0.99, 30)

## [1] 2.457262

qt(0.05, 14)

## [1] -1.76131

Pi#iklad 5.5. Urcete kvantily Fp.975(5,20) a Fpo5(2, 10).
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qf (0.975, 5,20)
## [1] 3.289056
qf (0.05, 2,10)

## [1] 0.0515573

5.2 Vypocet stredni hodnoty a rozptylu diskrétnich nahodnych velicin

Priklad 5.6. Postupné se zkousi spolehlivost ¢tyf pfistroju. Dalsi se zkousi jen tehdy, kdyz predchozi je spolehlivy.
Kazdy z piistroju vydrzi zkousku s pravdépodobnosti 0.8. Nahodna veli¢ina X udava pocet zkouSenych piistroju.
Vypoctéte stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny X.

X nabyva hodnot 1,2,3,4 a jejf pravdépodobnostn{ funkee je 7(1) = 0.2, 7(2) = 0.8%0.2 = 0.16, 7(3) = 0.82%0.2 =
0.128, 7(4) = 0.8% % 0.2 + 0.8* = 0.512, 7(0) = 0 jinak.

E(X)=1%0242%0.16+3%0.128 +4 %« 0.512 = 2.952

D(X)=12%0.2+2%%0.16 + 3% % 0.128 + 42 x 0.512-2.9522% = 1.4697

x <- 1:4

pi <= c(0.2, 0.8%0.2, 0.872%0.2, 0.873%0.2+0.874)
(EX <- sum(x*pi))

## [1] 2.952

(DX <- sum(x~2*pi)-EX"2)

## [1] 1.469696

Priklad k samostatnému reSeni

Priiklad 5.7. Ndhodnd velicina X udava pocet ok pii hodu kostkou. Vypoctéte jeji stiedni hodnotu a rozptyl.

x <- 1:6
pi <- rep(1/6, 6)
(EX <- sum(x*pi))

## [1] 3.5
(DX <- sum(x~2*pi)-EX"2)

## [1] 2.916667

5.3 Vypocet koeficientu korelace diskrétnich nahodnych velicin

Piiklad 5.8. Ndhodnd velicina X udévd piijem manzela (v tisicich dolart) a ndhodnd veli¢ina Y pifjem manzelky
(v tisicich dolarti). Je zndma simultanni pravdépodobnostni funkce 7(z,y) diskrétniho ndhodného vektoru (X,Y):
7(10,10) = 0.2, ©(10,20) = 0.04, 7(10,30) = 0.01, (10, 40) = 0, 7(20,10) = 0.1, (20, 20) = 0.36, 7(20, 30) = 0.09,
7(20,40) = 0, 7(30,10) = 0, 7(30,20) = 0.05, 7(30,30) = 0.1, 7(30,40) = 0, 7(40,10) = 0, 7(40,20) = 0,
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m(40,30) = 0, w(40,40) = 0.05, 7w(z,y) = 0 jinak. Vypoctéte koeficient korelace pfijmu manzela a manzelky.

Nédhodna veli¢cina X i ndhodna veli¢ina Y nabyvaji hodnot 10, 20, 30, 40.
Stanovime hodnoty margindlnich pravdépodobnostnich funkef: 71(10) = 0.25, 71(20) = 0.55, 71(30) = 0.15,
m1(40) = 0.05, m(z) = 0 jinak, m2(10) = 0.3, m(20) = 0.45, m(30) = 0.2, m3(10) = 0.05, 72(y) = 0 jinak.
Vsechny hodnoty si zapiSeme do tabulky simultdnnich a marginalnich pravdépodobnosti.

Tabulka pravdépodobnostnich funkei 7(X,Y)
X - piijem manzela 10 Y2 (; prlje;l) manztz)lky 5
10 0.2 0.04 0.01 0 0.25
20 0.1 0.36 0.09 0 0.55
30 0 005 01 0 0.15
40 0 0 0 0.05 || 0.05
y > [03 045 02 005[] 1 |

Spocteme E(X) =20, E(Y) = 20, D(X) = 60, D(Y) = 70. Dosazenim do vzorce pro vypocet kovariance zjistime,

. . 49

ze C(X,Y) =49, tedy koeficient korelace R(X,Y") 50770 0.76.

x <- c(10, 20, 30, 40)

y <- c(10, 20, 30, 40)

n <- length(x)

pi <- data.frame(Deset= c(0.2, 0.1, 0),
Dvacet= ¢(0.04, 0.36, 0.05, 0),
Tricet= ¢(0.01, 0.09, 0.1, 0),
Ctyricet=c(0, 0, 0.05),
row.names=c('Deset', 'Dvacet',

pix <- apply(pi, 1, sum)
piy <- apply(pi, 2, sum)

(EX <- sum(x*pix))

## [1] 20

(EY <- sum(y*piy))

## [1] 20

(DX <- sum(x~2#*pix)-EX"2)
## [1] 60

(DY <- sum(y~2*piy)-EY"2)

## [1]1 70

'"Tricet', 'Ctyricet'))

(CXY <- sum(c((x-EX)*(y-EY) [1], (x-EX)*(y-EY)[2], (x-EX)*(y-EY)[3], (x-EX)*(y-EY)[4])

* c(as.matrix(pi))))
## [1] 49
(RXY <- CXY/(sqrt(DX)*sqrt(DY)))

## [1] 0.7560864
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Piiklady k samostatnému feSeni

Piiklad 5.9. Objektem zdjmu rozsahlé studie bylo sledovani pohfebniho ritualu dnes jiz vymielého, ale v minulosti
velmi dlouho pfetrvavajiciho a rozsahlého jihoamerického kmene. Soucasti pohfebniho ritudlu tohoto kmene bylo
odsekdvani ¢lankl prstu na rukou a nohou zemfielého a jejich nédsledné obétovéani bohum jako dar, aby zemfelého
piijali mezi sebe. Zemielému tak byl na ruce odetnut bud jeden nebo dva prsty a na noze tii nebo &tyfi prsty.

Dale bylo zjisténo, ze domorodci odtinali jeden prst na ruce a tii prsty na noze zemtelého s pravdépodobnosti
0.1, dva prsty na ruce a tfi prsty na noze s pravdépodobnosti 0.3, jeden prst na ruce a Ctyfi prsty na noze s
pravdépodobnosti 0.35 a dva prsty na ruce a ¢tyfi prsty na noze s pravdépodobnosti 0.25. Urcete korelaci znaku X
— pocet odetnutych prsti na rukou a Y — pocet odetnutych prsti na nohou.

## EX EY DX DY CXY RXY
## Charakteristiky 1.6 3.55 0.24 0.2475 -0.08 -0.3282

Z tabulky vysledku vidime, Ze stfedni hodnota poétu prstu odetnutych na rukou je 1.6, zatimco stiedni hodnota
poc¢tu prsti odetnutych na nohou je 3.55. Rozptyl poctu prstu odetnutych na rukou je 0.24 a rozptyl poc¢tu prstu
odetnutych na nohou je 0.2475. Kovarince mezi znaky X a Y nabyva hodnoty -0.08. Hodnota korela¢niho koeficientu
vysla -0.3282, coz znaci, ze mezi poc¢tem prstit odetnutych na rukou a poctem prstu odetnutych na nohou existuje
mirny stupen nepiimé linedrni zavislosti.

Piiklad 5.10. Diskrétni ndhodny vektor (X, Y’) ma simultanni pravdépodobnostni funkci s hodnotami 7 (0, —1) = ¢,
7(0,0) = 7(0,1) = x(1,-1) =7n(2,-1) =0, n(1,0) = w(1,1) = 7(2,1) = 2¢, 7(2,0) = 3¢, w(x,y) = 0 jinak. Urcete
konstantu ¢ a vypoctéte R(X,Y).

Tabulka pr. funkei 7(X,Y)
Y

X -1 0 1 >
0Ojlc 0 O c
1 10 2 2 4c
210 3¢ 2 5c

[ [ ¢ 5c 4c] 10c=1

## EX EY DX DY CXY RXY

## Charakteristiky 1.4 0.3 0.44 0.41 0.18 0.4238

Stiedni hodnota ndhodné veli¢iny X je 1.4, stfedni hodnota ndhodné velic¢iny Y je 0.3. Rozptyl ndhodné veliciny
X nabyvéa hodnoty 0.44, rozptyl ndhodné veli¢ciny Y nabyva hodnoty 0.41. Kovariance mezi velicinami X a Y je
0.18 a korela¢ni koeficient nabyvéa hodnoty 0.4238, coz znaci, ze mezi znaky X a Y existuje mirny stupen primé
linearni zavislosti.

Priklad 5.11. Zkoumali jsme potomky kosmanu. Ndhodna veli¢ina X udéva pocet manzelskych potomku, které
samice porodila a ndhodnd veli¢ina Y pocet nemanzelskych potomkt, které samice porodila. Je zndma simultdnni
pravdépodobnostni funkce 7 (z,y) diskrétniho ndhodného vektoru (X,Y):

Tabulka simultdnni pstni fce 7(X,Y)

X - potet manz.p. Yl— pocet2neman§,p,
1 0.2 004 0.01
2 0.15 0.36 0.09
3 0.05 0.1 0.0

Vypoctéte koeficient korelace manzelskych a nemanzelskych potomku.
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## EX EY DX DY CXY RXY
## Charakteristiky 1.9 1.7 0.39 0.41 0.11 0.2751

Stredni hodnota poc¢tu manzelskych potomku kosmant je 1.9, stfedni hodnota po¢tu nemanzelskych potomku
je 1.6. Rozptyl manzelskych potomku je 0.39, rozptyl nemanzelskych potomku je 0.41. Kovariance mezi poc¢tem
manzelskych a nemanzelskych potomku je 0.11. Korela¢ni koeficient nabyva hodnoty 0.2751, coz znamend, ze mezi
poc¢tem manzelskych a nemanzelskych potomku kosmant existuje nizky stupen piimé linearni zavislosti.

5.4 Aplikace Moivreovy-Laplaceovy véty

Priklad 5.12. Pravdépodobnost uspéchu pii jednom pokusu je 0.3. S jakou pravdépodobnosti 1ze tvrdit, ze pocet
tspéchii ve 100 pokusech bude v mezich od 20 do 40? Vypoéet provedte

a) presné;

b) pomoci aproximace normélnim rozdélenim.

sum(dbinom(20:40, 100, 0.3))
## [1] 0.9786144
pbinom(40, 100, 0.3)-pbinom(19, 100, 0.3)

## [1] 0.9786144

pnorm (40, 100%0.3, sqrt(100%0.3%*0.7))-pnorm(19, 100*0.3, sqrt(100%0.3%0.7))
## [1] 0.9772632
Piiklad 5.13. Pravdépodobnost, ze zakoupeny elektrospotiebi¢ bude vyzadovat opravu béhem zarucni doby, je

rovna 0.2. Jaka je pravdépodobnost, ze béhem zaruéni doby bude nutno ze 400 prodanych spotiebi¢u opravit vice
nez 96?7 Vypocet provedte

a) presné;

b) pomoci aproximace normélnim rozdélenim.

1-pbinom (96, 400, 0.2)
## [1] 0.02138855
1-pnorm(96, 400%0.2, sqrt(400%0.2%0.8))

## [1] 0.02275013

Vysledek: ad a) 0.0246, ad b) 0.0228

Priklad k samostatnému reSeni

Piiklad 5.14. Pravdépodobnost, ze uré¢ity typ vyrobku mé vyrobni vadu, je 0.05. Jaka je pravdépodobnost, ze ze
série 1000 vyrobki bude mit vyrobni vadu nejvyse 70?7 Vypocet provedte
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a) presné;

b) pomoci aproximace normélnim rozdélenim.

pbinom(70, 1000, 0.05)

## [1] 0.9976697

pnorm(70, 1000%0.05, sqrt(1000%0.05%0.95))

## [1] 0.9981455

6 Zakladni pojmy matematické statistiky

6.1 Bodové odhady parametra

Priiklad 6.1. Ve 12-ti ndhodné vybranych internetovych obchodech byly zjistény nasledujici ceny deskriptoru arte-
faktu (v K¢): 102,99, 106, 103, 96, 98, 100, 105, 103, 98, 104, 107. Téchto 12 hodnot povazujeme za realizace ndhodného
vybéru X1, ..., X2 z rozdéleni, které m4 stiedni hodnotu p a rozptyl o2.

a) Uréete nestranné bodové odhady nezndmé sttedni hodnoty p a nezndmého rozptylu o2.
b) Najdéte vybérovou distribuéni funkeci Fyo(z) a nakreslete jeji graf.

ad a) Vypocteme realizaci vybérového prumeéru
1
m = 5(102 +99+---4+107) = 101.75 K¢
Vypocteme realizaci vybérového rozptylu:

1
s% = I [(102 — 101.75)% + (99 — 101.75)% + - - - + (107 — 101.75)?] = 12.39 K¢

x <- c(96, 98, 98, 99, 100, 102, 103, 103, 104, 105, 106, 107)
n <- length(x)
(m <- mean(x))

## [1] 101.75
(s2 <- var(x))

## [1] 12.38636

ad b) Pro usnadnén{ vypoctu hodnot vybérové distribucni funkce Fio(x) uspofaddme ceny podle velikosti: 96, 98,
98, 99, 100, 102, 103, 103, 104, 105, 106, 107. Ciselnou osu rozdélime na 11 intervalu a v kazdém intervalu
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stanovime hodnotu vybérové distribuéni funkce:
x<96: Fia(x) =0

1 _
96 < x < 98 : Fi(x) = 75 = 0.083

2
98 <z <99: Fia(z) = % =0.25
99 <2 < 100: Fia(x) = % =0.3
100 < 0 < 102 : Fra(z) = % — 0.416
102 <2 <103 : Fia(z) = % =0.5
103 <z <104 : Fia(z) = % =0.6
104 < & < 105 : Fia() = % —0.75
105 < x < 106 : Fia(z) = % —0.83
106 < & < 107 : Fia() = % — 0.916

x> 107: Fia(z) =1

# Vyberova distribucni funkce
t <- unique(sort(x))

y <- sort(x)

nt <- length(t)

cetnost <- NULL
for(i in 1:nt){
cetnost[i] <- sum(y<=t[il])}
Fx <- cetnost/n
round(Fx, digits=4)

## [1] 0.0833 0.2500 0.3333 0.4167 0.5000 0.6667 0.7500 0.8333 0.9167 1.0000

# graf vybérové distribuéni funkce F(z)

x <- c(min(t)-1,t, max(t)+1)

y <- c(0,Fx,1)

plot(x, y, type='n', xlab='x', ylab='F(x)',
main='Vyberova distribucni funkce')

abline(h=seq(0,1,by=0.1), col='grey85')

abline(v=seq(95, 108,by=2), col='grey85"')

lines(x,y, type='s', col='red', lwd=2)

arrows(96,0,95,0, col='red', lwd=2, length=0.1)

arrows(107,1,108,1, col='red', lwd=2, length=0.1)
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Vyberova distribucni funkce
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Priklad 6.2. Pifrustky cen akcif v % na burze v New Yorku u 10 ndhodné vybranych spole¢nosti dosdhly téchto
hodnot: 10, 16,5,10,12,8,4,6, 5, 4.

a) Odhadnéte stfedni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku rustu cen akcii.

b) Odhadnéte pravdépodobnost rustu cen akeii aspon o 8.5 %.

ad a) x <- c(10, 16, 5, 10, 12, 8, 4, 6, 5, 4)
x <- sort(x)
n <- length(x)
82 <- var(x)
s <- sd(x)
Tab <- data.frame(m=m, s2=s2, s=s, row.names='akcie')
round(Tab, digits=2)

## m s2 s
## akcie 101.75 15.78 3.97

ad b)
P(X > 8.5) = [2285
n
P(X >85)=1— ””;8'5
# P(X>=8.5)

pst <- sum(x>=8.5)/length(x)
pst <- 1-sum(x<8.5)/length(x)
round(pst,4)

## [1] 0.4
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Prumérny rust cen akcii odhadujeme na 8 % se smérodatnou odchylkou 3.97 %. Dadle, u 40 % akcii vzrostla cena
alespoii 0 8.5 %.

Priklad 6.3. Bylo zkouméno 9 vzorku pudy s ruznym obsahem fosforu (veli¢cina X'). Hodnoty veli¢iny Y oznacuji
obsah fosforu v obilnych kli¢cich (po 38 dnech), jez vyrostly na téchto vzorcich pudy.

dslovzorku | 1 2 3 4 5 6 7 8 9

X 1 4 5 9 11 13 23 23 28
Y 64 71 54 81 76 93 77 95 109
Téchto 9 dvojic hodnot povazujeme za realizace ndhodného vybeéru (Xi,Y7),. .., (X9, Yy) z dvourozmérného rozdélent

s kovarianci o012 a koeficientem korelace p. Najdéte bodové odhady kovariance 015 a koeficientu korelace p.

x <- c(1, 4, 5, 9, 11, 13, 23, 23, 28)
y <- c(64, 71, 54, 81, 76, 93, 77, 95, 109)
cov(x,y)

## [1] 130
cor(x,y)

## [1] 0.8049892

Vybérova kovariance velicin X, Y se realizuje hodnotou 130. Vybérovy koeficient korelace velicin X, Y nabyl
hodnoty 0.805, tedy mezi velicinami X, Y existuje silnd pfima linedrni zavislost.

6.2 Intervalové odhady parametri

Necht X7,..., X, je ndhodny vyber z rozdéleni L(#), 6 je sledovany parametr a o € (0, 1).

Interval (D, H) se nazyva 100(1 — @)% oboustranny interval spolehlivosti parametru 6, pokud pro kazdé 6 € © plati
PD<l<H)=1-aqa.
Interval (D, 00) se nazyva 100(1 — a)% levostranny interval spolehlivosti parametru 6, pokud pro kazdé 6 € © plati
P(D<0)=1-a.

Interval (—oo, H) se nazyva 100(1 — «)% pravostranny interval spolehlivosti parametru 0, pokud pro kazdé 6 € ©
plati
PO<H)=1-«a.

Cislo « se nazyva riziko, ¢islo 1 — « se nazyva spolehlivost.

Priklad 6.4. Pii kontrolnich zkouskéch zivotnosti 16 zarovek byl stanoven odhad m = 3000k stfedni hodnoty
jejich zivotnosti. Z driveéjsich zkousek je znamo, ze zivotnost zarovky se fidi norméalnim rozdélenim se smérodatnou
odchylkou o = 20 h. Vypoctéte

a) 99% empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu zivotnosti;
b) 90% levostranny empiricky interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu Zivotnosti;

¢) 95% pravostranny empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu Zivotnosti.

Vysledek zaokrouhlete na jedno desetinné misto a vyjadiete v hodindch a minutach.
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ad a)

20
d=m— - u,_, = 3000 — ———2.57583 = 2987.1

NG V16
h=m— -, = 3000 + 22257583 = 3012.9
N V16~ '
m <- 3000
s <- 20
n <- 16

alpha <- 0.01
(dh <- m-s/sqrt(n)*qnorm(l-alpha/2))

## [1] 2987.121
(hh <- m-s/sqrt(n)*qnorm(alpha/2))

## [1] 3012.879

2987h a 6 min < g < 3012h a 54 min s pravdépodobnostni 0.99.
ad b)

o 20
d=m— —=uj_o = 3000 — —=1.28155 = 2993.6
m \/ﬁlh o \/E

alpha <- 0.1
(dh <- m-s/sqrt(n)*gqnorm(1l-alpha))

## [1] 2993.592

2993 h a 36 min < p s pravdépodobnostni 0.9.
ad c)

o 20
h=m— —u, = 3000 + —1.95996 = 3008.2
vn V16

alpha <- 0.05
(hh <- m-s/sqrt(n)*gnorm(alpha))

## [1] 3008.224

3008h a 13min > u s pravdépodobnostni 0.95.

Uzitecny odkaz: na adrese http://www.prevody-jednotek.cz je program, s jehoz pomoci lze prevadét ruzné fy-
zikalni jednotky, v nasem piipadé hodiny na minuty.
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6.3 Testovani hypotézy

Piiklad 6.5. Vime, ze vyska hochu ve véku 9.5 az 10 let ma normélni rozdéleni s neznamou stfedni hodnotou p a
zndmym rozptylem o2 = 39.112 cm?. Détsky lékai ndhodné vybral 15 hochti uvedeného véku, zméiil je a vypocital
realizaci vybérového pruméru m = 139.13 cm. Podle jeho nazoru by vyska hocht v tomto véku neméla piresdhnout
142 cm s pravdépodobnosti 0.95. Lze tvrzeni 1ékate akceptovat?

Testujeme Hy : p > 142 proti Hy : p < 142 na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

a)

Test provedeme pomoci kritického oboru.
Pro tlohy o stfedni hodnoté normalniho rozdéleni pii znamém rozptylu pouzivame pivotovou statistiku

_ M-y

U ~ N(0,1).
vn
Testovaci statistika bude mit tedy tvar
M —c
To = —
Vvn
a za platnosti nulové hypotézy Hj se tato statistika bude tidit standardizovanym normalnim rozdélenim
To ~ N(0,1).
Vypocitame realizaci testového kritéria:
139.13 — 142
V15

sigma <- sqrt(39.112)

n <- 15
m <- 139.13
c <- 142

alpha <- 0.05

t0 <- (m-c)/(sigma/sqrt(n))
qnorm(alpha)

## [1] -1.644854

Stanovime kriticky obor: W € (=00, uq) = (—00,ug.05) = (—00, —ug.95) = (—o00, —1.6449). Protoze —1.7773 €
W, nulovou hypotézu Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Tvrzeni 1ékate lze tedy akceptovat s
rizikem omylu 5 %.

Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1—«)% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti pro stiedn{ hodnotu y pfi zndmém rozptylu
o? jsou
- h):(—oom—iu ).
(—o0, ) s
V naSem pfipadé dostavame:

Vv39.112 Vv39.112
h=139.13 — ———wup.05 = 139.13 + ———1.645 = 141.79.

V15 V15
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(hh <- m-(sigma/sqrt(n))*qnorm(alpha))

## [1] 141.7861

Protoze 142 ¢ (—o0;141.79), Hp zamitdme na hladiné vyznamnosti 0.05.

c¢) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

p=P(Ty < ty) = &(—1.7773) = 0.0378

(pval <- pnorm(t0))

## [1] 0.03775549

Jelikoz 0.0378 < 0.05, nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti 0.05.

7 Ovérovani normality a parametrické ilohy o jednom ndhodném vybéru
z normalniho rozdéleni a dvourozmérného rozdéleni

7.1 Grafické ovérovani normality

Pi#iklad 7.1. Pii nandSeni tenkych kovovych vrstev stifbra na polymerni materidl se vyzaduje, aby tloustka vrstvy
byla 0.020 pm. Pomoci atomové absorpéni spektroskopie se zjistily hodnoty, jez jsou uvedeny v tabulce a ulozeny v
souboru vrstva_stribra.txt. Posud'te Q-Q grafem, zda se vysledky méfeni #idf normélnim rozdélenim.

tloustka
0.0212 0.0186 0.0192 0.0207 0.0200
0.0200 0.0190 0.0188 0.0208 0.0194
0.0188 0.0193 0.0204 0.0185 0.0187
0.0195 0.0191 0.0195 0.0199 0.0205
0.0189 0.0188 0.0199 0.0202 0.0208

data <- read.delim('vrstva_stribra.txt')

stribro <- data$tloustka_vrstvy

qgnorm(stribro, col='darkblue', xlab='teoreticky kvantil',
ylab='pozorovany kvantil', main='Q-Q graf )

gqline(stribro, col='red')
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Dle vzhledu Q-Q grafu lze soudit, ze data vykazuji jen lehké odchylky od normality.

7.2 Testy normality

Piiklad 7.2. U 48 studentek VSE v Praze byla zjisfovana vyska a obor studia (1 — nérodni hospodaistvi, 2 -—
informatika). Hodnoty jsou ulozeny v souboru vyska.txt. Pomoci Lilieforsovy modifikace K-S testu, pomoci S-W testu
a pomoci A-D testu testujte na hladiné vyznamnosti & = 0.05 hypotézu, ze data pochdzi z normélniho rozdéleni.
Pomoci Q-Q grafu posud’te vizualné piedpoklad normality.

library(nortest)
data <- read.table('vyska.txt', header=T, row.names=NULL)
head(data)

##  vyska obor

## 1 165 1
## 2 170 1
## 3 170 1
## 4 179 1
## 5 170 1
## 6 168 1

vyska <- data$vyska
shapiro.test (vyska)

##

## Shapiro-Wilk normality test
##

## data: vyska

## W = 0.966, p-value = 0.176

lillie.test(vyska)

##
## Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
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##
## data: vyska
## D = 0.15562, p-value = 0.005258

ad.test (vyska)

##

## Anderson-Darling normality test
#i

## data: vyska

## A = 0.66099, p-value = 0.07933

Shrnuti vysledku

st <- shapiro.test(vyska)

1t <- lillie.test(vyska)

at <- ad.test(vyska)

(tab <- data.frame(test.statistika=round(c(lt$statistic, st$statistic, at$statistic),6),
p.value=round(c(1t$p.value, st$p.value, at$p.value),6),
rozhodnuti=c('zamitame', 'nezamitame', 'nezamitame'),
row.names=c('Lillie.test', 'S-W.test', 'A-D.test')))

#i# test.statistika p.value rozhodnuti
## Lillie.test 0.155621 0.005258 zamitame
## S-W.test 0.965996 0.176031 nezamitame
## A-D.test 0.660990 0.079330 nezamitame
Q-Q graf

qqnorm(vyska, col='darkblue', xlab='teoreticky kvantil', ylab='pozorovany kvantil', main='Q-Q graf')
qqline(vyska, col='red')
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Tecky se tfadi podél idedlni piimky, normalita je jen lehce porusena.

Priklad k samostatnému reSeni
Piiklad 7.3. Testy normality a grafické ovéfeni normality proved'te
a) pro vysku studentek oboru ndrodni hospodérstvi;

b) pro vysku studentek oboru informatika.

ad a) ## test.statistika p.value rozhodnuti
## Lillie.test 0.167473 0.042926  zamitame
## S-W.test 0.970969 0.606793 nezamitame
## A-D.test 0.419238 0.305268 nezamitame

Vidime, ze Lilieforsova varianta K-S testu zamitd hypotézu o normalité na hladiné vyznamnosti o = 0.05
(p-hodnota je mensi nez 0.05), zatimco S-W test hypotézu o normalité nezamitd (p-hodnota je vétsi nez
0.05). A-D test poskytne hodnotu testové statistiky 0.4192, odpovidajici p-hodnota je 0.3053, tedy A-D test
nezamita hypotézu o normalité na hladiné vyznamnosti o« = 0.05.

ad b) ## test.statistika p.value rozhodnuti
## Lillie.test 0.172301 0.123974 nezamitame
## S-W.test 0.922747 0.111924 nezamitame
## A-D.test 0.566019 0.123709 nezamitame

V piipadé b) ani jeden z testa hypotézu o normalité nezamitd na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
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7.3 Parametrické tlohy o jednom ndhodném vybéru z normalniho rozdéleni
Upozornéni: Pokud to povaha tlohy vyZaduje, proved’te test normality dat.

Piiklad 7.4. Vlastnosti vybérového praméru z normalniho rozdéleni: Predpokladejme, Ze velky rocnik
na vysoké skole ma vysledky ze statistiky normalné rozdéleny kolem stiedni hodnoty 72 bodu se smérodatnou od-
chylkou 9 bodu. Najdéte pravdépodobnost, ze prumér vysledki ndhodného vybéru 10 studentu bude vétsi nez 80
bod.

Navod:
X1,...,X50 je ndhodny vybér z N(72,81). Pocitdme P(M > 80), pficemz vybérovy prumér M mé normélni

rozdéleni se stiedni hodnotou E(M) = p = 72 a rozptylem D(M) = ‘%2 =2 =8.1. Tedy P(M >80) =1—P(M <

80) = 1-®(80), kde ®(80) je hodnota distribu¢ni funkce rozdéleni N(72,8.1) v bodé 80.
1-pnorm(80, 72, sqrt(8.1))
## [1] 0.002470053

Piiklad 7.5. Intervaly spolehlivosti pro parametry p, 02 normélniho rozdéleni: Z populace stejné starych
selat téhoz plemene bylo vylosovdno Sest selat a po dobu pul roku jim byla poddvéna tdz vykrmna dieta. Byly

//////

takové prirustky normadlni rozdéleni, avsak stfedni hodnota i rozptyl se ménivaji. Piirustky v dkg: 62, 54, 55, 60,
53, 58.

a) Najdéte 95% empiricky levostranny interval spolehlivosti pro nezndmou sttedni hodnotu p pfi nezndmé smérodatné
odchylce o.

b) Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti pro smérodatnou odchylku o.

Shapirtiv - Wilkiav test normality:

x <- c(62, 54, 55, 60, 53, 58)
shapiro.test(x)$p.val

## [1] 0.6194994

P-hodnota S-W testu je 0.6195 > 0.05, tedy nulovou hypotézu o normalnim rozdéleni ndhodného vybéru nezamitame
na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

Vypocet intervalu spolehlivosti:

ad,a) x <- c(62, 54, 55, 60, 53, 58)
m <- mean(x)
s <- sd(x)
n <- length(x)

alpha <- 0.05
dd <- m-s/sqrt(n)*qt(l-alpha, n-1)
print(paste('dd =', round(dd, 4)))

## [1] "dd = 54.0568"

IS = (54.0568 ; o)

u > 54.06 dkg s pravdépodobnosti 0.95.
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ad b) dh <- (n-1)*s"2/qchisq(l-alpha/2, n-1)
hh <- (n-1)#*s°2/qchisq(alpha/2, n-1)
print(paste('dh =', round(sqrt(dh), 4)))

## [1] "dh = 2.2332"
print(paste('hh =', round(sqrt(hh), 4)))

## [1] "hh = 8.7747"

IS =(2.2332; 8.7747)

2.23dkg < 0 < 8.77dkg s pravdépodobnosti 0.95.

Piiklad 7.6. Testovani hypotézy o stifedni hodnoté u: Systematickd chyba méficiho pristroje se eliminuje
nastavenim piistroje a méfenim etalonu, jehoz spravna hodnota je p = 10.00. Nezavislymi méfenimi za stejnych
podminek byly ziskany hodnoty: 10.24, 10.12, 9.91, 10.19, 9.78, 10.14, 9.86, 10.17, 10.05, které povazujeme za re-
alizace nahodného vybéru rozsahu 9 z rozdéleni N(u,0?). Je mozné pii riziku 0.05 vysvétlit odchylky od hodnoty
10.00 pusobenim ndhodnych vliva?

Shapirtv - Wilkiav test normality:

x <- ¢(10.24, 10.12, 9.91, 10.19, 9.78, 10.14, 9.86, 10.17, 10.05)
shapiro.test(x)$p.val

## [1] 0.2873252

P-hodnota S-W testu je 0.2873 > 0.05, tedy nulovou hypotézu o norméalnim rozdéleni nadhodného vybéru nezamitame
na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

Testovani nulové hypotézy:
Na hladiné vyznamnosti @ = 0.05 testujeme hypotézu Hy : p = 10 proti oboustranné alternativé Hy : p # 10.
K testovani pouzijeme jednovybérovy t-test.

a) Testovani pomoci kritického oboru

x <- c(10.24, 10.12, 9.91, 10.19, 9.78, 10.14, 9.86, 10.17, 10.05)
alpha <- 0.05
m <- mean(x)

s <- sd(x)
n <- length(x)
c <- 10

t0 <= (m-c)/(s/sqrt(n))

wl <- gt(1-alpha/2, n-1)

w2 <- gt(alpha/2, n-1)
print(paste('t0 =', round(t0, 4)))
## [1] "tO0 = 0.9426"

print(paste('wl =', round(wl, 4)))
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## [1] "wl = 2.306"
print(paste('w2 =', round(w2, 4)))
## [1] "w2 = -2.306"

Testovaci statistika ¢y nabyva hodnoty 0.9426, kriticky obor m4 tvar
W = (—o0; —2.3060) U (2.3060 ; o0)
Protoze to ¢ W, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

b) Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

dh <- m-s/sqrt(n)*qt(l-alpha/2, n-1)
hh <- m-s/sqrt(n)*qt(alpha/2, n-1)
print(paste('dh =', round(dh, digits=4)))

## [1] "dh = 9.9261"
print(paste('hh =', round(hh, digits=4)))
## [1] "hh = 10.1761"

95% empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p m4 tvar
IS =1(9.9261; 10.1761).
Protoze ¢ = 10 € 1S, nulovou hypotézu Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

¢) Testovani pomoci p-hodnoty

p.-val <= 2#min(pt(t0, n-1),1-pt(t0, n-1))
print (paste('p-hodnota =', round(p.val, 4)))

## [1] "p-hodnota = 0.3735"

Protoze p-hodnota = 0.3735 > 0.05, nulovou hypotézu Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

Pozndmka: K otestovani nulové hypotézy o stiedni hodnoté p muzeme pouzit funkei t.test(x) s argumentem mu=10
(hodnota ¢ z nulové hypotézy) a argumentem alternative="two.sided’ (oboustrannd alternativa).

x <- ¢(10.24, 10.12, 9.91, 10.19, 9.78, 10.14, 9.86, 10.17, 10.05)
t.test(x, mu=10, alternative='two.sided')

##

## One Sample t-test
##

## data: x

# t = 0.94261, df = 8, p-value = 0.3735

## alternative hypothesis: true mean is not equal to 10
## 95 percent confidence interval:

##  9.926073 10.176149

## sample estimates:

## mean of x

## 10.05111
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Priklad 7.7. Testovani hypotézy o smérodatné odchylce o: U 25 ndhodné vybranych dvoulitrovych lahvi s
nealkoholickym napojem byl zjistén presny objem napoje. Vybérovy prumér ¢inil m = 1.991 a vybérova smérodatnd
odchylka s = 0.11. Piredpoklddejme, ze objem napoje v lahvi je ndhodna veli¢ina s normalnim rozdélenim. Na hla-
diné vyznamnosti o = 0.05 ovéfte tvrzeni vyrobce, ze smérodatna odchylka je 0.081.

Na hladiné vyznamnosti « = 0.05 testujeme hypotézu Hy : 0 = 0.08 proti oboustranné alternativé H; : o # 0.08
neboli Hy : 02 = 0.0064 proti oboustranné alternativé H; : o? # 0.0064. K testovani nulové hypotézy pouzijeme
test o rozptylu.

a) Testovani pomoci kritického oboru
Vypocteme realizaci testového kritéria
(n—1)s> 24%0.12

to = c = 0082 =375

alpha <- 0.05

m <- 1.99
s <- 0.1

c <- 0.0064
n <- 25

(t0 <= (n-1)*s"2/c)

## [1] 37.5

(wl <- gchisq(alpha/2, n-1))
## [1] 12.40115

(w2 <- qchisq(1l-alpha/2, n-1))
## [1] 39.36408

Testovaci statistika ¢y nabyva hodnoty 37.5, kriticky obor ma tvar
W = (—o00; 12.4012) U (39.3640 ; c0)
Protoze to ¢ W, nejsme opréavnéni na hladiné vyznamnosti = 0.05 zamitnout tvrzeni vyrobce.

b) Testovani pomoci intervalu spolehlivosti
(dh <- (n-1)*s"2/qchisq(l-alpha/2, n-1))
## [1] 0.006096929
(hh <- (n-1)*s"2/qchisq(alpha/2, n-1))
## [1] 0.01935304

95% empiricky interval spolehlivosti pro o m4 tvar
IS5 = (0.0781; 0.1391).

Protoze ¢ = 0.08 € IS, nejsme oprdavnéni na hladiné vyznamnosti o« = 0.05 zamitnout tvrzeni vyrobce.
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¢) Testovani pomoci p-hodnoty

(p.val <- 2#min(pchisq(t0, n-1), 1-pchisq(t0, n-1)))
## [1] 0.0779636

Protoze p-hodnota = 0.078 > 0.05, nejsme opravnéni na hladiné vyznamnosti « = 0.05 zamitnout tvrzeni
vyrobce.

Piiklad 7.8. Interval spolehlivosti pro rozdil parametra p; — ps dvourozmérného rozdéleni: Bylo
vylosovano 6 vrhu selat a z nich vzdy dva sourozenci. Jeden z nich vzdy dostal ndhodné dietu ¢. 1 a druhy dietu ¢. 2.
Pifrustky v dkg jsou nésledujici: (62,52), (54, 56), (55,49), (60,50), (53,51), (58,50). Za predpokladu, ze uvedené
dvojice tvofi ndhodny vybér z dvourozmérného rozdéleni s vektorem stfednich hodnot (i1, u2) a jejich rozdily se
#{di norméalnim rozdélenim, sestrojte 95% interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot.

dil <- c(62, 54, 55, 60, 53, 58)
d2 <- c(52, 56, 49, 50, 51, 50)
x <- d1-d2

Shapirtv - Wilkiv test normality:
shapiro.test(x)$p.val

## [1] 0.3241142

P-hodnota S-W testu je 0.3241 > 0.05, tedy nulovou hypotézu o normalnim rozdéleni ndhodného vybéru nezamitame
na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

Vypocet intervalti spolehlivosti:

## [1] "dh
## [1] "hh

0.6265"
10.7069"

95% interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot p; — po mé tvar:
(0.6265; 10.7069).

0.63dkg < p < 10.71 dkg s pravdépodobnosti 0.95.

Pozndmka: K nalezeni hranic 95% empirického intervalu spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot p; — ps dvou-
rozmeérného rozdéleni muzeme pouzit funkei t.test(x,y) s argumentem paired=T (parové test) a argumentem alter-
native="two.sided’ (oboustrannd alternativa).

x <- c(62, 54, 55, 60, 53, 58)
y <- c(52, 56, 49, 50, 51, 50)
t.test(x, y, paired=T, alternative='two.sided')$conf.int

## [1] 0.6264613 10.7068720
## attr(,"conf.level")
## [1] 0.95

Piiklad 7.9. Testovani hypotézy o rozdilu parametra p; — po dvourozmérného rozdéleni: Bylo vybrano
Sest novych vozu téze znacky a po urcité dobé bylo zjisténo, o kolik mm se sjely jejich levé a pravé pfedni pneuma-
tiky. Vysledky: (1.8,1.5), (1.0,1.1), (2.2,2.0), (0.9,1.1), (1.5,1.4), (1.6, 1.4). Za predpokladu, ze uvedené dvojice tvoii
ndhodny vybér z dvourozmérného rozdéleni s vektorem stiednich hodnot (p1, p2) a jejich rozdily se idi normélnim
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rozdélenim, testujte na hladiné vyznamnosti a = 0.05 hypotézu, ze obé pneumatiky se sjizdi stejné rychle.

Oznatme p = py — po. Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujeme hypotézu Hy : p = 0 proti oboustranné
alternative Hy : p # 0. Testovani provedeme parovym t-testem.

a) Testovani pomoci kritického oboru
Shapirtv - Wilkav test normality:
shapiro.test(x)$p.val
## [1] 0.4522054

P-hodnota S-W testu je 0.4522 > 0.05, tedy nulovou hypotézu o normélnim rozdéleni ndhodného vybéru ne-
zamitame na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

Testovani nulové hypotézy:

m <- mean(x)

n <- length(x)

s <- sd(x)

c <-0

(t0 <= (m-c)/(s/sqrt(n)))
## [1] 1.051758

(w1 <- gt(1-alpha/2, n-1))
## [1] 2.570582

(w2 <- gt(alpha/2, n-1))

## [1] -2.570582

Testovaci statistika ¢y nabyva hodnoty 1.0518, kriticky obor m4 tvar
W = (—oc0; —2.5706) U (2.5706 ; 00)
Protoze to ¢ W, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

b) Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

(dh <- m-s/sqrt(n)*qt(l-alpha/2, n-1))
## [1] -0.1203401

(hh <- m-s/sqrt(n)*qt(alpha/2, n-1))
## [1] 0.2870068

95% empiricky interval spolehlivosti pro ¢ m4 tvar
1S = (—0.1203; 0.2870).

Protoze ¢ = 0 € IS, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti oo = 0.05.
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¢) Testovani pomoci p-hodnoty
(p.val <- 2*min(pt(t0, n-1), 1-pt(t0, n-1)))

## [1] 0.341062

Protoze p-hodnota = 0.3411 > 0.05, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

Poznamka: K otestovani nulové hypotézy o rozdilu parametri p; — pe dvourozmérného rozdéleni muzeme pouzit
funkci t.test(x,y) s argumentem paired=T (pérovy test) a argumentem alternative="two.sided’ (oboustranng alterna-
tiva).

x <- ¢(1.8, 1.0, 2.2, 0.9, 1.5, 1.6)

y <- c(1.5, 1.1, 2.0, 1.1, 1.4, 1.4)

t.test(x, y, paired=T, alternative='two.sided')
##

## Paired t-test

#t

## data: x and y

## t = 1.0518, df = 5, p-value = 0.3411

## alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
## 95 percent confidence interval:

## -0.1203401 0.2870068

## sample estimates:

## mean of the differences

## 0.08333333
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8 Parametrické ulohy o dvou nezavislych nahodnych vybérech z normalnich
rozdéleni a jednom nahodném vybéru z alternativniho rozdéleni

Parametrické dlohy o dvou nezavislych ndhodnych vybérech z normalnich rozdéleni

Piiklad 8.1. Interval spolehlivosti pro parametrickou funkci p; — po: Bylo vylosovano 11 stejné starych
selat téhoz plemene. Sesti z nich byla pfedepsdna vykrmnd dieta ¢.1 a zbylym péti vykrmna dieta ¢.2. Prumérné
denni ptirustky v dkg za dobu pul roku jsou nasledujici:

dieta ¢.1 || 62 54 55 60 53 58
dieta ¢.2 || 52 56 49 50 51

Zjisténé hodnoty povazujeme za realizace dvou nezavislych ndhodnych vybért pochdzejicich z rozdéleni N (u1,0?)
a N(ug,0?). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil stiednich hodnot 1 — po.

x <- c(62, 54, 55, 60, 53, 58)
y <- c(52, 56, 49, 50, 51)

ml <- mean(x)

m2 <- mean(y)

sl <- sd(x)

s2 <- sd(y)

nl <- length(x)

n2 <- length(y)

alpha <- 0.05

sh <- sqrt(((n1-1)*s1"2 + (n2-1)*s272)/(n1+n2-2))
(dh <- m1-m2-sh*sqrt(1/nl+1/n2)*qt(l-alpha/2, nl+n2-2))

## [1] 0.9919634
(hh <- m1-m2-shx*sqrt(1/n1+1/n2)*qt(alpha/2, ni+n2-2))

## [1] 9.808037

1S5 = (0.9920; 9.8080)
S pravdépodobnosti alespon 0.95 plati, ze 0.99dkg < pu; — pe < 9.81 dkg.

Piiklad 8.2. Testovani hypotéz o parametrickych funkcich p; — po, 02 /032:
1. Pro datovy soubor z piikladu testujte na hladiné vyznamnosti o = 0.05 hypotézu, ze

a) rozptyly hmotnostnich pfirustku selat pfi obou vykrmnych dietdch jsou shodné;

b) obé vykrmné diety maji stejny vliv na hmotnostni piirustky selat.
2. Vysledek testovani podpoite krabicovym diagramem.
Shapiruv - Wilkuv test normality
Nejprve je potfeba otestovat normalitu obou ndhodnych vybéra.
x <- c(62, 54, 55, 60, 53, 58)
y <- c(52, 56, 49, 50, 51)

shapiro.test(x)$p.value

## [1] 0.6194994
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shapiro.test(y)$p.value

## [1] 0.4271986

P-hodnota S-W testu pro piirustky selat krmenych dietou ¢. 1 je 0.6195 > 0.05, p-hodnota S-W testu pro prirustky
selat krmenych dietou ¢. 2 je 0.4272 > 0.05. V obou pripadech tedy nulovou hypotézu o normalité dat nezamitame

na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

ad a) Testovani hypotézy o shodé rozptyla.

Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 testujeme nulovou hypotézu Hj :

o

- o

wqw‘

2
H, : Z5 # 1. Ktestovéni pouzijeme dvouvybérovy F-test.
2

Testovani nulové hypotézy:

i

ii.

Testovani pomoci kritického oboru

ml <- mean(x)

m2 <- mean(y)

sl <- sd(x)

s2 <- sd(y)

nl <- length(x)

n2 <- length(y)

alpha <- 0.05

sh <= sqrt(((n1-1)*s1°2 + (n2-1)*s2°2)/(nl+n2-2))

(t0 <- s172/s272)

## [1] 1.753425

(wl <- gf (alpha/2, ni-1, n2-1))

## [1] 0.1353567

(w2 <- gf(1-alpha/2, nl-1, n2-1))

## [1] 9.364471

Testovaci statistika ¢y nabyva hodnoty 1.7534, kriticky obor m4 tvar
W = (—o00; 0.1354) U (9.3645 ; 00)

Protoze tg ¢ W, Hy o shodé rozptylti o7 a 03 nezamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

(dh <- (s172/s2°2)/(qf(1-alpha/2, nl-1, n2-1)))

## [1] 0.1872423

(hh <- (s172/s272)/(qf(alpha/2, ni-1, n2-1)))

## [1] 12.9541

95% empiricky interval spolehlivosti pro podil 0% /03 méa tvar

IS = (0.1872; 12.9541).

Protoze ¢ = 1 € IS, Hy o shodé rozptylii 0? a 02 nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
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iii.

Testovani pomoci p-hodnoty
(p.val <- 2*min(pf(t0, ni-1, n2-1), 1-pf(t0, ni-1, n2-1)))
## [1] 0.6063451

Protoze p-hodnota = 0.6063 > 0.05, Hy o shodé rozptyli 0% a 03 nezamitdme na hladiné vyznamnosti
a = 0.05.

Upozornéni: V pripadé zamitnuti hypotézy o shodé rozptylu je zapotiebi pouzit test se samostatnymi odhady
rozptylu.

ad b) Testovan{ hypotézy o shodé stFednich hodnot
Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujeme nulovou hypotézu Hy : u1 — pa = 0 oproti alternativni hypotéze

H,y

s 1 — p2 # 0. Ktestovdni pouzijeme dvouvybérovy test o rozdilu stfednich hodnot.

Testovani nulové hypotézy:

i.

ii.

iii.

Testovani pomoci kritického oboru

c <-0
(t0 <- ((m1-m2)-c)/(sh*sqrt(1/n1+1/n2)))

## [1] 2.771222

(wl <- gt (alpha/2, nl+n2-2))

## [1] -2.262157

(w2 <- gt(1-alpha/2, nl+n2-2))

## [1] 2.262157

Testovaci statistika ¢y nabyva hodnoty 2.7712, kriticky obor m& tvar
W = (—o0; —2.2622) U (2.2622; o)

Protoze to € W, Hy o shodé stfednich hodnot p; a po zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

Testovani pomoci intervalu spolehlivosti
V piikladu [8.1f jsme zjistili, ze 95% oboustranny interval spolehlivosti pro rozdil sttednich hodnot py — ug
maé tvar

IS = (0.9920; 9.8080).
Protoze ¢ =0 ¢ IS, Hy o shodé stfednich hodnot p; a ps zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

Testovani pomoci p-hodnoty
(p.val <- 2#min(pt(t0, nl+n2-2), 1-pt(t0, nl+n2-2)))
## [1] 0.02171008

Protoze p-hodnota = 0.0217 < 0.05, Hy o shodé strednich hodnot u; a po zamitdme na hladiné
vyznamnosti « = 0.05. Znamena to, ze s rizikem omylu nejvyse 5% se prokdzalo, ze obé vykrmné
diety se lisi icinnosti.

Pozndmka: K otestovani nulové hypotézy o rozdilu stfednich hodnot p; — pe dvou nezavislych nahodnych
vybéru z normélnich rozdéleni muzeme pouzit funkei t.test(x,y) s argumentem alternative="two.sided" (obou-
strannd alternativa) a argumentem var.equal=T (rozptyly obou ndhodnych vybéru si jsou rovné).
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x <- c(62, 54, 55, 60, 53, 58)
y <- c(52, 56, 49, 50, 51)
t.test(x, y, alternative='two.sided', var.equal=T)

#i#

## Two Sample t-test

#i#

## data: x and y

## t = 2.7712, df = 9, p-value = 0.02171
## alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
## 95 percent confidence interval:

## 0.9919634 9.8080366

## sample estimates:

## mean of x mean of y

#i# 57.0 51.6

Upozornéni: Pokud bychom na hladiné vyznamnosti a = 0.05 zamitli nulovou hypotézu o shodé rozptyli o?
a 03, mohli bychom k otestovani nulové hypotézy o shodé sttednich hodnot p; a s pouzit opét funkei t.test
s argumentem alternative="two.sided’ (oboustrannd alternativa) a argumentem var.equal=F. Tento argument
modifikuje klasicky t-test na t-test s Welschovou aproximaci stupnu volnosti, kterd se pouziva v piipadé, ze
rozptyly obou ndhodnych vybéru nejsou shodné.

Krabicovy diagram
Resen{ pifkladu doplnime jesté o krabicovy diagram.

boxplot(x, y, names=c('dieta c.1', 'dieta c.2'), ylab='hmotnostni prirustky selat',
main='Hmotnostni prirustky selat', col='blanchedalmond', border='coral4d')
mtext ('Krabicovy graf', line=0.4, cex=0.9)

Hmotnostni prirustky selat
Krabicovy graf

|
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|

hmotnostni prirustky selat
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T T
dieta c.1 dieta c.2
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Priklad k samostatnému reSeni

Piiklad 8.3. Nactéte datovy soubor vyska.txt, ktery obsahuje tidaje o vysce 48 studentek VSE v Praze (proménnd
vyska) a obor jejich studia (1 — ndrodni hospodarstvi, 2 — informatika).

a)

b)

c)

d)

Pomoci S-W testu ovérte na hladiné vyznamnosti @« = 0.1 predpoklad o normalité vysek v obou skupindch
studentek.

Na hladiné vyznamnosti o = 0.1 testujte hypotézu o shodé rozptyla vysek studentek v danych dvou oborech
studia.

Na hladiné vyznamnosti o = 0.1 testujte hypotézu o shodé stfednich hodnot vysek studentek v danych dvou
oborech studia.

Vypocet dopliite krabicovymi diagramy.

Shapiruv - Wilkuv test normality

data <- read.table('vyska.txt', header=T)
x <- data$vyskal[data$obor==1]

y <- data$vyskal[data$obor==2]
shapiro.test(x)$p.value

##

[1] 0.6067928

shapiro.test(y)$p.value

##

[1] 0.1119235

P-hodnota S-W testu pro vysku studentek oboru narodni hospodatstvi je 0.6068 > 0.1, p-hodnota S-W testu pro
vysku studentek oboru informatika je 0.1119 > 0.1. V obou piipadech tedy nulovou hypotézu o normalité dat
nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.1.

Testovani hypotézy o shodé rozptyla

i.

ii.

iii.

Testovani pomoci kritického oboru

## [1] "tO 1.9873"
## [1] "wil = 0.5033"
## [1] "w2 = 2.0905"

Protoze to ¢ W, Hy o shodé rozptylii 07 a 02 nezamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.1.

Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

## [1] "dh = 0.9506"
## [1] "hh = 3.9487"

Protoze ¢ = 1 € IS, Hy o shodé rozptylii 0% a 03 nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.1.

Testovani pomoci p-hodnoty

## [1] "p.val = 0.1249"

Protoze p-hodnota = 0.1249 > 0.05, Hy o shodé rozptyli 0% a o5 nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.1.
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Testovani hypotézy o shodé stifednich hodnot

i. Testovani pomoci kritického oboru

## [1] "tO 1.744"
## [1] "wi = -1.6787"
## [1] "w2 = 1.6787"

Protoze to € W, Hy o shodé stfednich hodnot p; a po zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.1.

ii. Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

## [1] "dh
## [1] "hh

0.1095"
5.7334"

Protoze ¢ =0 ¢ IS, Hy o shodé stfednich hodnot p; a ps zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.1.

iii. Testovani pomoci p-hodnoty

## [1] "p.val = 0.0878"

Protoze p-hodnota = 0.0878 < 0.1, Hy o shodé stfednich hodnot p1 a pe zamitdme na hladiné vyznamnosti
a=0.1.

Krabicovy diagram

boxplot(x, y, names=c('narodni hospodarstvi', 'informatika'), ylab='vyska studentek',
xlab='obor', main='Vyska studentek VSE',
col='blanchedalmond', border='corald')

mtext ('Krabicovy graf', line=0.4, cex=0.9)
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8.1 Parametrické tlohy o jednom ndhodném vybéru z alternativniho rozdéleni

Piiklad 8.4. Asymptoticky interval spolehlivosti pro parametr 6 alternativniho rozdéleni: Muze po-
litick4 strana, pro niz se v predvolebnim pruzkumu vyslovilo 60 z 1000 dotézanych osob, ocekdvat se spolehlivosti
0.95, ze by v této dobé ve volbach prekrocila 5% hranici pro vstup do parlamentu?

Zavedeme ndhodné veli¢iny X1, ..., Xi000, pficemz X; = 1, kdyz se i-ta osoba vyslovi pro danou politickou stranu,
a X; = 0 jinak; ¢ = 1,...,1000. Tyto ndhodné veli¢iny tvoi{ ndhodny vybér z rozdéleni A(f). V tomto piipadée
n = 1000, m = 60/1000 = 0.06, o = 0.05, u1_o = ug.95 = 1.645.

Ovéteni{ podminky nf(1 — 0) > 9: parametr 6§ nezndme, musime ho tedy nahradit vybérovym prameérem. Pak
1000 * 0.06 * 0.94 = 56.4 > 9.

95% levostranny interval spolehlivosti pro parametr § ma potom tvar

m(l—m 0.06(1 — 0.06
(m — %ul_a; oo) = (0.06 — %Uo.gm; oo)

/0.06 * 0.94
d=0.06— {/ ————1.645 = 0.0476.
0.06 1000 645 = 0.0476

S pravdépodobnosti ptiblizné 0.95 je tedy 6 > 0.0476. Protoze tento interval zahrnuje i hodnoty nizsi nez 0.05, nelze
vyloucit, ze strana ziskd méné nez 5 % hlasu.

V naSem pripadé

x <- 60
n <- 1000
m <- x/n

alpha <- 0.05
(dh <- m-sqrt(m*(1-m)/n)*qnorm(l-alpha))

## [1] 0.04764716

Priklad k samostatnému reSeni

Piiklad 8.5. Pifrustky cen akci{ na burze (v %) u 10 ndhodné vybranych spolec¢nost{ dosahly téchto hodnot: 10,
16, 5, 10, 12, 8, 4, 6, 5, 4. Sestrojte 95% asymptoticky empiricky interval spolehlivosti pro pravdépodobnost, ze
prirustek ceny akcie piekroci 8.5 %.

## [1] "dh 0.0964"
## [1] "hh = 0.7036"

0.096 < 6 < 0.704 s pravdépodobnosti aspon 0.95. Znamen4 to, ze pravdépodobnost, ze prirustek ceny akcie prekroci
8.5 %, je alespon 9.6 % a nanejvys 70.4 % (pfi spolehlivosti 95%.)

Priiklad 8.6. Testovani hypotézy o parametru 6 alternativniho rozdéleni: Urcitd cestovni kancelaf or-
ganizuje zahranién{ zdjezdy podle individudlnich prén{ zdkaznik. Z nékolika minulych let vi, ze 30 % vsech takto
organizovanych zajezdu ma za cil zemi X. Po zhorSen{ politickych podminek v této zemi se cestovni kancelaf obava,
ze se zdjem o tuto zemi mezi zékazniky snizi. Ze 150 ndhodné vybranych zdkazniku v tomto roce ma 38 za cil pravé
zemi X. Potvrzuji nejnovéjsi data pokles zajmu o tuto zemi? Volte hladinu vyznamnosti a = 0.05.

Méme ndhodny vybér X1, ..., Xi50 z rozdéleni A(0.3). Testujeme Hy : 6 = 0.3 proti levostranné alternativé H; :
0 < 0.3. V tomto ptripadé je testovacim kritériem statistika

M—c
c(1—¢)’
n

Th =
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ktera se za platnosti nulové hypotézy asymptoticky fidi standardizovanym normdlnim rozdélenim N(0,1).

Nejprve musime ovéfit splnéni podminky né(1 — 6) > 9: 150 % 0.3 x 0.7 = 31.5 > 9.

a) Testovani pomoci kritického oboru
Vypocteme realizaci testovaciho kritéria:

38
- 303
o= — € 150 = —1.2472.

\/c(ln— c) \/0.3(115—00.3)

W = (—00; ug) U (—00; —1.645).

Kriticky obor ma tvar:

x <- 38

n <- 150
c <- 0.3
m <- x/n

alpha <- 0.05

(£0 <= (m-c)/sqrt((cx(1-c)/n)))
## [1] -1.247219

(wl <- gnorm(alpha))

## [1] -1.644854

Protoze testovaci kritérium nepatii do kritického oboru, Hy nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti
a = 0.05.

b) Testovan{ pomoc{ intervalu spolehlivosti
Proti levostranné alternativé Hy postavime 95% pravostranny interval spolehlivosti.

(—o0; hh)
kde realizace horni hranice
hh =m — 7771(1 7m)ua
n
0.2533 % (1 — 0.2533
=0.2533 — \/ ul )qnorm(0.0S)
150
0.2533 % 0.7476
—0.2533 — # + (—1.6448)

=0.3117

(hh <- m-sqrt(m*(1-m)/n)*gnorm(alpha))
## [1] 0.3117439

Protoze 0.3 € IS = (—o0; 0.3117), Hy nezamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti o = 0.05.
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¢) Testovani pomoci p-hodnoty
V ¢ésti a) jsme spocitali hodnotu testovaci statistiky tg = —1.2472.

Protoze mame levostrannou alternativni hypotézu H;, vypocitame p-hodnotu podle vzorce

p-hodnota = P(Ty < to) = P(To < tg) = pnorm(tg) = 0.1062

(p.val <- pnorm(t0))

## [1] 0.1061586

Protoze p-hodnota = 0.1062 > 0.05, Hy nezamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti o = 0.05.
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9 Analyza rozptylu jednoduchého tridéni

Priiklad 9.1. V jisté tovarné se méril Cas, ktery potieboval kazdy ze tii délniku k uskute¢néni téhoz pracovniho
tdkonu. Cas v minutach:

1.délnik: | 3.6 3.8 3.7 3.5
2.délnik: | 4.3 3.9 42 39 44 47
3.délnik: | 4.2 45 4.0 41 45 44

Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu, ze vykony téchto ti{ délniku jsou stejné. Zamitnete-li nulovou
hypotézu, urcete, vykony kterych délniku se lis{ na dané hladiné vyznamnosti oo = 0.05.

Pruzkumova analyza

Uloha vede na analyzu rozptylu jednoduchého tiidéni. Naéteme datovy soubor cas_delniku.txt. Proménnd X obsahuje
zjisténé casy, proménna ID nabyvéa hodnoty 1 pro 1.délnika, hodnoty 2 pro 2. délnika a hodnoty 3 pro 3. délnika.

data <- read.delim('cas_delniku.txt', sep='"', dec=',', header=T)
nazvy <- c('delnik 1', 'delnik 2', 'delnik 3')
X <- data$xX

ID <- data$ID

prum <- sm <- N <- NULL

for(i in 1:3){
prum[i] <- mean(X[ID==i])
sm[i] <- sd(X[ID==i])
N[i] <- length(X[ID==i])

}

prum[4] <-mean(X)

sm[4] <- sd(X)

N[4] <- length(X)

tab <- data.frame(prumer=prum, N=N, sm.odch=sm,
row.names=c(nazvy, 'vsichni'))
round(tab,4)

#i# prumer N sm.odch
## delnik 1 3.6500 4 0.1291
## delnik 2 4.2333 6 0.3077
## delnik 3 4.2833 6 0.2137
## vsichni 4.1063 16 0.3530

Komentar: Na uskutectnéni daného pracovniho tikonu potiebuje nejkratsi ¢as 1. délnik. Podava také nejvyrovnanéjsi
vykony — smérodatnd odchylka proménné X je u néj nejmensi. Naopak nejpomalejsi je 3. délnik.
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Krabicovy graf

boxplot (X[ID==1], X[ID==2], X[ID==3], names=nazvy, ylab='cas (v min)',
xlab='delnik', main='Cas potrebny k provedeni pracovniho ukonu',
col='blanchedalmond', border='corald')

mtext ('Krabicovy graf', line=0.4, cex=0.9)

points(c(mean(X[ID==1]), mean(X[ID==2]), mean(X[ID==3])), pch=15, col='red')

Cas potrebny k provedeni pracovniho ukonu

Krabicovy graf
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Testovani normality

Na testovani normality vSech tii vybértu pouzijeme kvili jejich malym rozsahum S-W test.

## [1] "S-W test, delnik 1: 0.9719"
## [1] "S-W test, delnik 2: 0.5819"
## [1] "S-W test, delnik 3: 0.3313"

Q-Q graf Q-Q graf Q-Q graf
Cas pracovniho ukonu —- delnik 1 Cas pracovniho ukonu —- delnik 2 Cas pracovniho ukonu —- delnik 3
o
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teoreticky kvantil teoreticky kvantil teoreticky kvantil

Komentdr: Protoze ve vSech tfech piipadech je p-hodnota S-W testu > 0.05, nulovou hypotézu o normalité ¢asu
vSech ti{ délniki nezamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05. Z Q-Q grafu déle vidime, ze tecky se ve vSech
tfech piipadech jen méalo odchyluji od piimky, coz podporuje nas zaver, ze vsechny tii vybéry pochazi z normalniho
rozdéleni.
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Test homogenity rozptyla

Jelikoz ndhodné vybéry pochézi z normélniho rozdéleni, je vhodné na testovani hypotézy o shodé rozptylu vsech
ti{ vybérii spouzit Leveniv test. Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 testujeme nulovou hypotézu Hy : 0% = 05 = 03
oproti alternativni hypotéze H, : o} # o7 pro alespon jednu dvojici i, j.

K otestovani pouzijeme funkci levene.test z knihovny lawstat s argumentem location="mean’, ¢imz zvolime klasic-
kou formu Levenova testu. Pokud bychom zadali funkci levene.test s argumentem location="median’, ziskali bychom
robustnéjsi modifikaci Levenova testu, kterd ve svém vypocCtu nahrazuje aritmeticky prumér medianem. Balicek

lawstat disponuje také prikazem na vypocet Bartlettova testu, ktery je k dispozici ve funkci bartlett.test.

library(lawstat)
levene.test (X, ID, location='mean')

##

## classical Levene's test based on the absolute deviations from the mean ( none
## not applied because the location is not set to median )

##

## data: X

## Test Statistic = 1.5142, p-value = 0.2564

Komentar: Testovaci statistika Levenova testu nabyva hodnoty 1.5142, odpovidajici p-hodnota = 0.256, tedy na

hladiné vyznamnosti o = 0.05 nezamitdme hypotézu o shodé rozptylt o, 03 a 3.

Test o shodé stifednich hodnot:

Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujeme nyni nulovou hypotézu

Ho:pn = po = ps
oproti alternativni hypotéze

Hy @ p; # pj pro alespoii jednu dvojici ¢, j.

7 = g

n <- length(X)

Xi. <= Mi. <- ni <- NULL

for(i in 1:r){
Xi.[i] <- sum(X[ID==il)
nili] <- length(X[ID==i])
Mi.[i] <- sum(X[ID==i])/nil[i]

}

X.. <= sum(X)

M.. <- mean(X)

SA <- sum(ni*(Mi.-M..)"2)

fA <- r-1

ST <- sum((X-M..)"2)
SE <- ST-SA

fE <- n-r

Fa <- (SA/fA)/(SE/fE)

pl <- pf(Fa,r-1,n-r)
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p2 <- 1-p1
p.val <- min(pl, p2)

(tab <- round(data.frame(SA=SA, fA=fA, SE=SE, fE=fE, ST=ST, fT=n, Fa=Fa, p.val=p.val), digits=5))

## SA fA SE fE ST £fT Fa p.val
## 1 1.11771 2 0.75167 13 1.86938 16 9.66533 0.00268

Skupinovy soucet ¢tvercu Sy, = 1.1177, pocet stupnu volnosti f4 = 2, rezidudlni soucet ¢tverca S = 0.7517, pocet
stupiiu volnosti fg = 13, testovaci statistika
_ Sa/fa
4 Sp/fE

nabyva hodnoty 9.6653, pocet stupnu volnosti ¢itatele = 2, jmenovatele = 13. p-hodnota = 0.00268, tedy na hladiné
vyznamnosti a = 0.05 zamitdme nulovou hypotézu o shodé stiednich hodnot.

Metoda mnohonasobného porovnavani

Jelikoz jsme na hladiné vyznamnosti 0.05 zamitli nulovou hypotézu o shodé stfednich hodnot, chceme nyni zjistit,
které dvojice stfednich hodnot se od sebe vyznamné lisi. Stanovime nulové a alternativni hypotézy pro dvojice
stfednich hodnot

H01 LU = U2 OpI‘Oti H11 LU 7é M2
Hoz @ gy = pg oproti Hip @ uy # ps;
Hos : p2 = pg oproti Hiz : pio # 3.

Protoze v kazdé skupiné mame ruzny pocet pozorovani, je vhodné pouzit na mnohondsobné porovnavani Scheffého
metodu. Pravou a levou stranu Scheffého metody ziskdme pouzitim funkce Scheffe(X, group, names, alpha), kterd je
k dispozici v RSkriptu AS-funkce.R. Argumenty funkce jsou X ... vektor hodnot, group . .. vektor pfifazujici kazdému
pozorovéani skupinu, do niz nédlezi, names ...néazvy jednotlivych skupin, alpha ...hladina vyznamnosti.

source ('AS-funkce.R')
Scheffe(X, ID, nazvy, alpha=0.05)

## $R

#i# delnik 1 delnik 2 delnik 3
## delnik 1 0.4690839 0.4282131 0.4282131
## delnik 2 0.4282131 0.3830054 0.3830054
## delnik 3 0.4282131 0.3830054 0.3830054
#it

## $L

## delnik 1 delnik 2 delnik 3
## delnik 1 0.0000000 0.5833333 0.6333333
## delnik 2 0.5833333 0.0000000 0.0500000
## delnik 3 0.6333333 0.0500000 0.0000000

1x(Scheffe(X, ID, nazvy, alpha=0.05)$R >= Scheffe(X, ID, nazvy, alpha=0.05)$L)

#i# delnik 1 delnik 2 delnik 3
## delnik 1 1 0 0
## delnik 2 0 1 1
## delnik 3 0 1 1

Komentdr: Porovnanim pravé a levé strany Scheffého metody vidime, Ze na hladiné vyznamnosti o = 0.05 zamitame
nulovou hypotézu o shodé strednich hodnot p; a ps a stfednich hodnot @1 a pus. Vysledek Scheffého metody tedy
ukazuje, Ze na hladiné vyznamnosti @ = 0.05 se lis{ vykony délniku (1,2), (1,3), naopak vykony délniku (2,3) se
nelisi.
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Pi#iklad 9.2. Na stiedni skole byl uskuteénén experminet zjistujici efektvitu jednotlivych pedagogickych metod.
Studenti byli rozdéleni do péti skupin a kazda skupina byla vyuc¢ovana pomoci jedné z pedagogickych metod: tradi¢ni
zpusob, programova vyuka, audiotechnika, audiovizualni technika a vizualni technika. Z kazdé skupiny byl potom
vybran ndhodny vzorek studentu a vSichni byli podrobeni témuz pisemnému testu. Vysledky testu jsou uvedeny
v néasledujici tabulce a v souboru pet_metod.txt:

metoda pocet bodu

tradicni 76.2 483 85.1 63.7 91.6 872
programova 8.2 743 765 803 674 679 721 604
audio 67.3 60.1 554 723 40.0

audiovizualni | 75.8 81.6 90.3 78.0 67.8 57.6

vizualni 50.5 70.2 888 67.1 77.7 739

Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu, ze znalosti viech studenti jsou stejné a nezdvisi na pouZzité
pedagogické metodé. V piipadé zamitnuti hypotézy zjistéte, které vybéry se lis{ na hladiné vyznamnosti 0.05.

Prazkumova analyza

Nacteme datovy soubor pet_metod.txt. Proménna body obsahuje dosazené poc¢ty bodu a proménnd metoda oznacéeni
prislusné pedagogické metody. Nejprve vypocitame pruméry, smérodatné odchylky a rozsahy vSech tii vybéru:

data <- read.delim('pet_metod.txt', sep='', dec=',', header=T)
nazvy <- c('tradicni', 'programova', 'audiotechnika', 'audiovizualni', 'vizualni')

X <- data$body
ID <- data$metoda
r <- length(unique(ID))

prum <- sm <- N <- NULL

for(i in 1:r){
prum[i] <- mean(X[ID==i])
sm[i] <- sd(X[ID==il)
N[i] <- length(X[ID==i])

}

prum[r+1] <-mean(X)

sm[r+1] <- sd(X)

N[r+1] <- length(X)

tab <- data.frame(prumer=prum, N=N, sm.odch=sm,
row.names=c (nazvy, 'vsechny'))

round(tab,4)

## prumer N sm.odch
## tradicni 75.3500 6 16.5390
## programova 73.0125 8 7.8650
## audiotechnika 59.0200 5 12.4594
## audiovizualni 75.1833 6 11.3286
## vizualni 71.3667 6 12.6920
## vsechny 71.3097 31 12.6953

Komentdar: Nejlepsich vysledku dosahuji studenti vyucovani tradiéni metodou, podéavaji vSak nejméné vyrovnané
vykony (poé¢ty bodu v této skupiné maji nejvétsi smeérodatnou odchylku). Naopak nejhorsiho vysledku dosdhli
studenti vyucovani audio metodou. Nejvyrovnanéjsi vykony pozorujeme u studentu vyucovanych programovou
metodou.
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Krabicovy graf

boxplot (X[ID==1], X[ID==2], X[ID==3], X[ID==4], X[ID==5], names=nazvy, ylab='body',
xlab='metoda', main='Vyukove metody',
col='khakil', border='orange4')
mtext ('Krabicovy graf', line=0.4, cex=0.9)
points(c(mean(X[ID==1]), mean(X[ID==2]), mean(X[ID==3]), mean(X[ID==4]), mean(X[ID==5])), pch=15, col='bro
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Testovani normality

Na testovani normality vSech t#{ vybéru pouzijeme z divodu jejich malych rozsaht S-W test.

print(paste('S-W test, metoda 1:', round(shapiro.test(X[ID==1])$p.value,4)))
## [1] "S-W test, metoda 1: 0.4177"
print(paste('S-W test, metoda 2:', round(shapiro.test(X[ID==2])$p.value,4)))
## [1] "S-W test, metoda 2: 0.9966"
print(paste('S-W test, metoda 3:', round(shapiro.test(X[ID==3])$p.value,4)))
## [1] "S-W test, metoda 3: 0.7663"
print(paste('S-W test, metoda 4:', round(shapiro.test(X[ID==4])$p.value,4)))
## [1] "S-W test, metoda 4: 0.9577"
print(paste('S-W test, metoda 5:', round(shapiro.test(X[ID==5])$p.value,4)))
## [1] "S-W test, metoda 5: 0.8814"
for(i in 1:1){
qqnorm(X[ID==i], col='darkblue', xlab='teoreticky kvantil',

ylab='pozorovany kvantil', main='Q-Q graf')

qqline (X[ID==i], col='red')
mtext (paste('Cas pracovniho ukonu -- metoda', i), line=0.4, cex=0.8)}

69



Q-Q graf Q-Q graf Q-Q graf
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Komentdr: Protoze ve vSech péti piipadech je p-hodnota S-W testu > 0.05, nulovou hypotézu o normalité dat
ukazdé metody nezamitdme na hladiné vyznamnosti & = 0.05. Vzhled Q-Q graft potvrzuje nas zévér, ze predpoklad
normality je ve vSech péti pripadech opravnény.

Test homogenity rozptyla

K testovdni hypotézy o shodé rozptyli opét pouzijeme klasicky Levenuv test. Na hladiné vyznamnosti a« = 0.05
testujeme nulovou hypotézu Hy : 03 = 05 = 03 = 0 = o2 oproti alternativn{ hypotéze H; : 0? # 0]2 pro alespon

jednu dvojici 7, j.
library(lawstat)

levene.test(X, ID, location='mean')

#i#t

## classical Levene's test based on the absolute deviations from the mean ( none
## not applied because the location is not set to median )

##

## data: X

## Test Statistic = 0.81903, p-value = 0.5248

Komentdr: Testovaci statistika F' se realizuje hodnotou 0.8190, odpovidajici p-hodnota = 0.5248. Na hladiné
vyznamnosti o = 0.05 tedy nezamitame hypotézu o shodé rozptylu.

Test o shodé stifednich hodnot:

Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujeme nyni nulovou hypotézu
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Ho:py = po=p3 = pa = ps
oproti alternativni hypotéze

Hy @ p; # pj pro alesponi jednu dvojici ¢, j.

n <- length(X)

Xi. <= Mi. <- ni <- NULL

for(i in 1:r){
Xi.[i] <- sum(X[ID==i])
nifi] <- length(X[ID==i])
Mi.[i] <- sum(X[ID==i])/nil[il]

}
X.. <= sum(X)
M.. <- mean(X)

SA <- sum(ni*(Mi.-M..)"2)

fA <- r-1

ST <- sum((X-M..)"2)
SE <- ST-SA

fE <- n-r

Fa <- (SA/fA)/(SE/fE)

pl <- pf(Fa,r-1,n-r)
p2 <- 1-p1
p.val <- min(pl, p2)

(tab <- round(data.frame(SA=SA, fA=fA, SE=SE, fE=fE, ST=ST, fT=n, Fa=Fa, p.val=p.val), digits=5))

H#it SA fA SE fE ST £fT Fa p.val
## 1 966.3737 4 3868.773 26 4835.147 31 1.62362 0.19825

Komentdr: Testovaci statistika F se realizuje hodnotou 1.6236, pocet stupiiu volnosti ¢itatele = 4, jmenovatele = 26,
odpovidajici p-hodnota = 0.1983, na hladiné vyznamnosti o = 0.05 tedy nezamitdme hypotézu o shodé stfednich
hodnot. Znamend to, ze s rizikem omylu nejvyse 5% se neprokdzal rozdil v tcinnosti jednotlivych pedagogickych
metod.

Piiklad 9.3. Pan Novak muze cestovat z mista bydlisté do mista pracovisté tfemi ruznymi zpusoby: tramvaji,
autobusem a metrem s naslednym pfestupem na tramvaj. Mame k dispozici jeho namétené casy cestovani do prace
v dobé rann{ $picky (véetné ¢ekdni na prisludny spoj) v minutéch:

autobus: | 32 39 42 37 34 38
tramvaj: | 30 34 28 26 32
metro: 40 37 31 39 38 33 34

Pro vSechny tfi zpusoby dopravy vypoctéte prumérné casy cestovani. Na hladiné vyznamnosti @ = 0.05 testujte
hypotézu, ze doba cestovani do prace nezdvisi na zpusobu dopravy. V piipadé zamitnuti nulové hypotézy zjistéte,
které zpusoby dopravy do préce se od sebe ligl na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

Priizkumova analyza

Nacteme datovy soubor doby_cestovani.txt. Proménnd cas obsahuje zjisténé doby cestovani a proménna ID oznaceni
prislugného zpusobu dopravy. Nejprve vypocteme pruméry, smérodatné odchylky a rozsahy vsech tif vybéru:
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data <- read.delim('doby_cestovani.txt', sep='', dec=',', header=T)
nazvy <- c('tramvaj', 'autobus', 'metro')

X <- data$cas
ID <- data$ID
r <- length(unique(ID))

prum <- sm <- N <- NULL

for(i in 1:r){
prum[i] <- mean(X[ID==i])
sm[i] <- sd(X[ID==i])
N[i] <- length(X[ID==i])

}

prum[r+1] <-mean(X)

smr+1] <- sd(X)

N[r+1] <- length(X)

tab <- data.frame(prumer=prum, N=N, sm.odch=sm,
row.names=c (nazvy, 'vsechny'))
round(tab,4)

#it prumer N sm.odch
## tramvaj 37.0000 6 3.5777
## autobus 30.0000 5 3.1623
## metro 36.0000 7 3.3665
## vsechny 34.6667 18 4.3791

Komentar: Nejkrat$i prumeérnou dobu do zameéstnani pan Novédk cestuje, kdyZz pouzije autobus, naopak nejdéle
cestuje tramvaji. Variabilita dob jednotlivych zpusobu cestovani je vcelku vyrovnana.
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Krabicovy graf

boxplot (X[ID==1], X[ID==2], X[ID==3], names=nazvy, ylab='doba cestovani (v min)',
xlab="'zpusob dopravy', main='Doprava do prace',
col='aliceblue',border='dodgerblued')

mtext ('Krabicovy graf', line=0.4, cex=0.9)

points(c(mean(X[ID==1]), mean(X[ID==2]), mean(X[ID==3])), pch=15, col='blue3')
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Testovani normality

Na testovani normality vSech ti{ vybéra pouzijeme z divodu jejich malych rozsaht S-W test.
print (paste('S-W test, autobus:', round(shapiro.test(X[ID==1])$p.value,4)))

## [1] "S-W test, autobus: 0.9539"

print(paste('S-W test, tramvaj:', round(shapiro.test(X[ID==2])$p.value,4)))

## [1] "S-W test, tramvaj: 0.9672"

print(paste('S-W test, metro: ', round(shapiro.test(X[ID==3])$p.value,4)))

## [1] "S-W test, metro: 0.6294"

for(i in 1:r){

qqnorm(X[ID==i], col='darkblue', xlab='teoreticky kvantil',
ylab='pozorovany kvantil', main='Q-Q graf')

qqline (X[ID==i], col='red')

mtext (paste('Cas pracovniho ukonu -- metoda', i), line=0.4, cex=0.8)}
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Q-Q graf Q-Q graf Q-Q graf
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Komentdr: Protoze ve vSech tiech piipadech je p-hodnota S-W testu > 0.05, nulovou hypotézu o normalité dat
ukazdé metody nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Vzhled Q-Q grafti potvrzuje nas zévér, ze predpoklad
normality je ve vSech tfech uvedenych piipadech opravnény.

Test homogenity rozptyla

Nulovou hypotézu o shodé rozptylti Hy : 07 = 03 = 02 ovéifme Levenovym testem. Alternativn{ hypotéza ma tvar

Hy:0? # 0]2 pro alespon jednu dvojici 4, j.

library(lawstat)
levene.test (X, ID, location='mean')

#

## classical Levene's test based on the absolute deviations from the mean ( none
## not applied because the location is not set to median )

##

## data: X

## Test Statistic = 0.10536, p-value = 0.9007

Komentdr: Testovaci statistika F se realizuje hodnotou 0.1054, pocet stupiiu volnosti ¢itatele = 2, jmenovatele = 15,
odpovidajici p-hodnota = 0.9007. Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 tedy nezamitdme hypotézu o shodé rozptylu.

Test o shodé stifednich hodnot:

Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 testujeme nyni nulovou hypotézu
Ho:p1 = po = p3

oproti alternativni hypotéze

H; : p; # pvj pro alesponi jednu dvojici i, j.

n <- length(X)

Xi. <- Mi. <- ni <- NULL

for(i in 1:r){
Xi.[i] <- sum(X[ID==i])
nifi] <- length(X[ID==i])
Mi.[i] <- sum(X[ID==i])/nil[il]
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}

X.. <= sum(X)
M.. <- mean(X)

SA <- sum(ni*(Mi.-M..)"2)

fA <- r-1

ST <- sum((X-M..)"2)
SE <- ST-SA

fE <- n-r

Fa <- (SA/fA)/(SE/fE)

pl <- pf(Fa,r-1,n-r)
p2 <- 1-p1
p.val <- min(pl, p2)

(tab <- round(data.frame(SA=SA, fA=fA, SE=SE, fE=fE, ST=ST, fT=n, Fa=Fa, p.val=p.val), digits=5))

#it SA fA SE fE ST £T Fa p.val
## 1 154 2 172 15 326 18 6.71512 0.00827

Komentar: Testovaci statistika F' se realizuje hodnotou 6.7151, po¢et stupinu volnosti ¢itatele = 2, jmenovatele = 15,
odpovidajici p-hodnota = 0.0083. Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 tedy zamitdme hypotézu o shodé stfednich hod-
not. Znamen4 to, ze s rizikem omylu nejvyse 5% se prokézal rozdil v dobéch cestovani pana Novdka do zaméstnan{
autobusem, tramvaji a metrem.

Metoda mnohonasobného porovnavani

Jelikoz jsme na hladiné vyznamnosti 0.05 zamitli nulovou hypotézu o shodé stfednich hodnot, chceme nyni zjistit,
které dvojice stfednich hodnot se od sebe vyznamné lisi. Stanovime nulové a alternativni hypotézy pro dvojice
stfednich hodnot

H01 LU = U2 OpI‘Oti H11 U1 7é M2

Hoz @ gy = pg oproti Hip @ uy # ps;
Hos @ p2 = pg oproti Hiz @ pio # 3.

K porovnani stfednich hodnot pouzijeme opét Scheffého metodu.
source ('AS-funkce.R')

1*x(Scheffe(X, ID, nazvy, alpha=0.05)$R >= Scheffe(X, ID, nazvy, alpha=0.05)$L)

#H#t tramvaj autobus metro
## tramvaj 1 0 1
## autobus 0 1 0
## metro 1 0 1

Komentdre: 7 tabulky vyplyvd, Ze s rizikem omylu nejvyse 5% se lisi cestovdni tramvaji a autobusem a déle
cestovani autobusem a metrem.
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10 Neparametrické tlohy o medianech

Pi#iklad 10.1. Parovy znaménkovy test a parovy Wilcoxonuv test Pii zjistovani kvality jedné slozky pudy
se pouzivaji dvé metody oznacené A a B. Vysledky jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

Vzorek 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A 0.275 0.312 0.284 0.3 0.365 0.298 0.312 0.315 0.242 0.321 0.335 0.307
B 0.28 0.312 0.288 0.298 0.361 0.307 0.319 0.315 0.242 0.323 0.341 0.315

Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 testujte hypotézu, ze metody A a B dédvaji stejné vysledky. K testovani pouzijte
jak parovy znaménkovy test, tak parovy Wilcoxonuv test. Pro lepsi predstavu sestrojte krabicové diagramy pro obé
metody.

Testujeme Hy : 2950 = 0 proti oboustranné alternativé Hy : zg.50 # 0, kde zg.50 je medidn rozdéleni, z néhoz pochédzi
I'OZdﬂOV}’/ néhodny Vybér Zl = X17Y17 ey Zlg = X12*Y12.

Vypocteme rozdily mezi vysledky metod A a B:

Ti~Yi ‘ -0.006 0 -0.004 0.002 0.004 -0.009 -0.00r 0 0 -0.002 —0.006 -0.008

Parovy znaménkovy test

Nenulovych rozdili je 9, testovaci statistika S, = 2. Ve statistickych tabulkdch najdeme pro n = 9 a a = 0.05
kritické hodnoty k1 = 1, ks = 8. Protoze kriticky obor W = (0;1) U 8 neobsahuje hodnotu 2, nemuzeme H
zamitnout na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Neprokézalo se tedy, ze by metody A a B davaly rozdilné vysledky.

library (PASWR)

x1 <- ¢(0.275, 0.312,0.284,0.300,0.365,0.298,0.312,0.315,0.242,0.321,0.335,0.307)
x2 <- ¢(0.280, 0.312,0.288,0.298,0.361,0.307,0.319,0.315,0.242,0.323,0.341,0.315)
SIGN.test(x1-x2, alternative='two.sided')

##

## One-sample Sign-Test

##

## data: =x1 - x2

## s = 2, p-value = 0.1797

## alternative hypothesis: true median is not equal to O
## 95 percent confidence interval:

## -0.006893636 0.000000000

## sample estimates:

## median of x

## -0.003

#it Conf.Level L.E.pt U.E.pt
## Lower Achieved CI 0.8540 -0.0060 0
## Interpolated CI 0.9500 -0.0069 0
## Upper Achieved CI 0.9614 -0.0070 0

Parovy Wilcoxonuv test

Absolutni hodnoty nenulovych rozdilu uspordddame vzestupné podle velikosti:

Usp. abs(z;—y;) 0.002 0.002 0.004 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009
Porad{ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Pramérné poradi 1.5 1.5 3.5 3.5 5 6 7 8 9
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St =15+35=5,

Sy =154+354+54+6+7+8+9 =40,

n =9, a = 0.05, tabelovand kritickd hodnota pro n =9 a o = 0.05 je 5, testovaci statistika je = min(Sw+, Sy,) =
min(5,40) = 5. Protoze 5 < 5, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

wilcox.test(x1-x2, alternative='two.sided', correct=F, exact=F)

##

## Wilcoxon signed rank test

##

## data: x1 - x2

## V = 5, p-value = 0.03781

## alternative hypothesis: true location is not equal to 0

V tomto piipadé je p-hodnota 0.03781, tedy nulovd hypotéza se zamitd na asymptotické hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Nejsou v8ak splnény piedpoklady pro pouziti asymptotické varianty testu (piilis maly rozsah vybéru), i
kdyz zavér je stejny jako pfi testovani pomoci kritické hodnoty.

Krabicovy graf

boxplot(xl, x2, names=c('A', 'B'),main='Kvalita slozky pudy',
ylab='vysledek testu',xlab='metoda',col='burlywoodl',border='chocolate4')
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Z krabicovych diagramu je vidét, zZe obé metody se ponékud lisi v drovni, ale nelisi se ve variabilité.

Priklad 10.2. Jednovybérovy znaménkovy test a jednovybérovy Wilcoxontiv test Vyrabéné ocelové tyce
maji kolisavou délku s pfedpokladanou hodnotou medidnu 10 m. Ndhodny vybér 10-ti ty¢i poskytl tyto vysledky:
9.83, 10.10, 9.72, 9.91, 10.04, 9.95, 9.82, 9.73, 9.81, 9.90. Na hladiné vyznamnosti 0.05 testujte hypotézu, ze
predpoklad o medidanu délky tyc¢i je opravnény. K testovani pouzijte jak jednovybérovy znaménkovy test, tak
jednovybérovy Wilcoxonuv test. Pro lepsi predstavu sestrojte krabicovy diagram.

Testujeme Hy : xg50 = 10 proti oboustranné alternativé H; : zg50 # 10. Vypocteme rozdily mezi namérenymi
délkami a konstantou 10:
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a?rlO‘—O.17 0.1 -0.28 -0.09 0.04 -005 -0.18 -—-0.27 -0.19 -0.1

Jednovybérovy znaménkovy test

Nenulovych rozdilu je 10, testovaci statistika S}' = 2. Ve statistickych tabulkach najdeme pro n = 10 a a = 0.05
kritické hodnoty k1 = 1, ky = 9. Protoze kriticky obor W = (0;1) U (9; 10) neobsahuje hodnotu 2, Hy nezamitdme
na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

x <- ¢(9.83, 10.10, 9.72, 9.91, 10.04, 9.95, 9.82, 9.73, 9.81, 9.90)
SIGN.test(x, md=10, alternative='two.sided')

H#

## One-sample Sign-Test
##

## data: x

## s = 2, p-value = 0.1094

## alternative hypothesis: true median is not equal to 10
## 95 percent confidence interval:

##  9.755956 10.010800

## sample estimates:

## median of x

#i 9.865

#H# Conf.Level L.E.pt U.E.pt
## Lower Achieved CI 0.8906 9.810 9.9500
## Interpolated CI 0.9500 9.756 10.0108
## Upper Achieved CI 0.9785 9.730 10.0400

Jednovybérovy Wilcoxonuv test

Absolutni hodnoty nenulovych rozdilu usporddame vzestupné podle velikosti:

Usp. abs(xi —yi) | 0.04 0.05 0.09 0.1 0.1 0.17 0.18 0.19 0.27 0.28
Potradi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Prameérné potadi 1 2 3 4.5 45 6 7 8 9 10

S =1+4.5=525,

Sﬁ,::24—3%—45-%64—74—84—94—10::495,

n = 10, a = 0.05, tabelovand kritickd hodnota pro n = 10 a a = 0.05 je 8, testovaci statistika = min(Sa'V, Sw) =
min(5.5;49.5) = 5.5. Protoze 5.5 < 8, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05. Vidime, ze Wilcoxonuv test
dospél k odlisnému zavéru nez znaménkovy test.

wilcox.test(x,mu=10, alternative = 'two.sided', exact=F, correct=F)
#i#

## Wilcoxon signed rank test

##

## data: x

## V = 5.5, p-value = 0.02484
## alternative hypothesis: true location is not equal to 10
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Krabicovy diagram

boxplot(x, main='0celove tyce', ylab='delka tyci (v m)', col='gray85"')
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Priklad 10.3. Dvouvybérovy Wilcoxonuv test Majitel obchodu chtél zjistit, zda velikost nakuptu (v dolarech)
placenych kreditnimi kartami Master /EuroCard a Visa jsou piiblizné stejné. Nahodné vybral

e 7 ndkupt placenych Master/EuroCard: 42, 77, 46, 73, 78, 33, 37;
e 9 nakupu placenych Visou: 39, 10, 119, 68, 76, 126, 53, 79, 102.

Lze na hladiné vyznamnosti o = 0.05 tvrdit, ze velikost ndkupt placenych témito dvéma typy karet se shoduji? Pro
lepsi predstavu sestrojte krabicové diagramy pro oba typy platebnich karet.

Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujeme Hy : xg.50—¥0.50 = 0 proti oboustranné alternativé H; : xg.50—%0.50 7 0.

usp. hodnoty | 10 33 37 39 42 46 53 68 73 76 77T 78 79 102 119 126
poradi z; 2 3 5 6 9 11 12
poradi y; 1 4 7 8 10 13 14 15 16

T'=24+34+54+6+9+11+12 =48,

To=1444+7+8+10+13+ 14+ 15+ 16 = 88,

Uy =79478/2—-48=43,U2="7.9+9.10/2 — 88 = 20,

Kritickd hodnota pro o = 0.05, min(7,9) = 7, max(7,9) = 9 je 12. Protoze min(43,20) = 20 > 12, nemuzeme
na hladiné vyznamnosti @ = 0.05 zamitnout hypotézu, ze velikosti ndkupu placenych kreditnimi kartami Mas-
ter/EuroCard a Visa se shoduji.

x <- c(42, 77, 46, 73, 78, 33, 37, 9)
y <- c(39, 10, 119, 68, 76, 126, 53, 79, 102)

wilcox.test(x, y, alternative = 'two.sided', exact=F, correct=F)
#i#

## Wilcoxon rank sum test

##
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## data: x and y
## W = 20, p-value = 0.1237
## alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Krabicovy diagram

boxplot(x,y,main='Platebni karty',xlab='platebni karta',
ylab='cena za nakup',names=c('Master/Eurocard', 'Visa'),
col='darkolivegreenl' ,border='darkolivegreen')
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Priklad 10.4. Kruskaluv—Wallisiv test Voda po holeni jisté znacky se prodava ve ¢tyfech ruznych lahvickach
stejného obsahu. Udaje o po¢tu prodanych lahvicek za tyden v riznych obchodech jsou uvedeny v nasledujici
tabulce:

ltyp: | 50 35 43 30 62 52 43 57 33 70 64 58 53 65 39
2typ: | 31 37 59 67 44 49 54 62 34 42 40

3typ: | 27 19 32 20 18 23

4.typ: | 35 39 37 38 28 33

Posud’te na 5% hladiné vyznamnosti, zda typ lahvicky ovliviiuje troveii prodeje. V pifpadé zamitnut{ nulové hy-
potézy zjistéte, prodeje kterych typu lahvicek se od sebe vyznamné lisi. K testovani pouzijte Kruskaliv — Wallisuv
test; v pfipadé zamitnuti nulové hypotézy pouzijte k zjisténi vyznamnych rozdila vhodnou metodu mnohonasobného
porovnavani. Pro lepsi predstavu sestrojte krabicové diagramy pro vSechny typy lahvicek.

Vsech 38 hodnot usporadame vzestupné podle velikosti a stanovime soucet poradi hodnot patticich do 1. az 4. vybéru.
Ty =379, T, =257, T3 =24, T4 =81

12 KT 12 (3792 2572 242 812
— 2 3n41) = T+ =) —3%39=1879
@ n(n+1);nj (n+1) 38*39( R TR )) ¥
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W= <X%7a(7' —1); 00) = <X3.95(3>§ OO) = (7.815; o)

Protoze @ € W, Hy zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti o = 0.05.

x1 <- c(50, 35, 43, 30, 62, 52, 43, 57, 33, 70, 64, 58, 53, 65, 39)
x2 <- c(31, 37, 59, 67, 44, 49, 54, 62, 34, 42, 40)

x3 <- c(27, 19, 32, 20, 18, 23)

x4 <- c(35, 39, 37, 38, 28, 33)

X <- c(x1, x2, x3, x4)

ni <- c(length(x1l),length(x2),length(x3),length(x4))

group <- c(rep(l, ni[1]), rep(2, ni[2]), rep(3, nil[3]), rep(4, ni[4]))
kruskal.test(x, group)

##

## Kruskal-Wallis rank sum test

##

## data: x and group

## Kruskal-Wallis chi-squared = 18.802, df = 3, p-value = 0.0003004

Krabicovy graf

boxplot(xl, x2, x3, x4, main='Voda po holeni',xlab='typ lahvicky', ylab='pocet prodanych kusu',
names=c('Smart', 'Sport','Atractive', 'Mystic'),col='lightcyan',border="'dodgerblue4')

Voda po holeni
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typ lahvicky

v’

Je vidét, ze uroven prodeje pro 1.typ je nevyssi, zatimco pro 3. typ nejnizsi.
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Metoda mnohonasobného porovnavani
Nyni provedeme mnohonédsobné porovnévani, abychom zjistili, které dvojice typu lahvicek se lisi na hladiné vyznamnosti
a = 0.05:

library (PMCMR)
posthoc.kruskal.nemenyi.test(x=x, g=group, method="Chisq")

##

## Pairwise comparisons using Tukey and Kramer (Nemenyi) test
## with Tukey-Dist approximation for independent samples
##

## data: x and group

##

# o1 2 3

# 2 0.97310 - -

## 3 0.00043 0.00334 -

## 4 0.12541 0.29841 0.44923

##

## P value adjustment method: none
Vidime, ze se lis{ typy (1, 3) a (2, 3).

Piiklady k samostatnému feSeni

Priklad 10.5. Ve skupiné 12-ti studentu se sledovala srde¢ni frekvence pii zméné polohy z lehu do stoje. Ziskaly
se tyto rozdily poctu tepu srdce za 1 minutu: -2, 4, 8, 25, -5, 16, 3, 1, 12, 17, 20, 9. Za predpokladu, ze tyto rozdily
maji symetrické rozdéleni, testujte na hladiné vyznamnosti o = 0.05 hypotézu, ze median rozdili obou tepovych
frekvenci je 15 proti oboustranné alternativé. Sestrojte krabicovy diagram.

## [1] "Wilcoxonuv test: p-value = 0.0499"
## [1] "Znamenkovy test: p-value = 0.3877"

Krabicovy graf

srdecni frekvence
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Vysledek: Zaménkovy test nulovou hypotézu nezamita na hladiné vyznamnosti o = 0.05, avsak Wilcoxonuv test
ano.
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Priklad 10.6. Z produkce ti{ podnikt vyrabéjicich televizory bylo vylosovdno 10, 8 a 12 kusu. Byly ziskany
nasledujici vysledky zjistovani citlivosti téchto televizort v mikrovoltech:

1.podnik: | 420 560
2.podnik: | 400 420
3.podnik: | 450 700

600 490 550 570 340
580 470 470
630 590 420

500

590 610

480 510 460
530
540 740 690 540 670

Ovéfte na hlading vyznamnosti a = 0.05 hypotézu o shodé urovné citlivosti televizoru v jednotlivych podnicich.

Sestrojte krabicové diagramy pro vSechny tii podniky.

## [1] "Kruskaluv-Wallisuv test: p-value= 0.0157"

Krabicovy graf

citlivost TV (v microV)

Metoda mnohonasobného porovnavani

#i#t podnikl podnik2
## podnik2 0.8728 NA
## podnik3 0.0672 0.0251

500 600 700

400

Citilivost televizoru v ruznych podnicich

podnik

Vysledek: Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 se lisi televizory vyrabéné ve 2. a 3. podniku.
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11 Hodnoceni kontingencénich tabulek

Priklad 11.1. Testovani hypotézy o nezavislosti, méreni sily zavislosti V roce 1950 zkoumali Yule a Kendall
barvu oé¢i a vlasi u 6800 muzu. Vysledky zkoumani jsou uvedeny v nasledujici tabulce a v souboru vlasy_oci.txt.

_, Barva vlasu
Barva o¢i — — — - -
svetla  kaStanovda Cernd rezava
modra 1768 807 180 47
Sedd/zelend 946 1387 746 53
hnéd4 115 438 288 16

Na asymptotické hladiné vyznamnosti a = 0.05 testujte hypotézu o nezavislosti barvy o¢i a barvy vlasu. Vypoctéte
Craméruv koeficient. Simultanni ¢etnosti znazornéte graficky.

Ovéreni podminek dobré aproximace

library(scatterplot3d)

data <- read.delim('vlasy_oci.csv',sep=';"',dec='."',header=T)
data <- data.frame(datal[,2:5], row.names=datal[,1])

nazvy.v <- names(data)

nazvy.o <- row.names(data)

chisq.test(data)$expected

## svetla kastanova cerna rezava
## modra 1167.2593 1085.976 500.9024 47.86217
## seda/zelena 1304.7310 1213.875 559.8952 53.49904
## hneda 357.0097 332.149 153.2025 14.63879

Podminky dobré aproximace jsou splnény. VSechny teoretické cetnosti jsou vétsi nez 5. Nyni budeme testovat
hypotézu o nezavislosti proménnych oci a vlasy.

chisq.test(data)

##

## Pearson's Chi-squared test

##

## data: data

## X-squared = 1088.1, df = 6, p-value < 2.2e-16

Ve vystupni tabulce najdeme mj. hodnotu testové statistiky K = 1088.149 s poctem stupnu volnosti (df= 6) a
odpovidajici p-hodnotou (p-value < 2.2e — 16). Protoze p-hodnota je mnohem mensi nez 0.05, nulovou hypotézu o
nezavislosti barvy o¢i a barvy vlasu zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti o = 0.05.

Pro zjisténi miry zdvislosti v kontingenéni tabulce pouzijeme Craméruv koeficient.

library(lsr)
cramersV(data)

## [1] 0.2830494

Hodnota Cramérova koeficientu je 0.283, coz svédéi o slabé zdvislosti barvy o¢i a vlasu.
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Grafické znazornéni ¢etnosti

x=rep(c(1,2,3,4),c(3,3,3,3))
y=rep(1:3,4)

z=c(as.matrix(data))

#cbind(z,y, 2)

scatterplot3d(x, y , z, type='h', pch=18,
xlab='barva vlasu', ylab='barva oci', zlab='pocetnosti', main='Scatterplot',
x.ticklabs = c('svetla','', 'kastanova','','cerna','', 'rezava'),
y.ticklabs = c('modra', '', 'seda/zelena', '','hneda'),color=rep('brownd',12),
label.tick.marks=T, axis=T, tick.marks=T, angle=40, lwd=2)

Scatterplot

2000

1500

L .

| seda/zele

pocetnosti
1000
barva oci

500

© T modra
svetla kastanova cerna rezava

barva viasu

Priklad k samostatnému feSeni

Priklad 11.2. Oteviete si soubor ped_hodnost.txt. Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 testujte hypotézu o nezavislosti
pedagogické hodnosti a pohlavi. Déle vypoctéte Craméruv koeficient vyjadiujici intenzitu zavislosti pedagogické
hodnosti na pohlavi. Data v souboru maji nasledujici tvar:

, pedagogicka hodnost
pohlavi odb. asistent docent profesor
muz 32 15 8
zena 34 8 3

## [1] "Podminky dobre aproximace:"

#it odb.asistent docent profesor
## muz 36.3 12.65 6.05
## zena 29.7 10.35 4.95

Podminky dobré aproximace jsou splnény, pouze jedind teoretickd cetnost klesne pod 5.
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## [1] "Chi-kvadratovy test:"

##

## Pearson's Chi-squared test

#i

## data: data

## X-squared = 3.4988, df = 2, p-value = 0.1739

Testovaci statistika K nabyva hodnoty 3.5, p-hodnota = 0.1739, tedy na asymptotické hladiné vyznamnosti « = 0.05
nezamitame hypotézu o nezavislosti pedagogické hodnosti a pohlavi.

## [1] "Crameruv koeficient: V= 0.187"

Hodnota Cramérova koeficientu je 0.187, coz svédci o slabé zavislosti mezi pedagocickou hodnosti a pohlavim.

Grafické zndzornéni ¢etnosti

Scatterplot
[Te]
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%
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odborny asistent  docent profesor

pedagogicka hodnost

Priklad 11.3. Fisheruv faktorialovy test 100 ndhodné vybranych muzu a zen bylo dotdzano, zda davaji prednost
nealkoholickému napoji A ¢i B. Udaje jsou uvedeny ve ¢tyipolni kontingenéni tabulce.

pref. nédpoj po hlaﬁvf
muz zena

A 20 30

B 30 20

Na hladiné vyznamnosti « = 0.05 testujte pomoci Fisherova faktoridlového testu hypotézu, ze preferovany typ
napoje nezalezi na pohlavi respondenta.

V naSem pifpadé se jednd o oboustranny test (nevime, zda muzi vice preferuji ndpoj A ¢i ndpoj B nez zeny.

data <- data.frame(muz=c(20,30), zena=c(30,20), row.names=c('A','B'))
fisher.test(data, alternative='two.sided')
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##

## Fisher's Exact Test for Count Data
##

## data: data

## p-value = 0.07134

## alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1
## 95 percent confidence interval:

## 0.1846933 1.0640121

## sample estimates:

## odds ratio

## 0.4481632

Ve vystupn{ zprdavé funkce fisher.test() je uvedena p-hodnota = 0.07134. Protoze p-hodnota je vétsi nez 0.05, ne-
zamitame na hladiné vyznamnosti o« = 0.05 hypotézu, ze preferovany typ napoje nezalezi na pohlavi respondenta.

Priklad 11.4. Podil sanci Pro tdaje z piikladu ¢.3 vypoctéte podil sanci a sestrojte 95 % asymptoticky interval
spolehlivosti pro logaritmus podilu Sanci. Pomoci tohoto intervalu spolehlivosti testujte na asymptotické hladiné
vyznamnosti a = 0.05 hypotézu, ze preferovany typ nipoje nezilezi na pohlavi respondenta.

Nejprve zopakujme teorii:

Ve ¢tyipolnich tabulkach pouzivame charakteristiku

ad
OR=—
be’
kterd se nazyvé podil Sanci (odds ratio). MuZeme si predstavit, ze pokus se provad{ za dvojich ruznych okolnost{ a
muze skonéit bud’ ispéchem nebo netispéchem.

vysledek pokusu CI).kOI‘noi? n;.
tspéch a b a+b
neuspéch c d c+d

] N [atc[b+td [ n |

Pomér poctu tspéchii k poctu netspéchi (tzv. sance) za prvnich okolnosti je ¢, za druhych okolnosti je g. Podil

Sanci je OR = ‘;—f. Povazujeme ho za odhad skuteéného podilu sanci op. Pomoci 100(1 — )% asymptotického inter-

valu spolehlivostli pro logaritmus skute¢ného podilu Sanci In op lze na asymptotické hladiné vyznamnosti « testovat
hypotézu o nezavislosti nominalnich veli¢cin X a Y.

Upozornéni: Musi byt splnény podminky dobré aproximace.

Asymptoticky 100(1 — a)% interval spolehlivosti pro pfirozeny logaritmus skute¢ného podilu Sanci mé tvar

11 1 1 /1 1 1 1
<IHOR_ E‘i‘g“y‘g"—gul,a/g, InOR — a+b+c+dua/2> .

Jestlize interval spolehlivosti nezahrne 0, pak hypotézu o nezévislosti zamitneme na asymptotické hladiné vyznamnosti
a.

Vypocet piikladu

Ovérime splnéni podminek dobré aproximace a zjistime, ze vSechny teoretické ¢etnosti jsou rovny 25.
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# Overeni podminek dobre aproxrimace
a <- 20
b <- 30
e <= &0
d <- 20

alpha <- 0.05
data <- data.frame(muz=c(a,c), zena=c(b,d), row.names=c('A','B'))
chisq.test(data)$expected

## muz zena
## A 25 25
## B 25 25

Podil sanci
ad 20x20 4 _
be 30«30 9

Dolni a horn{ mez 95% intervalu spolehlivosti pro Inop

(—1,61108; —0,01078)

OR

Protoze tento interval spolehlivosti neobsahuje 0, na asymptotické hladiné vyznamnosti @ = 0.05 zamitame hy-
potézu, ze preferovany typ napoje nezalezi na pohlavi respondenta.

# Podil sanct + IS
(OR <- (ax*d)/(b*c))

## [1] 0.4444444

(dh <- log(OR)+sqrt(1/a+1/b+1/c+1/d)*qnorm(alpha/2))
## [1] -1.611082

(hh <- log(OR)+sqrt(1/a+1/b+1/c+1/d)*qnorm(1-alpha/2))
## [1] -0.01077827

Tento vysledek je v rozporu s vysledkem, ke kterému dospél Fisheruv piesny test. Je to zpusobeno tim, Ze test
pomoci asymptotického intervalu spolehlivosti je pouze pfiblizny. Ke stejnému zavéru, jaky jsme dostali u testovani
pomoci podilu $anci, dospéjeme, pokud pouzijeme Pearsonuv chi-kvadrat test o nezdvislosti.

chisq.test(data, correct=F)

##

## Pearson's Chi-squared test

##

## data: data

## X-squared = 4, df = 1, p-value = 0.0455

Ve funkei chisq.test() vsak muzeme zadat parametr correct=T, ktery provede korekci Pearsonova testu pro
kontingen¢ni tabulky typu 2 x 2. Vysledek takto provedeného testu je jiz v souladu s Fisherovym pfesnym testem.

chisq.test(data, correct=T)

##

## Pearson's Chi-squared test with Yates' continuity correction
##

## data: data

## X-squared = 3.24, df = 1, p-value = 0.07186

88



Priklad 11.5. 36 muzi onemocnélo uréitou chorobou. Nékteii z nich se 1é¢ili, jini ne. Néktefi se uzdravili, jini
zemieli. Udaje jsou uvedeny ve ¢tyfpolni kontingenéni tabulce.

s léceni
preziti
ano ne
ano 10 6
ne 12 8

Vypoctéte a interpretujte podil Sanci. Pomoci intervalu spolehlivosti pro logaritmus podilu Sanci testujte na asympto-
tické hladiné vyznamnosti o = 0.05 hypotézu, ze pfeziti nezavisi na léceni, proti tvrzeni, ze léceni zvysuje Sance na
preziti.

#i# muz zena
## A 9.777778 6.222222
## B 12.222222 7.777778

## [1] "OR= 1.1111"
## [1] "dolni hranice IS: -1.0283"

Vysledek: OR = 1.1; nulovou hypotézu nezamitdme asymptotické hladiné vyznammosti a = 0.05, protoze le-
vostranny 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro logaritmus podilu Sancf je

(—1.03; 00).

Priklad k samostatnému feSeni
Priiklad 11.6. V pruzkumu o kutfdctvi bylo dotédzéno 92 osob. Z 64 muzu jich kouti 19 a z 28 Zen jich kouii 6.

a) Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu, ze koufen{ se vyskytuje stejné ¢asto u muzu a zen. Pouzijte
Pearsonuv chi-kvadrét test i Fisheruv presny test.

b) Vypoctéte a interpretujte podil Sanci a stanovte meze 95% intervalu spolehlivosti pro podil sanci.

Vysledek

ad a) Pred provedenim Pearsonova chi-kvadrét testu je zapotiebi ovérit splnéni podminek dobré aproximace.

#i# muz zena
## kurak 17.3913 7.608696
## nekurak 46.6087 20.391304

Jsou splnény, vSechny ¢tyfi teoretické cetnosti jsou vétsi nez 5.

#i#

## Pearson's Chi-squared test with Yates' continuity correction
##

## data: data

## X-squared = 0.31889, df = 1, p-value = 0.5723

Testovaci statistika Pearsonova chi-kvadrat testu je K = 0.6714, p-hodnota je 0.5723 > 0.05, tedy nulovou
hypotézu nezamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti o = 0.05.
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#i#

## Fisher's Exact Test for Count Data
#i#

## data: data

## p-value = 0.4576

## alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1
## 95 percent confidence interval:

## 0.498056 5.398695

## sample estimates:

## odds ratio

#i# 1.54109

Pro Fisheruv piesny test vychdzi p-hodnota 0.4576, coz je vétsi nez hladina vyznamnosti 0.05, nulovou
hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

ad b) ## [1] "OR= 1.5481"
## [1] "dolni hranice IS: 0.5418"
## [1] "horni hranice IS: 4.4239"

Podil sanci je 1.55, coz znamend, Ze u muzu je Sance na koufeni 1.55x vyssi nez u zen. 0.5418 < op < 4.4239
s pravdépodobnosti aspon 0.95.
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12 Jednoducha korelaéni analyza

Piiklad 12.1. Testovani nezavislosti ordinalnich veli¢in 12 ruznych softwarovych firem nabizi specidlni
programové vybaveni pro vedeni ucetnictvi. Jednotlivé programy byly posouzeny odbornou komisi slozenou z
poéitacovych odborniki a komisf slozenou z profesiondlnich téetnich. Ukolem bylo doporuéit vhodny program
na zakladé stanoveni poradi jednotlivych programu. Vysledky posouzeni:

Produkt firmy ¢islo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Poradi dle odbornika | 6 7 1 &8 4 25 9 12 10 25 5 11
Poradi dle tc¢etnich 4 5 2 10 6 1 7 11 8 3 12 9

Vypoctéte Spearmanuv koeficient poradové korelace a na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu, ze
hodnoceni obou komisi jsou nezavisla. Data jsou uloZzena v souboru ucetnictvi.txt.

X <- c(6, 7, 1, 8, 4, 2.5, 9, 12, 10, 2.5, 5, 11)
Y <- c(4, 5, 2, 10, 6, 1, 7, 11, 8, 3, 12, 9)
cor.test(X, Y, method='spearman', exact=F)

##

## Spearman's rank correlation rho

##

## data: X and Y

## S = 81.642, p-value = 0.009024

## alternative hypothesis: true rho is not equal to O
## sample estimates:

#Hit rho

## 0.714537

Spearmaniuv koeficient poradové korelace nabyva hodnoty rg = 0.7145, tedy mezi hodnocenim obou komisi existuje
vysoky stupen piimé poradové zavislosti. Testovaci statistika se realizuje hodnotou 81.642, odpovidajici p-hodnota
je 0.009024, tedy na asymptotické hladiné vyznamnosti a = 0.05 zamitdme hypotézu o poradové nezavislosti hod-
noceni dvou komisi ve prospéch oboustranné alternativy.

Upozorneéni: Pokud rozsah vybéru nepfesdhne 20, méli bychom testovani provést pomoci tabelované kritické hodnoty.
V naSem piipadé pro n = 12 a a = 0.05 je kritickd hodnota 0.5804. Vidime, Ze nulovou hypotézu zamitdme na
hladiné vyznamnosti o = 0.05, protoze 0.7145 > 0.5804.

Piiklad 12.2. Testovani nezavislosti intervalovych a pomérovych veli¢in Zjisfovalo se, kolik mg kyseliny
mlécné je ve 100ml krve matek prvorodicek (veli¢ina X) a u jejich novorozencu (veli¢ina Y) tésné po porodu. Byly
ziskany tyto vysledky:

Cislo matky | 1 2 3 4 5 6
x; 40 64 34 15 57 45
Yi 33 46 23 12 56 40

Nakreslete dvourozmérny teckovy diagram, vypoctéte vybérovy korelacni koeficient, sestrojte 95 % interval spoleh-
livosti pro korela¢ni koeficient a na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu o nezavislosti vysledkti obou
méfeni. Data jsou ulozena v souboru kyselina_mlecna.txt.
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Dvourozmérny teckovy diagram

data <- read.delim('kyselina_mlecna.txt', header=F)

names (data) <- c('matka', 'dite')

X <- data$matka

Y <- data$dite

plot(X, Y, xlab='mnozstvi kyseliny mlecne v krvi matky (mg/100 ml)',
ylab='mnozstvi kyseliny mlecne v krvi novorozence (mg/100 ml)',
main='Mnozstvi kyseliny mlecne v krvi', xlim=c(0,70), ylim=c(0,70),
pch=21, col='darkred', bg='red')

mtext ('Graficke overeni normality', line=0.4)

Mnozstvi kyseliny mlecne v krvi
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Testovani hypotézy o nezavislosti:
cor.test(X, Y, type='pearson')

##

## Pearson's product-moment correlation
##

## data: X and Y

## t = 5.2653, df = 4, p-value = 0.006232
## alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
## 95 percent confidence interval:

## 0.5108072 0.9930174

## sample estimates:

## cor

## 0.9348324

Ve vystupni zprdvé funkce cor.test() je mj. uvedena hodnota vybérového korelaéniho koeficientu r1o = 0.9348, tzn.
ze mezi X a Y existuje velmi vysoky stupein pfimé linedrni zdvislosti. Hodnota testovaci statistiky ¢ = 5.2653 a
p-hodnota pro test hypotézy o nezavislosti vychazi 0.006232, Hy tedy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
S rizikem omylu nejvyse 5% jsme tedy prokézali, Ze mezi obéma koncentracemi existuje zdvislost.

95 % interval spolehlivosti pro p majici meze 0.5108 a 0.9930 nepokryva hodnotu 0, a tudiz hypotézu o nezdvislosti
veli¢in X, Y zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
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Priklad 12.3. Porovnani dvou korelac¢nich koeficientti V psychologickém vyzkumu bylo vySetieno 426 hochu
a 430 divek. Ve skupiné hochu ¢inil vybérovy koeficient korelace mezi verbdlni a performacni slozkou IQ 0.6033, ve
skupiné divek ¢inil 0.5833. Za predpokladu dvourozmérné normality dat testujte na hladiné vyznamnosti o = 0.05
hypotézu, ze korelacni koeficienty se nelisi.

R1 <- 0.6033
R2 <- 0.5833
nl <- 426

n2 <- 430
ksi <= 0

Z1 <- 1/2%log((1+R1)/(1-R1))
Z2 <- 1/2%1log((1+R2)/(1-R2))
Zu <- (21-Z2-ksi)/sqrt(1/(n1-3)+1/(n2-3))

(p.val <- 2#min(pnorm(Zw), 1-pnorm(Zw)))

## [1] 0.6527169

Vysledek:

Pislusnd p-hodnota je 0.6528, tedy nezamitame nulovou hypotézu o shodé dvou koeficientu korelace na asymptotické
hladiné vyznamnosti o = 0.05.

Piiklady k samostatnému feSeni

Priklad 12.4. Nactéte datovy soubor IQ.txt. Za predpokladu dvourozmérné normality dat (orientaéné ovéite
pomoci dvourozmérného teckového diagramu) testujte na hladiné vyznamnosti o = 0.1 hypotézu, ze korelaéni
koeficienty mezi verbalni a performacni slozkou IQ jsou stejné u déti z mésta a venkova.

## [1] 0.0780111

Bydliste = mesto Bydliste = venkov
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Vysledek p-hodnota= 0.07801, tedy s rizikem omylu nejvyse 10% jsme prokézali, ze korelaéni koeficienty se lisi.
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Piiklad 12.5. V ndhodném vybéru 10 dvouélennych domécnosti byl zjisfovdn mésién{ pi{jem (veli¢ina X, v tisicich
K¢) a vydani za potraviny (veli¢ina Y, v tisicich K¢).

X
Yi

15 21

34 35 39 42 58 64

3 45 65 6 7 8 9 8

75
9.5

90
10.5

Vypoctéte a interpretujte vybérovy koeficient korelace. Na hladiné vyznamnosti «

0.05 testujte hypotézu o

nezévislosti velicin X, Y. Sestrojte 95 % asymptoticky interval spolehlivosti pro p. Data jsou ulozena v souboru

prijem_vydani.txt.

Grafické ovéreni normality

Zavislost prijmu a vydaju domacnosti
Graficke overeni normality
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Vysledek
r12 = 0.9405, mezi mési¢nimi piijmy a vydaji tedy existuje velmi vysoky stupen piimé linedrni zavislosti. p-

hodnota= 5.095 e — 05, tedy Hy zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05. S pravdépodobnosti alespon 0.95 plati:

0.7623 < p < 0.9862.

Priklad 12.6. Bylo sledovano 10 zaku. Na zakladé psychologického vysetieni byli tito zaci sefazeni podle nervové
lability (¢im byl z&k labilnéjsi, tim dostal vyssi poradi R;). Kromé toho sledovani zéci dostali poradi @; na zdklade
svych vysledku v matematice (nejlepsi zak v matematice dostal pofadi 1). Vysledky jsou uvedeny v tabulce:

Poradi Ri
Poradi Qi

3 4 5
8§ 5 4

1 2
9 3

10

6 7 8
2 1

9
7

10
6

Vypoctéte vhodny korelacni koeficient a jeho hodnotu fadné interpretujte. Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte
hypotézu, ze nervova labilita a vysledky v matematice jsou nezavislé. Data jsou ulozena v souboru nervova_labilita.txt
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Zavislost mezi labilitou zaka a vysledky v matematice
Graficke overeni normality
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Vysledek: Spearmantuv koeficient pofadové korelace rg = —0.127, tedy mezi nervovou labilitou zéka a jeho vysledky

v matematice existuje nizky stupein nepfimé poradové zavislosti. p-hodnota= 0.7329, a tedy Hj nezamitdme na
hladiné vyznamnosti o = 0.05.

95



	1 Bodové a intervalové rozdělení četností
	2 Výpočet číselných charakteristik jednorozměrného a dvourozměrného datového souboru 
	3 Opakované pokusy
	3.1 Opakované nezávislé pokusy
	3.2 Opakované závislé pokusy

	4 Pravděpodobnostní funkce, hustoty a distribuční funkce, výpočet pravděpodobností pomocí distribučních funkcí
	4.1 Binomické rozdělení Bin(n,)
	4.2 Poissonovo rozdělení Po()
	4.3 Exponenciální rozdělení Exp()
	4.4 Normální rozdělení N(,2)

	5 Výpočet číselných charakteristik náhodných veličin, aplikace Moivreovy – Laplaceovy věty
	5.1 Kvantily vybraných spojitých rozdělení
	5.2 Výpočet střední hodnoty a rozptylu diskrétních náhodných veličin
	5.3 Výpočet koeficientu korelace diskrétních náhodných veličin
	5.4 Aplikace Moivreovy-Laplaceovy věty

	6 Základní pojmy matematické statistiky
	6.1 Bodové odhady parametrů
	6.2 Intervalové odhady parametrů
	6.3 Testování hypotézy

	7 Ověřování normality a parametrické úlohy o jednom náhodném výběru z normálního rozdělení a dvourozměrného rozdělení
	7.1 Grafické ověřování normality
	7.2 Testy normality
	7.3 Parametrické úlohy o jednom náhodném výběru z normálního rozdělení

	8 Parametrické úlohy o dvou nezávislých náhodných výběrech z normálních rozdělení a jednom náhodném výběru z alternativního rozdělení
	8.1 Parametrické úlohy o jednom náhodném výběru z alternativního rozdělení

	9 Analýza rozptylu jednoduchého třídění
	10 Neparametrické úlohy o mediánech
	11 Hodnocení kontingenčních tabulek
	12 Jednoduchá korelační analýza

