
Popisná statistika IIZden¥k Mikulá²ek, Ústav teoreti
ké fyziky a astrofyzikyD°íve neº p°ikro£íme k analýze £asový
h °ad a regresím, vyplatí se provést d·kladnýrozbor nam¥°ený
h dat, abyste pak mohli zvolit optimální zp·sob dal²ího zpra
ování.K tomu slouºí nástroje popisné statistiky nastín¥né v p°edm¥tu Prakti
ká astrofyzika -základy. I zde budeme p°edpokládat, ºe máme k dispozi
i soubor n nam¥°ený
h hodnotvytvá°ejí
í datový souborD = {xi}. Vhodné je téº p°isoudit kaºdému m¥°ení nebo skupin¥m¥°ení p°isoudit jistou váhu, která by m¥la souviset s nejistotou, s níº jednotlivá m¥°enízji²´ujeme. Je-li odhad nejistoty i-tého m¥°ení δxi, pak by
hom takovému m¥°ení m¥lip°isoudit váhu wi, kde wi = n (δxi)
−2/

∑n

i=1(δxi)
−2. Pokud se domníváme, ºe nejistotyv²e
h m¥°ení jsou stejné, pak klademe váhu kaºdého z m¥°ení rovnu 1 (wi = 1), takºesou£et vah je roven n.Jednotkovou váhu pouºíváme i tehdy, je-li rozdíl v kvalit¥ jednotlivý
h m¥°ení malý,nebo je-li o£ekávaná vnit°ní nejistota jednotlivý
h m¥°ení viditeln¥ men²í neº jeji
h 
el-kový rozptyl v rám
i souboru. Naopak pouºití vah je deklarováno vºdy, pokud máte infor-ma
i o nejistot¥ ur£ení dané veli£iny, zejména pak v p°ípad¥, ºe m¥°ené veli£iny nejd°ívetransformujete n¥jakou nelineární funk
í (log x, 1/x) nebo p°i robustní regresi.V dal²ím zavádíme následují
í konven
i:

xk =

n
∑

i=1

xk
i wi/n. (1)1 Nástroje pro normální rozd¥lení. Pr·m¥r, standardníod
hylkaPro prvotní popis pozorovaný
h dat je dobré uvést dv¥ 
harakteristiky - n¥jakou hodnotu,kolem níº se pozorovaná data kupí - n¥jaký st°ed datového souboru, a pak veli£inu, kterápopisuje 
harakteristi
kou vzdálenost pozorovaný
h dat od tohoto st°edu.Z hlediska nej£ast¥j²ího z nástroj· zpra
ování datový
h soubor· - metody nejmen²í
h£tver
·, je p°irozenou mírou popisují
í st°ed studovaného datového souboru veli£ina anazývaná téº aritmeti
ký pr·m¥r, respektive pr·m¥r, obe
n¥ váhovaný pr·m¥r. Pro tutoveli£inu platí, ºe suma váhovaný
h £tver
· od
hylek jednotlivý
h m¥°ení od 
entra a,

S(a), je minimální:
S(a) =

n
∑

i=1

(xi − a)2wi = n (x− a)2 = n
[

x2 − 2 a x+ a2
]

;
∂S(a)

∂a
= 0 ⇒ a = x. (2)Ze vztahu (2) plyne, ºe tímto aritmeti
kým pr·m¥rem a je váhovaná st°ední hodnota xde�novaná ve smyslu konven
e (1) pro k = 1. Pro popis míry rozptýlení od aritmeti
kéhopr·m¥ru a zavedeme váhovanou standardní od
hylku s, jejíº kvadrát odhadujeme vztahem:

s2 =
S(x̄)

n− 1
=

n (x− x̄)2

n− 1
=

n (x2 − 2 x̄ x̄+ x̄2)

n− 1
=

n (x2 − x̄2)

n− 1
. (3)1
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Fig. 1. Simula
e výsledk· odhad· 
entra v aritmeti
kém pr·m¥ru (vlevo) a standardníod
hylky (vpravo) pro normální rozd¥lení s 
entrem v 0 a standardní od
hylkou 1 p°i výb¥rupouhý
h 5 bod·. Tento výb¥r byl ov²em opakován 100 000krát. Zatím
o odhad pr·m¥ru se
hová tak, jak by
hom £ekali, v p°ípad¥ standardní od
hylky vidíme, ºe rozd¥lova
í k°ivka sedosti li²í od o£ekávaného normálního rozd¥lení. Aritmeti
ký st°ed odhadu je systemati
kymen²í. Pokud byste ze standardní od
hylky p°e²li na její £tvere
, pak si
e obdrºíte lep²í shodupr·m¥ru rozd¥lení s b¥ºn¥ pouºívaným vztahem, ale rozd¥lova
í funk
e bude je²t¥ dalekood
hyln¥j²í od normálního rozloºení. Záv¥r: B¥ºný odhad velikosti standardní od
hylky jenutno pro malý po£et m¥°ení brát s velkou rezervou.P°i pokuse
h se simulovanými daty se ukázalo, ºe pokud 
h
eme pro odhad standardníod
hylky s uºít prostou odmo
ninu st°ední odhadu podle rovni
e (3) pro soubory s �ma-lým po£tem m¥°ení� n, dostáváme systemati
ky men²í men²í hodnoty, neº by
hom m¥li.Zavádíme proto tzv. modi�kovanou standardní od
hylku smod s upraveným jmenovatelem
smod =

√

n (x− x̄)2

n− 1.46
=

√

n (x2 − x̄2)

n− 1.46
, (4)který i pro 4 < n < 15 poskytuje pat°i£né výsledky. P°í£inu této diskrepan
e, na kterouu£ebni
e neupozor¬ují, je skute£nost, ºe rozd¥lova
í funk
e pro standardní od
hylku sepro malá malá n 
iteln¥ od
hylují od normálního - názorn¥ je to patrno na Fig. 1.Pokud je rozptyl pozorování ur£en zejména náhodnými d¥ji (statistika foton·, atmo-sféri
ká s
intila
e atp.), je dáno rozd¥lení od
hylek kolem 
entra symetri
kou normálnírozd¥lova
í funk
í (Gaussovou). Funk
e hustoty pravd¥podobnosti f(x), normovaná na1 a je popsána dvoji
í parametr· - st°edem rozd¥lení µ a disperzí σ:

f(x) =
1√
2 π σ

exp

[

−(x− µ)2

2 σ2

]

. (5)2
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Fig. 2. Simula
e výsledk· 26 m¥°ení pro normální rozd¥lení s 
entrem v 0 a standardníod
hylkou 1. Jednotlivá m¥°ení jednotlivý
h sad jsou znázorn¥na nad sebou plnými kotou£ky,pr·m¥r s jeho nejistotou je nazna£en v¥t²ím prázdným krouºkem a 
hybovou úse£kou.Pov²imn¥te si jak odli²né m·ºe být rozloºení t¥
hto bod· v jednotlivý
h sadá
h, rovn¥º tak, ºebody s od
hylkou 3 σ jsou z
ela b¥ºné - v tomto p°ípad¥ tedy nejde o odlehlé body.Prostudujte i obr. 3, který je dal²ím zpra
ování této simula
e.Aby
hom tyto parametry ur£ili, museli by
hom mít k dispozi
i nekone£né mnoºství po-zorování. Pokud máme k dispozi
i jen n pozorování, m·ºe u£init jen odhad zmín¥ný
hveli£in a odhadnout jeji
h neur£itost. δµ a δσ.
µ ∼= x̄; δµ =

σ√
n
, σ ∼= s; δσ =

σ√
2n

. (6)To, pro£ zde hovo°íme jen o odhade
h p°íslu²ný
h veli£in, dostate£n¥ ilustrují obrázky2 a 3 po°ízené na základ¥ po£íta£ový
h simula
í. Znovu ov²em uvádíme, ºe vý²e uvedenévztahy fungují z
ela správn¥ jen tehdy, je-li reálná rozd¥lova
í funk
e blízká normální.Metody, jak si to ov¥°it, jsou uvedeny v následují
í kapitole.Poznámka: Relativní p°esnost ur£ení rozptylu a 
hyby pr·m¥ru ρ = 1/
√

2n primárn¥závisí na po£tu m¥°ení n, a to tak, ºe 10% £iní pro 50 m¥°ení, 3% pro 560 a pro 1% jiº5000 m¥°ení. T¥mto skute£nostem byste m¥li pod°ídit po£et míst a zp·sob zaokrouhlování(v t¥
hto p°ípade
h se p°imlouvám zaokrouhlovat vºdy spí²e nahoru).2 Od
hylky od normálního rozd¥leníV astronomi
ké praxi se ov²em £asto setkáváme s tím, ºe rozd¥lova
í funk
e nam¥°ený
hveli£in se ví
e £i mén¥ odli²uje od ideálního normálního rozd¥lení. Projevuje se to tím,ºe rozd¥lova
í funk
e jeví asymetrii (tedy nenulovou ²ikmost) nebo odli²né propor
e neºGaussova k°ivka (odli²ná ²pi£atost). P°í£in od
hylek od normálního rozd¥lení je 
elá °ada,3
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Fig. 3. Simula
e výsledk· m¥°ení pro normální rozd¥lení s 
entrem v 0 a standardníod
hylkou 1. Kaºdý z 25 výsledk· byl zkonstruován z 26 individuální
h m¥°ení. Je patrné jakkolísání polohy aritmeti
kého pr·m¥ru kolem nuly, tak i kolísání hodnoty nam¥°ené sm¥rodatnéod
hylky.velmi £asto je to výskyt odlehlý
h bod· (angl. outliers) zvy²ují
í
h ²ikmost nebo reálnáprom¥nnost zkoumaného zdroje, p°ípadn¥ p°ístrojové efekty nejr·zn¥j²ího 
harakteru.2.1. �ikmost a ²pi£atostAsymetrii rozd¥lova
í funk
e vyjad°uje jednodu
há bezrozm¥rná veli£ina nazývaná ²ik-most (angl. skewness). Ozna£uje se nej£ast¥ji jako γ1. Nulová ²ikmost zna£í, ºe hodnotynáhodné veli£iny jsou rovnom¥rn¥ rozd¥leny vlevo a vpravo od st°ední hodnoty. Kladná²ikmost zna£í, ºe vpravo od pr·m¥ru se vyskytují odlehlej²í hodnoty neºli vlevo (rozd¥-lení má tzv. pravý o
as) a v¥t²ina hodnot se na
hází blízko vlevo od pr·m¥ru. U záporné²ikmosti je tomu naopak.Symetri
ká rozd¥lení, v£etn¥ normálního rozd¥lení, mají ²ikmost nula. Pro rozd¥lení skladnou ²ikmostí obvykle platí, ºe jeho modus (nej£ast¥ji se vyskytují
í hodnota) je men²íneºli medián a ten je men²í neºli st°ední hodnota. Pro zápornou ²ikmost je tomu op¥tnaopak.
γ1 =

(x− x̄)3

s3
; δγ1 =

2.4√
n
, (7)kde n je po£et hodnot a δγ1 je odhad neur£itosti pro p°ípad normálního rozd¥lení. Tentoodhad je d·leºitý pro to, abyste mohli kvali�kovan¥ rozhodnout, zda p°íslu²ná rozd¥lova
ífunk
e je £i není asymetri
ká. U mnohý
h funk
í m·ºe být zjevná asymetrie jen dílemnáhody. Odhad neur£itosti ²ikmosti je nap°íklad u stovky bod· zatíºen st°ední neur£itostí0,24, takºe jisti byste si mohli být jen pro ²ikmosti, v¥t²í neº 0,7 a men²í -0,7. Tento p°íkladjen ukazuje na to, ºe ²ikmost je dobrým instrumentem jen v p°ípad¥, ºe máte 
o do £in¥níse soubory mnoha tisí
i m¥°ení.Koe�
ient ²pi£atosti (ex
esu) (angl. ex
ess kurtosis) je rovn¥º bezrozm¥rné £íslo, které
harakterizuje rozd¥lení náhodné veli£iny tím, ºe jej porovnává s normálním rozd¥lenímpravd¥podobnosti. Koe�
ient ²pi£atosti se obvykle ozna£uje γ2. Normální rozd¥lení má4
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špièatostFig. 4. Simula
e výsledk· odhad· ²pi£atosti (vlevo) (vpravo) pro normální rozd¥lení s
entrem v 0 a standardní od
hylkou 1 p°i výb¥ru pouhý
h 5 bod· (vlevo) 100 bod· (vpravo).Tento výb¥r byl ov²em opakován 100000krát. Je z°ejmé, ºe ani p°i stov
e bod· není rozd¥lova
ík°ivka normální, 
oº je dokazuje, ºe by
hom m¥li být p°i odhadvání ²pi£atosti obez°etní, nebolépe, nem¥li by
hom tuto funk
i pouºívat v·be
.²pi£atost nula. Kladná ²pi£atost zna£í, ºe v¥t²ina hodnot náhodné veli£iny leºí blízkojejí st°ední hodnoty a hlavní vliv na rozptyl mají málo pravd¥podobné odlehlé hodnoty.K°ivka hustoty je ²pi£at¥j²í, neºli u normálního rozd¥lení. Záporná ²pi£atost zna£í, ºerozd¥lení je rovnom¥rn¥j²í a jeho k°ivka hustoty je plo²²í neº-li u normálního rozd¥lení.
γ2 =

n + 1

n− 1

(x− x̄)4

s4
− 3; δγ2 =

4.65√
n
, (8)kde δγ2 je odhad neur£itosti pro p°ípad normálního rozd¥lení. Tento odhad je d·leºitý proto, abyste mohli kvali�kovan¥ rozhodnout, zda se p°íslu²ná rozd¥lova
í funk
e od
hyluje £ineod
hyluje od normálního rozd¥lení. U mnohý
h funk
í m·ºe být zjevná od
hylnost jenvýsledkem souhry náhod. Odhad neur£itosti koe�
ientu ²pi£atosti je nap°íklad u stovkybod· zatíºen st°ední neur£itostí 0,47, takºe jisti byste si mohli být jen pro rozd¥lova
ífunk
e s ex
esem ²pi£atosti, v¥t²í neº 1.2 a men²í -1.2. Tento p°íklad dokazuje, ºe prosoubory s men²ím po£tem m¥°ení by
hom tento, jinak velmi uºite£ný instrument m¥lipouºívat s jistou obez°etností.Budiº poznamenáno, ºe parametr ex
esu ²pi£atosti γ2 v tvaru (8) nejspí² nikde nena-jdete, protoºe jde o tvar modi�kovaný, který platí v rozsahu od n > 4. B¥ºn¥ uvád¥nývztah pro ex
es ²pi£atosti dává systemati
ky niº²í hodnoty neº by m¥l a platit za£ne aºpro soubory od n¥kolika set prvk· vý²e! Modi�ka
e spo£ívá ve vloºení multiplikativního£lenu s n.2.2. Odlehlé body a jeji
h elimina
e 5



Astrofyzikální data se dosti £asto musí potýkat s fenoménem odlehlý
h bod·. Vznikajínej£ast¥ji v d·sledku nedostatk· a nestabilit v m¥°í
í aparatu°e, hrubý
h 
hyb a dal²í
hp°í£in nesouvisejí
í
h se zkoumaným objektem. Odlehlé body mají jiný, obe
n¥ v¥t²í,rozptyl neº reálná nepo²kozená m¥°ení a m¥ní koe�
ient ex
esu ²pi£atosti na záporný.Jeji
h vliv na statistiku vedenou b¥ºnými nástroji, jako je pr·m¥r a standardní od
hylka,bývá zni£ují
í.Astrofyzikální data ov²em trpívají i opa£ným neduhem, kdy jsou v rám
i neodbornézáv¥re£né "kosmetiza
e"datový
h soubor· nenávratn¥ odstran¥na i n¥která m¥°ení, kterámají tu sm·lu, ºe se zdají být p°íli² od
hylena od 
entra. �ada i zku²ený
h astronom· sedomnívá, ºe v²e
hny body vzdálené od 
entra ví
e neº 3 σ jsou automati
ky odlehlé bodya lze je tedy beztrestn¥ vymazat. Bohuºel, tak jednodu
hé to není, obrázek 2 sestrojenývýlu£n¥ z dat s normálním rozd¥lením, obsahuje takový
h nepravý
h "odlehlý
h"bod·n¥kolik. V pr·m¥ru si
e p°edstavují o n¥
o mén¥ neº 0.3% (náhodn¥ ji
h ale m·ºe býti n¥kolikrát ví
), jeji
h odmazání ale má za následek neoprávn¥né sníºení standardníod
hylky v pr·m¥ru o 1.5%.K elimina
i vlivu odlehlý
h bod· bylo vypra
ováno n¥kolik postup·. Nejtriviáln¥j²íje ten, ºe si nap°. sestrojíte histogram nam¥°ený
h hodnot a identi�kujete body vidi-teln¥ se od
hylují
í od normálního rozd¥lení. Tyto body bu¤ opravíte, je-li z°ejmé, jakona odlehlost povstala (nesprávný °ád, 
hyb¥jí
í £ísli
e, nesprávný formát atp.) nebo jejednodu²e vymaºeme ze souboru. Tento postup byste ale nem¥li pouºívat pro body vzdá-lené od 
entra jen o 3.5 σ, protoºe ty bývají v soubore
h dat do
ela b¥ºné (viz. Obr. 2).Jinou moºností je tzv. robustní regrese, 
oº je nej£ast¥ji iterativní metoda p°isuzují
í bo-d·m vzdáleným od 
entra men²í váhu neº bod·m v blízkosti 
entra - ví
e v podkapitole2.4. Dal²í moºnost p°edstavuje zpra
ování nástroji, které nejsou tak 
itlivé na p°ítomnostodlehlý
h bod· jako jsou medián a veli£ina mad.2.3. Medián, st°ední velikost od
hylkyMedián (ozna£ován med(x) nebo x̃) je hodnota, jeº d¥lí °adu podle velikosti se°azený
hvýsledk· na dv¥ stejn¥ po£etné poloviny. Ve statisti
e pat°í mezi míry 
entrální tenden
e.Platí, ºe nejmén¥ 50% hodnot je men²í
h nebo rovný
h a nejmén¥ 50% hodnot je v¥t²í
hnebo rovný
h mediánu. Pro nalezení mediánu daného souboru sta£í hodnoty se°adit podlevelikosti a vzít hodnotu, která se nalézá uprost°ed seznamu. Pokud má soubor sudý po£etprvk·, obvykle se za medián ozna£uje aritmeti
ký pr·m¥r hodnot na míste
h n/2 a n/2+1.To ov²em platí pro p°ípad, kdy jsou si váhy jednotlivý
h m¥°ení rovny, v opa£némp°ípad¥ je nalezení váhovaného mediánu sloºit¥j²í. Postup má tyto kroky:
• Se°adíme v²e
hny hodnoty i s jeji
h váhami x podle velikosti, takºe x1 < x2... <
xk < ...xn.

• Kaºdému z bod· xk p°i°adíme funk£ní hodnotu Wk =
1

n

(

∑k−1

i=1 wi +
1

2
wk

).
• Nyní hledám po sob¥ následují
í dvoji
i, pro niº by platilo Wj < 0.5 < Wj+1.
• Hodnota medianw(x, w) = x̃ = [(Wj+1 − 0.5) ∗ xj + (0.5−Wj) ∗ xj+1]/(Wj+1 −Wj)je pak oním hledaným váhovaným mediánem.6



P°edpis ob£as nevybere hodnotu mediánu jednozna£n¥, ale to v¥t²inou nevadí.Robustní t°ídou m¥r rozptýlení je tzv. váhovaná st°ední (absolutní) od
hylka (weightedmean (absolute) deviation - wmd) po£ítaná obe
n¥ v·£i zvolenému 
entru a:
md = |x− a|; wmd =

1

n

n
∑

i=1

|xi − a|wi = |X − a|; (9)Po£ítání st°ední od
hylky se obvykle vztahuje k váºenému aritmeti
kému pr·m¥ru, tedy
a = x̄. Lze se ov²em setkat i s jinou (dle mého soudu od·vodn¥n¥j²í) variantou, kdy
entrem je váºený medián a = x̃. V tomto p°ípad¥ bude mít váºená suma absolutní
hhodnot od
hylek svou minimální hodnotu.Je²t¥ robustn¥j²í vlastnosti má váhovaný medián absolutní od
hylky (weighted medianabsolute deviation - wmad) 
entrovaný tentokrát vºdy k mediánu:

mad = median(|x− x̃|); wmad = medianw(|x− x̃|); (10)V p°ípad¥, ºe aplikujeme mead nebo mad na soubor dat s normálním rozd¥lením, pak prodisperzi σ dostanete:
σ(x) ∼= 1.482

√

n

n− 1.61
mad(x); σ(x) ∼= 1.253

√

n

n− 1
md(x); (11)V p°ípad¥, ºe máte data s mnoºstvím odlehlý
h bod· a pot°ebujete dobrý odhad disperze,pak m·ºete tyto vztahy s výhodou pouºít. Je t°eba je²t¥ odhadnout o£ekávanou relativnínep°esnost ur£ení veli£in madx a md(x), za p°edpokladu, ºe je aplikujete na normálnírozd¥lení:

δmad(x) = 0.6745 std(x); md(x) =
√

2/π std(x); (12)
δstdmod(x)

σ(x)
=

0.71√
n
;

δmad(x)

mad(x)
=

1.17√
n
;

δmd(X)

md(x)
=

0.76√
n
; (13)Zde je jasn¥ vid¥t, nejví
e informa
í p°ená²í nejmén¥ robustní metoda ur£ení rozptylu -std(x), v záv¥su je nástroj md(x) a nejmén¥ mad(x), který tak platí za svou robustnost.P°íklad: Dejme tomu, ºe máte 24 bod· s normálním rozd¥lením s 
entrem v nule, σ = 1a jedním odlehlým bodem, x25 = 10.Aritmeti
ký pr·m¥r: x = 0.40, st°ední medián: x̃ = 0.052, standardní od
hylka: s = 2.23.St°ední od
hylka s 
entrem v aritmeti
kém st°edu md(x, x̄) = 1.196 ⇒ spred = 1.498,st°ední od
hylka s 
entrem v mediánu md(x, x̃) = 1.140 ⇒ spred = 1.498 ⇒ spred = 1.428.Kone£n¥ nejrobustn¥j²í odhad s mediánem st°ední od
hylky mad(x, x̃) = 0.687 ⇒ spred =

1.019!Je tedy zjevné ºe v tom t°etím p°ípad¥ odhad reálný
h 
harakteristik nebyl p°ítomnostíodlehlého bodu tak°ka v·be
 ovlivn¥n. Jako po£áte£ní odhad pro robustní regresi je op-timální a u²et°í spoustu zdlouhavý
h itera
í, pokud se ov²em nespokojíme se samotnýmodhadem.2.4. Robustní regrese 7
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e, £er
hovanou£arou je nazna£en �ltr robustní regrese, £árkovan¥ je znázorn¥n sou£in �ltru a normálnírozd¥lova
í funk
e.Metoda nejmen²í
h £tver
· právem pat°í mezi ty nejpouºívan¥j²í metody zpra
ování as-trofyzikální
h dat. Pomo
í ní lze veli
e dob°e ur£it parametry r·zný
h model·, kterýmise snaºíme popsat pozorovanou realitu, p°i£emº je lhostejné, zda jde o modely fyzi
kénebo jenom fenomenologi
ké. Bohuºel £astá p°ítomnost odlehlý
h bod· tuto metodu siln¥po²kozuje a zp·sobuje, ºe mnohé výsledky bývají sporné, zejména pak není moºné sespolehnout na odhad neur£itostí parametr· modelu a na neur£itost p°edpov¥dí.Aby bylo moºné za
hovat komfort poskytovaný MN� a sou£asn¥ p°itom eliminovatvliv odlehlý
h bod· i 
hyb¥jí
í
h neprávem vymazaný
h bod·, se pouºívá °ady metod,které se °adí do kategorie robustní
h regresí, které jsou jen minimáln¥ 
itlivé na hrubé
hyby a p°ítomnost odlehlý
h bod·.Popí²u zde svou vlastní metodu, která je jednodu
há, ry
hle iteruje a mám ji dob°eodzkou²enou na °ad¥ reálný
h i simulovaný
h úloh.Ne
h´ {xi, wi} je soubor sestávají
í z prom¥nné veli£iny (nej£ast¥ji jde o rozdíl mezipozorovanou veli£inou a modelovanou funk
í), která by m¥la mít povahu náhodné ve-li£iny s rozd¥lení blízkým normálnímu, a vahou jednotlivý
h bod· ur£enou na základ¥jeji
h o£ekávaný
h individuální
h neur£itostí. Ne
h´ x̄0 a s0 jsou po£áte£ní odhady vá-ºeného pr·m¥ru a standardní od
hylky získané nejlépe pomo
í nástroj· zmi¬ovaný
h vp°ed
házejí
í podkapitole. V dal²ím kole itera
e se váhy upraví multiplikativním faktorem
ξi,j (i je £íslo m¥°ení v souboru, j je po°adové £íslo itera
e) podle vztahu:

ξi,j = 1.06 exp

[

−
(

xi − x̄j−1

2.5 sj−1

)4
]

; (14)
nj =

n
∑

i=1

ξi,j − 0.12; x̄j =

∑n

i=1 xi ξi,j wi
∑n

i=1 ξi,j wi

; sj =

√

1.23nj

(nj − 1)

∑n

i=1 (xi − x̄j)2 ξi,j wi
∑n

i=1 ξi,j wi

.(15)Dle zku²enosti sta£í ²est itera
í, pak uº se výsledky nem¥ní. B¥hem itera
í se postupn¥zp°es¬ují hodnoty parametr· x̄j , sj a nj, 
oº odhad reálného po£tu m¥°ení (bez odlehlý
h8



a s body neoprávn¥n¥ vy°azenými), tak, aby se rozd¥lova
í funk
e 
o nejví
e podobalanormální.Vyzkou²íme robustní regresi na ná² p°íklad z p°ed
hozí podkapitoly, st°ední hodnotavy
hází jako p°esná nula, disperze je 0.995.Ze statisti
ký
h simula
í vyplývá, ºe st°ední nejistota ur£ení parametru nj , δnj =
0.10

√
n. P°i stov
e bod· je tedy p°esnost 1%, p°i n = 10000 pak desetkrát mén¥! Je-li

nj > n lze o£ekávat, ºe v datovém souboru n¥jaká m¥°ení 
hyb¥jí, v opa£ném p°ípad¥, ºesoubor obsahuje odlehlé body. Pokud jde o relativní p°esnost ur£ení standardní od
hylky,tak platí δsj/sj = 0.81/
√
n, 
oº je jen pn¥kud hor²í, neº p°i standardním postupu (vizvztahy ve (13)). D·vod je z°ejmý - p°ísp¥vek bod· vzdálený
h 
entra, které p°edev²ímur£ují rozptyl, je v této verzi robustní regrese potla£en.2.5. Testy normality pozorovaný
h rozd¥lova
í
h funk
íPokud je jasnost hv¥zdy konstantní, pak by m¥la být rozd¥lení normální. Normálnost(normalitu) rozd¥lova
í funk
e lze nejsnáze testovat pomo
í ²ikmosti γ1 a ex
esem ²pi-£atosti γ2, jen je t°eba rozváºit, zda jsou tyto diagnosti
ké nástroje dostate£n¥ jemné aú£inné. Zmín¥né nástroje v sob¥ obsahují t°etí nebo dokon
e i £tvrtou mo
ninu vzdále-nosti od 
entra, takºe "nadrºují"nejví
e vzdáleným bod·m. T¥
h je relativn¥ málo, takºejeji
h statistika bývá vrtkavá.2.6. Indexy normalityPro ex
es ²pi£atosti lze zkonstruovat tzv. index normality rozd¥lova
í funk
e Λkurt, vy-
házejí
í z pom¥ru γ2 a jeho neur£itosti δγ2 (viz vztah 8), tedy

Λkurt = γ2/δγ2 = 0.22
√
n

(

n+ 1

n− 1

(x− x̄)4

s4
− 3

)

. (16)Leºí-li index normality Λ v intervalu od -2.5 do 2.5, pak je rozd¥lení nejspí² normální,je-li v¥t²í, pak jsou v date
h zastoupeny odlehlé body, v opa£ném p°ípad¥ rozd¥lova
ífunk
e nazna£uje, ºe bu¤ v datovém souboru n¥kdo odmazal n¥jaká m¥°ení nebo ºe zdrojje prom¥nný.Index normality spojený s ex
esem ²pi£atosti lze úsp¥²n¥ nahradit robustn¥j²ím inde-xem Λmad, vy
házejí
ím z pom¥ru robustní míry rozptýlení mad(x) a standardní od
hylkastd(x). Je-li rozd¥lení normální, pak je bezrozm¥rný st°ední pom¥r r̄ = mad(x)/std(x) =
0.6744. Standardní od
hylka tohoto pom¥ru daná náhodným rozloºením bod· závisí napo£tu bod·: std(r) = 0.622/

√
n.

Λmad =
r̄ − r

std(x)
=

√
n

(

1.084− 1.608mad(x)

std(x)

)

. (17)Obdobn¥ lze de�novat index normality ΛRR pomo
í parametru nj vy
házejí
ího zrobustní regrese popsané v podkapitole 2.4
ΛRR =

n− nj

std(nj)
=

10.0 (nj − n)√
n

. (18)Na °ad¥ konkrétní
h p°íklad· lze ukázat, ºe naposled zmi¬ovaný index je ze v²e
h t°ízmi¬ovaný
h index· normality nej
itliv¥j²í. 9
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Fig. 6. Vlevo: Histogram nam¥°ený
h sv¥telný
h zm¥n jedné hv¥zdy ve Velkém Magellanov¥mra£nu podez°elé z p°íslu²nosti k CP hv¥zdám. Nazna£ená k°ivka je pokusem o proloºení nor-mální rozd¥lova
í funk
e. Rozd¥lova
í funk
e je v²ak zjevn¥ ²pi£at¥j²í s mnoºstvím odlehlý
hbod·, 
oº sv¥d£í o tom, ºe tato hv¥zda bude nejspí² neprom¥nná. Vpravo: Do velký
h detail·lze od
hylky od normální funk
e vysledovat na grafu s normální pravd¥podobností. V²imn¥tesi nap°íklad výskytu odlehlý
h bod· na horní a dolní £ásti grafu: vzhledem k tomu, ºe prav-d¥podobnost jednotlivý
h bod· je pevn¥ dána po£tem m¥°ení, graf ukazuje, ºe p°i normálnímrozd¥lení by m¥ly být body na okrají
h ví
e p°imknuty ke st°edu.2.7. Dal²í metody testování normalityNázorným prost°edkem umoº¬ují
ím posoudit p°ípadné od
hylky rozd¥lova
í funk
e odnormální funk
e je funk
e v Matlabu ozna£ovaná `normplot.m'. Je to v podstat¥ kumula-tivní distribu£ní funk
e s upravenou osou y. Na x-ovou osu vyná²íme nam¥°enou veli£inu(t°eba hv¥zdnou velikost) a na osu y pak pravd¥podobnost, ºe daná veli£ina nam¥°í.Zobrazení na ose y je takové, ºe pokud je rozd¥leni normální, pak jsou jednotlivé bodyrozloºeny podél p°ímky. Parametry normálního rozd¥lení se p°itom ur£ují z median a me-zikvartilního rozp¥tí, 
oº je robustní míra rozptýlení zaloºena na vzdálenosti mezi 1. a 3.kvartilem.3 Diagnostika prom¥nnostiNa prom¥nnost zkoumaný
h objekt· lze usuzovat z °ady okolností. P°edev²ím, pokudzjistíte, ºe rozptyl hodnot sledované veli£iny je zjevn¥ v¥t²í, neº by vyplývalo z nejistotyjejího m¥°ení, lze to nejp°irozen¥ji vysv¥tlit tak, ºe krom¥ náhodný
h 
hyb jsou tu ve h°e ireálné £asové zm¥ny zkoumané veli£iny. Je v²ak t°eba se mít na pozoru, pokud na nejistotum¥°ení usuzujete pouze na základ¥ udávané vnit°ní 
hyby m¥°ení. Tyto údaje ob£as bývajípod
en¥né, 
oº ob£as mívá tu p°í£inu, ºe udávaná nep°esnost si
e dob°e vystihuje relativníkvalitu jednotlivý
h pozorování, ale v absolutní velikosti neodpovídají. Zde je pomo
snadná - zjistíme-li, ºe rozptyl veli£in korela
e s udanou neur£itostí jednotlivý
h m¥°ení,10



16.8 16.85 16.9 16.95 17 17.05 17.1
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

hvìzdná velikost  [mag]

N

16.85 16.9 16.95 17 17.05

0.001

0.003

0.01 

0.02 

0.05 

0.10 

0.25 

0.50 

0.75 

0.90 

0.95 

0.98 

0.99 

0.997

0.999

R  [mag]

P
ra

vd
ìp

od
ob

no
st

Normal Probability Plot

Fig. 7. Vlevo: Histogram nam¥°ený
h sv¥telný
h zm¥n jedné trpasli£í 
efeidy ve VelkémMagellanov¥ mra£nu. Nazna£ená k°ivka je pokusem o proloºení normální rozd¥lova
í funk
e.Rozd¥lova
í funk
e je v²ak zjevn¥ bimodální, 
oº jasn¥ sv¥d£í o tom, ºe nejspí² jde o periodi
kyprom¥nnou hv¥zdu. Vpravo: Do velký
h detail· lze od
hylky od normální funk
e vysledovatna grafu s normální pravd¥podobností. Zde si pov²imn¥te velké od
hylnosti výsledné k°ivky odideálu normálního rozd¥lení jak v okolí 
entra, tak i v k°ídle
h. Typi
ký vzhled pro periodi
kousv¥telnou k°ivku.je t°eba udané neur£itosti modi�kovat vynásobením vhodnou konstantou.Jiné to ov²em je, pokud zjistíme, ºe tu korela
e není nebo je slabá, pak to m·ºe býtzp·sobeno jak tím, ºe doty£ný zdroj se skute£n¥ m¥ní nebo se p°i stanovení vnit°ní 
hybynevzaly v úvahu ve²keré p°í£iny pozorovaného rozptylu. Zde zase m·ºe hodn¥ napov¥-d¥t to, jak se 
hovají srovnáva
í objekty - tedy nej£ast¥ji jasnosti srovnáva
í a kontrolníhv¥zdy. Pokud zjistíte, ºe diskrepan
e mezi pozorovaným a udávaným rozptylem exis-tuje jen u objektu podez°elého z prom¥nnosti, pak je skoro jisté, ºe doty£ný objekt je zprom¥nnosti podez°elý právem.Mnohé ov²em napoví i povaha závislosti dané veli£iny na £ase. P°edev²ím se zjistí v jaké£asové ²kále se pozorované zm¥ny odehrávají, tedy zda jde o dlouhodobé zm¥ny, nazývanéjako trendy, nebo jde o periodi
ké zm¥ny nejr·zn¥j²í
h p°í£in nebo zm¥ny epizodi
ké,kataklizmi
ké. Hodn¥ informa
í v sob¥ ale obsahuje i sama distribu£ní funk
e pozorovanéveli£iny, jejíº analýza by m¥la p°ed
házet dal²í pokusy o výklad povahy prom¥nnosti. Vdal²ím se proto budeme zamý²let nad tím, jak rozd¥lova
í funk
e a její 
harakteristiky,zejména pak ²pi£atost a ²ikmost souvisejí s povahou £asový
h zm¥n zkoumané veli£iny.Ve valné v¥t²in¥ p°ípad· bývají prom¥nné hv¥zdy odhaleny na základ¥ jeji
h sv¥tel-ný
h zm¥n, budeme proto v dal²ím hovo°it o sv¥telný
h zm¥ná
h, i kdyº ony záv¥ry jemoºné aplikovat i na prom¥nnost jiný
h veli£in, jako je t°eba magneti
ká induk
e, radiálníry
hlost nebo intenzita spektrální
h £ar. 11
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Fig. 8. Vlevo: Histogram sinový
h sv¥telný
h zm¥n se semi�nalistkou 1 a rozptylem s σ = 3/4.Vpravo: U-histogram sinový
h sv¥telný
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Fig. 9. Vlevo: Simula
e sv¥telné k°ivky zákrytové dvojhv¥zdy mírn¥ za²um¥ní. Vpravo: Asy-metri
ký histogram 
harakteristi
ký pro zákrytovou dvojhv¥zdu.Referen
e
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