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Motivacni ptiklad

Pfiklad 1

V pytliku jsou 3 zelené a 2 Cervené kulicky. ,, Kamarad" mi nabizi nasledujici hru:
., Vytahnes si jednu kulicku, nebudes ji vracet do pytliku a pak vytdhnes jesté
jednu. Za hru mi zaplatis 35 K& Pokud vsak vytahnes 2 zelené kulicky, zaplatim
ti vyhru 100 K& “ Mam si s nim zahrat?

2
P(len2e) =DP(l.e)-P(2.0|l.e) =0,3
N e e

3 2
5 1

,Otekavand" vyhra: 0,3 - 100 = 30 K¢

Pokud by se kulitka vracela: P(1.e A2.0) = P(l.e)-P(2.0) = 0,36
——

——"
3 3
5 5
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Pokud bychom si pfedchozi p¥epsali pomoci jevi:

A.. .. le

B....2é¢

Nevracime kulitku = jevy A a B na sobé& zavisi
Pak

P(ANB)=P(A)-P(B|A)
Vracime kulitku = jevy A a B jsou na sobé& nezavislé, tj.

P(ANB) = P(A) - P(B)



Priklad 2

V pytliku je 10 kulicek oznacenych &isly 1,...,10. ,,Kamarad" nahodné vytahne
jednu kuli¢ku, prozradi ndm jen, Ze jeji &islo je mensi neZ 5 a Fekne: ,, Vsad'te 1 K¢
a kdyZ &islo bude sudé, dam vam 2 K& “ Visadime si?

Oznatme jevy:

A ... Cislo je sudé"

B ... tislo je < 5"

Klasicka PST: 4 moZna ¢&isla, z
nich 2 sud3, tj.

P(AB) =2 =0,5.

|Otédzka: Jaky je rozdil mezi P(A|B) a P(ANB)?



A|B ... kislo je sudé za podminky, Ze je < 5", tj. P(A|B) = %
ANB ... tislo je sudé a soutasné je < 5“, tj. P(ANB) = %
|Otézka: Jak spolu souvisi P(A|B2 a P(ANB)?

A ... Kislo je sudé”, tj. P(A) = 3

B ... tislo je < 5%, tj. P(B) = &

2 P(ANB) & 2
- = AB) = —~ = 2L = —
1 = P(AlB) B(B) 73




Definice 1
Necht (Q), A, P) je pravdépodobnostni prostor, B € A, P(B) > 0. Pak &islo
P(ANB)
P(AB) = —————=
s = 200

nazyvame podminénou pravdépodobnosti jevu A za podminky (Ze nastal
jev) B (conditional probability).

Z definice plyne

» P(ANB) =P(A|B)P(B) plati i pro P(B) =0, nebot ANBC B a
P(B)=0=P(ANB) =0

» Symetricky plati také P(ANB) = P(B|A)P(A)



[Znageni: M&jme pevné dany nihodny jev B € A, pro ktery plati P(B) > 0.
Oznalme

Py: A— (0,1): Pg(A) = P(A|B)

Véta 2
Py je pravd&podobnost na (Q), A) pro kazdé B € A, pro které P(B) > 0. J




Priklad 3

Reklamni agent v nakupnim centru ma 25 balonki; 10 &Eervenych, 6 modrych a 9
zelenych. Balénky rozddva nahodné zdkaznikiim. Jakd je pravdépodobnost, Ze
prvnim CtyFem lidem dd samé Cervené?

A; ... -ty zdkaznik dostane Cerveny balének”, _

P(AyNA;NA3NAy) = P(A1) P(Az|A1) P(A3|A1 N Ay) P(Ag|A1 N Ay N A3)
N—— o —

N —
10 9 8 7
25 24 23 22
=0,0166



Véta 3 (Véta o nasobeni pravdépodobnosti)
Plati

P <ﬁA,) =P(A1) 'P(A2|A1) 'P(AglAl ﬂAz) S 'P(An|Alﬂ"'ﬂAn_1)
i=1

n—1
proP(ﬂ Ai) > 0.
i=1




Necht (), A, P) je pravdépodobnostni prostor. Nahodné jevy {A,}, ; € A tvo¥i
tplny systém jevi na (Q), A, P), jestlize plati

AiNA =0, proi#j, a UAnzﬂ.

n=1

4




Priklad

Priklad 4

V krabici je 8 novych Zarovek, o nichZ vime, Ze 6 spliiuje normu a 2 normu
nespliiuji. Vime, Ze Zdrovka, ktera spliiuje normu, praskne v nasledujicim roce s
pravdépodobnosti 0,2 a Zarovka nesplriujici normu praskne s pravdépodobnosti
0,5. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrana Zarovka praskne?

Q

Jan Kolatek (P¥F MU)

Aj... .2 spliiuje normu”, P(A;) = § = 0,75
Aj... % jevadnd", P(Ay)) = 2 =0,25
B...,% praskne", P(B) =2
B|A;...,dobrd %. praskne”, P(B|A;) = 0,2
B|A;. .. ,vadnd %. praskne”, P(B|A2) = 0,5

B={BNA;}U{BNA3}...disjunktni sjednoc.
P(B) = P({BNA1}) +P({BNAz})
= P(B|A1) P(A1) + P(B|A;) P(Az) =(0,275
——

—— N N——
0,2 0,75 0,5 0,25
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Véta 5 (Vzorec pro tplnou pravdépodobnost)

N

Necht posloupnost {A,}_ tvo¥i dplny systém jevii na (Q), A, P) takovy, Ze
P(A;)) >0proi=1,2,.... Pak plati

[e9)

P(B) = ) P(A;)P(B|A;).

=1

&




Ptiklad
P¥iklad 5 (Poklad)
Trezor ma 3 zdsuvky se vzacnymi mincemi. V prvni zdsuvce jsou 2 zlaté mince, ve

druhé je 1 zlatd a 1 st¥ibrna a ve treti jsou 2 st¥ibrné mince. Nahodné zvolime
zasuvku a vytdhneme minci. Jakd je pravdépodobnost, Ze jsme vytahli zlatou?

Z;...,otevfeme i-tou zasuvku“, i = 1,2,3
P(Z1) = P(Z2) = P(Z3) = }
C N A...,vytdhneme zlatou minci“, P(A) =?
AlZ;...,vytdhneme zlatou z 1. zasuvky"
o0 P(A|Z,) =1
AlZ;. .. ,,vyta’hneme1 zlatou ze 2. zdsuvky"
P(A|Zy) = 5
Q Q A|Z3. .. ,,vytéhnemezzlatou ze 3. zasuvky"
P(A|Z5) =0

P(A) = P(A|Z1) P(Z1) + P(A|Z,) P(Z5) + P(A|Z3) P(Z3) =
H,—/H,_/ A,_./M\/_/ H,—/\,_/
3 ! ! 0 3
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Priklad

Ad P¥iklad 1

Podminky hry jsou stejné. Kamardd ,,vylepsi“ hru: ,,Misto tebe budu tahat jd a
prozradim ti barvu druhé kuli¢ky. Za to mi zaplati$ navic dalSich 20 K&. Pokud

budou obé& vytazené kulicky zelené, zaplatim ti vyhru 100 K&.“ Mdm si s nim
4t?
zahrat! Chceme P(1.e|2.0), pfipomeiime P(1.oA2.0) = 0,3
Podle definice

3 P(l.e N2.0)

P(l.e|2.e) = B(2e)

Podle Véty 5

P(2.e) = P(2.0|1.0)P(1.0) +&0|1.0) P(l.e) =0,6

—_————

=N

W
N[N
SIS

A tedy P(1.e[2.0) = J2 =[0,5 = ,Otekdvana” vyhra: 0,5-100 = 50 K¢
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Shrnuti
__P(len2e) P(2.e|1.e)P(1.0)
P(le|2.0) = P(2.e)  P(2.e|le)P(le)+P(2.0|le)P(Le)
Oznatime jevy
A .. 18
Ay ..., 1e
B...26
T g JPANB)  PBAP(A)
AilB) = =5() = B(BIA)P(A) + P(BIA2)P(As)
J

Bayestiv vzorec



Véta 6 (Bayesiiv vzorec)

Necht posloupnost {A,},_; tvoFi dplny systém jevii na (Q), A, P) takovy, Ze
P(Aj) >0proi=1,2,... aB € A, kde P(B) > 0. Pak

P(A;j)P(B|A))
ig P(A;)P(B|A;)

P(4j|B) = pro j=1,2,....

» Apriorni pravdépodobnost ... P(A;)
» Aposteriorni pravdépodobnost ... P(A;|B) (aktualizovang pravd&podobnost)



Bayesiiv vzorec

reverend Thomas Bayes (71701 - 7.4.1761)
presbytariansky knéz v Tunbridge Wells

za Zivota publikoval dvé& prace: teologickou
Divine Benevolence (Laskavost BoZi) a ano-
nymné obhajobu diferencialniho poctu

vvvvv s

nejdileZitéjsi dilo: An essay towards solving
a problem in the doctrine of chances (Esej
o FeSeni problému v doktring o moZnostech)
vydal po jeho smrti R. Price jakoZto dikaz
BoZi existence
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(Paul Graham, http://www.paulgraham.com/spam.html)

Spam ... ,dopis je spam"”
P(Spam) . ..apriorni pravdépodobnost, globdlng nastavend (0,5 - 0,8)
W ..., dopis obsahuje slovo W*
P(W|Spam) ...pst, Ze spam obsahuje slovo W, stanovuje se z uloZené
posty a spamu
P(W|Spam) .. .pst, ze nespam obsahuje slovo W
P(Spam|W) — P(W|Spam)P(Spam)

P(W|Spam)P(Spam) + P(W|Spam)P(Spam)



Ad [P¥iklad 4 : Nihodn& vybrana #arovka praskla. Jaka je pravdépodobnost, Ze
spliiovala normu?
P¥ipomeiime

A ...

A, ...
BIA; ...
BlA; ...
AilB ...

.Zérovka spliiuje normu*, P(A;) = § = 0,75
,Zérovka je vadna”, P(A,) = 3 = 0,25
,dobrd Zdrovka praskne“, P(B|A;) = 0,2
,vadnd Z3rovka praskne”, P(B|Az) = 0,5

»2arovka, ktera praskne, spliiuje normu”, _

_ P(AyNB) P(B|A)P(A)
PlilB) = P(B)  P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(Az)

0,2-0,75 _
©0,2:0,754+0,5-0,25 = 0,54




Ad [P¥iklad 5: Ndhodn& vybrana mince je zlata. Jaka je pravd&podobnost, e byla
vybrdna z 1. zdsuvky?
P¥ipomeiime
Z; ... ,otevfeme i-tou zdsuvku", i = 1,2,3, P(Z1) = P(Zy) = P(Z3) = %
A ..., vytdhneme zlatou minci“, P(A) = 0,5
AlZy ... ,vytdhneme zlatou z 1. zdsuvky" P(A|Z1) =1
A|Z;y ..., vytdhneme zlatou ze 2. zasuvky" P(A|Z,
Al|Zs ... ,vytdhneme zlatou ze 3. zdsuvky" P(A|Z3

Z1]A ..., zlatd mince byla vytaZena z 1. z4suvky", _

)=}
)=0

_ P(A|Z1)P(Z,)
PZalA) - P(A|Z1)P(Z1) + P(A|Z2)P(Z,) + P(A|Z3)P(Z3)

)

1 _I
1 1
I-i40-4

1
1-14

QI = | Q=



C Pokud by se kuli¢ka vracela:
P(l.eN2.e)=P(l.e) -P(2.0) =0,36
N~ Y——

3 3

5 5
Obecné

P(ANB) = P(A)P(B)

Intuice: jevy A, B na sob& nezdvisi

P(ANB)
P(B)

P(ANB) _

P(A|B) = )

= P(A) a P(B|A) = P(B)




Definice 7

Necht (Q), A, P) je pravdépodobnostni prostor. Pak Yekneme, e jev A € A a jev
B € A jsou nezavislé (independent) (vzhledem k pravd&podobnosti P), jestlize

P(ANB) = P(A)P(B).

Véta 8

» Libovolny ndhodny jev A € A a jev jisty jsou nezavislé.

» Libovolny ndhodny jev A € A a jev nemozny jsou nezavislé.

» Necht A € A aB € A jsou nezavislé jevy. Pak také A aB, A aB, A aB jsou

nezavislé.




Skupinova nezavislost

Definice 9

Necht (Q), A, P) je pravdépodobnostni prostor a Ay, ..., A, € A. Rekneme, ze
ndhodné jevy A1, ..., Ay jsou skupinové (sdruzené) nezavislé, jestlize pro
libovolné k € {1,...,n} a libovolnou mnoZinu indexd {iy,..., i} C {1,...,n}
plati

k k
P (A | =]]PA;)
j=1 j=1

Necht M = {A; € A,i € J}, kde J je dand indexovd mnoZina (i nekonend).
Rekneme, Ze ndhodné jevy systému M jsou nezavislé, jestlize pro kazdou
koneZnou mnoZinu indexd {iy,...,i,}, kde ije€J,j=1,...,nplati

n n
P (A | =]]PA;)
)
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Ptiklad 6

Dvakrat hazime kostkou.
UvaZujme nasledujici jevy A ... v 1. hodu padne sudé &islo
B ... v 2. hodu padne liché ¢&islo
C ... v obou hodech padne &islo stejné parity

ProtoZe plati

P(4) = =3 P(ANB) = 5 =i=PA)P(B)

P(B) = =3 P(ANC) = 5 =1=PA)P(O)

PC) = 2= PBNC) = 33 =1=P(B)P(C)
P(ANBNC) = % — 0+ P(A)P(B)P(C),

jsou jevy A, B a C po dvou nezavislé, ale ne skupinové nezavislé.



[Frekventisticka skola

VS.

BaesouEKs siol



Priklad

Priklad 7

Pravdépodobnost rakoviny prsu u Zen ve véku 40 — 50 let je 0,014. Podle studii
nazna&i mamograf u Zen, které rakovinu nemaji, nespravné pFitomnost nemoci
pouze asi v 10 % pFipadii. Pokud naopak rakovinu maji, odhali ji asi v 75 %
pripadi. Jaka je pravdépodobnost nemoci, jestliZe vysledek vySetfeni na
mamografu byl pozitivni?

R ... ,Zena ma rakovinu", P(R) = 0,014, apriorni pst
MP ... ,mamograf ukazal pozitivni vysledek"
MPIR ..., pozitivni mamograf pro nemocnou Zenu", P(MP|R) = 0,75
MPIR ... ,pozitivni mamograf pro zdravou Zenu*, P(MP|R) = 0,1
P(R|MP) =2
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Priklad

Priklad 8

Pravdépodobnost rakoviny prsu u Zen ve véku 40 — 50 let je 0,014. Podle studii
nazna&i mamograf u Zen, které rakovinu nemaji, nespravné pFitomnost nemoci
pouze asi v 10 % pFipadii. Pokud naopak rakovinu maji, odhali ji asi v 75 %
pripadi. Jaka je pravdépodobnost nemoci, jestliZe vysledek vySetfeni na
mamografu byl pozitivni?

R ... ,Zena ma rakovinu", P(R) = 0,014, apriorni pst
MP ... ,mamograf ukazal pozitivni vysledek"
MPIR ... pozitivni mamograf pro nemocnou zenu”, P(MP|R) = 0,75
MPIR ..., pozitivni mamograf pro zdravou Zenu", P(MP|R) = 0,1
P(R|MP) =?
P(MP|R)P(R
P(RIMP) = (MPIR)P(R) ____
P(MP|R)P(R) + P(MP|R)P(R)
0,75-0,014
= 4 4 = 0,096
0,75-0,014+0,1- (1 —0,014)
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Srovnani pfistupti

Priklad 9

Mdme chorobu, kterd bez Ié&by zabije 50 % nemocnych, a zajimd nds, zda nové&

Ze Iék alespori né&jak funguje (na urcité hladiné pravdépodobnosti)?

Frekventisticky p¥istup:
A ..., vSech pét pacienti preZije"
5
Lék neni G&inny = pst preZiti je porad % = P(AIN) = (%) = 537 = [UJUS125
Bayesovsky pfistup:
N ..., lék je NEd&inny"”, P(N) = 0,5, apriorni pst
A|N ..., v8ech p&t pacientl pFeZije, prestoZe dostali neticinny lék", P(A|N) = 3%

A|N ...,v8ech p&t pacientli preZije, protoe dostali Ginny Iék", P(A|N) =1
P(AIN)P(N 53 1
P(AIN)P(N) +P(AIN)P(N) 5 -5+1-3
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