Sbirka prikladua

z odborné soutéze pro predmét Algebra 11
konané v semestru Podzim 2014

Autorsky kolektiv: Radan Kucera, Ondfej Klima a Jaromir Kuben

Piiklady jsou uréeny tém studenttim, kteri maji hlubsi zdjem o algebru. Jsou tedy zamysleny
nejen pro studenty Obecné matematiky nebo studenty Statistiky a analyzy dat, ale také pro
vSechny ostatni studenty matematiky, tedy bez ohledu na studijni obor — zkratka pro vsechny,
kterym je blizky abstraktni styl mysleni a kteri budou, naptiklad pfi volbé tématu bakalarské
préace, inklinovat ke studiu abstraktnich matematickych oboru.

Prvni ¢ast sbirky obsahuje zadani 10 piikladu, jez byly v semestru Podzim 2014 pravidelné
zadavany v ramci soutéze podporené FRMU a jsou proto oznaceny jako kolo 1 az 10. Druhd ¢ést
sestava ze vzorovych feSeni k jednotlivym koltiim. U kazdého kola jsou v ivodu uvedeny doporucené
znalosti, odkazy miii na prednasky o svazech a okruzich probirané v Algebie II v podzimnim
semestru 2014; tyto prednasky jsou k dispozici na strance
https://is.muni.cz/el/1431/podzim2014/M3150/um/.


https://is.muni.cz/el/1431/podzim2014/M3150/um/

Cast I — Zadani



1. kolo — Svaz vSech relaci na mnoziné N

Doporucené znalosti: svazy, podsvazy, homomorfismy svazii, uplné svazy — prednaska Svazy.pdf.

Zadani: Symbolem R oznac¢ime mnozinu vSech bindrnich relaci na mnoziné vsech prirozenych
¢isel N, tj. R = P(N x N). Jakozto systém vSech podmnozin mnoziny N x N je mnozina R
usporadana inkluzi a (R, C) je uplny svaz. Oznacme & C R mnozinu vsech relaci ekvivalence na
mnoziné N a &/ C R mnozinu vSech usporadani na stejné mnoziné.

a) (1 bod) Rozhodnéte, zda je £ nebo U podsvazem svazu (R, C).

b) (1 bod) Dokazte, ze (€, C) je svaz.

¢) (1 bod) Rozhodnéte, zda je (&€, C) uplny svaz.

d) (1 bod) Rozhodnéte, zda je (U, C) svaz a zda je uplny svaz.

e) (2 body) Uvazujme zobrazeni f : R — P(N), které relaci p pritadi mnozinu vsech ¢isel,

kterd jsou v relaci s ¢islem 1, tj. f(p) = {z € N;(x,1) € p}. Rozhodnéte, zda je zobrazeni f
homomorfismus svazu (R,U,N) do svazu (P(N),U,N). Je homomorfismus svazu nékteré ze
zuzeni zobrazeni f na defini¢ni obory & resp. U?

f) (4 body) Dejte priklad injektivniho homomorfismu svazu R do svazu £.

Komentar: Pro zisk kladného poc¢tu bodu neni nezbytné nutné odevzddvat kompletni reseni
vsech jednotlivych 1loh, nicméné pokud odpovidéte na nékterou z otdzek ano/ne, pak se ocekdva,
7e odpovéd zduvodnite.

Pfipomenme, Ze pro libovolnou mnozinu X znacéi P(X) systém vSech podmnozin mnoziny
X, pritom na mnoziné P(X) uvazujeme usporadani inkluzi C. V uvazované usporddané mnoziné
(P(X), <) je potom libovolnd podmnozina Z C P(X) systémem podmnozin mnoziny X, a tedy
muzeme psat Z = {X; C X;i € I}, kde I je vhodnd indexovd mnozina. Supremum Z je potom
sjednoceni systému Z, tj. sup Z = J;c; X;. Podobné infimum neprazdné mnoziny Z je prunik
systému Z, tj. inf Z = (,c; X;, pfitom infimum prézdné mnoziny Z je nejvétsi prvek v (P(X), C),
tj. inf() = X. Vyslednd usporddand mnozina (P(X),C) je proto dplny svaz, zejména lze tedy
uvazovat svaz (P(X),U,N).

Resend — str. 18.


https://is.muni.cz/el/1431/podzim2014/M3150/um/Svazy.pdf

2. kolo — Konecné distributivni svazy

Doporucené znalosti: distributivni svazy, nedosazitelné prvky — prednaska Distr.pdf.

Zadéani: Pro dvouprvkovy svaz ({0, 1}, max, min) budeme pouzivat oznaceni 2.

a) (1 bod) Bud M = (M, V,A) kone¢ny svaz a « : M — 2 homomorfismus svazu takovy, ze
1 € Ima. Oznacme F, = {x € M;a(x) = 1}. Dokazte, ze podmnozina F, mé nejmensi
prvek, ktery oznacime f,. Dokazte dale, ze prvek f, je V-nedosazitelny.

b) (1 bod) Ukazte, ze v predchozim tvrzeni je predpoklad kone¢nosti svazu M nezbytny. Tj.
dejte priklad svazu M a homomorfismus svazu o : M — 2 takového, ze podmnozina F,, # ()
nema nejmensi prvek.

¢) (3 body) Necht M = (M, V,A) je svaz. Pro V-nedosazitelny prvek m svazu M definujeme
podmnozinu X,,, = {z € M;x # m} a zobrazeni a,, : M — {0,1} predpisem

() = 1  proxz >m,
1 00 proz € Xy,

Dokazte, ze pokud M je distributivni svaz, pak X,, je jeho idedl a «,, je homomorfismus
svazu M do svazu 2.

d) (1 bod) Ukazte, ze v pfedchozim tvrzeni je predpoklad distributivity svazu M nezbytny. Tj.
dejte priklad svazu M a v ném V-nedosazitelného prvku m takového, ze X, neni idedl a o,
neni homomorfismus svazu.

e) (1 bod) O kone¢ném distributivnim svazu M vime, ze ma pravé n V-nedosazitelnych prvku.
Urcete, kolik existuje homomorfismt ze svazu M do svazu 2.

f) (3 body) Bud M = (M, V, A) koneény distributivni svaz a P C M jeho podsvaz. Dale bud
5 : P — 2 homomorfismus svazu. Dokazte, Ze existuje homomorfismus svazi o : M — 2
takovy, ze pro vSechny prvky = € P plati a(z) = B(x).

Komentdr: Hlavnim tkolem v tomto kole je tvrzeni v ¢ésti f). Zadani v ostatnich ¢éstech
lze chapat jako pripravné ¢i doplnujici. Tvrzeni z f) lze také formulovat nasledujicim zpusobem:
Pro konecény distributivni svaz M a jeho podsvaz P lze libovolniy homomorfismus svazu 3 : P — 2
roz8irit na homomorfismus svazu o : M — 2. Pozadovana podminka totiz fiké, ze zuzeni zobrazeni
« na definiéni obor P je dané zobrazeni S.

Pro dukaz tvrzeni f) lze pouzit i poznatek, ze libovolny prvek v koneéném svazu lze zapsat jako
supremum V-nedosazitelnych prvka dle véty 7.7 z u¢ebniho textu ke svazum a také nasledujicich
vét o koneénych distributivnich svazech.

Pro zisk kladného poctu bodu neni nezbytné nutné odevzdéavat kompletni feseni jednotlivych
uloh. Zejména se nebojte v feSeni jedné ¢asti zadani pouzit tvrzeni z jiné ¢asti, prestoze jste
potiebné tvrzeni sami nedokazali.

Pripomenime jesté, ze prvek m € M se nazyva V-nedosazitelny, jestlize pro libovolnou dvojici
prvku b, c € M takovych, ze m = bV ¢, plati m = b nebo m = ¢ (viz definice na str. 21 v u¢ebnim
textu). Svaz 2 lze alternativné popsat jako usporddanou mnozinu ({0, 1}, <), kde 0 < 1. Vyrokem
x # m samoziejmé mame na mysli negaci vyroku z > m.

Resend — str. 19.


https://is.muni.cz/el/1431/podzim2014/M3150/um/Distr.pdf

3. kolo — Konecéné generované distributivni svazy

Doporucené znalosti: distributivni svazy, nedosazitelné prvky — prednaska Distr.pdf.

Zadani:

a)

b)

(2 body) Necht (G, V,A) je libovolny distributivni svaz a A jeho podmnozina. Dokazte, Ze
pro (A), podsvaz svazu (G, V,A) generovany mnozinou A, plati:

<A>:{(an/\alg/\---/\alkl)\/(agl /\GQQ/\"'/\GQkQ)\/...
---\/(anl/\ang/\---/\ankn); n,kl,...kznGN,an,...ankn EA} .

(1 bod) Necht (G,V,A) je libovolny distributivni svaz, ktery je generovany n-prvkovou
mnozinou prvka A, tj. (A) = G. O prvku g € G fekneme, Ze je infimem generatoru, jestlize
lze psét ve tvaru g = a; Aaj A---ANag, kde k € Naap,ag,...,a; € A. Mnozinu vSech prvki,
které jsou infimem generdtort, ozna¢ime A”. Dokazte, ze A" m4 nejvyse 2" — 1 prvki.

(1 bod) Dokazte, ze libovolny distributivni svaz, ktery je generovany koneénou mnozinou
prvki, je koneény.

(2 body) Necht (G,V,A) je libovolny distributivni svaz, ktery je generovany 3-prvkovou
mnozinou prvku {a, b, c}. Dokazte, ze |G| < 18.

(1 bod) Pro libovolnou usporddanou mnozinu (M, <) uvazujeme H (M), mnozinu vSech
dédiénych podmnozin. Dokazte, ze (H (M), C) je uplny svaz, ktery je distributivnim svazem.
Jestlize mé navic usporddand mnozina (M, <) nejmensi prvek, pak je distributivnim svazem
i mnozina (D (M), C) vSech neprazdnych dédiénych podmnozin usporadané mnoziny (M, <).

(3 body) Naleznéte nejvétsi distributivni svaz, ktery je generovany trojici svych prvku. Tedy,
zvolte vhodnou usporddanou mnozinu (M, <) takovou, ze (D(M),C) ma 18 prvku a pritom
je svaz (D(M),U,N) generovany vhodnou trojici svych prvki.

Komentar: Protoze rozumite podgrupam generovanym mnozinou, jisté jste si uvédomili, ze
existence podsvazu (A) je zarucena, nebot (A) je prunik vSech podsvazu svazu G obsahujicich

svaz.

podmnozinu A. Pfitom mnozina vSech podsvazu daného svazu uspofadand inkluzi tvori uplny

Piipomenme, ze B je dédi¢nd podmnozina usporadané mnoziny (M, <), jestlize pro kazdé
be Baac M takové, Ze a < b, plati a € B. Zejména si povSimnéme, Ze ) je dédicnd podmnozina
(M, <) a ze plati H(M) = D(M) U {0}. Protoze konecny svaz mé vzdy nejmensi prvek, bylo na

str 22. textu o svazech vyhodnéjsi pracovat pouze s D(M).

Poznamenejme, Ze tvrzeni ¢) neplati pro svazy. Existuje totiz svaz, ktery je nekoneény a pritom

je generovany svoji ¢tyfprvkovou podmnozinou. Tento svaz si vSak ukdzeme az na seminéfi.

Regeni — str. 22.


https://is.muni.cz/el/1431/podzim2014/M3150/um/Distr.pdf

4. kolo — Reprezentace Booleovych algeber pomoci ultrafiltri

Doporucené znalosti: Booleovy algebry — prednasky Distr.pdf a BooleovyOkruhy.pdf.
Zadani:
a) (1 bod) Necht F je neprdzdny filtr svazu S a x je prvek svazu S. Dokazte, Ze filtr generovany

sjednocenim F'U {z} je roven mnoziné vsech prvku s € S, pro které existuje f € F tak, ze
s> fAx.

b) (3 body) Necht A je netrividlni Booleova algebra a F' je jeji neprazdny vlastni filtr. Dokazte,
7e nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) F je ultrafiltr A,
(ii) pro kazdé prvky =,y € A takové, ze x Vy € F, plati x € F neboy € F,
(iii) pro kazdy prvek x € A plati x € F nebo 2’ € F.

¢) (3 body) Necht A je netrividlni Booleova algebra, F' jeji vlastni filtr a I jeji vlastni idedl
takové, ze F'NI = (). Dokazte, ze existuje ultrafiltr U Booleovy algebry A takovy, ze F C U
aUNnI=40.

d) (3 body) Necht A je netrividlni Booleova algebra. Ozna¢me U(A) mnozinu vSech ultrafiltr
Booleovy algebry A. Nechf i: A — P(U(A)) je zobrazeni dané piedpisem i(z) = {U €
U(A);z € U}. Dokazte, ze i je injektivni homomorfismus Booleovych algeber (kde systém
P(U(A)) vsech podmnozin mnoziny U(A) je usporddéan inkluzi).

[Nédpoveéda: v ¢éstech ¢) a d) lze vyuzit charakterizaci ultrafiltri v Booleovych algebréch z
podminky ii) ¢dsti b); dale v ¢dsti ¢) pouzijte Zornovo lemma na vhodnou mnozinu filtra A;
pro dikaz injektivity zobrazeni v d) vyuzijte tvrzeni z c).]

Komentar: Booleova algebra se nazyvé trividlni, pokud mé jediny prvek (ktery je zaroven
nulou i jednickou této algebry). Pokud ma Booleova algebra naopak aspon dva prvky, nazyva se
netrividalni. Snadno se uvidi, ze Booleova algebra je netrividlni pravé tehdy, kdyz v ni plati 0 # 1.

Filtr nebo idedl v néjakém svazu se nazyva wlastni, pokud je vlastni podmnozinou daného
svazu, tj. neni roven celému svazu. V Booleové algebie je ziejmé filtr vlastni resp. neprazdny
pravé tehdy, kdyz neobsahuje nulu resp. obsahuje jednicku (a analogicky pro idedly). Filtr v
néjakém svazu se nazyva ultrafiltr, pokud je to maximdlni (vzhledem k inkluzi) vlastni filtr, tj.
pokud v daném svazu neexistuje zadny ostie vétsi vlastni filtr.

Nakonec uvedeme tvrzeni znadmé jako Zornovo lemma (téz nazyvané Kuratowski-Zornovo
lemma nebo princip maximality), které ma spoustu aplikaci v nejruznéjsich oblastech matematiky.
Necht (S, <) je neprdzdna usporadand mnozina takova, ze kazdy neprazdny fetézec C' v S mé
v S horni zévoru (tj. pro kazdou podmnozinu () # C' C S takovou, ze C je vzhledem k danému
usporadani Fetézec, existuje prvek mnoziny S vétsi nebo roven nez vSechny prvky C'). Potom
plati, ze pro kazdy prvek a € S existuje prvek m € S takovy, ze m je maximalni prvek S a
navic m > a. Snadnym dusledkem tohoto tvrzeni (ktery se rovnéz nazyva Zornovo lemma) je, ze
S mé za danych predpokladu aspon jeden maximdlni prvek (naopak z tohoto dusledku snadno
plyne predchozi tvrzeni, rozmyslete si pro¢). Zornovo lemma se dokazuje v teorii mnozin, k dukazu
je potfeba tzv. axiom vybéru (pfesnéji plati, ze nad tzv. Zermelo—Fraenkelovou teorii mnozin je
Zornovo lemma ekvivalentni axiomu vybéru).

Resent — str. 24.
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5. kolo — Mocniny algebraickych prvku a rozsiteni téles

Doporucené znalosti: stupen rozsiteni, algebraicky prvek, — pfednaska RozsireniTeles.pdf.

Zadani:

a)

b)

(1 bod) Necht K C T je algebraické rozsiteni téles, necht P je podokruh télesa T' obsahujici
téleso K. Dokazte, ze pak P je podtéleso télesa T'.

(1 bod) Necht K C T je rozsifeni téles, prvek a € T je algebraicky nad télesem K. Dokazte,
7e je-li stupen rozsifeni [K (o) : K] liché é&islo, pak plati K (a) = K (a?).

(1 bod) Ukazte na vhodné zvoleném piikladu rozsifeni téles K C T a algebraického prvku
a € T, 7e prestoze stupen rozsifeni [K (a) : K| neni délitelny tfemi, nemusi platit K(a) =

K(a?).

(1 bod) Necht n je pfirozené ¢islo, necht K C T je rozsifeni téles a prvek a € T' je alge-
braicky nad télesem K. Dokazte, ze pokud stupen rozsireni [K («) : K| neni délitelny zadnym
prvocisem p < n, pak plati K(a) = K(a").

(2 body) Necht K je podtéleso télesa komplexnich &isel C, necht p,v € C jsou takova, ze
plati 2, 1% € K a soucasné p + v # 0. Dokazte, ze pak plati K(u + v) = K(u,v).

(4 body) Necht K je podtéleso télesa komplexnich ¢isel C. Necht jsou ddna &fsla a,b € K
takova, ze b neni druhou mocninou v télese K. Dokazte, ze nasledujici vyroky jsou ekviva-
lentni:

(i) a® — b je druhou mocninou v K.
(ii) Existuje g € C takové, ze 32 = b, a existuji u, v € C tak, ze plati u?,v? € K a soucasné
a+B=(p+v)
(iii) Pro kazdé 8 € C takové, ze 8% = b, existuji u,v € C tak, ze plati u?,v? € K a souc¢asné
a+f=(u+v)

Komentar: Rozsiteni téles K C T nazyvame algebraické, jestlize kazdy prvek o € T je alge-

braicky nad télesem K. O prvku b € K tikame, ze je druhou mocninou v télese K, pravé kdyz
existuje r € K tak, ze r> = b.

Poznamenejme, ze podminku z posledni tlohy f) lze také formulovat takto: existuji m,n € K
takové, ze Va + Vb= /m+ v/n (pri vhodné volbé znamének u odmocnin). Vsimnéte si, ze pokud

je tato rovnost splnéna a b neni druhou mocninou v télese K, pak uzitim tlohy e) dostaneme

K(Va+vb) = K(Vm+ vn) = K(y/m,/n).

Regeni — str. 26.


https://is.muni.cz/el/1431/podzim2014/M3150/um/RozsireniTeles.pdf

6. kolo — Usporadana a formalné realna télesa

Doporucené znalosti: uspoirddani, Algebra I.
Zadani:
a) (1 bod) Necht F je formalné redlné téleso. Dokazte, Ze char F' = 0.

b) (2 body)

(i) Necht F' je usporddané téleso. Oznacme P = {a € F': a > 0} mnozinu vSech prvku F,
které jsou v daném usporddani nezaporné. Dokazte, ze plati P+ P C P, P- P C P,
—-1¢ PaPU(—P)=F.

(ii) Necht F je téleso a P je jeho podmnozina takovd, ze plati P+ P C P, P- P C P,
—1¢ P aPU(—P)=F. Definujme na F bindrn{ relaci < tak, ze pro kazdé a,b € F
je a < b praveé tehdy, kdyz b —a € P. Dokazte, ze tato relace je linedrni usporadani na
F', vzhledem ke kterému je to usporadané téleso.

¢) (2 body)

(i) Necht < je linearn{ usporddani télesa R, vzhledem ke kterému je to usporddané téleso.
Dokazte, ze < =<, kde < je standardni usporddani R.

(ii) Nechf < je linearn{ uspofddani télesa Q, vzhledem ke kterému je to usporddané téleso.
Dokazte, ze < =<, kde < je standardni usporadani R zuzené na Q.

d) (2 body) Dokaite, ze existuji pravé dvé linearni usporadani télesa Q(v/2), vzhledem ke
kterym je to usporadané téleso, a popiste, jak vypadaji nezaporné prvky v téchto usporadanich.

[Népovéda: Vyuzijte toho, 7e existuje automorfismus télesa Q(v/2) zadany vztahem a -+

b2+ a — bv/2 pro a,b € Q]
e) (1 bod) Dokazte, ze kazdé usporadatelné téleso F' je formélné redlné.
f) (2 body) Necht F je formélné redlné téleso.

(i) Uvazme mnozinu S vSech podmnozin M télesa F takovych, ze M+M C M, M-M C M,
F? C M a —1 ¢ M. Dokaite, Ze existuje mnozina P € S, kterd je maximalni prvek S
vzhledem k inkluzi.

[Napovéda: Pouzijte Zornovo lemma na usporddanou mnozinu (S, C) (nezapomente
také dokézat, ze S je neprazdnd).]

(ii) Nechf P je libovolny maximdlni prvek S vzhledem k inkluzi. Dokazte, Ze plati P U
(—P) = F, a odvod'te, ze F' je uspoiadatelné téleso.

[Nédpoveéda: Predpoklddejte sporem, zZe existuje a € F' takové, ze a,—a ¢ P, a uvaite
mnozinu P+ a - P.]

Komentar: Téleso F se nazyva formdlné redlné, pokud v ném nejde —1 napsat jako soucet

¢tverct, tj. neexistuje n € N a prvky ay,...,a, € F takové, ze =1 => 1" | a?. Snadno se uvidi, ze
F' je formalné realné pravé tehdy, kdyz v ném nejde 0 napsat jako soucet ¢tvercu, z nichz aspon
jeden je nenulovy, tj. pokud 0 = >"7 | a? prondjaké n € Naay,...,a, € F,paka; = ... =a, = 0.



Skutecéné, pokud by existovaly takové prvky, ze 0 = > 7" a? a bez Gjmy na obecnosti a; # 0, pak
by platilo —1 = "% ,(a;/a1)?%; naopak ze vztahu —1 = > | a? plyne 0 = 12+ "7 | a?. Pifkladem
formalné realného télesa je téleso R nebo jeho libovolné podtéleso.

Usporadané téleso je struktura (F, +, -, <), kde (F, +, -) je téleso a relace < je linedrni usporadani
(tj. fetézec) na F' takové, ze:

e pro kazdé prvky a,b,c € F plati, ze pokud a < b, pak a + ¢ < b+ ¢,

e pro kazdé prvky a,b € F plati, ze pokud a > 0, b > 0, pak ab > 0.

(Zapis a > b znamena totéz, co b < a, stejné tak muzeme pouzivat symboly < a > obvyklym
zpusobem.)

7 podminky z prvniho puntiku je snadno vidét, ze plati a < b pravé tehdy, kdyz b—a > 0. Takovato
usporadani se tedy daji jednoznaéné popsat pouze pomoci mnoziny prvku, které jsou vzhledem
k nim nezdporné (tj. vétsi nebo rovny nez 0). Tvrzeni z piikladu b) navic ukazuji vlastnosti,
které takovd mnozina musi mit. Prikladem usporfdadaného télesa je téleso R se ,standardnim®
usporadanim nebo jeho libovolné podtéleso s prislusnym zizenym usporadanim.

Ne pro kazdé téleso existuje linedarni usporadani, vzhledem ke kterému je to usporadané téleso,
nebo naopak takovych uspofadani miize existovat vice nez jedno. Rekneme, ze F je usporddatelné
téleso, pokud pro néj aspon jedno takové usporadédni existuje (nicméné narozdil od uspordadaného
télesa nemame vybréano jedno konkrétni). Z tvrzeni z piikladu e) a f) plyne, zZe téleso je usporadatelné
pravé tehdy, kdyz je formalné realné. Prikladem télesa, které usporadatelné neni, je tedy napr.
téleso C. Z tvrzeni z a) rovnéz plyne, ze zadné téleso s kladnou charakteristikou neni usporadatelné.

Vysvétlime jesté pouzitou notaci. Pro libovolné podmnoziny A, B C F' télesa F' a prvek ¢ € F
znaéime A+ B = {a+b:a € Ajb € B}, A-B = {ab: a € A,b € B}, A = {a®: a € A},
—A={-a:a€ A}, c- A={ca: a € A}.

Zornovo lemma je vysvétleno v komentari ke 4. kolu soutéze.

Resend — str. 27.



7. kolo — Véty o izomorfismech pro okruhy

Doporucené znalosti: idedl okruhu a jim urceny faktorokruh — prednasky IdealyOkruhu.pdf a
FaktorizaceOkruhu.pdf.

Zadani:
a) (2 body) Necht R je podokruh okruhu S a I je idedl okruhu S. Dokazte, ze R+ je podokruh
S, Ijeidedl R+ 1, RNI jeidedl R, a okruhy R/(RNI) a (R+ I)/I jsou izomorfni.

[Napovéda k poslednimu tkolu: Dokazte, Ze slozeni inkluze R — R + I a projekce R+ I —
(R+ I)/I je surjektivni homomorfismus okruhu, jehoz jadro je RN 1.
(

b) (2 body) Necht R je okruh a I,.J jsou jeho ideély. Ozna¢me p projekci z R do R/I.

(i) Dokazte, ze (J +I)/I je idedl okruhu R/I a plati p(J) = (J +1I)/1.

(ii) Pokud navic plati I C J, dokazte, ze J/I je idedl okruhu R/I a okruhy R/J a
(R/I)/(J/I) jsou izomorfni.
[Nédpoveda: Ukazte, ze existuje surjektivni homomorfismus okruhu R/I — R/.J, jehoz
jadro je J/I.]

¢) (2 body) Necht R je okruh, I jeho idedl a p je projekce z R do R/I. Oznatme L(R),
resp. L(R/I) svazy idedlu R, resp. R/I usporddané inkluzi. Déle ozna¢me L7(R) filtr svazu
L(R) generovany prvkem [ (tj. svaz vSech idedlu R, které obsahuji I). Kone¢éné oznacme
a: L1(R) — L(R/I) zobrazeni definované pro kazdé J € L;(R) vztahem a(J) = p(J) a
B: L(R/I) — L1(R) zobrazeni dané pro kazdé K € L(R/I) vztahem 3(K) = p~}(K).

(i) Dokazte, ze zobrazeni a a (3 jsou korektné definovand izotonni zobrazeni, kterd jsou
vzdjemné inverzni, a odvod'te, Ze svazy L;(R) a L(R/I) jsou izomorfni.

(ii) Dokazte, ze v tomto izomorfismu odpovidaji maximaln{ idedly, resp. prvoideély okruhu
R obsahujici I maximalnim idedlum, resp. prvoidedlum okruhu R/I.

d) (4 body)

(i) Najdéete piiklad netrividlnich komutativnich okruht R a S, surjektivnitho homomor-
fismu okruhu f: R — S a maximéalniho idedlu M okruhu R takovych, ze f(M) neni
maximalni idedl S.

(ii) Najdéte priklad netrividlnich komutativnich okruhu R a S, surjektivniho homomor-
fismu okruhu f: R — S a nenulového prvoidedlu P okruhu R takovych, ze f(P) je
vlastni idedl okruhu S, ktery nenf prvoidedl.

Komentdr: Poznamenejme, ze tvzeni z a) se nazyva druhd véta o izomorfismu, tvrzeni z b)
treti véta o izomorfismu a tvrzeni z ¢) ¢turtd véta o izomorfismu (nebo také véta o korespondenci,
anglicky rovnéz lattice theorem). Hlavni véta o faktorokruzich (dokazovana na prednédsce) se ¢asto
také nazyva proni véta o izomorfismu. Presnéji feteno v tomto piipadé hovoiime o vétach o
izomorfismech pro okruhy, analogicka tvrzeni plati pro grupy, vektorové prostory, atd.

Na zaveér jeSté zminme, ze soucet podokruhu a ideédlu je definovan podobné jako soucet idedlu,
tedy R+1={r+a;r€R,acl}.

Resend — str. 28.
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8. kolo — Jacobsontuv radikal, nilradikal okruhu a radikal idealu

Doporucené znalosti: idedl okruhu a jim urceny faktorokruh — prednasky IdealyOkruhu.pdf a
FaktorizaceOkruhu.pdf.

Zadani:
a) (1 bod) Necht R je okruh. Dokazte, Ze pro kazdy vlastni idedl I tohoto okruhu existuje
maximalni ideal M okruhu R takovy, ze I C M.
[Napovéda: Pouzijte Zornovo lemma na mnozinu vSech vlastnich idedlu okruhu R usporddanou
inkluzi.]
b) (2 body) Necht R je netrividlni komutativni okruh a x € R. Dokazte, ze x € J(R) pravé
tehdy, kdyz pro vSechna r € R plati 1 + rz € R*.

[Napovéda: k dukazu implikace zleva doprava vyuzijte tvrzeni z a).]
¢) (2 body) Necht R je komutativni{ okruh.

(i) Dokazte, ze N(R) je ideal okruhu R.

(ii) Necht I je idedl okruhu R a p je kanonickd projekce R — R/I. Dokaite, ze /I =
p~Y(N(R/I)), a odvod'te, ze /T je idedl okruhu R.

d) (3 body) Necht R je komutativni okruh a x € R jeho prvek takovy, ze x ¢ N(R). Oznac¢me
S = {z": n € N}. Déle ozna¢me 7 mnozinu vSech idealu okruhu R, které jsou disjunktni s

S.

(i) Dokazte, ze existuje ideal P okruhu R, ktery je maximalni prvek 7 vzhledem k inkluzi.
[Napovéda: Pouzijte Zornovo lemma na usporddanou mnozinu (7,C) (nezapomente
dokézat, ze T # 0).]

(ii) Necht P je libovolny idedl okruhu R, ktery je maximdlni prvek 7 vzhledem k inkluzi.
Dokazte, ze P je prvoideal.

[Napovéda: Predpoklddejte sporem, ze existuji y, z € R takové, ze y,z ¢ Payz € P, a
ukazte, ze potom plati P + (y) € T nebo P+ (z) € T ]

e) (2 body) Necht R je netrividlni komutativni okruh.

(i) Dokazte, ze N(R) je roven pruniku vsech prvoidealt okruhu R.
[Nédpoveda: k dukazu inkluze ,,20“ pouzijte tvrzeni z d).]

(ii) Necht I je vlastni idedl okruhu R. Dokazte, zZe VT je roven pruniku vsech prvoidesli
okruhu R, které obsahuji I.

[Ndpoveéda: Pouzijte c)ii), €)i) a tvrzeni z c)ii) ze 7. kola soutéze.]

Komentdr: Nechf R je netrividlni komutativni okruh. Pak podle a)i) existuje aspon jeden
maximaln{ idedl tohoto okruhu, nebot {0} je jeho vlastni idedl (pfipomernime, Ze vlastnim idedlem
okruhu R rozumime kazdy jeho idedl I splaujici I # R), takze muzeme uvazit prunik vSech
maximalnich idedlu okruhu R. To je ziejmé ideal okruhu R, ktery se nazyva Jacobsonuv radikdl
okruhu R a znaéf se J(R).
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Nechf nyni R je libovolny komutativni okruh a I je jeho idedl. Potom znac¢ime /I mnozinu
viech prvki okruhu R takovych, Ze néjaké jejich mocnina patii do idedlu I, tedy vI = {r €
R: (3n € N: 7™ € I)}. Mnozina VT se nazyvé radikdl idedlu I. Podle c)ii) je v/T idedl okruhu R.
Ziejmé plati I C VI , nicméné tato inkluze muze byt ostra, naptiklad pro idedl 47 okruhu Z plati
VAZ = 27.. Pokud VT = I, pak se I nazyvé radikdlovy idedl. Snadno se uvidi, ze plati \/ﬁ =1,
takze VT je vzdy radikélovy idedl. Koneéné nilradikdl okruhu R definujeme jako radikal nulového
idedlu a znacime N (R), tj. N(R) = 1/{0}. Jinymi slovy N(R) je mnozina viech prvki z € R, pro
které existuje n € N tak, ze 2 = 0 (prvek x s touto vlastnosti se nazyva nilpotentns).

Vime, ze mnozina L(R) vSech idedlu okruhu R uspoirddand inkluzi je dplny svaz. Infimum
libovolné neprazdné podmnoziny tohoto svazu je rovno pruniku vSech idedlu patiicich do této
podmnoziny, zatimco infimum prazdné mnoziny je rovno nevlastnimu idedlu R. Tvrzeni z e)i) a
e)ii) jsme tedy ekvivalentné mohli formulovat tak, ze N(R), resp. v/ jsou rovny infimu mnoziny
viech prvoidedli okruhu R, resp. mnoziny vSech prvoidedli okruhu R obsahujicich I ve svazu
L(R). Vyhoda této formulace je v tom, ze potom tato tvrzeni budou platit i pokud je R trividlni
okruh, resp. I je nevlastni idedl okruhu R. Stejné tak J(R) muzeme ekvivalentné definovat jako
infimum mnoziny vSech maximalnich idedlu okruhu R v £(R). Tato definice potom dava smysl i
pokud je R trividlni okruh, v tom piipadé bude J(R) = R. Rovnéz tvrzeni z b) bude po tomto
rozsiteni definice platit i pro trividlni R.

Neni tézké nahlédnout, ze v komutativnim okruhu R je kazdy prvoidedl rovnéz radikélovy ideal
(opacné implikace ale neplati, nebot napt. 6Z je radikélovy idedl okruhu Z, ktery neni prvoidedl).
Stejné tak se snadno uvidi, ze prunik libovolné neprazdné mnoziny radikalovych idedlu je opét
radikélovy idedl. Odtud a z tlohy e)ii) dostdvame, Ze vlastni radikdlové idedly okruhu R jsou praveée
pruniky prvoidealu tohoto okruhu. Pokud analogicky jako v predchozim odstavci nahradime tento
prunik infimem ve svazu £L(R), tak bude tato charakterizace platit i pro nevlastni ideél okruhu R
(ktery je zjevné radikélovy).

Zornovo lemma je vysvétleno v komentari ke 4. kolu soutéze.

Resend — str. 31.

12



9. kolo — Cinska zbytkova véta pro komutativni okruhy

Doporucené znalosti: idedl okruhu a jim urceny faktorokruh — prednasky IdealyOkruhu.pdf a
FaktorizaceOkruhu.pdf.

Zadani:

a)

(1 bod) Necht R je okruh, I a J idedly okruhu R. Dokazte, Ze soucin I - J idedlu I a J je
mnozina vSech konecnych souctu prvku tvaru r-s, kder € I a s € J, tedy

n

I‘J:{Zri'si; neN ry,...,r, €1, 81,...,SnEJ}.
i=1

Dokazte dale inkluzi I -J C IN.J.

(1 bod) Necht R je okruh, I, J, K idedly okruhu R. Dokazte, ze plati rovnost

(I-J)-K=1I-(J-K).

(1 bod) Necht R je komutativn{ okruh. Dokazte, Ze je-li I = (ay,...,a,) idedl generovany
mnozinou {ay,...,a,} € RaJ = (by,...,by,) idedl generovany mnozinou {by,...,b,} C R,
pak jejich soucin I - J je idedl generovany mnozinou vsech soucinu a; - b; téchto generatort,
tj.

1-J= ({ai-bj; izl,...,n,jzl,...,m}).

(1 bod) Necht R je okruh, I, J, K ideély okruhu R. Dokazte, ze pokud je ideél I nesoudélny
s obéma idedly J a K, pak je ideal I nesoudélny s jejich souc¢inem J - K.

(1 bod) Necht R je komutativn{ okruh a I, J nesoudélné idedly okruhu R. Dokazte, ze pak
I1-J=1InJ.

(5 bod) Necht R je komutativni okruh a Iy, I, ..., I, kde n > 2, idedly okruhu R. Defi-
nujme zobrazeni ¢: R — R/I; X --- x R/I, predpisem

o)=(x+hL,x+ I ..., z+ 1)
pro libovolné x € R.
(i) Dokazte, ze ¢ je homomorfismus okruhu s jadrem Iy N Io N -+ N I,,.

(ii) Dokazte, ze ¢ je surjektivni, praveé kdyz idedly I, Io, ..., I, jsou po dvou nesoudélné.

(iii) Dokazte, ze jsou-li idedly Iy,..., I, jsou po dvou nesoudélné, pak Iy - Is--- I, = I} N
I,n---N1,, atedy homomorfismus ¢ dava izomorfismus R/(Iy - Iy---I,,) = R/I; X
R/Iy x - x R/,

[Napovéda: Pro ii) a iii) pouzijte indukci vzhledem k n. V ii) v pfipadé n = 2 vyuzijte

prvky r € I a s € Iy spliujici » + s = 1 k tomu, abyste pro dané a,b € R sestrojili prvek
c=r-b+s-aaukizali, ze c € (a+ I1) N (b+ I2). Uzitetné jsou i tlohy d) a e).]
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Komentdr: Soucin idedlu I a J okruhu R je definovén jako idedl generovany mnozinou {r-s; r €
I, s € J} vSech souc¢inu prvku idedlu I s prvky idedlu J, tloha a) popisuje, jaké ma tento idedl
prvky. Uvédomte si, ze rovnost dokdzand v tloze b) znamend, ze mnozina vSech idedlu okruhu
R tvori s operaci nasobeni pologrupu, méame tedy definovan sou¢in libovolného konecného poctu
idedlu.

Idedly I a J okruhu R se nazyvaji nesoudélné, jestlize [ +J = R, coz je podminka ekvivalentni
s tim, ze existuji r € I a s € J tak, ze r + s = 1. Idedly Iy, ..., I, okruhu R se nazyvaji po dvou
nesoudélné, jestlize pro kazdé 1 < j < k < n jsou idedly I; a I} nesoudélné.

Tvrzeni f) se nazyva Cinskd zbytkova véta pro komutativni okruhy. Z Algebry I zndme jeji
specidlni piipad pro okruh celych ¢isel Z a dvé nesoudélna prirozena ¢éisla m,n. Pak jsou hlavni
idedly (m), (n) nesoudélné (vzpomeiite si na Bezoutovu identitu) a podle c) plati (m)-(n) = (mn).
Proto Z/(m) x Z/(n) = Z/(mn), neboli Z,, X Zn = Zpn.

Regeni — str. 32.
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10. kolo — Okruhy polynomiu a formalnich mocninnych rad nad
komutativnim okruhem

Doporucené znalosti: polynomy, 8. a 9. kolo soutéze.
Zadani:

a) (2 body) Necht R je komutativni okruh a f(z) = > 72, a;z* € R[[z]] je formaln{ mocninnd
fada nad R, kde a; € R pro vSechna i € Ny. Dokazte, ze f(x) € R[[z]]* pravé tehdy, kdyz
ag € R*.

[Napovéda: V dukazu implikace zprava doleva rekurzivné zkonstruujte posloupnost koefici-
entu inverze prvku f(z).]

b) (4 body) Nechf R je komutativn{ okruh a f(z) = 3.1 ja;2' € R[z] je polynom nad R, kde
n € Ny a a; € R pro vSechna 0 < i < n. Dokazte, ze f(z) € R[x]* pravé tehdy, kdyz ag € R*
a a; € N(R) pro vSechna 1 <i <n.

[Napovéda: Pro implikaci zleva doprava pouzijte tvrzeni z e)i) z 8. kola soutéze, pro impli-
kaci zprava doleva pouzijte tvrzeni z a) a ukazte, ze inverzni prvek prvku f(z) v R[[z]] je
polynom.]

c¢) (4 body) Necht R je komutativni okruh a f(z) = >.I @z’ € R[z] je nenulovy polynom
nad R stupné n, kde n € Ny, a; € R pro vSechna 0 < i < n a a, # 0. Dokazte, ze f(z) je
deélitel nuly v okruhu R[x] pravé tehdy, kdyz existuje nenulové ¢ € R takové, ze cf(z) = 0.

[Nédpoveéda: Pro dukaz implikace ve sméru zleva doprava uvazte nenulovy polynom g(z) =
i, bz nad R nejmenstho mozného stupné takovy, Ze plati f(z)g(z) = 0, a pfedpokladejte
sporem, ze st(g(x)) > 0. Dokazte, ze existuje ¢ € {0,...,n}, pro které je asg(x) # 0, a ze
pro nejvétsi takové £ plati st(agg(x)) < st(g(x)).]

Komentdr: Necht R je komutativni okruh. Formdlni mocninnd vada nad R je formalni vyraz
Zfio a;x', kde a; € R pro i € Ny. Narozdil od redlnych nebo komplexnich mocninnych fad
pouzivanych v matematické analyze zde x nechdpeme jako (redlnou nebo komplexni) proménnou,
ale pouze jako abstraktni symbol, stejné tak nekonetna suma v tomto vyrazu je pouze formalni.
Formalni mocninnou fadu tedy muzeme chépat jako posloupnost {a;};, prvku R, nicméné vyse
uvedeny zapis je vice intuitivni pro pocitani s témito fadami. Mnozinu vS8ech formalnich moc-
ninnych fad nad okruhem R zna¢ime R[[z]] (popiipadé s jinym pismenem misto z).

Na mnoziné R[[z]] muzeme definovat operace s¢itani a ndsobeni takové, ze je vzhledem k nim
komutativni okruh. Séitani definujeme ,,po slozkéch®, tj. pro formalni mocninné rady » .7, a;zt,
S0 biz' € R[[z]], kde a;,b; € R pro viechna i € Ny, mame

<Z aixi> + <Z bixi> = Z(ai + bz):rzZ
=0 i=0 =0

Nasobeni definujeme tak, ze vyndsobime ¢leny ,kazdy s kazdym“ a dame dohromady ¢leny se
stejnymi mocninami, tj.
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kde vnitini suma je kone¢ny soucet v okruhu R a vnéjsi suma je formalni (takto definovany soucin
mocninnych rad se nazyva Cauchyho soucin).

Nenf tézké (byt trochu pracné) ovérit, ze R[[z]] s takto definovanymi operacemi je skutecné
komutativni okruh. Stejné tak se snadno uvidi, ze okruh polynomu R[z] muZzeme povazovat za po-
dokruh okruhu R[[z]] (pokud kazdy polynom ztotoznime s pfislusnou formélni mocninnou radou,
kterd ma jenom koneéné mnoho nenulovych koeficientu).

Hlavni vyhodou formalnich mocninnych fad oproti mocninnym rfadam chapanym jako funkce
proménné x je v tom, ze zde nemusime Tesit, jestli a kde dana fada konverguje. Napiiklad primo
z vySe uvedenych definic se snadno spocitd, ze pro libovolny komutativni okruh R plati v R][[x]]
rovnost (Zfio xl) (1 —z) =1 (kde pouzivame vysSe popsanou konvenci, tj. napf. 1 —z chapeme
jako formélni mocninnou fadu > 7, a;x', kde ag = 1, a; = —1 a a; = 0 pro i > 2, stejné tak
Y ¢ samoziejmé znamend Yoo 1-2%). Pokud oviem tuto rovnost chdpeme jako rovnost funkef
redlné nebo komplexni proménné, tak plati pouze pro |z| < 1.

Ptipomenime, ze nenulovy prvek a € R komutativniho okruhu R se nazyva délitel nuly, pokud
existuje nenulové b € R takové, ze ab = 0 (obecnéji pokud dany okruh neni komutativni, tak je
tfeba rozlisovat levé a pravé délitele nuly). Déle pripomenme, ze N(R) znac¢i nilradikal komuta-
tivniho okruhu R, tj. mnozinu vSech nilpotentnich prvka tohoto okruhu, viz komentar k 8. kolu
souteze.

Resent — str. 34.
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Cast IT — Reseni
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1. kolo — reSeni

Ozna¢me A nejmensi prvek v usporddané mnoziné &, tj. A = {(n,n);n € N}.

a) Ve svazu R plati inf{p,c} = pNo a sup{p,o} = pUoc. Aby podmnozina £ byla podsvazem
svazu R, musi byt prunik i sjednoceni dvou relaci ekvivalence p, o také relace ekvivalence. To pro
prunik plati, ovSem pro sjednoceni nikoliv, jak lze ukdzat napiiklad nasledujicim protipiikladem.
Bud p=AU{(1,2),(2,1)} ac =AU{(2,3),(3,2)}. Relace 7 = pU o, ktera je supremem relaci
p a o ve svazu R, neni relace ekvivalence, protoze (1,2) € 7, (2,3) € 7 a (1,3) € 7.

Podobné lze pro U uvazit usporadani p = AU {(1,2)} a o0 = AU{(2,1)}, pro néz relace
T=pUoc=AU{(1,2),(2,1)} neni antisymetricka, a neni tedy ani usporadéni.

Ani € ani U neni podsvazem svazu (R,U,N).

b), c¢) Dokédzeme, ze £ je uplny svaz, ¢imz jednak dokézeme tlohu b) a zadroven pozitivné
zodpovime otézku v tloze c).

Nejmensim prvkem & je A a nejvétsim prvkem je relace N x N, coz je infimum prazné
podmnoziny. Podle véty o tuplnych svazech tak staci dokdazat, ze libovolny systém prvku Z =
{pi € €1 € I}, kde I je neprazna indexovd mnozina, mé infimum. Ukazeme, ze inf Z = ;< ps.
Oznacme uvazovanou relaci 7 = [);c; pi a dokazme nejdiive, ze 7 je relace ekvivalence.

Protoze pro véechna i € I plati A C p;, vidime, ze A C (,c;p;i = 7, a tudiz 7 je reflexivni
relace. Snadno se také dokaze, ze symetrie relace T plyne ze symetrie vSech relaci p;: pro libovolna
a,b € N plati

(a,b) e = (MViel : (a,b) € p;)) = (Viel : (ba) € p;)) = (ba) €T
Podobné se dokaze tranzitivita: pro libovolna a, b, c € N plati
(a,b),(b,c) e = (Viel : (a,b),(b,c) €p;)) = (Viel : (a,c) € p;)) = (a,c) €T

Zbyvé dokézat, ze T je infimem mnoziny Z = {p; € £;i € I'}. Protoze pro vSechna i € I mame
7 C p;, je T dolni zédvorou mnoziny Z. Bud' déle « libovolnd dolni zdvora Z, tj. a C p; pro vSechna
i € I. Potom o C (;c; pi = 7 a 7 je tudiz nejvetsi dolni zdvora Z, tj. 7 = inf Z.

d) Ukézeme, ze usporddand mnozina U neni svaz, a tudiz ani Uplny svaz. Staéi uvazovat
napiiklad dvé usporadédni z ¢ésti a): p = AU{(1,2)} e U aoc = AU{(2,1)} € U. Pro tyto
prvky neexistuje prvek o € U, ktery by byl horni zédvorou dvouprvkové mnoziny {p, o}, protoze
predpoklady (1,2) € p C a, (2,1) € 0 C « jsou ve sporu s predpokladem, ze « je antisymetricka
relace.

e) Aby zobrazeni bylo homomorfismem svazu, musi zachovavat obé operace, tj. infima i
suprema. Ukdzeme, ze i) f je homomorfismus a ii) ztizeni f na & homomorfismus neni. V piipadé
U pak neni tieba nad otdzkou premyslet, protoze U neni svaz, a tudiz zizeni f na U nemuze byt
homomorfismus svazu.

Ad i): Pro zobrazeni f a libovolnou dvojici relaci p,o € R ovéiime, ze plati f(p Uo) =
flp)U flo) i f(pnao) = f(p)N f(o).

Pro libovolny prvek a € N plati nasedujici ekvivalence:
ac f(pUo) <= (a,1) € pUo <= ((a,1) € pnebo (a,1) € 0) <

<= (a € f(p) neboa € f(0)) < a€ f(p)U f(o).

A také plati podobné ekvivalence:
a€ flpno) < (a,1) € pNo <= ((a,1) € p a soucasné (a,1) € 0) <=

<= (a € f(p) asoucasné a € f(0)) < a € f(p)N f(o).
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Ad ii): v piipadé svazu £ zobrazeni f|s nezachovdva suprema, jak lze vidét z néasledujiciho
pitkladu. Bud p = AU {(1,2),(2,1)} a o = AU{(2,3),(3,2)}. Ozna¢me 7 = pV o = AU
{(1,2),(2,1),(2,3),(3,2),(1,3), (3, 1)}. Potom f(p) = {1,2}, f(o) = {1}, f(7) = {1,2,3} a tedy
flpvo)=f(r)={1,2,3} a f(p)U f(o) = {1,2} U{1} = {1,2}. Proto f(pV o) # f(p) U f(0).

f) Protoze mnozina N x N je spocetnd, existuje bijekce mezi mnozinami N x N a N\ {1}.
Ozna¢me « : N x N — N\ {1} néjakou takovou bijekci. Intuitivné lze tedy fici, ze jsme prvky
mnoziny N x N oéislovali pfirozenymi ¢isly (,labely*) vétsimi nez 1.

Déle pro libovolnou relaci p € R oznaéime 5(p) = {a(z);z € p} U{1}. Relace p je podmnozina
mnoziny N x N a #(p) je mnozina ,labelu® prvku p obohacend ¢islem 1. Zejména plati (p) C N
a definovali jsme tedy zobrazeni 5 : R — P(N). Pritom je vidét, ze zobrazeni § je injektivni a
navic nenf obt{zné dokézat, ze se jednd i o homomorfismus svazu (R,U,N) do svazu (P(N),U,N).
(Dokonce bychom mohli fici, ze se jedna o izomorfismus svazu R a podsvazu P(N) sestdavajictho
z podmnozin obsahujicich prvek 1.)

Kone¢né pro relaci p € R oznacime g(p) = (B(p) x B(p)) UA C N x N. Snadno se ovéii, ze
pro libovolnou mnozinu A C N je relace (A x A) U A relaci ekvivalence na N — tuto relaci budeme
znacit 74. Proto je g korektné definované zobrazeni z mnoziny R do mnoziny £ a muzeme psat
g(p) = T5(p)- Vzhledem k tomu, ze z rovnosti 74 = 75 plyne A = B a ze 3 je injektivni zobrazent,
dostaneme navic, ze g je injektivni zobrazeni.

Uvazme nyni dvé podmnoziny A, B C N obsahujici ¢islo 1 a k nim pfislusné relace ekvivalence
T4 a 7. Potom ve svazu £ plati:

TANTB=TANTB =TanB, TAVTB =TauB. (%)
Prvni rovnost plyne z jednoduché mnozinové rovnosti
(AxA)N(BxB)=(ANB)x (ANB)

a druhd plyne ze skutecnosti, Ze supremum se ve svazu £ pocita jako tranzitivni obal sjednoceni
prislusnych relaci. (Poznamenejme, ze pro platnost druhé rovnosti je nezbytné, aby mnoziny A a
B mély neprazdny prunik, coz nam zajistuji predpoklady 1 € A, 1 € B.)

Zbyvéa nam dokézat, ze zobrazeni g zachovavéa operace infima a suprema. Bud'te p,o € R
libovolné relace. Pak

9(pU ) = T5(500) = Ta(p)UB(0) = Ta(p) ¥ TB(e) = 9(P) V g(0) ,

kde prvni a ¢tvrtd rovnost plati dle definice zobrazeni g, druhd rovnost plati, nebot 3 je homo-
morfismus svazi, a tiet{ rovnost plyne z vlastnosti (x). Podobné dostaneme

9PN T) = Ta(on0) = TB(p)NB) = T8(P) A Tao) = 9(p) A g(o) .

Dokézali jsme, ze g je injektivni homomorfismus svazu R do svazu €.

2. kolo — resSeni

a) Z predpokladu 1 € Im« plyne M # () i F, # (). Ukdzeme, Ze neprazdnd podmnozina F,
je uzaviend na operaci A. Pokud z,y € F,, pak a(x) = a(y) = 1, a protoze « je homomorfismus
svazi, dostavame a(xAy) = a(x)Aa(y) = 1A1 =1, tzn. x Ay € F,. Protoze M je konecny svaz, je
i mnozina F, koneénd a existuje tudiz n € N, a prvky fi,..., f, € M takové, ze F,, = {f1,..., fa}.
Muzeme proto uvazovat prvek fi A--- A fn, tj. infimum vSech prvkia mnoziny F,. Protoze je F,
uzaviend na operaci A, vidime, ze prvek f, = fi A+ A f,, je prvkem F,. (Formélné se indukei
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vzhledem ke k dokaze fakt fi A--- A fy € F,.) Navic zfejmé plati f, < f pro libovolny prvek
f € Fy,, a proto f, je nejmensi prvek podmnoziny F,.

Predpokladejme nyni, ze mame dva prvky b,c € M takové, ze f, = bV c. Zejména tedy plati
b,c < fo. Protoze 1 = a(f,) = a(bV ¢) = a(b) V a(c), nemuze byt zaroven a(b) =0 a a(c) = 0.
Ovsem z predpokladu «a(b) = 1 dostavame b € F, a tedy f, < b. To spolecné s b < f, dava
b = fa. Stejnym zpusobem z predpokladu a(c) = 1 plyne ¢ = f,. Dokdzali jsme tedy, ze f, je
V-nedosazitelny prvek v M.

Poznamenejme jesté, ze F, je filtr, protoze pro libovolné prvky x,y € M, splnujici x € F, a
y > x, dostavame a(y) = a(z Vy) = a(z) Va(y) = 1V aly) = 1. (Tzn. fakt, ze F, je nahoru
uzavienda podmnozina, plyne ze skutecnosti, ze kazdy homomorfismus svazu je zaroven izotonni
zobrazeni.) Lze tedy F, vyjadrit jako F, = {x € M;x > f,}, coz se ndm bude hodit pozdéji.

b) Dukaz v predchozi ¢asti fungoval, protoze pro koneénou mnozinu F, bylo mozné uvazovat
infimum v8ech jejich prvku. V protipiikladu tedy staci, aby F, obsahovala nekonecny klesajici
fetézec bez infima. Napriklad lze uvazovat mnozinu vsech celych ¢isel Z usporadanou dle velikosti.
Pokud o« bude konstantni zobrazeni do 1, pak zfejmé mnozina F,, = Z nemda nejmensi prvek.
Jinym prikladem je tfeba svaz (Q, <), taktéz usporddany dle velikosti, spolu se zobrazenim «,
které kladnym cislim prifadi 1 a nekladnym 0. Zde F,, je podmnozina kladnych racionalnich ¢isel,
kterd nemd nejmensi prvek.

c) Zjevné je mnozina X,, = {x € M;xz # m} dolu uzaviena: pro z € X,,,, * > y by y & X,
totiz znamenalo x > y > m, coz je spor s z € X,,,. Uzavienost mnoziny X,, na operaci supremum
dokazeme sporem. Predpokladejme existenci prvka z,y € X,, takovych, ze x Vy € X,,. Potom
plati zVy > m. Proto mA (xVy) = m. Nyni pouzijeme distributivitu svazu M: m = mA (zVy) =
(m Az)V (mAvy). Protoze m je V-nedosazitelny prvek v M, dostaneme bud m A z = m nebo
m Ay = m. Prvni moznost znamend m < z a druhd m < y. Oba piipady jsou ve sporu s
predpokladem x,y € X,,, a proto je predpoklad = V y € X, nesplnitelny. Dokézali jsme, Ze
podmnozina X, je uzaviend na operaci supremum, a je tedy idedl.

Uvazme nyni zobrazeni a,,, : M — {0, 1} a libovolné prvky x,y € M. Potifebujeme ovéfit, ze
plati nasledujici rovnosti

am(@ A Y) = am(@) Aam(y), ()

am (2 VYy) = am(x) Van(y). (%)

Dokazme nejdiive rovnost (x). Pokud = € X,,, nebo y € X,,,, pak x Ay € X,,,, protoze X,, je
idedl. Obé strany rovnosti (*) jsou tedy rovny 0. Pokud =z ¢ X,, a zdroven y € X,,, pak © > m
a y > m, z ¢ehoz plyne z A y > m. Dle definice o, madme v tomto piipadé a,,(z) = an(y) =
am(z A y) =1 arovnost (x) opét plati.

Nyni ovérime rovnost (xx). Pokud x i y nalezi do idedlu X,,, pak médme i 2 Vy € X,,, a proto
rovnost (%) v tomto pripadé plati, nebot a,,(z) = am(y) = am(z Vy) = 0. Pokud x ¢ X,, nebo
y & Xpm, tj. © > m nebo y > m, pak x Vy > m a obé strany rovnosti (xx) jsou rovny 1. Tim jsme
dokonéili ovéfeni obou pozadovanych rovnosti (%), (%), a a;, je homomorfismus svaz.

d) Uvazme svaz Ms, tj. svaz obsahujici nejmensi prvek 0, nejvétsi prvek 1 a trojici nesrovna-
telnych prvkua z,y, z, pro néz plati 0 < z,y,z < 1. Potom pro m = x mame X,, = {0,y, 2}, coz
nen{ idedl, nebot y V z € X,,. (Povsimnéme si, Zze X,, je doli uzaviend podmnozina, protoze v
¢asti ¢) jsme pro dukaz této vlastnosti distributivitu nepotiebovali.)

Déle a,(y V 2) = aun (1) = 1, pritom oy, (y) = aun(z) = 0. Tedy vy, neni homomorfismus.

e) Jelli M prazdny svaz, pak existuje pravé jeden homomorfismus svazu M do svazu 2.
Piedpoklddejme ddle, ze M # (). Ozna¢me A mnozinu vSech V-nedosazitelnych prvku svazu M a
B mnozinu vSech homomorfismu svazu M do svazu 2, které zobrazuji néktery prvek na prvek 1.
Z konecnosti mnoziny M plyne i koneénost mnozin A a B. Ziejmé existuje jediny homomorfismus
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svazu M do svazu 2, ktery neni prvkem B, a tim je konstantni zobrazeni na prvek 0. Proto je
pocet vSech homomorfismu svazu M do svazu 2 roven |B| + 1.

V ¢&ésti ¢) jsme pro libovolny prvek m € A zkonstruovali homomorfismus «,, € B. Muzeme
tedy definovat zobrzeni ¢ : A — B, které prvku m piiradi ¢(m) = a,,. Pfitom pokud pro dva
prvky m,n € A plati oy, = a, potom z rovnosti 1 = a;,(m) = a,(m) plyne m > n, a naopak z
rovnosti 1 = ay,(n) = ayy(n) plyne n > m. Tedy predpoklad «,, = a,, implikuje m = n. Zobrazen{
¢ je tedy injektivni a proto |A| < |B].

V ¢asti a) jsme pro libovolny homomorfismus o € B definovali F, jako mnozinu vsech prvku
x spliujicich a(x) = 1, ukdzali jsme, Ze ma nejmensi prvek f, € F,, a odvodili jsme rovnost
F, ={x € M;x > fo}. Muzeme tedy definovat zobrzeni 1), které homomorfismu « € B priradi
prvek f,. Protoze jsme dokazali, ze prvek f, je V-nedosazitelny, je 1) zobrazeni mnoziny B do
mnoziny A. Pritom pokud pro dva homomorfismy o, € B plati f, = fg, potom F, = {x €
M;xz > fo} ={x € M;x > fg} = Fp. Pro libovolné x € M tedy mame a(z) =1 <= z € F, =
Fs < f(x) = 1. Pfedpoklad f, = fg proto implikuje o = 3. Zobrazeni 1) je injektivni a tudiz
1Bl < |Al.

Dokézali jsme, ze |A| = |B|. Pocet vSech homomorfismu svazu M do 2 je proto roven |B|+1 =
Al +1=n+1.

f) Pokud P = () nebo 3 je konstantni zobrazeni, pak lze za « vzit také konstantni zobrazeni.
(V pripadé M = () minfme konstatnim zobrazenim prézdné zobrazeni.) Predpoklddejme tedy, ze
P#()almp=1{0,1}.

Protoze P je podsvaz M, je také koneénym distributivnim svazem a muzeme na néj a na
homomorfismus 3 aplikovat pfedchozi poznatky. Zejména dle ¢ésti a) je podmnozina Fz C P filtr
v P s nejmensim prvkem m = f3. Tento prvek m je V-nedosazitelny v P a proto X,, = {x € P;z #
m} je idedl v P, dle ¢asti ¢). Pfitom X, # 0, nebot X,,, = () by znamenalo, Ze m je nejmensi
prvek P a ( je konstantni zobrazeni do 1, coz jsme vyloucili predpokladem Im g = {0, 1}. Protoze
svaz P je kone¢ny, ma neprézdny idedl X,,, nejvétsi prvek (je to supremum vsech jeho prvku) i.
Pro libovolny prvek x € P tedy plati f(z) =1 <= z>ma f(z) =0 < =z <. Také vidime,
ze z 1 € Xy, plyne @ 2 m. Dodejme jesté, ze mnoziny X, a Fg = {& € P;xz > m} jsou tedy
dvé disjunktni podmnoziny mnoziny P, jejichz sjednoceni je celd mnozina P. (Tvoii tedy rozklad
mnoziny P.)

Prvek m nemusi byt V-nedosazitelny v M, ale z konecnosti M plyne, ze m lze psat jako

supremum V-nedosazitelnych prvka v M, tj. m = miVmsV---Vmyg, kde mq,. .., mg jsou vhodné
V-nedosazitelné prvky v M. Snadno se vidi, ze existuje index j € {1,...,k} takovy, ze i 2 m;,
protoze piedpoklad ¢ > m; pro viechna j € {1,...,k} implikuje i > m; Vma V-V my = m, coz

neni pravda. Nasli jsem tedy V-nedosazitelny prvek ¢ = m; v M, pro ktery plati ¢ < m, i 2 q.

Uvazme nyni homomorfismus svazi oy : M — 2 definovany v ¢ésti ¢). Pro néj a libovolny
prvek x € P plati: pokud > m, pak x > m > ¢ a tedy oy(x) = 1 a pokud = < i, pak =z # ¢
(nebot x > ¢ znamend ¢ < x < i, spor) a tedy ay(x) = 0. Dostdvdme tak v obou pfipadech
aq(x) = B(x) pro viechna x € P, a proto a4|p = f.

Jiné reseni: V predchozim feSeni lze druhy a treti odstavec nahradit jinou tvahou, ktera
pouziva vétu o reprezentaci konecénych distributivnich svazu. Podle ni 1ze predpokladat, ze M
je (az na izomorfismus) podsvaz svazu (P(Z),U,N), pro vhodnou kone¢nou mnozinu Z. Je tedy
m=CCZai=DCZ. Pritom i =D 2 C' = m znamen4, ze existuje prvek ¢ € C' C Z takovy,
ze ¢ ¢ D. Nyni muzeme definovat zobrazeni «, a to dokonce s definiénim oborem P(Z), takto:
aY) =1 < ceY. Ziejmeé se jednd o homomorfismus svazu P(Z) do svazu 2, a tim padem
i 0 homomorfismus svazu M do 2. Pro libovolny prvek Y < (tzn. Y Ci= D) mdme c ¢ Y, a
tudiz a(Y) = 0; a pro prvek Y > m (tzn. Y D m = C) mame ¢ € Y, a tedy o(Y) = 1. Proto pro
libovolné Y € P plati a(Y') = B(Y) a « je hledany homomorfismus.
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3. kolo — rtesSeni
a) Ozna¢me X mnozinu ze zadani, tj.
X = { (an/\alg/\---/\alkl)\/(agl/\agg/\---/\a%)\/...

---\/(anl/\ang/\---/\ankn); n,ki,...kp € Nyajr,...ank, GA}. (*)

Chceme ukézat, ze X je podsvaz svazu (G, V, A) generovany mnozinou A, tzn. nejmensi podsvaz
svazu (G, V, A), ktery obsahuje mnozinu A. Zrejmeé plati A C X, nebot v () lze vzit n =1, ky = 1
a za prvek ai; brat postupné vSechny prvky z mnoziny A.

Dokazme dale, ze X je podsvaz (G,V,A). Predné si poviimnéme, ze (dle notace ze zadani
¢asti b)) mnozina X sestdva pravé z prvki, které jsou supremem nékolika prvki z mnoziny A”.
Uvazujme nyni dva libovolné prvky =z a y z X. Muzeme tedy psiat © = z1 Vo V-V x, a
y=y1Vy2 V-V yn, kde z;,y; € A" pro viechna i <n a j < m.

Snadno se nahlédne, ze tVy =x1Vaa V- Vo, Vy Vya V- -V y, je prvkem mnoziny X,
nebot je supremem prvki z A”. Mnozina X je tedy uzaviena na suprema. Dale muZeme psat

xAy=z Ay Vy2V---Vyn)=(@Ay)V(@Ay) V- V(TAYn),
kde jsme pouzili distributivitu svazu (G, V, A). Pro libovolné j < m pak plati
e ANy;j =@ VaraV---Va,) ANy = (@1 Ayr) V(ea Ay;j) V-V (zp Ay;).

Protoze plati x1,...,Tn,y1,...,Ym € A", dostdvame, Ze pro libovolné ¢ < n a j < m plati
z; Ayj € A", Proto je x Ay supremem prvku z A" a tedy 2 Ay € X. Tudiz X je podsvaz svazu
(G,V, N).

Konecné predpokladejme, ze M je podsvaz svazu (G, V, A\), ktery obsahuje mnozinu A. Protoze
A" obsahuje jen infima prvki z A, dostdavdme A C M. Podobné X obsahuje pouze suprema prvkii
z AN a tedy X C M. Dostavame tedy, Zze X je nejmensi podsvaz obsahujici A.

b) Pro libovolnu neprazdnou podmnozinu B koneéné mnoziny A mame jednoznacné dén prvek
inf B € A". Tim je tedy definovdno zobrazeni a z mnoziny P’(A), mnoziny vSech neprazdnych
podmnozin n prvkové mnoziny A, do mnoziny A”. Uvazme libovolny prvek a = a; Aas A---Aa, €
A", Pokud existuji 1 < i < j < n takové, ze a; = a;, potom diky zdkladnim vlastnostem operace
A, tj. asociativité, komutativité a idempotenci, plati a = a1 A--- Aaj—1 Aajp1 A--- Aay,. Lze tedy
jakykoliv prvek z A" psat jako infimum rtznych prvki a zobrazeni « je proto surjektivni. ProtoZe
mnozina P’(A) mé pravé 2" — 1 prvkl, ma mnozina A" nejvyse 2" — 1 prvki.

c) Pokud budeme uvazovat dudlni konstrukei ke konstrukei z ¢asti b), muzeme definovat, pro
libovolnou podmnozinu B C G, mnozinu BY = {by V ---V by,;m € N,by,...,b, € B}. Pfitom
dudlnf tvrzenf k tvrzeni z casti b) iikd, ze |BY| < 218l — 1.

Necht (G, V, A) je generovany n prvkovou mnozinou A. Tvrzen{ z ¢dsti a) lze nyni zapsat takto:
G = (A) = (A")Y. Protoze |A"| < 2" — 1, dostavame |G| < 22"~1 — 1. Zejména je mnozina G
konec¢na.

d) Oznacme A = {a,b,c}. Vime, ze B = A" = {a,b,c,a ANb,a Ac,bAc,a ANbAct ma nejvyse
sedm prvku. Navic v podmnoziné B usporddané mnoziny (G,<) je a A b A ¢ nejmensi prvek, a
déle z Ay < x pro libovolnou volbu z,y € A. Pokud budeme uvazovat BY = {by V-V by,;m €
N,by,...,by € B}, pak ve vyrazu by V -+ V by, lze brat prvky by, ba, ..., b, jako nesrovnatelné;
v opacném piipadé, lze vysledny prvek zapsat jednoduseji, a to vypusténim mensiho z dvojice
srovnatelnych prvku. Uréeme, kolik takovych vyrazu (s po dvou nesrovnatelnymi prvky) existuje
pro kazdé mozné m. V téchto vyrazech nebudeme, pro m > 2, pouzivat prvek a A b A ¢, ktery je
mensi nez vSechny ostatni prvky, a také nebudeme rozliSovat mezi vyrazy, které davaji — pouzitim
asociativity, komutativity a idempotence — stejny prvek v G.
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e Pro m = 1 dostaneme sedm vyrazu a,b,c,a Ab,a Ac,bAc,a NbAc, tj. vyjadieni prvkua
mnoziny A”.

e Prom = 2 mame k prvku @ maximélné t¥i nesrovnatelné prvky, a to b, ¢ a b A c. Mame tedy
tii vyrazy a Vb, aVcaaV (bA c). Podobné pro b a ¢ dostaneme navic bV e, bV (a A ¢),
¢V (a Ab). Pokud ve vyjadreni by V by neni zadny z prvka z mnoziny A, pak dostdvame tii
mozné vyrazy (a Ab)V (aAc), (aAb)V(bAc)a (ahc)V (bAc). Celkem tedy mame devét
vyrazu pro m = 2.

e Pro m = 3, pokud vyraz obsahuje dva prvky z mnoziny A, pak ten tfeti také musi byt
z mnoziny A, tj. dostaneme vyraz a V bV ¢. Podobné pokud vyraz obsahuje dva prvky z
mnoziny {a A b,a A ¢,b A ¢}, pak ten tfeti také musi byt z této mnoziny, tj. mdme vyraz
(anb)V(anc)V(bAc).

e 7 predchozi tvahy také plyne, ze pro m > 4 vyraz by V --- V b, nutné obsahuje srovnatelné
prvky.

Celkem tedy mame
BY ={a,b,c,a ANb,aAc,bAc,aANbAc,aVbaVebVeaV(bAc),bV(aAc),cV (anb),

(anb)V(anc),(anb)V(bAc),(aNec)V(DAc),avVbVe, (aAb)V(anc)V (bAC)}.
Zejména dostdvame |G| = |BY| < 18.

e) Prazdnd mnozina je dédicnd, a také M je dédicnd. Ma proto (H (M), C) nejmensi a nejvetsi
prvek, coz jsou navic supremum a infimum prazdné mnoziny. Prunik a sjednoceni libovolného
neprazdného systému dédiénych podmnozin uspordadané mnoziny (M, <) je dédi¢na podmnozina
— dukaz je snadny. Proto je H(M) uplny svaz. Navic se suprema a infima pocitaji stejné jako ve
svazu (P(M), C), vSech podmnozin mnoziny M, a je proto H(M) podsvaz svazu (P(M),U,N).
Protoze (P(M),U,N) je distributivni svaz a podsvaz distributivniho svazu je distributivni svaz,
dostédvame, ze (H(M),U,N) je distributivnim svazem.

Mé&-1i usporddand mnozina (M, <) nejmensi prvek a, pak a je prvkem kazdé neprazdné dédicné
podmnoziny mnoziny M. Proto H(M) = D(M) U {0} a D(M) je podsvazem svazu H(M) s
nejmensim prvkem {a}. Je proto D(M) distributivni svaz a navic je i iplnym svazem. Nicméné je
vhodné si uvédomit, ze supremum prézdné podmnoziny je nyni nejmensi prvek v D(M), tj. {a}.

f) Za (M, <) vezmeme sedmiprvkovou usporadanou mnozinu (P’({1,2,3}),<), kde X <Y
pravé kdyz Y C X. Je tedy {1,2,3} nejmensim prvkem. Oznac¢me nyni dédi¢né podmnoziny

a = {{1}7 {17 2}7 {173}7 {17 273}} ’

b= {{2}7 {17 2}7 {27 3}7 {17 2, 3}} )
c= {{3}’ {1’ 3}’ {2’ 3}’ {1’ 2, 3}} .

Zbyvé overit, ze viechny vyrazy z vyjadieni BY z €dsti d) jsou po dvou ruzné dédiéné podmnoziny
v M (pfipomindme, Ze operacemi jsou prunik a sjednoceni):

anb={{1,2},{1,2,3}}, anc={{1,3},{1,2,3}}, bAc={{2,3},{1,2,3}},
anNbAe=1{{1,2,3}},

aVb= {{1}7 {2}7 {17 2}7 {17 3}7 {27 3}7 {17 2, 3}}7
aVce= {{1}’ {3}’ {1’ 2}’ {1’ 3}’ {2’ 3}’ {1’ 2, 3}}’
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bVe={{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}},
aV(bAc)={{1},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}},
bV (anec)={{2},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}},
cV(anb)={{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}},
(anb)V(anc)=1{{1,2},{1,3},{1,2,3}},

(and) Vv (bAe)={{1,2},{2,3},{1,2,3}},
(anc)V(bAe)=1{{1,3},{2,3},{1,2,3}},
aVbVve={{1}{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}},
(anb)V(anc)Vv(bne)={{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

4. kolo — reSeni

a) Pokud pro prvek s € S existuje f € F takové, ze s > f Az, pak ziejmé s € (F U {z})T,
nebot f Ax € (F U{x})?t. Naopak, pokud s € (F' U {x})?, pak podle véty 3.2 z uéebniho textu
existuje n € Naay,...,a, € FU{x} takové, ze s > a3 A---Aay. Pokud je a; = ... = a, = x, pak
ziejmé s > x > x A f pro libovolné f € F (takové existuje, nebot F je neprazdny). Pokud aspori
jeden z prvku aq, ..., a, neni roven x, pak musi patfit do F'. Pak ozna¢me f infimum (neprazdné)
mnoziny téch prvku z ay,...,a,, které patii do F, Zfejmé pak a; > f Ax pro 1 <i <n (protoze
bud a; > f nebo a; = z), takze s > ay A---Nay, > f Ax.

b) (i) = (ii): Necht F je ultrafiltr A a predpokladejme sporem, Ze existuji x,y € A takové, ze
xVy€Faxy¢F. Potom je filtr (FU{xz})1 ostie vétsi nez F. Pokud ukazeme, Ze je to navic
vlastni filtr, tak dostaneme hledany spor. Kdyby bylo y € (F U {x})?, pak podle ¢asti a) existuje
f € F takové, ze y > f Ax. Potom z distributivity A plyney = (fAz)Vy = (fVy)A(zVy) € F,
nebot fVy € F (z uzavienosti F nahoru) a z Vy € F (podle predpokladu), coz je spor. Takze
y & (FU{z})T, atedy (FU{z})T je vlastni filtr.

Pozn.: V této ¢asti jsme nijak nevyuzili komplementaritu svazu A ale pouze distributivitu,
tato implikace tudiz plati pro vSechny distributivni svazy.

(i) = (iii): Necht je splnéna podminka (ii) a © € A. Plati x V2’ = 1 € F (nebot F je
neprazdny), takze podle (ii) plat{ 2 € F nebo 2’ € F.

Pozn.: Vsimnéte si, ze pro zaddny prvek z € A nemuze platit oboji z € F a 2/ € F, protoze
potom by platilo 0 = 2 A2’ € F, a tak by F nebyl vlastni filtr.

(iii) = (i): Necht je splnéna podminka (iii) a predpoklddejme sporem, ze F' nenf ultrafiltr, tedy
existuje ostfe vétsi vlastnf filtr F” Booleovy algebry A. Zvolme libovolny prvek x € F’\ F. Potom
x ¢ F, a tedy podle (iii) je 2/ € F, a tudiz 2/ € F'. Je tedy z,2’ € F’, coz je podle predchozi
pozndmky spor s tim, ze F” je vlastni filtr.

c¢) Bez 4jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze F' je neprazdny, protoze kdyby byl prazdny

tak ho muzeme nahradit filtrem {1} (ktery je vlastni, protoze A je netrividlni Booleova algebra),
¢imz neporusime podminku F NI = @, nebof I je vlastn{ idedl A a tak 1 ¢ I.
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Necht F je mnozina vsech vlastnich filtrii A, které obsahuji F' a jsou disjunktni s I. UkéZeme,
ze uspordadand mnozina (F, C) spliuje predpoklady Zornova lemmatu. Zrejmé F € F, takze F
je neprazdnd. Necht () # C' C F je libovolny neprazdny fetézec v F. Ukdzeme, ze M = Uree T
rovnéz patif do F, potom to zfejmé bude horni zdvora C. Necht x,y € M. Potom existuji 71,15 €
C takové, ze x € T1 a y € Ty. Jelikoz C je Tetézec, tak plati 77 C Ty nebo T C Ti. Potom
z,y € max(Ty,Ty), a tak x Ay € max(Ty,T5), tudiz x Ay € M. Dale M je sjednocenim nahoru
uzavienych mnozin, a tak je rovnéz nahoru uzaviend. Ukazali jsme tedy, ze M je filtr A. Ziejmé
M obsahuje F' (nebot C je neprézdnd a kazdy jeji prvek obsahuje F') a je disjunktni s I (nebot
kazdy prvek C' je disjunktni s I). Navic vsechny prvky C jsou vlastni filtry A, takze neobsahuji
0, tudiz 0 ¢ M, a tak je M vlastni filtr A. Celkem jsme tedy dokézali, ze M € F.

Podle Zornova lemmatu existuje néjaky maximalni prvek mnoziny F, ozna¢me ho U. Budeme
hotovi, kdyz ukézeme, ze U je ultrafiltr A. Jelikoz F C U a F # (), tak U # (. Podle tvrzen{ z b)
budeme hotovi, kdyz ukazeme, ze U spliiuje podminku (ii) z tohoto piikladu. Predpokladejme tedy
sporem, zZe existuji z,y € A tak, ze xtVy € U a x,y ¢ U. Stejné jako v dukazu implikace (i) = (ii)
v pifkladu b) se ukaze, ze potom (UU{x})T a (UU{y})1 jsou vlastni filtry A, které jsou ostie veétsi
nez U. Ani jeden z téchto filtrii nemtze byt disjunktni s I, protoze pak by patfil do F a dostali
bychom spor s maximalitou U. Zvolme libovolné prvky s; € (UU{z})t NTas, € (UU{y})t NI.
Potom podle piikladu a) existuji uj,us € U takové, ze s1 > uy Az a s9 > ug Ay. Jelikoz I je
uzavieny dolu, tak u; A x,us Ay € I, z ¢ehoz plyne (u3 Ax)V (uz Ay) € I. Podle distributivity A
plati (ug Az)V (ua Ay) = ((ur Az)Vu) A((ur Az)Vy) = (ur Vua) A(zVus) A(ur Vy) A (zVy) € U,
protoZe uj V ug,x V ug,u; Vy € U (nebof U je uzaviena nahoru) a x Vy € U podle piedpokladu.
Jelikoz ale U N I = (), dostali jsme hledany spor.

d) Nejprve ukdzeme, ze zobrazeni i je injektivni. Nechf z,y € A, z # y. Potom je z £ y nebo
y % z. V prvnim pripadé plat{ 21 Nyl= 0 (nebot kdyby existovalo n&jaké z € x1 Ny, tak by
bylo z < z < y), a tak podle tvrzen{ z piikladu ¢) existuje U € U(A) tak, ze 21 C U a U Nyl= 0,
tedy z € U ay ¢ U. Analogicky pokud y £ x, tak existuje U € U(A) tak, ze z ¢ U ay € U. Plati
tedy i(x) # i(y), a zobrazeni ¢ je tudiz injektivni.

Nyni ukazeme, ze ¢ je homomorfismus Booleovych algeber. Ultrafiltry jsou podle definice vlastni
filtry, a tak plati i(0) = . Jelikoz je A netrividlni Booleova algebra, tak prézdny filtr neni jeji
ultrafiltr (nebot {1} je ostie vétsi vlastni filtr A). Tudiz vSechny ultrafiltry A jsou neprdzdné,
a proto i(1) = U(A). Nechf z,y € A. Pro libovolny filtr F' Booleovy algebry A ziejmé plati
x ANy € F prave tehdy, kdyz x € F a y € F, a pro libovolny ultrafiltr U Booleovy algebry A
plati podle pfikladu b) z Vy € U préavé tehdy, kdyz = € U nebo y € U. Odtud dostaneme, ze
ilxNy)={UcU(A);zNyecU}={UclU(A);zcUayclU}=
{UclU(A);z cUIN{U eU(A);y e U} =i(z)Ni(y) ai(xzVy) ={U eU(A);avy e U} ={U €
U(A);z € Uneboy e U} ={U e U(A);z € Uy U{U € U(A);y € U} = i(z) Ui(y). Dokézali
jsme tedy, ze zobrazeni i je skute¢né homomorfismus Booleovych algeber.

Pozn.: V pripadé, ze A je konecnd, se snadno uvidi, ze jeji ultrafiltry jsou praveé filtry tvaru af,
kde a je atom A, zobrazeni i je tedy vlastné totozné se zobrazenim h z dukazu véty 8.7 z ucéebniho
textu. V tom piipadé je tedy i dokonce izomorfismus Booleovych algeber. Nicméné pokud je A
nekoneénd, pak uz toto zobrazeni nemusi byt surjektivni. Lze ukédzat, ze na U(A) lze zavést jistou
topologii tak, ze potom pro kazdou mnozinu P C U(A) plati, ze P lezi v obrazu i préavé tehdy,
kdyz je P v této topologii obojetnd (tj. zadroven oteviend i uzaviend). Tato tvrzeni jsou ¢dsti véty
nazyvané Stoneova dualita.
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5. kolo — fFeSeni

a) Abychom dokézali, ze podokruh P je podtéleso, musime pro libovolné a € P, a # 0, ukazat,
7ze a~! € P. Protoze K C T je algebraické rozsfieni téles a a € T, je a algebraicky prvek nad K.
Podle véty o jednoduchych rozsifenich z prednasky pak vime, ze K|a] = K(a), tedy podokruh
télesa T' generovany K U {a} je podtélesem télesa T'. Protoze P je podokruh télesa T a plati
K U{a} C P, je Kla] C P. Potfebné plyne z toho, ze a~! € K(a) = K|a] C P.

b) plyne z d) nize volbou n = 2.

c) Polorme K = Q, o = —% + z@ Pak o® = 1, tedy Q(a®) = Q. Protoze 2% — 1 = (z —
1)(z2+2+1) aa # 1, je a kofenem polynomu 2 + z + 1. Soucasné a ¢ Q, tedy Q(a) # Q(a?) a
22 4+ 2 + 1 je minimalni polynom prvku a nad Q, proto [Q(a) : Q] = 2, coz neni délitelné tFemi.

d) Ziejmé o" € K(a), a tedy K(a") C K(«a). Ozna¢me m = [K(a) : K(a")]. Protoze «
je kofenem polynomu 2" — o" € K(a™), minimalni polynom f prvku a nad K(a™) je délitelem
polynomu z™ — ™. Proto m = st f < st(z" — a") = n. Z inkluzi K C K(a™) C K(«) a véty o
nasobeni stupnu plyne [K(«) : K] = m - [K(a") : K|, a tedy zadné prvocislo p < n neni délitelem
¢isla m. To spolu s m < n davd m = 1, coz znamend K (o) = K(a™).

e) Protoze v piipadé u = v je tvrzeni ziejmé, muzeme predpokladat, ze p # v. Jisté plati
K(pu+v) C K(u,v), budeme tedy dokazovat opacnou inkluzi. Protoze

2ur = (n+v)? —p? = v € K(u+v)

a%:p%l € K, plati puv € K(pu+ v). Pak

p(p? = v?) = (° — w)(p+v) € K(p+v),

coz vzhledem k
0# (pt+v)(p—v)=p* -1 e K

dava p € K(u+v), tedy také v = (u+v) — p € K(u+ v). Dohromady K (u,v) C K(u+ v).

f) (i)=(iii) Z predpokladu mame ¢ € K tak, ze a®> —b = c?. Zvolme libovolné y, v € C tak, aby
p? = ate v? = ¢ Ziejmé p?,v? € K. Protoze (2uv)? = 4p*v? = (a+¢)(a —¢) = a® — * = b,
libovolné B € C spliujici 42 = b je tvaru = +2uv. Bez jmy na obecnosti lze piedpokladat
B = 2uv (jinak zvolime —v misto v). Pak (u+v)* — = p? 4+ 12 = <€ 4 45 = q.

(iii)=(ii) Plyne z toho, Ze jisté néjaké B € C spliujici 5% = b existuje.

(ii)=(i) Plat{ tedy a + 8 = (u + v)?, odkud 2uv = 8 + (a — pu? — v%), umocnénim
AP = B+ (a— i — V) + 2B(a — i — 1?).
Protoze a, 32, u%,v% € K, pokud by a — u? — v? # 0, dostali bychom tpravou

4202 — B — (a — 2 — 12)?
2(a — p? —v?)

/8: GK’

coz neni pravda. Je tedy a = pu? + 12, odkud 3 = 2uv. Proto

a2 _bh= (:U’Q +V2)2 _ (2,[“/)2 _ :U’4+2:U’2V2 +V4_4Iu2y2 _ (MZ _VZ)Z.
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6. kolo — reSeni

a) Predpoklddejme sporem, ze char F = p > 0 (kde p je prvoéislo). Potom v F plati —1 =
12 4+ ... + 1% takze F nenf formélné redlné, spor.
—_———

p—1 scitancu

b)-i) Necht a,b € P. Potom a > 0, z ¢ehoz plyne a+b > b. Zaroveri b > 0, takze z tranzitivity
dostavame a+b > 0. Z podminek a > 0, b > 0 rovnéz plyne ab > 0. Plati tedy a+b,ab € P, a tak
P+P C PaP-PC P.Prolibovolné a € F plati a > 0 nebo a < 0, nebot jde o linedrni uspoiadan,
tudiz @ > 0 nebo —a > 0. Odtud plyne P U (—P) = F, a navic plati a®> = a-a = (—a) - (—a), v
obou pifpadech tedy dostdvame a® > 0, tj. a®> € P. Zejména je tedy 1 =12 > 0, takze —1 <0 a z
antisymetrie dostdvame —1 ¢ P.

ii) Z podminky P U (—P) = F plyne, ze pro kazdé a € F je a € P nebo —a € P, z podminky
P - P C P analogicky jako v piedchozi ¢asti dostaneme, ze a? € P. Zejména tedy pro kazdé a € F
plati @ —a = 0 = 0% € P, z ¢ehoz plyne, zZe relace < je reflexivni. Pokud pro néjaké a,b € F plati
a<bab<a,pakb—a,a—b € P,tudizz P-P C P plyne —(b—a)? = (b—a)-(a—b) € P. Kdyby bylo
a # b, tak by platilo (1/(b—a))? € P,atak z P-P C P by bylo -1 = —(b—a)?-(1/(b—a))? € P,
coz je spor. Je tedy a = b a < je antisymetrickd relace. Dale pokud pro a,b,c € F médme a < b a
b<c pakb—a,c—be P, takiez P+ P C Pplynec—a = (¢c—b)+(b—a) € P, tj. a < c. Relace
< je tedy i tranzitivni, a dohromady je to tudiz usporddani. Z podminky P U (—P) = F navic
plyne, ze pro kazdé a,b € F jeb—a € P nebo a—b € P, takze a < bnebo b < a, je to tedy linearni
usporddani. Déle pokud pro a,b,c € F plati a leb, pak b —a € P. Jelikoz (b+¢) —(a+c¢) = b—a,
plati pak a + ¢ < b+ c¢. Kone¢né z podminky P - P C P dostaneme, ze pro a,b > 0 je ab > 0.
Relace < je skutecné linedrni usporadani na F', vzhledem ke kterému je to usporadané téleso.

c)-i) Oznaéme P = {a € R: a = 0} a R] = {a € R: a > 0}. Podle pozndmky v komentafi
staci dokazat, ze P = R{. Z ditkazu é4sti b)i) vime, Ze pro kazdé a € R platf a® € P, tudiz pro
kazdé a > 0 plati a = (v/a)? € P, takze Rar C P. Kdyby pro néjaké a < 0 platilo a € P, pak by
bylo a, —a € P, takze —1 = a-(—a) - (1/&)2 € P, coz je podle b)i) spor. Je tedy P = ]RS' a<=<.

ii) Opét oznac¢me P = {a € Q: a >0} a Qf = {a € Q: a > 0}. Zfejmé 0 € P a podle ditkazu
¢asti b)i) plati 1 = 12 € P, z éehoz se snadno indukef dokéze, ze Ng C P, kde Ny = QSF NZ. Kazdy
prvek QF je tvaru r/s, kde r € Ng a s € N. Plati r/s = rs-(1/s)? € P, a tak Qf C P. Analogicky
jako v ¢)i) se dokaze, ze tato inkluze je dokonce rovnost, a proto < = <.

d) Ozna¢me ¢ automorfismus télesa Q(v/2) dany vztahem o(a +bv/2) = a —by/2 pro a,b € Q.
Ziejmé standardni uspofddéni < (ztzené na Q(v/2)) je jedno mozné uspofadani, vzhledem ke
kterému je to usporadané téleso. Jelikoz je o automorfismus, snadno se nahlédne, ze relace <
definovand podminkou, ze a < b préveé tehdy, kdyz o(a) < o(b), rovnéz zaddvd mozné usporadéni
Q(v/2). Plati /2 > 0 a v/2<0, takze usporadani < a < jsou rizné. Pfislusné mnoziny nezdpornych
prvkil v téchto uspoiddanich potom jsou {a € Q(v/2): a > 0}, resp. {a € Q(+/2): o(a) > 0}.

Ukézeme, ze zadné jiné kompatibiln{ uspofadani na Q(v/2) neexistuje. Necht tedy < je linedrn{
usporadani Q(v/2), vzhledem ke kterému je to uspoiddané téleso. Vezméme si libovolné a,b € Q,
z nichz aspon jedno je nenulové. Potom plati a 4 bv/2 # 0, a — by/2 # 0 (nebot /2 ¢ Q) a navic
(a+bV?2) - (a —bv2) = a® — 2b? € Q. Z c)ii) plyne, Ze usporadani < a < se shoduji na Q (nebot
zizeni < na Q zadava kompatibilni usporadani na Q).

Pokud tedy a®—2b% > 0, pak a®>—2b? > 0, a tudiz a+bv/2 a a—bv/2 maji v < stejné znaménka.
Navic toto znaménko bude stejné jako znaménko jejich souctu. Plati ale (a + bv/2) 4 (a — bv/2) =
2a € Q, tudiz tento souCet bude mit v < stejné znaménko jako v <. V tomto piipadé je tedy
a+bv2 = 0 prave tehdy, kdyz a + bv/2 > 0.
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Pokud a? — 2b% < 0, pak a? — 2b? < 0, a tudiZz a + bv/2 a a — bv/2 maji v < opacénd znaménka.
To, které z nich je v < kladné a které zdporné, muzeme poznat podle znaménka jejich rozdilu v
<. Jelikoz (a + b\/i) — (a — b\/i) = 2bv/2 a 2b € Q, znaménko a + byv/2 v < je v tomto pifpadé
jednoznaéné urceno znaménkem V2 v <.

Celkem jsme ukézali, ze usporadéani < je jednoznaéné uréeno tim, jaké v ném mé v/2 znaménko.
Z toho je jasné, ze muzou existovat nejvyse dvé takovd usporadani, a tudiz plati < =< (to nastane,
pokud v/2 >~ 0) nebo <= < (pokud v/2 < 0).

e) Nechf < je libovolné usporddani F', vzhledem ke kterému je to uspoifddané téleso (takové
podle predpokladu existuje). Predpoklddejme sporem, ze F' neni formalné realné, tj. existuje n € N
aai,...,a, € F takové, ze —1 = Y | a?. V dikazu b)i) jsme ukazali, ze —1 < 0 a a®> > 0 pro

kazdé a € F, tudiz Y, a? > 0> —1, spor.

f)-i) Ukazeme, Ze usporadand mnozina (S, C) spliuje predpoklady Zornova lemmatu.

Oznacme
n
S = {Za?: né€N;ay,...,a, € F}
i=1

mnozinu viech prvkia F, které lze v I napsat jako soucet ¢tvercti. Necht a,b € S. Potom existuji
m,n €Naay,...,am,b1,...,bp € Ftak,zea=> 1" a2 ab= Z?Zlbg. Tudiz a+b= > ", a? +
Z?Zlb? € Saab= Zglzg}zl(aibj)Q €S, atak S+SCSaS-8CS. Ziejmé F2 C S a
jelikoz je F' formalné redlné, tak —1 ¢ S. Dohromady tedy dostavame, ze plati S € S, zejména
tedy S # 0.

Necht C je libovolny neprézdny fetézec v S. Ukdzeme, ze U = (Jy;cc M € S. Necht a,b € U.
Potom existuji M, My € C tak, ze a € My ab € Ms. Jelikoz C je Fetézec, plati a, b € max(Mi, Ms),
a proto a + b,ab € max(My,Ms) C U. Tudiz U+ U C U, U -U C U. Jelikoz C # ) a F2 C M
pro kazdé M € C, tak F? C U. Konetné —1 ¢ M pro kazdé M € C, a tak —1 ¢ U. Skutecné tedy
U € S, anavic U je ziejmé horni zavora C.

Podle Zornova lemmatu tedy existuje P € S, které je maximalni prvek S vzhledem k inkluzi.

ii) Vezmeéme si libovolné takové P a predpoklddejme sporem, ze existuje a € F takové, ze
a,—a ¢ P. Dokazeme, ze potom P+ a-P € S.

Necht b,c € P+ a - P. Pak existuji pi,p2,p3,ps € P takové, Ze b = p1 + aps a ¢ = p3 + apa.
Pak b+c¢ = (p1+p3) +a(pa+ps) € P+a- P (nebot p1+p3, pa+ps € P) a be = (p1p3+ a’paps) +
a(p1ps+paps) € P+a- P (nebot a® € P, a tak p1ps + a®papa, p1pa +paps € P). Déle plati F? C P
aPC P+a- P (protoze 0 € P), takze F? C P + a - P. Konetné piedpokliddejme sporem, 7e
—1 € P+ a- P. Potom existuji p;,py € P takové, ze —1 = py + ape. Jelikoz —1 ¢ P, musi byt
p2 # 0. Potom ale —a = (p1 + 1) - pa - (1/p2)? € P (nebot F? C P, a tedy zejména 1 € P, ¢ehoz
plyne p; + 1 € P). Plati ale —a ¢ P, takze dostdvame spor, a tedy —1 ¢ P + a - P. Celkem tak
dostdavame P+ a- P € S.

Jelikoz a=04a-1€ P+a-P (nebot 0,1 € P), tak je P C P+a-P. OvSem P je maxim&ln{
prvek S, coz je spor. Tudiz zadné takové a neexistuje, a tedy plati P U (—P) = F. Z b)ii) potom
plyne, ze I je usporadatelné téleso.

7. kolo — reSeni
a) Necht a,b € R+ I. Pak existuji r1,79 € R a i1,i2 € I takové, Ze a = 11 + i1 a b = ry + io.

Pak a+b= (ri1+7r9)+ (i1 +i2) € R+1I (protoze r1+ro € Raiy+is € I), —a=—r1—i1 € R+1
(protoze —r; € R, —iy € I) anavic0 =040 € R+ I (protoze 0 € R, 0 € I), takze (R+ I,+) je
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podgrupa (S, +). Dédle ab = rro+ (riig +i179 +i1i2) € R+ 1 (nebof rire € R a ryig,iyra,iris € I)
al=1+0€ R+1 (nebof 1 € R, 0 € I), takze (R+I,-) je podmonoid (S, ). Dohromady je tedy
R + I podokruh S.

Jelikoz I C R+1C S, Ijeidedl S a R+ I je podokruh S, tak zrejmé [ je rovnéz ideal R+ I.

Ozna¢me f homomorfismus okruhu R — (R~+1)/1, ktery vznikne slozenim inkluze R — R+ 1
a kanonické projekce R+ I — (R + I)/I. Dokazeme, ze f je surjektivni. Vezméme si libovolné
a€ (R+1)/I. Pak existujir € Rai€ [ tak, ze a = (r+i)+ 1. Pak a=r+1 = f(r), takze f je
skutecné surjektivni. Jadro projekce R+ 1 — (R + I)/I je I, tudiz jadro f tvoii prévé ty prvky
R, které se v inkluzi R — R + I zobrazi do I, tedy ptfesné prvky RN I. Tudiz RN I je idedl R a
plati R/(RN1I) = (R+1)/1, viz diagram.

R———R+1

| |

R/(RNI)-==(R+1)/I

b)-i) Jelikoz (I, +) je zfejmé podgrupa komutativni grupy (J+1,+), tak je kvocient (J+1)/I
korektné definovany. Dokédzeme, ze plati p(J) = (J+1)/I. Mé&jme libovolné a € p(J). Pak existuje
j € J takové, ze a = j+1I, a ziejmé plati a € (J+1)/I. Naopak, vezméme si libovolné a € (J+1)/1.
Potom existuji j € J ai € I takové, ze a = (j +1i) + 1. Pak a = j+ I = p(j) € p(J). Skutecné
tedy p(J) = (J + I)/I, navic jelikoz obraz idedlu v surjektivnim homomorfismu okruht je rovnéz
idedl, tak (J + I)/I je idedl R/I.

ii) Jelikoz I C J, tak ziejmé J + I = J, takze podle b)i) je J/I idedl R/I. Oznacme p
kanonickou projekci R — R/J a ¢ kanonickou projekci R — R/I. Jelikoz I C J = kerp, tak
existuje homomorfismus ¢: R/I — R/J takovy, ze p = ¢ o q. Jelikoz je p surjektivni, tak je ¢
taky surjektivni. Ukdzeme, ze plati ker ¢ = J/I. Necht a € ker ¢. Potom existuje r € R takové, ze
a=r+1Iaplati 0+ J = p(a) = ¢(¢q(r)) = p(r), a proto r € J aa=r+ 1 € J/I. Naopak necht
a € J/I. Pak existuje j € J takové, ze a = j + I. Z toho plyne p(a) = ¢(q(5)) =p(j) =0+ J, a
tedy a € ker ¢. Skuteéné tedy ker ¢ = J/I a dohromady dostévéme, ze plati (R/I)/(J/I) = R/J,
viz diagram.

R—L%R/J

LA
ql f//
P /

R/T /<

/
/
/

R/I
J/T

c)-i) Jelikoz obraz ideédlu v surjektivnim homomorfismu okruht je zase idedl, je zobrazeni «
korektné definované. Podobné vzor idealu v homomorfismu okruht je rovnéz ideél, navic pro kazdé
K € L(R/I) plati I = p~1(0) C p~}(K) = B(K), takze zobrazeni 8 je taky korektné definované.
Navic primo z definic je zfejmé, ze o i B jsou izotonni. Ukdzeme, Ze jsou i navzdjem inverzni.

Méjme libovolné J € Lj(R). Ziejmé plati J C p~L(p(J)) = B(a(J)). Naopak necht r €
Ba(J)) = p~Hp(J)). Pak p(r) € p(J), takze existuje j € J takové, ze p(r) = p(j). Tudiz
p(r—j) =041, protor—j € I. Jelikoz I C J, takr—j € J,atak r = j+(r—j) € J. Dostavame
B(a(J)) C J, a proto S(a(J)) = J.
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Nynf necht K € L(R/I). Jelikoz je p surjektivni, platif K C p(p~1(K)) = a(B(K)). Inkluze
a(B(K)) = plp'(K)) € K jo aicimi, a tedy a(8(K)) = K.

Zobrazeni « a [ jsou tedy skutecné navzdjem inverzni, takze L;(R) a L(R/I) jsou izomorfni
jako uspotradané mnoziny, a tudiz i jako svazy.

ii) Maximéln{ idedly R obsahujici I jsou préavé maximdlni prvky usporddané mnoziny, kterd
vznikne z L7(R) odebranim nejvétsiho prvku (tj. idedlu R). Analogicky maximélni idedly R/I jsou
pravé maximalni prvky usporddané mnoziny, kterd vznikne z £L(R/I) odebranim nejvétsiho prvku
(tj. idealu R/I). Jelikoz jsou usporddané mnoziny L£7(R) a L(R/I) izomorfni, tak si skuteéné tyto
idedly vzajemné odpovidaji.

Nyni ukézeme, ze prvoidedly R obsahujici I odpovidaji prvoidedlum R/I. Mé&jme libovolné
J € L1(R), ktery je navic prvoidedl R. Ukézeme, ze pak je p(J) prvoidedl R/I. Vime, ze J je
vlastni idedl R, takze z c)i) plyne, ze p(J) vlastni idedl R/I. Nechf a,b € R/I jsou takové, ze
ab € p(J). Potom existuji r,s € R takové, ze a = r+ 1, b = s+ 1. Pak ab = rs+ I € p(J),
takze s vyuzitim vysledku s c¢)i) dostavame rs € p~!(p(J)) = J. Jelikoz je J prvoidedl, tak je
r € J nebo s € J, atedy a = p(r) € p(J) nebo b = p(s) € p(J). Idedl p(J) je tedy skutecné
prvoideal R/I. Necht naopak K € L(R/I), ktery je navic prvoidedl R/I. Jelikoz je K vlastni idedl
R/I, tak p~'(K) je vlastni idedl R. M&jme r,5 € R takové, ze rs € p~'(K). Potom s vyuzitim
c)i) dostaneme, 7e plati p(r)p(s) = p(rs) € p(p~ 1 (K)) = K, a jelikoz je K prvoidesl, dostavame
p(r) € K nebo p(s) € K, takze r € p~}(K) nebo s € p~!}(K). Dokézali jsme tedy, ze p~!(K)
je prvoidedl R, a dohromady tedy prvoidealy R obsahujici I odpovidaji v popsaném izomorfismu
prvoidealum R/I.

Pozn.: V piipadé kdy je R komutativni okruh, lze tvrzeni z c)ii) dokdzat alternativné pomoci
b). Skutetné, pro kazdé J € L;(R) plati R/J = (R/I)/(J/I) = (R/I)/p(J), takze R/J je
téleso, resp. obor integrity pravé tehdy, kdyz je (R/I) / p(J) téleso, resp. obor integrity, a tudiz
J je maximalni ideél, resp. prvoidedl okruhu R pravé tehdy, kdyz je p(J) maximélni idedl, resp.
prvoidedl okruhu R/I. Tato uvaha lze zobecnit i na nekomutativni okruhy, misto téles je treba
uvazovat netrividlni okruhy, které nemaji zadné nenulové vlastni idealy, a misto oboru integrity
netrividlni okruhy, které nemaji délitele nuly.

d)-i) Vezméme R = 7, S = Z,, f kanonickou projekci Z — Zs a M = 3Z (coz je maximaln{
ideél Z, nebot Z/M = 73 je téleso). Pak f(M) = Zy (protoze f(0) = [0]2 a f(3) = [3]2 = [1]2) je
nevlastni idedl Zo, takze to neni maximalni idedl Z.

ii) Vezméme R = Zz], S = Z4[z]. Oznaé¢me g homomorfismus okruht Z — Zgz], ktery
vznikne slozenim kanonické projekce Z — Z4 a inkluze Z4 — Zg4[x]. Déle oznac¢me i inkluzi
Z — Z|x]. Potom existuje jediny homomorfismus okruhu f: Z[x] — Z4[x] takovy, ze f(z) = x a
g = f o1, tj. nasleduji diagram komutuje.

Zlx] - N Ly

%

—» 7y

Pro kazdy polynom p(z) = a,z" + ... + ap € Zlz] tudiz plati f(p(x)) = [an]az™ + ... + [aol4, 2z
¢ehoz je snadno vidét, ze f je surjektivni. Vezméme P = zZ[z]. Ztejmeé P # {0} a navic je P jadro
surjektivniho homomorfismu Z[x] — Z daného vztahem p(x) — p(0) pro kazdé p(x) € Z[x], takze
Z[z]/ P = 7Z je obor integrity a tedy P je prvoidedl Z[x|. Ziejmé plati f(P) = xZ4[x], coz je vlastni
idedl Z4[z], navic je tento ideél jadro surjektivniho homomorfismu Zy[x] — Z4 uréeného vztahem
p(z) — p(0) pro kazdé p(x) € Z4|x], takze Z4[z]/ f(P) = Z4 neni obor integrity, a tedy f(P) neni
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prvoidedl Z4[z] (nebo alternativné muzeme ukézat primo z definice, ze f(P) neni prvoidedl Z4[z],
plati totiz [2]4 - [2]4 = [4]4 = [0]4 € f(P), ale [2]4 & f(P)).

8. kolo — reSeni

a) Ozna¢me P mnozinu vSech vlastnich idedlu okruhu R, které obsahuji I. Ukdzeme, ze (P, C)
spliiuje predpoklady Zornova lemmatu. Ziejmé I € P, takze P # ). Necht C je libovolny nepréazdny
fetézec v (P, C). Oznacme Q = |J ;<o J. Ukdzeme, ze @ je idedl R. Méjme z,y € Q a r € R. Pak
existuji Jy,Jo € C takové, ze x € J; ay € Jo. Pak x + y,rz,xr € max(Jy, o) C Q, takze Q je
skutecné ideal R. Jelikoz I C J a1 ¢ J (nebot jde o vlastni idedly) pro kazdé J € C, tak I C Q
a1l ¢ Q. Tudiz skutecné @ € P, a ziejmé @ je horni zédvora C v P. Podle Zornova lemmatu tedy
existuje idedl M, ktery je maximalni prvek (P, C). Je evidentni, Zze M je maximalni idedl okruhu
R obsahujici [.

b) Necht = € J(R) a pfedpoklddejme sporem, Ze existuje r € R takové, ze 1 + rx ¢ R*.
Potom je idedl (1 4 rz) vlastni, a tak podle a) existuje maximalni idedl M okruhu R takovy, Ze
(1+7rz) C M, tj. 1 +rz € M. Kdyby bylo z € M, tak by platilo 1 = (1 + rz) —ra € M, coz je
spor. Plati tedy = ¢ M, a tak x ¢ J(R).

Naopak predpoklddejme, Ze pro kazdé r € R je 1 + rx € R*, a mé&me maximalni idedl M
okruhu R. Ukdzeme, ze plati x € M, z ¢ehoz pak vyplyne = € J(R). Kdyby bylo x ¢ M, tak
by idedl M + (x) byl ostfe vétsi nez M. Jelikoz je ale M maximélni idedl, tak pak musi byt
M + (x) = R, tedy 1 € M + (x). Jelikoz je R komutativni, tak to znamend, ze existuji m € M
a s € R takové, ze m + sz = 1. Odtud plyne 1 — sx = m € M, a tak 1 — sz ¢ R* (jelikoz M je
vlastni idedl), coz je spor.

c)-i) Ztejmeé 0 € N(R). Mé&jme z,y € N(R) a r € R. Potom existuji m,n € N takové, ze
2™ = y" = 0. Jelikoz je R komutativni okruh, tak podle binomické véty plati (z + y)™t" 1 =
Somdnt (m+?_1)xiym+"_1_i. Prokazdé i € {0,...,m+n—1} plati bud ¢ > m nebom-+n—1—i >
n, takze viechny séitance v této sumé jsou nulové, a tak (z +y)™ 1 =0, a tedy z +y € N(R).
Déle opét z komutativity R mame (rz)™ = r™z™ =" .0 = 0, takze rez € N(R). Tudiz N(R) je
skutecné ideal okruhu R.

ii) Pro kazdé z € Ran € N plati 2" € I praveé tehdy, kdyz p(z)" = p(z") = 0+1, atak = € /T
prave tehdy, kdyz p(x) € N(R/I). Skutecné tedy VI = p~'(N(R/I)). Podle c)i) aplikovaného na
okruh R/I je N(R/I) idedl R/I, a tak /T = p~*(N(R/I)) je ideal okruhu R.

m

d)-i) Ukdzeme, ze (T, C) splnuje predpoklady Zornova lemmatu. Jelikoz = ¢ N(R), tak 0 ¢ .S,
takze (0) € T, a tak T # (. Necht déle C je libovolny neprazdny fetézec v (T, C). Oznacme
Q = Ujee J- Stejné jako v casti a) se dokdze, ze @ je idedl okruhu R. Jelikoz J NS = () pro kazdé
Jel,tak QNS =10. Jetedy Q € T, a ziejmé je to horni zdvora C v 7. Podle Zornova lemmatu
tedy existuje idedl P, ktery je maximdln{ prvek (7, C).

ii) Jelikoz je x ¢ P, je P vlastni idedl okruhu R. Pfedpokladejme sporem, zZe existuji y,z € R
takové, ze y,z ¢ P a yz € P. Potom jsou idedly P + (y) a P + (z) ostie vétsi nez P. Kdyby
ani jeden z téchto idedlu nepatfil do T, tak by existovaly m,n € N takové, ze 2™ € P + (y) a
2" € P+ (z), tudiz by existovaly p1,p2 € P a r,s € R takové, ze 2™ = p; +ry a ™ = ps + sz.
Potom by bylo ™" = (p1 + ry) - (pa + s2) = p1pa + p152 + rype + rsyz € P (nebot kazdy z
téchto scitancu lezi v P). To ale nemuze nastat, protoze P NS = (). Plati tedy P + (y) € T nebo
P+ (2) € T, coz je spor s maximalitou P. Dokézali jsme tedy, ze P je prvoidedl okruhu R.
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e)-i) Necht P je prvoidedl okruhu R a € N(R). Pak existuje n € N takové, ze 2™ = 0. Plat{
tedy z™ € P, a tak x € P (snadno se indukei dokéze, ze pokud prvoideél obsahuje souc¢in konecné
mnoha prvku daného okruhu, tak obsahuje néktery z nich). Tudiz plati N(R) C P, a tedy N(R)
je obsazeno v pruniku vsech prvoidedlu okruhu R (jelikoz je R netrividlni okruh, tak z a) a z
komutativity R plyne, Ze existuje aspon jeden prvoidedl tohoto okruhu, takze jde o prunik pies
neprazdnou mnozinu).

Necht naopak =z € R, x ¢ N(R). Potom z d) plyne, Ze existuje prvoideal P okruhu R takovy,
ze x ¢ P, takze x nelezi v pruniku vSech prvoidedla R.

Dohromady tedy dostdvame, ze N(R) je rovno pruniku vSech prvoidedlu okruhu R.

ii) Z c)ii) vime, ze VI = p~'(N(R/I)), a podle e)i) aplikovaného na okruh R/I (jelikoz je
I vlastni idedl R, tak je R/I netrividlni okruh) je N(R/I) rovno pruniku vSech prvoidedlu R/I.
Jelikoz je vzor primiku je roven priniku vzort, tak je v/ rovno primiku vsech idedlt okruhu R
tvaru p~1(P), kde P probih4 pies viechny prvoidedly R/I. Podle piikladu c)ii) ze 7. kola soutéze
jsou tyto idedly pravé prvoidedly R obsahujici I, a tedy v/T je rovno jejich primiku.

9. kolo — reSeni

a) Oznacme M = {r-s; r € I, s € J}. Podle definice je I - J = (M), ideédl generovany
mnozinou M. Protoze kazdy ideal okruhu R je podgrupou grupy (R, +), pro podgrupu (M) grupy
(R,+) generovanou mnozinou M plati (M) C (M). Protoze I # (0, J # 0, plati M # 0, navic
pro libovolné r € I, s € J je —(r-s) = (—r)-s € M, podle véty o podgrupé grupy generované
podmnozinou grupy z prednasky Algebra I vime, ze

(M>:{Zmi; n €N, ml,...,mneM}:
i=1

n
:{Zri-si; nelN, r,...,r, €1, 51,...,5n€J}.
i=1

Abychom ukézali, ze (M) = (M), staci ovéfit, ze (M) je idedl, coz vzhledem k tomu, zZe je to
podgrupa (R, +), znamend ovérit uzavienost na nasobeni zvenci. Pro libovolné r € R a libovolna
r,...,"n €1, s1,...,8, € J plati

n

r- <insz> = Z(r-m)-si € (M),

i=1
(Zn:m-si) -T:Zn:m-(si-r) € (M),
i=1 i=1

nebot r-r; €1, s;-r € J.

Z uzavienosti idedlu na nasobeni zven¢i plyne M C I, a tedy (M) C I, podobné (M) C J,
dohromady I-J CInNJ.

b) Z definice soucinu idedlu vime, ze ideél (I - J) - K je generovan souciny

n n
(ZT‘Z'-SZ‘) -t:ZT‘Z’-SZ‘-t,
=1 =1

kde r1,...,rn €1, 81,...,8, € J, t € K. Kazdy s¢itanec r; - s; -t lezi v I - (J - K), proto zde lez i
jejich soucet, odkud (I -J)- K CI-(J-K). Opacnd inkluze se dokaze analogicky.
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c¢) Oznacme N = {a;-b;; i=1,...,n, j =1,...,m}, nechf M m4 stejny vyznam jako v ¢dsti
a). Pak z N C M plyne (N) C (M). Naopak libovolny prvek mnoziny M je tvaru r-s, kde r € I,
s € J. Pro tyto prvky 7, s existujf u, ..., up, v1,..., vy € Rtak, zer =371 wia;, s = 370 v;bj,
tedy r-s = >0, D1 wwjaib; € (N). Z M C (N) plyne (M) C (N), vzdyt (M) je nejmensi
idedl obsahujici mnozinu M. Dohromady dostavame rovnost (M) = (V).

d) Z predpokladu nesoudélnosti idedlu plyne existence r,7’ € I, s € J at € K tak, ze plati
r+s=1=r'+t. Pak dostdvame 1 = (r+s)-(r' +t) = rr’ + sr’ +rt + st, pritom r’' +sr’ +rt € I,
st € J- K. Tedy ideél I je nesoudélny s idedlem J - K.

e) Z predpokladu nesoudélnosti idedlu plyne existence r € I, s € J tak, ze plati r+s = 1. Pro
libovolné ¢ € I N J pak dostaneme t = (r +s)-t =r-t+t-s e [-J. Vyuzitim a) odtud plyne
I-J=1nlJ.

f-i) To, Ze ¢ je homomorfismus okruhu, plyne z univerzalni vlastnosti sou¢inu: oznacime-li
souc¢in faktorokruhu S = R/I; x --- x R/I, a projekce ze sou¢inu pj : S — R/I;, j =1,...,n,
pak pro n-tici projekei na faktorokruh 7; : R — R/I;, j =1,...,n je ¢ jediné zobrazeni spliujici
pjop = m; prokazdé j = 1,...,n. Snadno se vSak tento fakt odvodi piimo z toho, Ze v soucinu jsou
operace definovany po slozkach a ve faktorokruhu pomoci reprezentantu. Pro libovolné r,s € R
plati

or+s)=r+s+hL,r+s+1s...;,7+s+1,) =
=(r+L,r+Lhy...;,r+ L)+ (s+ L, s+ o, ..., s+ 1) =

= o(r) +¢(s),

or-s)y=r-s+hL,r-s+1Iy...;1r-s+1,) =
=(r+L,r+Ly....,r+ L) (s+1,s+ 1o, ..., s+ 1) =
= (1) - p(s),

(1) =1+, 1+1, ..., 1+1,),

coz je jednicka okruhu S.

Prvek x € R patii do jadra ¢, pravé kdyz x + I; = 0+ I; pro kazdé j = 1,...,n, coz nastane
praveé kdyz x € I; pro kazdé j =1,...,n, tedy kdyzzx € [ NI N---N1I,.

f-ii) Jestlize je ¢ surjektivni, pak pro kazdé 1 < j < k < n existuje r € R tak, ze o(r) =
(...,0+1;,...,1+1},...) ma v j-té slozce nulu a v k-té slozce jednicku doty¢ného faktorokruhu
(ostatni slozky nejsou pro nés podstatné). Ozna¢me s = 1 —r. Pak plati » € I, r € 1 4 I, tedy
s€ I ar+s=1,idedly I; a I} jsou tedy nesoudélné.

Opacnou implikaci dokdzeme indukci vzhledem k n, a to dokonce pro vSechna n > 1. Je-li
n =1,jey: R — R/I projektce na faktorokruh, a proto je ¢ surjektivni. Déle predpokladejme, ze
n > 1 a ze pro soucin n—1 faktorokruhu bylo tvrzeni dokazano, tedy ze jsou-liidealy I, I, ..., I,
po dvou nesoudélné, pak mame surjektivni homomorfismus ¢: R — R/ X - - - x R/I,,_1 definovany
predpisem ¢(z) = (x+ 11, x+ I, ..., z+1,_1) pro kazdé = € R. Tvrzeni dokdZeme pro n. Méjme
tedy dalsi ideal I,, okruhu R, ktery je nesoudélny s kazdym z idedlu Iy, Is, ..., I,,_1. Indukei z ¢ésti
d) dostavame, ze I,, je nesoudélny se soucinem Iy - Iy--- I, existuji tedy r € Iy - Iy--- 1,1 a
s € I, tak, ze r +s = 1. Necht aq,...,a, € R jsou libovolné. Z indukénfho piedpokladu existuje
d € Rtak, ze ¢(d) = (a1 +11, ax+1s, ..., ap_1+1,—1), tedy d—a; € I prokazdé j =1,...,n—1.
Oznacme ¢ =7 - a, + s - d. Pak pro kazdé j = 1,...,n — 1 podle inkluze z ¢asti a) plati r € [}, a
tedyc=r-a,+(1—r)-d=d+r-(a, —d), protoc—d =r-(a, —d) € I;, coz spolus d—a; € I;
dédvd ¢ —aj € I;. Podobné ¢ = (1 —s)-ap,+s-d=a,+s-(d—ay), odkud ¢ — a, € I,,. Proto
ole)= (a1 + L, a2+ Ia, ..., an + I).

f-iii) Pozadovanou rovnost dokazeme indukei vzhledem k n. Je-li n = 2, jde o vysledek ¢asti

e).
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Predpoklddejme, ze n > 2 aze Iy - Ir--- 1,1 =11 NIN---N1I,_1. Uz jsme zminovali, ze z
¢asti d) indukef dostavame, ze I, je nesoudélny se soucinem I - Iy --- I,,_1, a tedy podle ¢asti e)
plati Iy - Iy -+ I, = (Iy - I+ - - I,,—1) N I,,. Dosazenim dostaneme dokazované.

Protoze ¢ je surjektivni homomorfismus a kero =1 NIoN--- NI, =1y -I5--- I, hlavni véta
o faktorokruzich nam déva izomorfismus R/(I; - Is---1,) = R/I1 x R/Is X --- X R/I,.

10. kolo — reSeni

a) Je-li f(z) € R[[z]]*, pak existuje mocninnd fada g(z) = Y oo bz’ € R[[z]] tak, ze plati
f(x)-g(z) =1, odkud apby = 1, a tedy ag € R*.

Naopak, je-li a9 € R*, pak existuje by € R tak, ze agby = 1. Pro kazdé n € N definujme
rekurentné

b, = —bg - Zn:aibn_i € R.
=1

Pak agb, = — Y1y aby—i, tedy D1 aiby—; = 0, coz pro g(x) = > o0y biz’ € R[[z]] znamend, Ze
f(x) - g(z) = 1. Z komutativity také g(x) - f(x) = 1.

b) Piedpoklddejme, Ze f(z) = Y. a;x" € R[z]*. Protoze R[] je podokruhem R[[x]], plyne
odtud uzitim a), ze ag € R*. Abychom ukézali, ze ay,...,a, € N(R), podle tvrzeni z e)i) z 8.
kola soutéze staci ukazat pro libovolny prvoideal P okruhu R, Ze aq,...,a, € P. Projekci na
faktorokruh 7 : R — R/P lze rozsitit na homomorfismus 7 : R[z] — (R/P)[z] aplikujici 7 na

koeficienty polynomu, tedy
m m
ﬁ(z ble> = Z W(bl)xz
=0 =0

Obrazem jednotky v homomorfismus okruhu je jednotka, tedy 7(f(z)) € (R/P)[z]*. Protoze P je
prvoidedl, je faktorokruhem R/P obor integrity. Podle véty 5.13 ze skript k Algebte I (J. Rosicky:
Algebra) jsou jednotky v okruhu polynomu nad oborem integrity pouze konstantni polynomy
(které jsou navic jednotkami v tomto oboru integrity). Proto pro kazdé i = 1,...,n plati 7(a;) = 0,
tedy a; € P.

Predpokladejme, ze f(z) = > i ja;x® € R[z] a 7e plati a9 € R* a a; € N(R) pro viechna
1 <4 < n. Podle definice nilradikalu je prvek a; nilpotentni, tj. existuje m; € N tak, ze a;" =
Pro jednoduchost oznacme m nejvetsi ¢islo z ¢isel mq, ..., my,, pak ai* = 0 pro kazdé 1 <7 < n.
Potiebnou tvahu vylozime nejsnadnéji pomoci pojmu soucin idealu, ktery je zaveden v komentéii
k devatém kolu soutéze. Oznac¢me I = (ay,...,a,) idedl generovany prvky ai,...,a,. Z tilohy b)
devatého kola plyne, ze mnozina vsech idedlt okruhu R tvoii vzhledem k operaci soucin idealu
pologrupu, muzeme tedy hovorit o mocniné I" idedlu I pro kazdé r € N. Z tlohy c¢) devatého kola
indukef snadno plyne, ze pro kazdé r € N je idedl I" generovén souciny [[;", afi, kde (k1,...,kn)
probiha n-tice nezapornych celych ¢isel splinujicich k1 + - - - + k, = r, pricemz ag zde znamen3d 1.
Z Dirichletova principu plyne, ze I" = {0} pro kazdé r > n(m — 1).

Podle ¢4sti a) existuje formdlnf mocninnd fada g(x) = Y o0, bz’ € R[[z]] tak, ze plati f(z) -
g(z) = 1. Ukdzeme, Ze g(x) je polynom. Plati

b1 = —by-aiby € 1,
by = —bg - (a1b1 + agbo) el

b, = —bp - (albnfl +agb, 2+ -+ anbO) el
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a pro kazdé k > n plati
b = —bg - (bk,1a1 + -4+ bk,nan).

Jestlize tedy pro néjaké r platf by_1,bx_a,...,bk_n € I", pak odtud b, € I"T!. Dostavame tedy

bi,ba,...,b, €1,

2

bn+1abn+2,--- ab2n S I 9
b2n+17b2n+27--- 7b3n € 137"'

Odtud plyne, ze pro kazdé t > n?(m — 1) plati b, € I"(m~D+1 tedy b, = 0. Proto g(x) je polynom.
c) Je-li ¢f(x) = 0 pro ngjaké nenulové ¢ € R, pak je f(x) délitel nuly v okruhu R]z].
Predpokladejme naopak, ze f(z) je délitel nuly v okruhu R[x]. Zvolme nenulovy polynom

g(z) = > bzt € R[z] co nejmenstho stupné m takovy, ze f(x)g(z) = 0. Tedy by, # 0 a je-li

m = 0, jsme hotovi. Proto predpokldadejme m > 0. Kdyby pro vsechna ¢ € {0,...,n} platilo

agg(x) = 0, pak by apb,, = 0, tedy f(z)b,, = 0, spor s volbou g(z). Proto existuje takové

¢ € {0,...,n}, ze agg(x) # 0. Volbou nejvétsiho takového ¢ lze predpokladat, ze pro kazdé r

splitujici £ < 7 < n je a,g(x) = 0. Pro koeficient u z/*™ soucinu f(z)g(z) plati

+m
E aiboym—; =0,
i=0

kde klademe a; = 0 proi > n a byyp,—; = 0 pro i < £. OvSem pro i > ¢, i < n vime, ze a;g(z) = 0,
a tedy ajbsm;m—; = 0. Proto i pro posledni zbyly scitanec tohoto souctu plati agb,, = 0. Odtud
plyne, Ze nenulovy polynom ayg(z) mé stupern mensi nez m a soucasné plati f(z) - (arg(x)) = 0,
coz je spor s volbou polynomu g(x).
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