Kodovani

Cilem kédovani je pfenaset informace tak, abychom post¥ehli,
pokud by doslo k jejich zkresleni nahodnou chybou, v idedInim
pFipadé dokonce takto vzniklou chybu nejen odhalit, ale i opravit.

P¥enasena informace bude zapsdna pomoci abecedy, kterd ma p
symbold (tj. jakychsi pismen), kde p je pevn& zvolené prvotislo.
Tuto abecedu tedy miiZzeme ztotoZnit s mnoZinou Z, v3ech
zbytkovych tfid modulo p. Pfenadset budeme slova délky n, kazdé
takové kédové slovo aiaras...a,—1a, lze tedy chapat jako
polynom

a(x) = ax" 1+ ax" 2+ -+ ap1x + ap € Zp[X]

stupng st(a) < n. Cislo n nazyvame délka kédu.

Kdyby kaZdy polynom stupné mensiho nez n bylo nékteré

z kédovych slov, tak bychom nemohli postfehnout, Ze p¥i pfenosu
doslo k néjaké ndhodné chybé.



Polynomidlni kéd délky n dany polynomem g(x) € Z,[x]
Mame tedy pevné zvolené prvoclislo p a pFirozené &islo n.
Zafixujme také polynom g(x) € Zp[x] stupn& st(g) = k < n.
Kédova slova budou ty polynomy a(x) € Zp[x] stupné st(a) < n,
které jsou délitelné polynomem g(x) v okruhu Zp[x], jsou to tedy
polynomy a(x) = g(x) - h(x), kde h(x) € Zp[x] je libovolny
polynom stupné st(h) < n — k.

Pokud chceme odeslat zpravu zapsanou pomoci n — k symbold, tj.
polynom b(x) = byx" 1 ... 4 b,y 1x+ b, € Zp[x] stupné
st(b) < n — k, vydélime polynom x* - b(x) polynomem g(x) se
zbytkem a dostaneme polynomy q(x), r(x) € Zp[x] tak, Ze

xK . b(x) = g(x) - q(x) + r(x), kde st(r) < k.

Odegleme pak polynom g(x) - g(x) = x* - b(x) — r(x).

Kazdé kédové slovo se tedy sklada z n — k vyznamovych symbolii
(danych polynomem b(x)) nasledovanych k kontrolnimi symboly
(danych polynomem —r(x)). Je v8ak nutné vhodné& zvolit polynom
g(x). Urtité by nebyla vhodnd volba g(x) = x*, protoZe pak
bychom kaZdou zprédvu b(x) doplnili nulovym polynomem.



Hammingova vzdélenost kédovych slov
Pro kazdé dva polynomy a(x), b(x) € Zp[x] stupnii st(a) < n,
st(b) < n, definujeme jejich vzdélenost jako polet nenulovych
koeficientll rozdilu a(x) — b(x), tj. pocet koeficientl, v nichZ se
oba polynomy lisi. Uv&domte si, Ze jde o metricky prostor.
Mame-li byt schopni postfehnout, Ze doslo k chyb&, pokud pfi
pfenosu byl prdvé na jedné pozici pfenaseny symbol ndhodné
zménén, je tfeba, aby vzdalenost libovolnych dvou riiznych
kédovych slov byla alespoii 2. Pokud bude alespofi 3, budeme
dokonce schopni takovou chybu i opravit.

Obecnéji, je-li pro n&jaké t € N vzdalenost libovolnych dvou
riiznych kédovych slov alespoii t + 1, pak Ize chybu detekovat,
kdyz doslo pf¥i pfenosu ke zméné na nejvySe t pozicich. Je-li tato
vzdalenost alespori 2t 4 1, pak takovou chybu Ize dokonce i opravit.
ProtoZe u polynomialniho kédu je rozdil libovolnych dvou
kédovych slov opét kédové slovo, Ize misto o nejmensi vzdalenosti
dvou rliznych kédovych slov hovofit o nejmensi vzdalenosti
nenulového kédového slova od nuly.



Priklad
Zvolme p = 2, tedy symboly jsou 0 a 1. Déle polozme n =5,
g(x) = x> + x + 1. Pak kédova slova jsou polynomy

0, xX*>+x+1, xX>+x2+x, x3+1,

A3+, X +Hx+1, x4x, xXFHxP+1.
Budeme-li polynomy psat jako posloupnosti koeficientli, budeme
kédovat takto:

000 — 00000, 100 — 10010,

001 — 00111, 101 — 10101,

010 — 01001, 110 — 11011,

011 — 01110, 111 — 11100.
Je ihned vidét, Ze nejmensi vzdalenost nenulového kédového slova
od nuly je 2, jsme tedy schopni detekovat chybu v jednom
symbolu. Opravit tuto chybu nejsme obecné schopni, nap¥iklad

posloupnost 01000 by mohla vzniknout jednou chybou na druhé
pozici anebo jednou chybou na paté pozici.



Kdéd opravujici chybu na jedné pozici

Véta 1. Zvolme prvoéislo p a pfirozené &islo m > 1. Necht K je
t&leso majici pravé p™ prvki, necht o € K je libovolny generdtor
multiplikativni grupy K> télesa K a g(x) je minimdini polynom
prvku o nad télesem Z,. Pak polynomialni kéd délky n = %

dany polynomem g(x) je schopen opravit chybu na jedné pozici.

Diikaz. Plati st(g) = m < 14 p+---+ p™ ! = n. Sta&i tedy
ukdzat, zZe zddné kddové slovo nemd vzdalenost 1 nebo 2 od nuly.
Pf¥edpokladejme naopak, Ze takové kédové slovo existuje, tj. pro
ngjaké i € {0,1,...,n—1}, a€ Z;, je polynom ax’ kédové slovo,
anebo pro n&jakd 0 </ <j < n, a,b € Z}, je polynom ax/ + bx’
kédové slovo. ProtoZe polynom g je nesoudélny s polynomem x,
prvni p¥ipad g(x) | ax’ vede ke sporu. Druhy p¥ipad

g(x) | ax) + bx' = a(x " + ba~1)x' ddva g(x) | X' + ba7l, tedy
o= —ba7l ¢ Z, , odkud aU=D(P=1) = 1. Protoze ¥4d prvku e
v grup& K* je p™ — 1, dostdvame p™ — 1| (j —i)(p—1),
n|j—i, coZ jevesporustim, ze0<j—i<n.



Jesté lepsi (pro p > 2) kéd opravujici chybu na jedné pozici

Vé&ta 2. Zvolme prvoc&islo p a pfirozené &islo m. Necht K je téleso
majici pravé p™ prvkii, necht oo € K je libovolny generator
multiplikativni grupy K> télesa K a f(x) je minimalni polynom
prvku o nad télesem Zp. Je-li p™ —1 > m+ 1, pak polynomialni
kod délky n = p™ — 1 dany polynomem g(x) = (x — 1) - f(x) je
schopen opravit chybu na jedné pozici.

Dikaz. Plati st(g) = m+ 1 < n. Sta&i tedy ukdzat, Ze zadné
kédové slovo nemad vzdalenost 1 nebo 2 od nuly. Pfedpokladejme
naopak, Ze pro n&aké i € {0,1,...,n— 1}, a € Z], je polynom
ax' kédové slovo, anebo pro n&jakd 0 < i< j < n, a,b € Zy, je
polynom ax/ + bx’ kédové slovo. ProtoZe polynom g je nesoudg&lny
s polynomem x, prvni p¥ipad g(x) | ax’ vede ke sporu. Druhy
pripad g(x) | ax/ + bx' = a(x)~" + ba=1)x' dava

g(x) | x¥~"+ ba~1, odkud x — 1 | x¥)=" + ba~!, a proto ba=! = —1.
Déle odtud plyne f(x) | x)= + ba~! = x/=" — 1, tedy o/~ = 1.
ProtoZze ¥ad prvku « v grupé K* je n = p™ — 1, dostdvdme
n|j—i, coZ je ve sporustim, ze 0 <j—i < n.



Koédy opravujici chyby na vice pozicich

Vé&ta 3. Zvolme prvoéislo p a ptirozené &islo m. Necht K je téleso
majici pravé p™ prvkii, necht o € K je libovolny generator
multiplikativni grupy K> té&lesa K. Necht r > —1, t > 0 jsou celd
&isla. Predpokladejme, Ze polynom g(x) je dé&litelny minimdalnim
polynomem prvku ot pro kaZdé j =1,2,...,2t a plati

st(g) < p™ — 1. Pak polynomidini kéd délky n = p™ — 1 dany
polynomem g(x) je schopen opravit chybu na t pozicich.

Diikaz. Protoze st(g) < p™ — 1, existuje v K* prvek, ktery neni
kofen g(x), a tedy 2t < n. Predpokladejme, Ze existuje nenulové
kédové slovo, jehoZ vzdalenost od nuly nepfevysuje 2t. Existujl' tedy
bi,...,bot € Zp, ne vsechny nuly, a0 < ki <k <--- <kt <n
tak, Ze polynom f(x) = Z, 1 bixki je kédové slovo, tj. g(x) | f(x) a
f(a") =0 pro kazdé j = 1,2,...,2t. Pak (a(f+f>k) =122t je
matice s linedrné zavislymi sloupC|. Ovsem pro k = 21:1 ki plati
0= det(Q(r+J)k) =12, 2t = Od(r+1)k . H1§i<j§2t(akj - Oék")

uzitim vzorce pro Vandermond(v determinant. Ale to je sou&in
majici pouze nenulové Einitele, nebot o ma ¥ad n, spor.



Priklad

Véta 3 je zobecnénim véty 2, stadi zvolit r = —1 a t = 1. Je-li
p =2, jeivéta 1 disledkem véty 3, zvolte r=0,t=1a
uvédomte si, e aP = a? je také koren polynomu g(x).
UZijme vétu 3 pro konstrukci kédu, ktery by mél mit skute¢né
redIné vyuZiti (uZiva se pry pfi vyhodnocovani QR kédi):
Necht K = Zp[x]/(x* + x + 1), oznatme o = x + (x* + x + 1).
Minimalni polynom prvki o, o, o, a® je x* + x + 1.
Minimalni polynom prvki o3, a®, a'?,a% je x* + x3 + x2 + x + 1.
Minimalni polynom prvki o®, al® je x? + x + 1.
Proto predpoklady pfedchozi véty pro p =2, m =4, n=15,
r =20, t = 3 spliiuje polynom

gX)= (P4 x+1) - (3P x+1)- (P Hx+1) =

O+ 4P+ x4+ x2+ x+1.

Odpovidajici kéd délky 15 ma 5 vyznamovych symboli,
10 kontrolnich symbol(i a je schopen opravit chyby aZ na t¥ech
pozicich.



