
Minimálńı polynom algebraického prvku

Věta. Necht’ R ⊆ T je rozš́ı̌reńım těles, c ∈ T algebraický prvek
nad R. Pak c je kǒrenem právě jednoho normovaného
ireducibilńıho polynomu f ∈ R[x ]. Nav́ıc plat́ı

1. pro libovolný h ∈ R[x ] je h(c) = 0, právě když f | h v R[x ],

2. R(c) = R[c] v T ,

3. 1, c , c2, . . . , cn−1, kde n = st f , je báźı vektorového prostoru
R[c] nad R,

4. stupeň rozš́ı̌reńı [R(c) : R] = st f .

D̊ukaz. Protože c je algebraický prvek nad R, můžeme mezi všemi
normovanými polynomy z R[x ], jejichž je c kǒrenem, zvolit
polynom co možná nejmenš́ıho stupně a označit jej f . Označme
n = st f . Zřejmě n > 0. Kdyby f = g · h pro nějaké nekonstantńı
polynomy g , h ∈ R[x ], tak by bylo možné je zvolit oba normované
a dostali bychom spor, protože st g < n, st h < n a p̌ritom c by byl
kǒrenem alespoň jednoho z nich. Je tedy f ireducibilńı.



Zvolme libovolný h ∈ R[x ] takový, že h(c) = 0. Vyděĺıme-li
polynom h polynomem f se zbytkem, dostaneme polynomy
q, r ∈ R[x ] takové, že h = q · f + r , p̌ričemž st r < n. Protože
0 = h(c) = q(c) · f (c) + r(c) = r(c), kdyby r nebyl nulový
polynom, existoval by v R[x ] normovaný polynom stupně st r maj́ıćı
kǒren c , což by byl spor s naš́ı volbou polynomu f . Proto f | h v
R[x ]. Protože opačná implikace je žrejmá, dokázali jsme bod 1.

Je jasné, že normovaný polynom s kǒrenem c splňuj́ıćı bod 1 je
jediný (kdybychom měli takové polynomy dva, každý z nich by dělil
toho druhého).

Podle věty o podokruźıch generovaných množinou plat́ı, že
libovolný prvek α ∈ R[c] je tvaru α = h(c) pro nějaký polynom
h ∈ R[x ]. Děleńım se zbytkem opět dostaneme polynomy
q, r ∈ R[x ] takové, že h = q · f + r , p̌ričemž st r < n. Opět
α = h(c) = q(c) · f (c) + r(c) = r(c). Proto 1, c , c2, . . . , cn−1

generuj́ı vektorový prostor R[c] nad R; kdyby tyto vektory byly
lineárně závislé, existoval by v R[x ] nenulový polynom stupně
menš́ıno než n, který by měl c za kǒren, a to by byl spor. Dokázali
jsme bod 3.



Zbývá ukázat, že R(c) = R[c], jinými slovy, že R[c] je těleso.

V́ıme, že libovolný nenulový prvek α ∈ R[c] je tvaru α = h(c).
Protože h(c) = α 6= 0, tak f - h, a protože f je ireducibilńı, tak
jsou f a h nesoudělné. Proto jejich nejvěťśı společný dělitel 1 lze
vyjáďrit Bezoutovou rovnost́ı, tedy existuj́ı polynomy a, b ∈ R[x ]
tak, že 1 = a · f + b · h. Dosazeńım c odtud dostaneme

1 = a(c) · f (c) + b(c) · h(c) = b(c) · h(c) = b(c) · α

Je tedy b(c) ∈ R[c] inverzńı prvek k prvku α v okruhu R[c].
Dokázali jsme bod 2, d́ıky ńıž z bodu 3 plyne bod 4.

Definice. Polynom f ∈ R[x ] z p̌redchoźı věty nazýváme minimálńı
polynom algebraického prvku c ∈ T nad R.


