Minimalni polynom algebraického prvku

Vé&ta. Necht R C T je rozsitenim té&les, c € T algebraicky prvek
nad R. Pak c je kofenem pravé jednoho normovaného
ireducibilniho polynomu f € R[x]. Navic plati

1. pro libovolny h € R[x] je h(c) =0, pravé kdyZ f | h v R[x],

2. R(c)=R[c] v T,

3. 1,c,¢%,...,c" 1, kde n = stf, je bdzi vektorového prostoru
R[c] nad R,

4. stuperi rozsiteni [R(c) : R] = stf.

Dikaz. Protoze c je algebraicky prvek nad R, mizZeme mezi viemi
normovanymi polynomy z R[x], jejichZ je ¢ koFenem, zvolit
polynom co mozna nejmendiho stupn& a oznalit jej f. Oznalme
n=stf. Zfejmé& n > 0. Kdyby f = g - h pro n&jaké nekonstantni
polynomy g, h € R[x], tak by bylo moZné je zvolit oba normované
a dostali bychom spor, protoZe stg < n, sth < n a p¥itom ¢ by byl
kofenem alespoii jednoho z nich. Je tedy f ireducibilni.



Zvolme libovolny h € R[x] takovy, Ze h(c) = 0. Vyd&lime-li
polynom h polynomem f se zbytkem, dostaneme polynomy

q,r € R[x| takové, ze h=q - f + r, pficemZ st r < n. Protoze
0=h(c)=q(c)-f(c)+ r(c) =r(c), kdyby r nebyl nulovy
polynom, existoval by v R[x] normovany polynom stupné st r majici
kofen ¢, coz by byl spor s nasi volbou polynomu f. Proto f | hv
R[x]. Protoze opa&na implikace je zfejma, dokazali jsme bod 1.

Je jasné, Ze normovany polynom s kofenem c spliiujici bod 1 je
jediny (kdybychom méli takové polynomy dva, kazdy z nich by délil
toho druhého).

Podle véty o podokruzich generovanych mnoZinou plati, Ze
libovolny prvek oo € R[c] je tvaru ao = h(c) pro n&jaky polynom

h € R[x]. Délenim se zbytkem op&t dostaneme polynomy

q,r € R[x] takové, ze h=q-f + r, pfitemz str < n. Opét

a = h(c) = q(c) - f(c) + r(c) = r(c). Proto 1,¢,c?,...,c"1
generuji vektorovy prostor R[c| nad R; kdyby tyto vektory byly
linedrn& zavislé, existoval by v R[x] nenulovy polynom stupn&
mensino neZ n, ktery by mél ¢ za kofen, a to by byl spor. Dokazali
jsme bod 3.



Zbyva ukazat, ze R(c) = R[c], jinymi slovy, Ze R[c]| je téleso.

Vime, Ze libovolny nenulovy prvek o € R[c] je tvaru oo = h(c).
ProtoZe h(c) = a # 0, tak f { h, a protoZe f je ireducibilni, tak
jsou f a h nesoudé&lné. Proto jejich nejvétsi spolecny délitel 1 Ize
vyjadFit Bezoutovou rovnosti, tedy existuji polynomy a, b € R[x]
tak, Ze 1 = a- f + b- h. Dosazenim ¢ odtud dostaneme

1=a(c)-f(c)+ b(c)-h(c)=b(c)-h(c)=b(c)

Je tedy b(c) € R[c] inverzni prvek k prvku a v okruhu R[c].
Dokazali jsme bod 2, diky niZ z bodu 3 plyne bod 4.

Definice. Polynom f € R[x] z pfedchozi véty nazyvame minimalni
polynom algebraického prvku ¢ € T nad R.



