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1. Operace a (2-algebry

Uvod. V priibéhu piednasky z algebry jsme studovali fadu algebraickych
struktur: grupoidy, pologrupy, grupy, komutativni grupy, okruhy, obory inte-
grity, télesa, polosvazy, svazy, Booleovy algebry. Pti zkouméni téchto struk-
tur se casto nékteré pojmy a tvahy opakovaly, napiiklad ve vSech pripadech
jsme hovortili o homomorfismech a vzdy platilo, Ze slozenim homomorfismi
opét dostaneme homomorfismus. Definovali jsme podobjekty (vénovali jsme
se hlavné podgrupam, podokruhtim, podtélesim a podsvaztim) a vzdy pla-
tilo, ze prinikem libovolného neprazdného systému podobjektt je opét po-
dobjekt. To ndm umoznilo definovat podobjekt generovany podmnozinou, ve
vsech pfipadech byly definice v podstaté stejné. V pripadé grupoidt, grup,
okruhi a svazii jsme si definovali soucin dvou takovych struktur, kterym byla
stejné struktura na kartézském soucinu. Jednim z cili univerzalni algebry je
praveé tyto spolecné rysy postihnout a popsat z jednoticiho hlediska.

Budeme tedy popisovat mnoziny spolu s nékolika operacemi na nich. Az
dosud jsme operaci na mnoziné G méli na mysli zobrazeni G x G — G, avSak
budeme potiebovat tuto definici pozménit. Vzdyt kromé téchto operaci, kte-
rym v nasledujicim textu budeme fikat binarni operace, jsme se setkali i se
zobrazenimi G — G, kdy byl kazdému prvku mnoziny G pevné pfifazen
dalsi prvek: naptiklad pfitazeni inverzniho prvku v grupé, opac¢ného prvku
v okruhu, ¢i komplementu v Booleové algebte. Toto zobrazeni G — G budeme
nazyvat unarni operace na mnoziné G. Nékdy nase struktura obsahovala né-
jaké vyznacné prvky, setkali jsme se naptiklad s neutralnim prvkem v grupé,
s nulou a jednickou v okruhu, s nejmensim a nejvétsim prvkem Booleovy
algebry. Tomuto vybéru jednoho prvku z mnoziny G budeme fikat nulérni
operace na GG. M4 to urcitou logiku: jde totiz vzdy o zobrazeni z jisté kar-
tézské mocniny mnoziny G do mnoziny G. Oznac¢ime pro prirozené ¢islo n
symbolem G kartézsky soucin n kopii mnoziny G, tedy G™ je mnozina vSech
uspotradanych n-tic prvkd mnoziny G. Jisté lze pak ztotoznit G s G* (mno-
7zinou vsech uspofddanych 1-tic prvki mnoziny G). Co by vSak mélo byt G°?
Jak si predstavit mnozinu vSech 0-tic prvkd mnoziny GG? Podobné jako nul-
tou mocninou nenulového ¢isla rozumime ¢islo 1, které je neutralni vzhledem
k nasobeni, nultou kartézskou mocninou néjaké mnoziny je tfeba rozumét
mnozinu, ktera kartézskym vynasobenim ptilis nezméni nasobenou mnozinu.



Vhodnou mnozinou bude néjaka jednoprvkova: ta totiz kartézskym soucinem
nezméni pocet prvki ndsobené mnoziny (presnéji: je-li A jednoprvkova mno-
Zina, existuje prirozené definovana bijekce A x G — G pro kazdou mnozinu
G). Uvédomte si, ze to odpovida i obvyklé definici: pro pfirozené ¢islo n je
G™ mnozina vSech usporadanych n-tic prvkid mnoziny G. Uspotradanou n-tici
prvki mnoziny G 1ze definovat naptiklad jako zobrazeni mnoziny {1,...,n}
do mnoziny G. Analogii této konstrukce pro n = 0 je tedy chapat G° jako
mnozinu vSech uspofadanych 0-tic prvki mnoziny G, pricemz usporadana 0-
tice prvkd mnoziny G je zobrazeni prazdné mnoziny do mnoziny G. Takové
zobrazeni je vZzdy jedno (at uz je mnozina G prazdné nebo ne), totiz prazdné
zobrazeni. Pro libovolnou mnozinu G budeme proto symbolem G° rozumét
jednoprvkovou mnozinu; je vhodné si predstavovat, ze timto jedinym prvkem
nasi jednoprvkové mnoziny je prazdnd mnozina, tedy Zze G° = {0}. Pak tedy
vibér prvku je zobrazeni G° — G.

Definice. Necht G je mnozina, n nezaporné celé cislo. Pak n-arni operaci
na mnoziné G rozumime zobrazeni G" — G.

Poznamka. Misto 2-arni operace budeme tedy fikat binarni operace,
misto 1-arni budeme fikat unarni. Cislu n z definice fikdme arita dotyc¢né
operace. PTi popisu konkrétni operace jsme vzdy operaci oznacovali néjakym
symbolem, uZivali jsme +, -, V, A pro binarni operace, —, ~!, ’ pro unarni
operace, 0, 1 pro nularni operace. Témto symboltim budeme fikat operacni
symboly; je podstatné, ze u kazdého symbolu je dana arita operace, kterou
symbolizuje.

Definice. Mnozina Q spolu se zobrazenim a : 2 — NU{0} se nazyva typ.
Prvky mnoziny ) se nazyvaji operac¢ni symboly. Pro f € Q se a(f) nazyva
arita symbolu f. Operacni symbol, jehoz arita je n, se nazyva n-arni.

Definice. Univerzalni algebra typu Q) (neboli strucné Q-algebra) je mno-
zina A, na niz je pro kazdy n-arni operacni symbol z f € Q) definovana n-arni
operace fa : A" — A. Pro libovolné ay,...,a, € A znacime fa(ay,...,ay)
hodnotu operace f4 na uspofadané n-tici (ay, ..., ay,).

Poznamka. V pfipadé nularniho operacniho symbolu f € Q je n = 0,
tedy A° = {0} a nuldrni operaci je tedy zobrazeni f4 : {0} — A. Zadat
takovéto zobrazeni je totéz jako vybrat pevné jeden prvek f4()) € A. Pro
zjednoduseni oznaceni budeme v dalsim textu tento pevné vybrany prvek
znacit jednoduse f4 misto fa(0).

Poznamka. Obsahuje-li typ 2 alespon jeden nularni opera¢ni symbol,
pak je kazda -algebra neprazdna.

Priklady.

1. Pro prazdny typ, tj. Q = 0, je univerzalni algebrou typu € libovoln4

mnozina.



2. Grupoid je totéz, co mnozina s jednou binarni operaci, je to tedy uni-
verzalni algebra typu, ktery ma jeden binarni operac¢ni symbol -.

3. Kazd4 grupa je univerzélni algebra typu {-, !, 1}. Nikoliv naopak, ne

kazd4 univerzalni algebra typu {-, 7!, 1} je grupou (aby byla grupou,

musi splilovat jisté axiomy).

Kazdy okruh je univerzalni algebra typu {+,-, —,0, 1}.

Kazdy svaz je univerzalni algebra typu {V, A}.

Kazda Booleova algebra je univerzalni algebra typu {V, A,’,0,1}.
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Pro dané téleso T' lze kazdy vektorovy prostor nad télesem 7' chapat
jako univerzélni algebru typu {4, —,0} UT (pro kazdy prvek télesa
t € T'mame unarni operac¢ni symbol pro skaldrni nasobek, coz je unarni
operace na mnoziné vektori: t(v) = t.v).

Poznamka. V predchozich definicich je uréitd nepfesnost, spravné by-
chom totiz méli misto o univerzalni algebie A mluvit o univerzalni algebre
A s nosnou mnozinou A. Vzdyt kupiikladu na jedné a téZe nosné mnoziné
muzeme mit definovany rizné grupoidy, tedy to, o ktery jde grupoid, neni
ur¢eno pouze nosnou mnozinou, ale i operaci na ni. Protoze to vSak vzdy
z kontextu bude patrné, mizeme si snad touto nepresnosti usnadnit vyjad-
fovani: budeme hovorit o (2-algebfe A nebo o nosné mnoziné A.

Piiklad. Necht €2 je libovolny typ, A = {a} jednoprvkova mnozina. Pak
existuje jediny zptsob, jak na nosné mnoziné A definovat (2-algebru. Pro
libovolny n-arni operacni symbol f € € je hodnota operace f4 na (jediné
existujici) n-tici (a, ..., a) rovna (jediné mozné) hodnoté a.

2. Podalgebry a homomorfismy

Definice. Necht A je univerzalni algebra typu 0, H C A podmnozina.
Rekneme, Ze H je podalgebra -algebry A, jestlize pro kazdy n-arni operacni
symbol f € Q a pro kazdé ai, . ..,a, € H plati fs(ay,...,a,) € H.

Poznamka. V pfipadé nularniho operacniho symbolu f € Q je n = 0,
tedy A° = {@}. Obraz tohoto jediného prvku jsme se dohodli znacit stru¢né
fa misto (mozné presnéjsiho) oznaceni f4(0)). Podminku z definice je tedy
tfeba chapat ve smyslu f4 € H.

Poznamka. Obsahuje-li typ 2 alespon jeden nularni opera¢ni symbol,
pak je kazda podalgebra libovolné )-algebry neprazdna.

Priklady. V jednotlivych piipadech prikladu univerzalnich algeber z pied-
chozi kapitoly dostavame tyto podalgebry: 1. Podmnozina mnoziny. 2. Pod-
grupoid grupoidu. 3. Podgrupa grupy. 4. Podokruh okruhu. 5. Podsvaz svazu.



6. Booleova podalgebra Booleovy algebry. 7. Vektorovy podprostor vektoro-
vého prostoru.

Poznamka. Néasledujici vétu jsme v jednotlivych kontextech dokazovali
nékolikrat.

Véta 2.1. Necht A je univerzalni algebra typu Q, I neprdazdnd mnoZina.
Pro kazdé i € I necht je ddana podalgebra H; C A algebry A. Pak jejich prinik
Nics Hi je podalgebra Q-algebry A.

Diikaz. Zvolme libovolné n-arni operac¢ni symbol f € (2 a libovolné prvky
ay, ... an € (V;ey Hi. Pak pro kazdé i € I plati ay,...,a, € H;. Protoze H,
je podalgebra Q-algebry A, plati fa(as,...,a,) € H;. To ovSem znamen4, Ze
falar, ... an) € ey Hi, coz se mélo dokazat.

Disledek. Obsahuje-li typ Q alesporn jeden nuldrni operacni symbol,
pak je prunik libovolného neprazdného systému podalgeber dané algebry ne-
prazdny.

Dikaz. V tomto pripadé neni prazdna mnozina podalgebrou.

Dusledek. Necht P je mnoZina vech podalgeber dané univerzdlni algebry
A typu Q. Pak plati: (P, C) je uplny svaz.

Dukaz. Protoze usporddand mnozina (P, C) méa nejvétsi prvek (je jim
celd algebra A jako svd podalgebra), dle ptislusné véty o uplnych svazech
staci ovérit, ze téz libovolna neprazdna podmnozina M C P méa v usporadané
mnoziné (P, C) infimum. Timto infimem je mnozinovy prinik () ,.,, H, ktery
dle predchozi véty je skutecné prvkem mnoziny P.

Poznamka. Predchozi véta 2.1 nam umoznuje definovat podalgebru ge-
nerovanou mnozinou.

Definice. Necht A je univerzalni algebra typu Q, M C A podmnozina
nosné mnoziny. Prinik vSech podalgeber )-algebry A, které obsahuji M jako
svou podmnozinu, znac¢ime (M) a nazyvame podalgebrou (2-algebry A gene-
rovanou mnozinou M.

Poznamka. Diky tomu, Ze alespon jedna podalgebra Q-algebry A ob-
sahujici mnozinu M existuje (je ji jisté cela Q-algebra A), podle véty 2.1 je
zminénym prunikem (M) skuteéné podalgebra (2-algebry A. Ziejmé je to ze
vSech podalgeber Q-algebry A obsahujicich mnozinu M ta nejmensi (vzhle-
dem k mnozinové inkluzi).

Priklady. V jednotlivych pfipadech prikladu univerzalnich algeber z pied-
chozi kapitoly dostavame tyto podalgebry generované mnozinou:

1. V piipadé Q-algebry A prazdného typu ©Q = ) je kazd4d podmnoZina

mnoziny A podalgebrou, proto v tomto pripadé pro libovolné M C A
je podalgebrou -algebry A generovanou mnozinou M sama mnoZina

M.



2. Podgrupoid grupoidu generovany mnozinou. Tento pojem jsme v pred-
nasce nezavadeéli.

Podgrupa (M) grupy generovana mnozinou M.

Podokruh (M) okruhu generovany mnozinou M.

Podsvaz svazu generovany mnozinou (nezavadéli jsme).
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Booleova podalgebra Booleovy algebry generovand mnozinou (téz jsme
nezavadéli).
7. Vektorovy podprostor vektorového prostoru generovany mnozinou vek-
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Poznamka. Diky tomu, Ze podalgebra 2-algebry je podmnozina uza-
viena na vSechny operace prislusné opera¢nim symbolim typu {2, lze tyto
operace zuzit na podalgebru. Proto kazda podalgebra je sama ()-algebrou.
Uvédomte si, Ze tuto ivahu jsme provadéli v prubéhu prednasky nékolikrat
v rtznych kontextech.

Poznamka. Nyni budeme definovat homomorfismus (2-algeber. D4 se asi
cekat, ze to bude takové zobrazeni nosnych mnozin, které pro kazdou operaci
splni nasledujici podminku: jestlize zobrazime vysledek operace, musime do-
stat totéz, jako kdyZ zobrazime kazdy operand zvlast a operaci provedeme
az ve druhé algebte.

Definice. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu Q, ¢ : A — B
zobrazeni. Rekneme, Ze ¢ je homomorfismus Q-algeber, jestlize pro kazdy
operacni symbol f € Q) arity n a kazdé prvky ai,...,a, € A plati

fe(elar), ..., plan)) = o(falar, ..., am)).

Poznamka. Pro nulérni opera¢ni symbol predchozi podminka samo-
zfejmé znamend p(fa) = f5.
Poznamka. Jestlize je Q-algebra A prazdna (v tomto piipadé tedy typ
2 nemtze obsahovat zadny nulérni opera¢ni symbol), pak pro libovolnou Q-
algebru B existuje jediny homomorfismus 2-algeber A — B, totiz prazdné
zobrazeni. Jestlize naopak (2-algebra B je prazdnd, pak homomorfismus €2-
algeber A — B existuje pouze v piipadé, kdy i 2-algebra A je prazdna.
Priklady. Porovnejme v jednotlivych pripadech predchozich priklada
tuto definici s definicemi uvadénymi diive pro jednotlivé specialni pripady
univerzalnich algeber:
1. V pripadé Q-algeber prazdného typu Q = ) je kazdé zobrazeni homo-
morfismem.
2. Pro grupoidy je tato definice totozna s obvyklou definici homomorfismu
grupoidi.



3. Pro grupy byl homomorfismus definovan stejné jako pro grupoidy, tedy
v definici bylo vyzadovano, aby zachovaval souc¢in. Pravé uvedena de-
finice pro pfipad grup vyzaduje, aby homomorfismus zachovaval téz
inverzni prvky a zobrazil neutralni prvek grupy A na neutralni prvek
grupy B. Je asi jasné, pro¢ tyto pozadavky nebyly obsazeny v definici
homomorfismu grup: jak jsme si dokazovali, to jsou pouhé dutsledky
toho, ze homomorfismus grup zachovava soucin.

4. Pro okruhy jsme v definici homomorfismu vyzadovali, aby zachovaval
s¢itani, nasobeni a prevadél na sebe jednicky okruhti. Jako dusledek
jsme dostali dalsi podminky z pravé provedené obecné definice, tykajici
se opacnych prvkid a nul okruht.

5. V pripadé svazi obé definice splyvaji: vyzaduje se, aby homomorfismus
zachovaval V a A.

6. V pripadé Booleovych algeber jsme pozadovali, aby homomorfismus
zachovaval V, A, 0 a 1. Jako dusledek jsme pak obdrzeli, Zze uz nutné
musi zachovavat téz komplementy, proto nebylo nutné komplementy
zahrnout do definice homomorfismu Booleovych algeber.

7. V pripadé vektorovych prostori odpovidda homomorfismu linearni zob-
razeni.

Poznamka. Nasledujici dvé véty pro jednotlivé specialni pripady univer-
zalnich algeber zndme z prednasky: slozenim dvou homomorfismi opét do-
staneme homomorfismus, homomorfnim obrazem grupy (grupoidu, okruhu,
atd.) je podgrupa (podgrupoid, podokruh, atd.).

Véta 2.2. Necht A, B, C jsou univerzdalni algebry téhoZ typu Q, ¢ :
A — B avy: B — C homomorfismy Q-algeber. Pak je téZ sloZeni i o ¢
homomorfismus Q-algeber.

Diikaz. Protoze je o homomorfismus (2-algeber, pro kazdy operac¢ni sym-
bol f € Q arity n a kazdé prvky aq,...,a, € A plati

Qp(fA(alv ce 7an)) = fB(QD(al)7 R ap(an)).

Protoze je téz 1) homomorfismus €2-algeber, plati

U(fe(plar), ... p(an))) = fe(b(plar)),. .., v(elan))).
Dohromady tedy

W op)(falar, ... an)) = b(e(falar, ..., an))) =



coz jsme meli dokazat.

Véta 2.3. Necht A, B jsou univerzdlni algebry téhoZ typu 2, ¢ : A — B
homomorfismus Q-algeber. Pak obraz Q2-algebry A v homomorfismu ¢

p(A) = {p(a); a € A}

je podalgebra Q-algebry B.

Dutikaz. Zvolme libovolné opera¢ni symbol f € Q arity n. Pak pro kazdé
prvky by,...,0, € p(A) existuji ai,...,a, € A tak, ze p(a;) = by, ...,
¢(a,) = by,. Z definice homomorfismu plyne

fB(bb e 7bn) = fB<90(a1)a cee 790(an>) = SO(fA(ala s 7an)) € QO(A)'

Definice. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu Q, ¢ : A — B
zobrazeni. Rekneme, Ze ¢ je izomorfismus Q-algeber, jestlize je ¢ bijektivni
homomorfismus Q-algeber. Rekneme, Ze Q-algebry A a B jsou izomorfni,
jestlize existuje néjaky izomorfismus ()-algeber A — B.

Poznamka. Nasledujici véta formuluje ocekavanou vlastnost vztahu byt
izomorfni: je reflexivni, symetricky a tranzitivni.

Véta 2.4. Necht A, B, C jsou univerzalni algebry téhoz typu Q. Pak
plati:

o A je izomorfni s A;

o je-li A izomorfni s B, pak je téZ B izomorfni s A;

e jestlize A je izomorfni s B a B je izomorfni s C, pak je téZ A izomorfni
sC.

Dutikaz. To je snadné, dokazte si sami jako cviceni.

Poznamka. Je jasné, ze dvé Q-algebry jsou izomorfni, pravé kdyz lze
jednu dostat ze druhé pfejmenovanim prvkid. Proto izomorfni (2-algebry maji
vSechny algebraické vlastnosti stejné.

3. Soudiny

Poznamka. Podobné jako jsme definovali soucin grup nebo svaziu, lze
definovat soucin libovolnych dvou 2-algeber. Pro kazdy operac¢ni symbol bu-
deme definovat operaci na mnoziné vSech uspotadanych dvojic po slozkach.

Definice. Necht' A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu ). Na kartéz-
ském soucinu A x B definujeme novou univerzalni algebru typu 2, kterou



nazveme soucinem §)-algeber A a B. Pro kazdy operacni symbol f € ) arity
n a kazdé prvky ay,...,a, € A, by,...,b, € B klademe

faxs((a1,b1), ..., (an,bn)) = (falay,...,an), fB(b1,...,b,)).

Poznamka. Predchozi podminka v ptfipadé nuldrniho opera¢niho sym-
bolu f pochopitelné znamend faxp = (fa, [B)-

Poznamka. Vzpomente si, Ze u sou¢inu grup jsme pracovali s projekcemi
ze soucinu do ptvodnich grup, coz byly surjektivni homomorfismy. Stejnou
situaci mame i nyni obecné pro (2-algebry. Protoze vSak (-algebry mohou
byt i prazdné, nemusi byt obecné projekce ze soucinu surjektivni.

Definice. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu ), Ax B soucin
téchto ()-algeber. Definujme projekce m; : AXx B — A, my: AX B — B ze
souc¢inu A x B predpisem: pro kazdé a € A, b € B klademe m((a,b)) = a
mo((a, b)) = b.

Véta 3.1. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoZ typu Q, Ax B soucin
téchto Q-algeber. Pak obé projekce my, o jsou homomorfismy Q-algeber.

Dikaz. Ukazme, ze projekce m; je homomorfismus (2-algeber. Za tim
ucelem zvolme libovolné opera¢ni symbol f € Q arity n a prvky ay,...,a, €
A, by, ..., b, € B. Plati

7T1<fA><B((CL1,bl), ceey (an,bn))) = 7T1((fA(CL1,. .. ,an),fB(bl,. .. ,bn))> =
= falay,...,a,) =

= fa(m((a1,01)), ..., m((an, bn)))-

Zcela analogicky se dokaze, ze projekce w9 je homomorfismus 2-algeber.

Véta 3.2. Necht A, B, C jsou univerzalni algebry téhoz typu Q, ¢ : C' —
A, Y : C — B homomorfismy §2-algeber. Pak existuje jeding homomorfismus
Q-algeber p : C — A X B s vlastnosti my o p = ¢, myo p = 1, kde m :
AxXx B — A, my: AX B — B jsou projekce ze soucinu A X B.

AXx B
A
/ | \
|
1P
\ [ /
|
|
Dutikaz. Je zirejmé, ze podminky m o p = ¢, m 0 p = 1 plati pravé tehdy,
kdyz definujeme p : C' — A x B nasledujicim pfedpisem: pro kazdé ¢ € C'



klademe p(c) = (¢(c),¥(c)). Ovéime, Ze je to homomorfismus (2-algeber.
Zvolme libovolné opera¢ni symbol f € Q arity n a prvky ci,...,c, € C, pak
plati

faxs(p(cr), - -5 plen)) = Faxs((plr) ¢(cr)), -, (plen), ¥(cn))) =
= (falelcr), - (en), fo(er), - ().

Nyni vyuzijeme toho, ze ¢ : C — A, ¢ : C' — B jsou homomorfismy (2-
algeber:

(fA(QO( )7 ( )) fB(w(Cl)v ,@ZJ(Cn))) =
= (¢ fc ey cn)) (feler, ..o en))) =
= plfoler, - en)),

coz se mélo dokézat.

Poznamka. Nyni miZzeme zobecnit soucin 2-algeber takto: misto sou-
¢inu dvou (2-algeber budeme definovat soucin libovolného poctu 2-algeber.
Nejprve potiebujeme zobecnit definici kartézského soucinu mnozin.

Definice. Jestlize pro libovolny prvek i mnoziny I je dana mnozina A;,
pak kartézskym soucinem mnozin A; rozumime mnozinu vSech zobrazeni x
z mnoziny I takovych, ze x(i) € A; pro kazdéi € I:

HAz‘:{X3 I—>UA2‘; Viel: X(i)GAi}.

iel el

Pro libovolné j € I definujeme j-tou projekci m; z kartézského soucinu A =
[Lc; Ai takto: mj : A — A; je urceno predpisem m;(x) = x(j) pro kazdé
x € A.

Poznamka. Promysleme si, co znamené predchozi definice ve specialnim
pripadé, kdy indexovd mnozina [ je prazdna. Pak prestoze vlastné zadnou
mnozinu A; nemame, jsme opravnéni mluvit o souc¢inu: dle definice je souci-
nem ][, , A; mnozina viech zobrazeni x : 0 — |J,oy Ai- Protoze | J,.; A; je
mnozina vSech prvkd x, pro které existuje ¢ € I tak, ze © € A;, je ziejmé
Uicg Ai = 0. OvSem zobrazeni x : § — 0 je jediné, totiz prazdné zobrazen.
Proto mnozina [[,., 4; je jednoprvkova; jejim jedinym prvkem je prazdné
zobrazeni.

Poznamka. Uvédomte si, ze pro I = {1,2} pfedchozi definice splyva
s obvyklou: pod kartézskym sou¢inem mnozin A;, As rozumime mnozinu
uspotfadanych dvojic

Al X A2 = {(CI,, b), a € Al,b € Ag}
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Ovsem zadat uspotddanou dvojici (a,b) neni nic jiného nez pevné zvolit
a € Ay, b € Ay, coz znamend prave tolik jako definovat zobrazeni x : {1,2} —
A;UA;, s vlastnosti x(1) € Ay, x(2) € As: polozime x(1) = a, x(2) = b. Proto
nasledujici definice soucinu libovolného poctu 2-algeber zobecnuje piredchozi
definici souc¢inu dvou {2-algeber.

Definice. Necht ) je typ. Necht pro libovolny prvek i mnoziny I je ddna
univerzalni algebra A; typu §2. Soucinem téchto Q2-algeber rozumime novou
Q-algebru definovanou na kartézském soucinu A = [[,.,; A; takto: pro kazdy
operacni symbol f € ) arity n a kazdé prvky xi,...,xn € A, klademe
falxi, -, xa) = X, kde x € A je ur¢eno podminkou

x(#) = fa,(xa(@), ..., xn(i))  pro kazdéi € I.

Poznamka. Ve specidlnim ptipadé, kdy indexovd mnozina [ je prazdna,
je soucinem (2-algebra na jednoprvkové mnoziné, jejimz jedinym prvkem je
prazdné zobrazeni. Tato Q-algebra je jedina, nebot na jednoprvkové mnoziné
pro libovolné nezaporné celé ¢islo n existuje jen jedna n-arni operace (viz po-
znédmku na konci prvni kapitoly). Dochazi tedy k situaci, kterd se miize zdat
na prvni pohled paradoxni: ackoli nemame zadnou 2-algebru, jako soucin
dostavame jednoprvkovou Q2-algebru. Tedy naprosto z ni¢eho jsme najednou
dostali informaci o tom, jak vypada 2. Ale to se da snadno vysvétlit: soucin
[] je soucin Q-algeber, 1ze jej aplikovat pouze na -algebry pro uréité (.
Informace o tom, jak toto 2 vypada, je tedy uloZena v tom, o jaky soucin
] se jedna. Pokud bychom chtéli byt naprosto pfesni, méli bychom toto (2
néjak v symbolu [] vyznadit, abychom jednotlivé souciny od sebe odlisili.
Jenze néjaky index HQ by jen zbyte¢né komplikoval zapis, staci, ze vime,
ze soudin [] je pro dané Q. Vyplyva odtud i to, co snad bylo jasné uz od
zacatku: soucin jsme definovali jen pro univerzalni algebry téhoz typu.

Poznamka. Pro nularni opera¢ni symbol f € 2 podminka v predchozi
definici samoziejmé znamend f4 = x, kde y € A je uréeno podminkou y (i) =

fa;
Véta 3.3. Necht pro libovolny prvek i mnoziny I je ddana univerzdlni
algebra A; daného typu Q, necht A = []..; Ai je jejich soucin. Pak plati
e Pro kazdé j € I je j-ta projekce m; : A — A; homomorfismus §2-
algeber.

i€l

e Necht C je univerzdlni algebra téhoZ typu 2, a pro kazdé j € I necht
je ddn homomorfismus Q-algeber ¢; : C — A;. Pak existuje jediny
homomorfismus Q-algeber ¢ : C' — A takovy, Ze mj o ¢ = @; pro kazdé
jel.
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Diikaz. Postupujeme naprosto stejné jako pri dikazech vét 3.1 a 3.2 pro
soucin dvou 2-algeber, odlisnost je pouze formalni. Dokazme nejdfive prvni
tvrzeni. Zvolme libovolné j € I a ukazme, Ze projekce 7; je homomorfismus
Q-algeber. Za tim Gcelem zvolme libovolné operacni symbol f € € arity n a
prvky xi,...,Xn € A. Oznac¢me x = fa(x1,.-.,Xn). Piimo z definice plyne

T (fa(xes - xn)) = mi(x) = x(7) = fa,(x1(4), - xa(d)) =
= fAj(Trj(Xl)v s ’Wj(Xn))a

coz se mélo dokazat.

Dokazme nyni druhé tvrzeni. Je zfejmé, Ze podminka 700 = ¢; pro kazdé
j € I plati praveé tehdy, kdyz definujeme ¢ : C' — A nésledujicim predpisem.
Pro kazdé ¢ € C klademe ¢(c) = x, kde y € A je urfeno podminkou: pro
libovolné j € I plati

x(j) = mi(x) = mi(p(c) = (7 0 p)(c) = pj(c).

Pro ¢(c) € A tedy plati: pro kazdé j € I je (p(c))(j) = p;(c). Ovéime, ze
takto definované zobrazeni ¢ : C' — A je homomorfismus {2-algeber. Zvolme
libovolné operac¢ni symbol f € Q arity n a prvky cq,...,c, € C. Oznacme
X = falp(cr),...,¢(c,)), podle definice soucinu Q-algeber pak pro kazdé
1 € [ plati

X(1) = fa,((p(c))(@), ... (@(cn)) (@) = fa,(pi(cr), .-, pilen)) =
= pi(feler, ... cn)),

nebot ¢, : C' — A; je homomorfismus Q-algeber. Ovsem

vilfoler, ... cn)) = Wi(go(fc(cl, . ,cn))) = (go(fc(cl, . ,cn)))(z)

To znamend, ze x a ¢(fo(c1,...,¢,)) jsou (jakozto prvky kartézského sou-
¢inu) zobrazeni se stejnym defini¢nim oborem, oborem hodnot i predpisem,

proto plati x = ¢(fo(cr, -, en)), tj. fale(cr), ... 0(en)) = o(foler, ... en)),
coz se mélo dokézat.
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4. Kongruence a faktorové algebry

Poznamka. V této kapitole zobecnime pojmy faktorgrupa a faktorokruh
na pripad libovolné Q-algebry. Nepodaii se ndm vsSak nalézt pojem odpovi-
dajici pojmim norméalni podgrupa grupy a ideal okruhu. Uvédomme si, jak
jsme pojem normalni podgrupa dostali: pti faktorizaci grupy nebylo nutné
si pamatovat cely rozklad nosné mnoziny uzivany k faktorizaci, stacilo si
pamatovat tu tiidu, kterd obsahovala neutralni prvek grupy. Cely rozklad
jsme totiz byli schopni ze znalosti této jediné t¥idy jednoznacné urcit, nebot
tato tfida byla normalni podgrupa celé grupy a zminény rozklad byl rozkla-
dem prislusnym této podgrupé. Tato situace se pak opakovala i v pfripadé
okruhii, vzdyt kazdy okruh (zapomeneme-li na operaci nasobeni) je komu-
tativni grupa. To ale samoziejmé neplati pro libovolné ()-algebry. Proto pti
faktorizaci (2-algeber nevystacime jen se zadanim néjaké vhodné podmno-
ziny nosné mnoziny (jakozto jedné t¥idy rozkladu), ale bude vzdy tieba za-
dat rozklad cely. Rozklad samoziejmé lze zadat pomoci jemu odpovidajici
ekvivalence. Protoze pozdéji budeme chtit konstruovat na tomto rozkladu
operace pomoci reprezentantii (viz definici na dalsi strané), pro korektnost
této konstrukce je nutné, aby odpovidajici ekvivalence spliiovala nasledujici
podminku:

Definice. Necht A je univerzalni algebra typu ), necht ~ je relace ekvi-
valence na nosné mnoziné A. Rekneme, Ze ~ je kongruence na Q-algebie A,
jestlize pro kazdy n-arni operacni symbol f € 2 a pro kazdé aq,...,a, € A,
by,...,b, € A plati

ay Nbl,...,anan———>f,4(a1,...,an) NfA(bl,...,bn).

Poznamka. Nasledujici véta popisuje vztah mezi homomorfismy 2-alge-
ber a kongruencemi na ()-algebrach: kazdy homomorfismus zadava kongru-
enci. Pozdéji dokazeme, ze i naopak kazda kongruence vznika timto zpiisobem
z vhodného homomorfismu.

Véta 4.1. Necht A, B jsou univerzdalni algebry téhoZ typu Q, ¢ : A — B
homomorfismus Q-algeber. Pak relace ~ na nosné mnoziné A definovand
predpisem: pro kazZdé a,b € A plati

0~ b= p(a) = p(b) (1)

je kongruence na -algebre A.

Dutikaz. Ziejmé je ~ ekvivalenci pfislusnou zobrazeni ¢. Staci tedy uka-
zat, ze splnuje implikaci v definici kongruence. Zvolme libovolné n-arni ope-
racni symbol f € Q a prvky aq,...,a,,b1,...,b, € A tak, ze a; ~ by, ...,
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a, ~ b,. Odtud plyne p(a;) = @(b1), ..., p(a,) = @(b,). Pak ovSem z definice
homomorfismu

SO(fA(ab s 7an)) = fB((p(al)7 s 790(0’71)) = fB(SO(bl)v e 7()0(bn)) =
= @(falbr, ..., b)),

coz znamend dokazované fa(ay,...,a,) ~ fa(by,...,by).

Definice. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu Q, ¢ : A — B
homomorfismus Q-algeber. Kongruence ~ na ()-algebie A definovana pred-
pisem (1) predchozi véty se nazyva jadro homomorfismu .

Poznamka. Na rozdil od jadra homomorfismu grup, coz byla normalni
podgrupa grupy A, a jadra homomorfismu okruhit, coz byl ideal okruhu A,
neni tedy jadro homomorfismu 2-algeber podmnozina nosné mnoziny A, ale
ekvivalence na nosné mnoziné A. Je to déno tim, Ze (jak jsme jiz zmirovali
v tivodni pozndmece této kapitoly) v obecném ptipadé Q-algeber neni mozné
charakterizovat cely rozklad (a tedy celou ekvivalenci) pouze jedinou jeho
tridou.

Poznamka. V nasledujici definici k dané Q-algebie A a dané kongruenci
na ni sestrojime faktorovou (2-algebru zptsobem znamym z faktorizace grup a
okruht: na rozkladu pfislusném ~ (vzdyt ~ je ekvivalence na nosné mnoziné
A) zavedeme operace pomoci reprezentantti. Jako obvykle pak bude potieba
ovérit korektnost této definice, tj. dokazat, ze provedena konstrukce nezalezi
na nasi liboviili pfi volbé reprezentantii.

Definice. Necht A je univerzalni algebra typu €0, necht ~ je kongruence
na Q-algebfe A. Ozna¢me R = A/~ rozklad prislusny ~. Pro kazdy n-arni
operacni symbol f € () definujme n-arni operaci na R takto: pro kazdé
Xi,..., X, € R zvolme ay € X3, ..., a, € X, a definujme fr(Xy,...,X,)
tim, Ze je to tiida obsahujici prvek fa(ay,...,a,). Mnozina R spolu s pravé
zavedenymi operacemi se nazyva faktorova algebra ()-algebry A podle kon-
gruence ~, znaci se A/~.

Véta 4.2. Predchozi definice je korektni.

Duikaz. Je tfeba ovéfit nezavislost na volbé reprezentantii. Zachovejme
vesSkeré oznaceni z definice a zvolme jesté dal$i reprezentanty: nechf téz

by € Xy, ..., b, € X,. OvSsem patfit do stejné tiidy rozkladu znamena
byt ekvivalentni, tedy plati a; ~ by, ..., a, ~ b,. Z definice kongruence pak
dostavame fa(ay,...,a,) ~ fa(b1,...,b,), coz znamend, ze fa(ay,...,a,) a

fa(by, ..., b,) patii do stejné tiidy rozkladu, totiz do t¥idy fr(Xi,...,X,).
Priklad. Priklad faktorgrupy a faktorokruhu je znamy. Ukazme si proto

néco, co jsme v prednasce z algebry nedélali. Univerzalni algebra nam dava
navod, jak faktorizovat svazy. Necht (5, V,A) je svaz. Kongruence na ném
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je ekvivalence ~ na mnoziné S splnujici: pro kazdé a,b,c,d € S takové, ze
a~bac~d,platiaVe~bVdaaAc~ bAd. Jeli ~ kongruence na
svazu (S5, V, A), pak faktorsvaz je svaz, jehoZ nosnd mnozina je rozklad S/~ a
operace na ni jsou definoviny pomoci reprezentantt: pro 7', R € S/~ zvolime
a €T,be R adefinujeme TV R jako tfidu obsahujici a V b a T' A R jako
ttidu obsahujici a A b.

Véta 4.3. Necht A je univerzdlni algebra typu €, ~ kongruence na Q-
algebre A. Pak zobrazeni m : A — A/~ wurcené predpisem a € m(a) pro
libovolné a € A (tedy w(a) je trida obsahujici prvek a) je surjektivni homo-
morfismus (2-algeber.

Dukaz. Zobrazeni 7 je surjekce, nebot kazda tiida rozkladu X € A/~
je neprazdna, existuje tedy a € X, pro které samoziejmé plati 7w(a) = X.
Ukazme, Ze 7 je homomorfismus 2-algeber. Zvolme libovolné n-arni operacni
symbol f € Qaprvky ay,...,a, € A. Oznaéme X; = 7(ay), ..., X, = 7(an).
Pak tedy a; € Xy, ...,a, € Xy a fayo (X1, ..., X,) je uréeno tim, Ze obsahuje
prvek fa(a,...,an), tj.

m(falar, .. an)) = fa/ (X1, .., X5) = fay(m(ar), ..., 7(an)),

coz se mélo dokazat.

Definice. Surjektivni homomorfismus §)-algeber m : A — A/~ konstruo-
vany v predchozi vété se nazyva projekce 2-algebry A na faktorovou algebru
Af~.

Dusledek. Necht A je univerzdlni algebra typu Q. Plati, Ze kazdd kon-
gruence na 2-algebie A je jadrem vhodného homomorfismu Q-algeber vychd-
zejictho z Q2-algebry A.

Dukaz. Necht ~ je libovolnd kongruence na -algebie A. Necht 7 :
A — A/~ je projekce Q-algebry A na faktorovou algebru A/~. Tvrzeni
bude dokazano, ovéfime-li, ze jadrem 7 je ~. Ozna¢me ~ jadro w. Podle
definice jadra homomorfismu pro libovolné a,b € A plati a ~ b pravé tehdy,
kdyZ 7(a) = w(b), coz podle definice projekce znamena, Ze a a b patii do téze
tfidy rozkladu A/~, neboli a ~ b.

Poznamka. Ukazme si nyni jednu zajimavou souvislost mezi kongruen-
cemi a podalgebrami. Necht ~ je ekvivalence na nosné mnoziné Q-algebry A.
7 definice je tedy ~ C A x A podmnozinou nosné mnoziny souc¢inu {2-algeber

A x A.

Véta 4.4. Necht ~ je ekvivalence na nosné mnoZiné Q-algebry A. Pak
plati: ~ je kongruence na Q-algebie A, pravée kdyz je ~ podalgebrou Q-algebry
A X A.
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Diikaz. Predpokladejme, ze ~ je kongruence na 2-algebie A. Abychom
dokéazali, ze ~ je podalgebrou -algebry A x A, zvolme libovolny n-arni
operacni symbol f € Q a prvky (a1, b1),. .., (a,,b,) € Ax A. JestliZe véechny

tyto usporadané dvojice patii do ~, pak plati a; ~ by, ..., a, ~ b,, coz podle
definice kongruence znamené fa(ay,...,a,) ~ fa(b1,...,b,). To ale neni nic
jiného, nez ze dvojice (fa(as,...,a,), fa(b1,...,b,)) je také prvkem ~, coz

jsme méli dokazat.

Predpokladejme nyni, ze ~ je podalgebrou Q-algebry A x A. Zvolme
libovolné n-arni opera¢ni symbol f € Q a prvky ai,...,a,,b1,...,0, € A
takové, ze a; ~ by,...,a, ~ b,. Pak dvojice (a1, by),..., (an,by,) jsou prvky
podalgebry ~ a z definice podalgebry plyne, ze také

faxa((a1,01), ..., (anyby)) = (falar, ... an), fa(br, ..., by))

patii do podalgebry ~, neboli fa(ai,...,a,) ~ fa(by,...,b,). Je tedy ~
kongruence na §2-algebie A.

Definice. Necht A je mnozina, ~ a ~ ekvivalence na mnoziné A. Rek-
neme, ze ekvivalence ~ je mensi nebo rovna ekvivalenci ~, jestlize pro kazdé
a,b € A plati implikace

a~b=—a~0b0.

Poznamka. Protoze dle definice je ekvivalence na mnoziné A relaci na
mnoziné A, tedy podmnozinou kartézského souc¢inu A x A, pfi¢emz napri-
kace z pfedchozi definice vlastné mnozinovou inkluzi ~ C ~. Nemuseli jsme
tedy pro ekvivalence pojem mensi viitbec zavadét, divodem byla jen snaha
o snadnéjsi porozumeéni textu. Plyne odtud, ze tato relace je usporadanim
na mnoziné vsech ekvivalenci na mnoziné A. Nejmensi prvek této uspora-
dané mnoziny je ekvivalence = (dva prvky jsou ekvivalentni, pravé kdyz
jsou stejné), nejvétsim prvkem je ekvivalence A x A, v niz kazdé dva prvky
mnoziny A jsou ekvivalentni (tedy ji odpovidajici rozklad ma — v ptipadé
A # () — jedinou t¥idu rozkladu, totiz celou mnozinu A). Uvazme libovolnou
neprazdnou mnozinu F ekvivalenci na mnoziné A. Prunikem vsech ekviva-
lenci ~ € E je tedy relace &~ na mnoziné A, pro kterou plati: pro libovolné
a,b € A je a = b pravé tehdy, kdyz pro kazdé ~ € F plati a ~ b. Snadno se
ovéri, Ze relace ~ je téz ekvivalenci na mnoziné A (promyslete si diikaz sami,
je opravdu snadny). Odvodili jsme, Ze mnozina vSech ekvivalenci na mnoziné
A usporadana inkluzi je Uplny svaz. Rovnéz mnozina vsSech kongruenci na
dané Q-algebie A usporadand inkluzi tvori uplny svaz, jak plyne z véty 4.4 a
druhého disledku véty 2.1. Plyne to také z nasledujici véty, uvédomite-li si,
ze relace A x A je vzdy kongruenci na (2-algebie A.
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Véta 4.5. Necht A je univerzdlni algebra typu 2, K neprdzdnd mnoZina
kongruenci na Q-algebie A. Necht relace =~ na mnoZiné A je prinikem vsech
kongruenci z mnoZiny K, tj. pro libovolné a,b € A klademe a ~ b prdvé
tehdy, kdyz pro kazdée ~ € K je a ~ b.

e Pak relace =~ je kongruenci na Q-algebre A.

o Uvazme soucin Q-algeber B =[] ., A/~. Pro kaZdé ~ € K oznacme
T~ : B — A/~ projekci ze soucinu a p. : A — A/~ projekci -
algebry A na faktorovou algebru A/~. Podle véty 3.8 existuje jediny
homomorfismus Q-algeber ¢ : A — B takovy, Ze 7. o ¢ = pu~. Pak
plati: jadrem homomorfismu ¢ je kongruence ~.

B

A

X\ T~
I

T
/ i
A

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne z vét 4.4 a 2.1; je také disledkem druhého
tvrzeni, nebot podle véty 4.1 je jadro libovolného homomorfismu kongruenci.
Oznacme < jadro homomorfismu . Pro libovolné a,b € A plati a < b prave
tehdy, kdyz ¢(a) = ¢(b), coz podle definice souinu 2-algeber nastane pravé
tehdy, kdyz pro kazdé ~ € K plati 7.(¢(a)) = m(¢(b)), coz vzhledem k
T © @ = p. znamend pravé p.(a) = p(b), neboli a ~ b. Dokazali jsme,
ze pro libovolné a,b € A plati a < b pravé tehdy, kdyz pro kazdé ~ € K je
a ~ b, coz vSak podle definice relace ~ nastane, pravé kdyz a ~ b. Véta je
dokézana.

Poznamka. Nasledujici véta je zobecnénim vét, které jsme si uvadéli pro
faktorgrupy a faktorokruhy.

Véta 4.6. Necht A, B jsou univerzdlni algebry téhoZ typu 2, ¢ : A — B
homomorfismus Q-algeber s jadrem ~. Necht = je libovolnd kongruence na Q-
algebre A mensi nebo rovna kongruenci ~. Oznacme w: A — A/~ projekci
Q-algebry A na faktorovou algebru A/=. Pak plati

o Existuje jediné zobrazeni ¢ : A/~ — B takové, Ze pom = .

o Toto zobrazeni ¢ je homomorfismus Q-algeber.

o Homomorfismus ¢ je surjektivni, prave kdyz homomorfismus o je surjek-

tiong.

o Homomorfismus @ je injektivni, praveé kdyz jsou obé kongruence ~ a ~

stejné (tj. ~ = =2).
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Dukaz. Konstruujme zobrazeni ¢ : A/~ — B tak, aby ponm = ¢.
Zvolme libovolné X € A/=~. Protoze X je tiida rozkladu, je neprazdna,
a tedy existuje a € X. Podle definice m pak w(a) = X. Pak z podminky
pom = plyne (X) = @(m(a)) = (pom)(a) = ¢(a). To oviem znamena,
ze pokud néjaké zobrazeni ¢ : A/~ — B spliujici ¢ o m = ¢ existuje, je
jediné. Definujme tedy ¢ : A/~ — B timto jedinym zptsobem: pro libovolné
X € A/~ tedy zvolime a € X a klademe ¢(X) = p(a). Je ale tieba ovéfit
korektnost této definice, neboli nezavislost na volbé a € X. Méjme dalsi
b € X, pak oba prvky a, b lezi v téze tfidé X rozkladu A/, odkud a = b.
Protoze kongruence ~ je mensi nebo rovna kongruenci ~, plyne odtud a ~ b.
Ovsem ~ je jadrem homomorfismu ¢, proto posledni znamena ¢(a) = ¢(b).
Je tedy skutecné definice zobrazeni ¢ korektni.

Dokazme nyni, ze zobrazeni ¢ je homomorfismus {2-algeber. Za tim tcelem
zvolme libovolné opera¢ni symbol f € Q arity n a prvky X3,..., X, € A/~.
Zvolme libovolné ay, . .., a, € Atak,ze 7(a1) = Xy, ..., 7(a,) = X,,. Protoze
m a ¢ jsou homomorfismy (2-algeber, plati

@(fA/z(Xl, o 7Xn)) = @(fA/z(ﬂ(al),...,ﬂ(an))) =
= ¢(r(falar, ... an))) =
= (@om)(falay,...,an)) =
= o(falar,...,a,)) =
= fe(plar), ... plan)) =
= f((@om)(ar),....(¢om)(an)) =
= [p(@(7(a1)), ... p(m(an))) =
= [p(e(X1), ..., p(Xn)),

coz jsme meli dokazat.

Jestlize je homomorfismus ¢ surjektivni, pak pro kazdé b € B existuje a €
A tak, 7e b= p(a) = (pom)(a) = ¢(n(a)), coz znamend, Ze homomorfismus
@ je surjektivni. Je-li naopak homomorfismus ¢ surjektivni, pak téz ¢ jakozto
slozeni dvou surjekci je surjektivni (dokazte si sami).

Piedpokladejme, ze ~ = =, a ukazme, ze homomorfismus ¢ je injektivni.
Necht X7, X5 € A/~ jsou libovolné prvky spliujici ¢(X;) = ¢(X3). Zvolme
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libovolné ay, as € A tak, ze w(a;) = Xy, m(az) = Xs. Pak plati

plar) = (pom)(a) = g(m(ar)) = ¢(X1) =
= P(X3) = p(m(az))(p o m)(az) = p(as),

odkud z definice jadra homomorfismu plyne a; ~ as, a proto a; ~ as, coz
znamena, ze prvky a; a as lezi v téze tfidé rozkladu, kterou je X; = Xs.

Predpokladejme naopak, ze homomorfismus ¢ je injektivni. Staci ove-
fit, ze kongruence ~ je men$i nebo rovna kongruenci =, nebof opacnou
nerovnost mame v piedpokladech véty. Nechf tedy jsou a,b € A takové,
ze a ~ b. Pak z definice jadra homomorfismu plyne p(a) = ¢(b), tedy
P(m(a)) = @(mw(b)). Protoze predpokladame, Zze ¢ je injektivni homomorfis-
mus, plyne odtud 7(a) = 7(b). Podle definice projekce na faktorovou algebru
to znamena, ze a a b lezi v téze t¥idé rozkladu A/~, tedy a ~ b. Dikaz véty
je skoncen.

Dusledek. Necht A, B jsou univerzdlni algebry téhoz typu Q, ¢ : A — B
homomorfismus Q-algeber s jadrem ~. Pak obraz Q-algebry A v homomor-
fismu ¢

p(A) = {pla); a € A}
je Q-algebra izomorfni s faktorovou algebrou A/~.

Dukaz. Staci uzit predchozi vétu pro ~ = ~ a uvédomit si, ze p(A) =
(pom)(A) = @(A/~), nebot projekce 7 je surjektivni.

5. Termy

Poznamka. V nasledujici kapitole budeme chtit definovat rovnosti. Pii-
kladem téchto rovnosti jsou komutativni, asociativni, distributivni, absorp¢ni
a dalsi identity, se kterymi jsme se setkali. Jde vzdy o rovnost mezi dvéma
vyrazy, které obsahuji néjaké proménné spolu svazané operacemi. Tyto vy-
razy nazyvame termy. Potfebujeme nyni presné tyto termy definovat. Jedina
cesta je definovat je induktivné, tedy fici, Ze term je néco, co lze urcitymi
pravidly ziskat z nejjednodussich termt. Predstavme si pro urcitost néjaké
konkrétni rovnosti, napiiklad nasledujici rovnosti platné v Booleovych alge-
brach x V2’ = 1, x A x = x. Vidime, Ze zde nejjednodussimi termy jsou
x Az, xV z'. Obecné nevystac¢ime s jedinou proménnou (vzpomeiite si na
rovnosti popisujici komutativni nebo asociativni zdkon). Na druhou stranu
je jasné, ze vzdy mame v rovnosti jen konec¢né mnoho proménnych. Proto
bude stacit pracovat s nasledujicimi proménnymi x, zo, x3, . . .

Definice. Necht Q2 je typ. Termem typu 2 nazveme pravé takovy vyraz,
ktery Ize zkonstruovat konec¢né mnoha aplikacemi nasledujicich pravidel:
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e Pro libovolné prirozené ¢islo n je proménna x,, term typu 2.

e Pro libovolny nularni operacni symbol f € 2 je f term typu §2.

e Pro libovolné prirozené c¢islo n, libovolny n-arni operacni symbol f € §2
a libovolné termy ty, ..., t, typu Q) je vyraz f(ty,...,t,) term typu €.

Mnozinu vSech termu typu Q budeme znacit symbolem F(£).

Poznamka. Pokud by mél nékdo pocit, Ze pfes veskerou snahu o pfes-
nost je predchozi definice stejné nepfesnd, nebof uziva nedefinovany pojem
vyraz, muze si predchozi definici opravit tim, ze misto o vyrazech bude mluvit
o konec¢nych posloupnostech symboli z abecedy, ktera se sklada z mnoziny
proménnych, mnoziny €2, kulatych zavorek a ¢arky, tedy o slovech nad touto
abecedou. Poznamenejme téz, Ze striktné podle definice naptiklad 2V’ term
neni, spravné bychom jej totiz méli psat ve tvaru V(zq, (z1)). Je jasné, ze
posledni zapis na prehlednosti nepridal, proto nebudeme uzivat dogmaticky
jen zapisy termu povolené predchozi definici. Na druhou stranu je nezbytné,
abychom vzdy védéli, jak term, ktery uzivame, méa dle této definice vypadat.

Poznamka. Piedchozi definici by bylo mozné napsat také takto: Necht €2
je typ, pro kazdé nezaporné celé ¢islo n ozna¢me €2,, mnozinu vSech operacnich
symboli z €2, které jsou n-arni. Polozme

M():Q()U{Jfl,l'g,xg,...}
a pro kazdé i € N ozna¢me
Mi = Mi—l U {f(tl, ce ,tn),n S N, f S Q'm t1,...,t, € Mi—l}-

Pak F(Q) = U;2, M; nazgviame mnozinou vSech termi typu €2, jejim prvkiim
fikdme termy typu €.

Definice. Rekneme, Ze term t typu ) je n-arni, jestlize se pii jeho kon-
strukci nevyuzilo zadné proménné x,, pro m > n.

Priklad. Term x5 je binarni, ovSem je téz 3-arni a také 4-arni atd. Neni
vsak unarni, pfestoze v ném vystupuje jen jedna promeénna.

Priklad. Nuldrni term typu €2 je term, pii jehoZ konstrukei se nepouzila
zddna proménna, byl tedy vytvofen jen pomoci druhého a tietiho pravidla
z definice termu. Je jasné, ze takové termy existuji jen pro typy obsahujici
alespon jeden nularni operac¢ni symbol.

Poznamka. Je vcelku patrné, ze kazdy n-arni term ¢ typu €2 nam v libo-
volné 2-algebie A zadava n-arni operaci. Chceme-li tento jasny fakt definovat
presné, je nutné uzit opét induktivni definici.

Definice. Necht't je n-arni term typu ). Necht A je univerzalni algebra
typu . Definujeme n-arni operaci t4 urcenou termem t na §)-algebie A
néasledujicim zpisobem. Necht ay, ..., a, € A jsou libovolné prvky.
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e Je-li termem t proménna xy, pak operaci urcenou termem t je k-ta
projekce z kartézského soucinu, tj. prot = xy, klademe ta(ayq,. .., a,) =
ag.

e Je-li termem t nularni operacni symbol f € ), pak operaci urcenou
termem t je operace na ()-algebie A prislusna symbolu f, tj. prot = f
klademe ty(ay, ..., a,) = fa.

e Je-li term t slozen pomoci k-arniho operacniho symbolu f € €2, kde
k > 1, z n-arnich termu tq, ..., t; typu €2, pak operaci t, urcenou
termem t definujeme takto: jeji hodnota v n-tici (ay, ..., a,) je hodnota
operace fa na ()-algebie A prislusné symbolu f v k-tici

((t)alag, ... an), ..., (tp)alas, ..., a,))

hodnot operaci prislusnych termum ty, ..., ty v n-tici (aq,...,a,), tj.
prot = f(ty,...,t,) klademe

ta(ar,...,an) = fa((t1)alar, ... an), ..., (te)alas, ..., a,)).

Poznamka. ProtozZe libovolny n-arni term typu €2 lze povazovat téz za
m-arni term typu €2 pro libovolné m > n, dopustili jsme se v predchozi
definici jisté nepfesnosti: stejnym symbolem ¢, oznacujeme rtizné operace!
Je-li £ nejmensi takové, ze term t je k-arni, pak ¢4 znaci n-arni operaci na
-algebre A pro kazdé nezaporné celé ¢islo n > k. Ukazme to na nasledujicim
prikladu.

Priklad. Predpokladejme, Ze ) obsahuje binarni opera¢ni symbol +.
Jestlize naptiklad povazujeme term x; + w2 za binarni, pak podle pfedchozi
definice plati (21 +x3)a(a1, az) = a1 +az, pokud tento term vSak povazujeme
za 3-arni, pak (r1 + xg)a(a1, as,a3) = a; + az. Obecné, pro libovolné n > 2,
je-li term z1 4+ x9 povazovéan za n-arni, pak (x1 + x3)a(aq,. .., a,) = a1 + as.

Poznamka. V ptredchozim piikladé jsme vidéli, Ze nepfesnost, které se
dopoustime, neni nijak fatalni. DokéZzeme to v nasledujici vété.

Véta 5.1. Necht t je n-drni term typu Q, necht pFirozené ¢islo m > n.
Pak pro libovolnou univerzalni algebru A typu 0 a libovoln€ ay, . ..,a, € A
plati

talay,...,an) =talay,...,an),
kde symbolem t, rozumime vlevo n-drni operaci urcenou termem t na A,
kdezto vpravo m-drni operaci urcenou termem t na A.

Dikaz. Dtkaz povedeme indukci vzhledem k termu ¢ podle definice
termu. Prvni krok této indukce spociva v tom, Ze tvrzeni dokdzeme pro termy,
které jsou proménnou nebo nuldrnim opera¢nim symbolem. Ve druhém kroku
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predpokladame, Ze term ¢ je pomoci né€jakého operacniho symbolu slozen z ji-
nych termi a ze pro tyto termy bylo tvrzeni jiz dokazano, a dokazeme tvrzeni
pro term .

e Je-li termem ¢ proménnd xy, pak k < n, nebot ¢ je n-arni term. Plati
(xg)alar, ... a,) = ap = (xr)alar, ..., an).
e Je-li termem ¢ nularni opera¢ni symbol f € €2, pak
falay,...;an) = fa= falar,...,am).

e Predpokladejme, Ze je term t sloZzen pomoci k-arniho operacniho sym-
bolu f € Q, kde k > 1, z termt tq, ..., t; typu €2, pro které jiz bylo
tvrzeni dokazano, tedy pro kazdé j = 1,..., k plati

(tj)alar, ..., an) = (tj)alar, ..., an).

Pak plati

ta(at, .. an) = fal(t)a(as, .. an), ... () alas, ... an)) =

Véta je dokazana.

Piiklad. Necht 2 = {-}, kde - je binarni opera¢ni symbol, necht A je
univerzalni algebra typu Q (tedy grupoid). Uvazme term x; - xo. Pak dle
predchozi definice tento term urcuje binarni operaci

($1 : 552),4(@1,@2) = (l‘l)A(al,@) : ($2)A(a17az) = ap - a.

Podobné

($2 : Il)A(al,%) = (I2)A(6L1,6L2) : ($1)A(a17az) = ag - aj.

Naivné lze tedy operaci prislusnou termu ¢ popsat takto: za proménnou x
dosadime prvek a; a provedeme vSechny operace termu t.

Piiklad. Uvazme typ 2 = {V,A,’,0,1}, kde opera¢ni symboly V a A
jsou binarni, symbol ’ je unarni a symboly 0, 1 jsou nularni. Necht A je uni-
verzalni algebra typu Q (piikladem takové Q-algebry je libovolnd Booleova
algebra, ovsem ne kazda €2-algebra je Booleova algebra, je ji jen ta, v niz plati
podminky kladené na Booleovy algebry, tj. asociativita, komutativita, idem-
potentnost obou operaci, absorpéni a distributivni zakony, identity spojené
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s nejmensim a nejveétsim prvkem, identity pro komplement — viz nasledujici
kapitolu). Uvazme term (z; A x5) V (2} A x3), pak hodnota operace na A
urcené timto termem v usporadané dvojici prvki aq,as € A je

(21 A 2h) V (2] Az2))alar, az) = (21 A ay)alar, az) V (27 A x2)a(ar, a2) =
= ((x1)a(ar, a2) A (25) a(a1, a2)) V ((21)alar, az) A (w2) aar, a2)) =
(a1 A ((22)a(a1,a2))') V (((21)a(ar, a2)) Aag) =
= (a1 Aah) V (@} A\ ag),

coz je v pripadé Booleovy algebry hodnota operace s¢itani na odpovidajicim
Booleové okruhu.

Priklad. Uvazme libovolny typ 2 obsahujici n-arni opera¢ni symbol f, a
term f(x1,...,x,). Pak pro libovolnou Q-algebru A a libovolné a4, ..., a, € A
plati

(f(x1,...,xn))alar, ... a,) = fa((z1)alar, ... an), ..., (zn)alar, ... a,)) =

= falay,...,a,),

a tedy (f(z1,...,20))a = fa.

Poznamka. Pravé definované operace uréené termy umoznuji zformulo-
vat nasledujici obecnou vétu o tom, jak vypada podalgebra (-algebry ge-
nerovand podmnozinou. Se specidlnimi pripady této véty jsme se jiz néko-
likrat setkali, naptiklad pro podgrupu grupy generovanou mnozinou, nebo
pro vektorovy podprostor vektorového prostoru generovany danou mnozinou
vektor.

Véta 5.2. Necht A je univerzdlni algebra typu Q, M podmnoZina nosné
mnoziny A. Pak podalgebra (M) Q-algebry A generovand mnoZinou M je
tvaru

<M> = {tA(&h e >an);
n€Z,n>0,t jen-drni term typu Q, ay,...,a, € M}.

Diikaz. Ozna¢me N mnozinu na pravé strané uvedené rovnosti. Nejprve
dokazeme (M) C N, a to tak, ze ukdzeme, ze N je podalgebra Q-algebry
A obsahujici mnozinu M. Pro inkluzi M C N sta¢i vzit n = 1 a unarni
term x, nebot pro libovolné a € M je (x1)a(a) = a. Dokazme tedy, ze N je
podalgebra 2-algebry A. Zvolme libovolné k-arni operacni symbol f €
a k libovolnych prvki by,...,by € N a ukazme, Ze fa(by,...,br) € N.
Ovsem pro kazdé j = 1,...,k existuje n;-arni term ¢; typu Q a n; prvki
1,505, € M tak, ze b; = (t;)a(aj1,...,a;n,). Potfebujeme prvky
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by, ..., by ziskat jako hodnoty operaci prislusnych néjakym termim typu €2
na stejné n-tici prvk mnoziny M. Proto polozme n = n;+---+ny a uvazme
n-tici (@11, ..., Qings - g1y - - -5 Qgn, ) vziiklou poskladanim zminénych n;-
tic za sebe. Oznacme t; term, ktery vznikne z termu ¢; tim, Ze se indexy vSech
proménnych v ném pouzitych zvétsi o ¢islo ny + --- + n;_; (tedy specidlné
t) = t1). Plati tedy pro kazdé j =1,... k

bj = (tj)A(ajjl, ceey aj,nj) = (t;')A(al,lu ey A1y -5 A1, - - ,ak’nk),

fA(bb Ce 7bk) = (f(tll, Ce 7t§€))A(a1’1, Ce ,al’m, Ce ,a;ﬂ, Ce ,ak,nk).

To je ale dle definice mnoziny N prvek N, coz se mélo dokéazat.

Dokazme nyni inkluzi (M) O N, a to tak, Ze ukéZeme, Ze prvky mno-
ziny N lezi v kazdé podalgebie Q-algebry A obsahujici mnozinu M. Dle
definice mnoziny N je jeji libovolny prvek tvaru t4(aq,...,a,), kde t je n-
arni term typu 2 a ay,...,a, € M. Necht H je libovolna podalgebra §2-
algebry A obsahujici mnozinu M a ukazme indukci podle definice termu, ze
tA(al,...,an) € H.

e Je-li termem ¢ proménnd xy, pak ta(as,...,a,) =ar € M C H.

e Je-li termem ¢ nularni operac¢ni symbol f € €2, pak podle definice pod-

algebry ta(ay,...,a,) = fa € H.

e Predpokladejme, Ze je term t slozen pomoci k-arniho operacniho sym-
bolu f € Q,kde k > 1, ztermu 4, ..., t; typu €2, pro které jiz bylo tvr-
zeni dokazano, tedy prokazdé j = 1,..., kplatib; = (¢;)a(a1,...,a,) €
H. Pak plati

ta(as, ... an) = faltt)a(as, . an), .. (t)a(as, ..., an)) =
= faby, ... b)) € H

dle definice podalgebry.

Véta je dokazana.

6. Variety

Definice. Necht ty, ty jsou termy typu €. Vyraz t; = ty nazyvame rov-
nosti typu Q.

Poznamka. Zduraznéme, ze v predchozi definici je uzito symbolu = jen
jako dalsiho znaku abecedy, ktery oba termy spojil do jediného slova. V zad-
ném piipadé timto zapisem neni mysleno, Ze jsou termy t; a to stejné.
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Piiklad. Necht Q2 = {-}, kde - je binarni opera¢ni symbol, pak rovnosti
typu €2 je napiiklad rovnost xy - x5 = x5 - x1. Tato rovnost psana naprosto
formélné je tvaru -(zq,x2) = -(z2, 1), ale je jasné, Ze neni tieba si zbytetné
komplikovat zivot pfehnanou snahou po formalnosti, podstatné je to, ze vime,
jak formalné rovnost vypada, a jsme schopni v piipadé potieby ji spravné
formalné prepsat.

Priklad. Uvazme typ 2 = {-, 7!, 1}, kde opera¢ni symbol - je binarni,
symbol 7! je unérni a symbol 1 je nularni. Piiklady rovnosti jsou (z1-zs) 13 =
w1 (29 23), 71 - 27" =1, atd.

Definice. Necht' t; a ty jsou termy typu §2, necht A je univerzalni algebra
typu €. Necht n a m jsou nejmensi piirozena cisla takova, ze t; je n-drni a
ty je m-arni term. Oznacme k = max{n, m}. Rekneme, %e rovnost t; = t,
plati v Q-algebie A, jestlize termy ti, ty urcuji stejnou k-arni operaci na
Q-algebie A, tj. pro kazdé prvky ai,...,ar € A plati (t1)a(aq,...,a;) =
(tz)A(a,l, Ce ,ak).

Poznamka. Podle véty 5.1 plati, Zze pokud termy t¢; a ty z predchozi defi-
nice urcuji stejnou k-arni operaci na A, tak pro libovolné pfirozené ¢islo [ > k
tyto termy urcuji stejnou [-arni operaci na A. Proto v predchozi definici jsme
misto k = max{n, m} mohli vzit libovolné pfirozené ¢islo k > max{n, m}.

Priklad. Necht t; = ¢, je libovolna rovnost typu 2. Pak v libovolné
jednoprvkové univerzalni algebfe A typu Q plati rovnost t; = t5. Jestlize
existuje prazdna Q-algebra (tj. jestlize typ 2 nemd zadny nularni operacni
symbol), pak v této prazdné algebfe rovnost t; = t5 také plati.

Piiklad. Necht Q = {-}, kde - je binarni opera¢ni symbol, pak rovnost
X1 - T9 = x9 - 11 plati v Q-algebie A, pravé kdyz je A komutativni grupoid.

Definice. Libovolnou mnozinu rovnosti typu §2 nazyvame teorii typu §2.

Definice. Necht' T je teorie typu . Tridu vSech Q-algeber, v nichz plati
vsechny rovnosti teorie T', nazyvame varietou 2-algeber urcenou teorii T

Priklad. Nechf T je libovolnd teorie typu €. Pak plati, Ze ve varieté ur-
¢ené teorii T lezi vsechny jednoprvkové (2-algebry. Jestlize typ 2 nema zadny
nularni operacni symbol, pak ve varieté urcené teorii 1" lezi také prazdna -
algebra.

Poznamka. VSimnéte si, Ze v pfedchozi definici hovofime o t¥idé vSech Q-
algeber, nikoli o mnoziné vSech (2-algeber. Nelze totiz hovorit o mnoziné vsech
Q-algeber stejné jako nelze hovorit o mnoziné vsech mnozin. Divodem jsou
paradoxy naivni teorie mnozin (pokud by existovala mnozina vSech mnozin,
existovala by i mnozina M vSech téch mnozin, které nejsou svym prvkem;

pak oba piipady M € M i M ¢ M vedou ke sporu).
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Poznamka pro ty, ktefi znaji predikatovou logiku. Uvazime predi-
katovou logiku v jazyce s opera¢nimi symboly z ). Pak pro libovolné n-arni
termy je rovnost t; = ty atomickou formuli predikatové logiky, z niz pfi-
danim vSeobecnych kvantifikdtori utvorime uzavienou formuli (tj. sentenci)
(Vxq) ... (Va,)(t; = t2). Provedeme-li to se vSemi rovnostmi néjaké teorie T
typu €2, ziskdme tak mnozinu uzavienych formuli, tedy teorii predikatové lo-
giky. Varieta urcena teorii 7' je pak pravé tiida vSech modelt takto vzniklé
teorie predikatové logiky.

Priklad. Necht © = {-}, kde - je binarni operacni symbol. Teorie {z; x5 =
xg - x1} urcuje varietu v8ech komutativnich grupoidi, teorie {(x; - x2) - x3 =
x1 - (29 - 23)} uréuje varietu vSech pologrup, teorie

{901'$2=$2'$1, (xl-xg)-xg:x1~(x2-m3),x1-a71:m1}

urcuje varietu vSech polosvazt. Naproti tomu t¥idu vSech grup nedostaneme
jako varietu {-}-algeber uréenou néjakou teorii typu {-}: nevime totiz, jak
zapsat podminku pro existenci neutralniho prvku néjakymi rovnostmi (tato
podminka obsahuje existencni kvantifikator, kdezto my mtzeme zapsat jen
podminky se vSeobecnymi kvantifikitory).

Priklad. Uvazme typ 2 = {-, 7!, 1}, kde opera¢ni symbol - je binirni,
symbol ~! je unarni a symbol 1 je nularni. Teorie

{(1’1'1’2)'1’3 = .131'(1’2'.133), 371‘1 = T, 1‘371 =T, LEl'(Il)il = 1, (.131)71'231 = 1}

urcuje varietu vsech grup, pridanim dalsi rovnosti xy - zo = x5 - x1 ziskdme
teorii urcujici varietu vsech komutativnich grup. Tato varieta je samoziejmeé
téz varietou urcenou teorii

{(1’1 : lL‘Q) + T3 = XT71 (l’g : Z[‘g), T1 -9 = X9+ T1, L1 1= T, T - (1’1)_1 = 1}

Piiklad. Uvazme typ Q2 = {+,-,—,0,1}, kde opera¢ni symboly + a -
jsou binarni, symbol — je unarni a symboly 0, 1 jsou nularni. Varieta vSech
okruht je varieta (2-algeber urcena nasledujici teorii typu €2:

{(ZL’1—|—JI2)+ZE3 = $1+([L’2+l’3), ZL’1+I‘2 :$2+.T1, 1‘1+0:l’1,
r1+ (—21) =0, (1 -22) 23 =21 (x9-23), 11 -1 =19, 1 - 17 = 179,
Ty (2 +x3) = (21 22) + (21 23), (21 + 72) - v3 = (21 - 23) + (22 73) }.
Neni jasné, jak zachytit podminky oboru integrity a télesa. Pozdéji uvidime,

Ze ani tridu vsech obort integrity ani tfidu vSech téles nemtzeme dostat jako
varietu univerzalnich algeber.
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Piiklad. Uvazme typ Q = {V, A}, kde oba opera¢ni symboly jsou binarni.
Pak varieta vsech svazl je urcena nasledujici teorii T" typu €:

T:{xl\/xQZxQ\/xl, (xl\/x2)\/x3:x1\/(x2\/x3),xl\/xlle,
1’1/\.73'2:$2/\x’1, (33'1/\%2)/\]73:1’1/\<x2/\33'3),.]31/\]71:.771,

(IL‘l V 1'2) N Ty = T, (1'1 VAN 1‘2) V I = Il}.

Teorie
Ty =TU{z1V (zaNx3) = (21 V22) A (11 V23) }

urcuje varietu vSech distributivnich svazt, teorie
T2 =TU {(.Z'l A\ .ZCQ) vV (.Tl A 1'3) =x1 N\ (.Z'Q V (.ZCl VAN .1’3))}

urcuje varietu vSech modularnich svazii.

Priklad. Uvazme typ Q2 = {V,A,’, 0,1}, kde opera¢ni symboly V a A jsou
binarni, symbol ' je unarni a symboly 0, 1 jsou nuldrni. Necht T} je teorie
z predchoziho prikladu. Pak teorie

T1U{£C1/\O:O,.I'1\/1:1,xlv(xl)lzlaxl/\<x1)/:0}

urcuje varietu vSech Booleovych algeber.

Piiklad. Pfipomenme definici vektorového prostoru nad télesem (R, +, -).
Pro vétsi srozumitelnost odlisime operaci sc¢itani vektori od sc¢itani v télese
a budeme ji znacit &. Podobné ©u bude opacny vektor k vektoru w. Odli-
sime také nasobeni vektorti skalary od nasobeni v télese a budeme jej znacit
©®. Vektorovy prostor nad télesem (R,+,-) je komutativni grupa (V,®) a
zobrazeni ® : R x V — V spliujici pro kazdé u,v € V a kazdé r,s € R

roOwdv)=(rou)d®(rov)
r+s)Oou=rou)®(sou)
(r-s)Qu=ro(sdu)
10u=u.

Popisme nyni t¥idu vsech vektorovych prostort jako varietu ur¢enou vhodnou
teorii. Uvazme typ Q = {®,6,0} U R, kde opera¢ni symbol @ je binarni,
symbol & je unarni, symbol o je nularni a pro kazdé r € R je r unarni
operacni symbol. Uvazme nasledujici teorii T typu 2:

T:{(xl@xg)@xgle@(m@w?)),
T DTy =23 Dy, 11 D0 =11, 11D (S71) = 0}.
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Tato teorie (uvazovana jako teorie typu {@®, ©,0}) urcuje varietu vsech ko-
mutativnich grup. Priddme k ni zbylé ¢tyfi axiomy vektorovych prostorti.
Ctvrty axiom 1 ® v = u je nejsnadnéjsi: 1 € R je unarni opera¢ni symbol,
tedy odpovidajici rovnosti je rovnost 1(x;) = 7. Pro druhy a tfeti axiom
uvazime libovolné r, s € R. To jsou unarni operacni symboly. Ale pak téz r+s
ar-s jsou prvky R, a tedy unarni operacni symboly. Dostavame nasledujici
rovnosti typu :

(r+ ) (@) = r(z1) @ s(x1),  (r-s)(z1) = r(s(z1)).

Prvni axiom pro libovolné r € R déava rovnost r(x; @ xs) = r(x1) & r(22).
Celkem tedy dostavame teorii

TU{l(z;) = 2;} U (U{r(ml @ z3) = r(z1) @ T‘(xg)}> U

reR

U (U UL+ 8)(@1) = (1) © s(a), (r-5)(21) = T(S(%)H) :

reER sER

Tato teorie urcuje varietu vsech vektorovych prostort nad télesem R.

Poznamka. Nésledujici vétu lze struéné zformulovat takto: variety jsou
uzaviené na podalgebry algeber.

Véta 6.1. Necht' T je teorie typu Q, V' varieta Q-algeber uréend teorii T .
Pak pro kazZdou Q-algebru A € V' a kaZdou podalgebru B Q-algebry A plati
BeV.

Dikaz. Uvazme libovolnou rovnost t; = t5 z teorie 1. Protoze A € V|
plati tato rovnost v -algebie A. OvSem ziejmé pro kazdy n-arni term ¢
typu  a libovolné a4, ..., a, € Bplatitg(as,...,a,) =ta(as,...,a,). Proto
rovnost t; =ty plati i v 2-algebfe B. Dokazali jsme, Ze kazda rovnost teorie
T plati v Q-algebie B a tedy B € V.

Poznamka. Nésledujici véta ukazuje, Zze defini¢ni vlastnost homomor-
fismu plati nejen pro vsSechny operac¢ni symboly typu 2, ale dokonce pro
libovolné termy typu €2.

Véta 6.2. Necht A, B jsou univerzdlni algebry typu Q, ¢ : A — B
homomorfismus Q-algeber. Pak pro libovolny n-arni term t typu 2 a libovolné
a,...,a, € A plati

te(p(ar),...,pola,)) = p(talal, ..., a,)).

Dukaz. Vétu dokéZzeme indukei vzhledem k termu ¢.
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e Je-li termem ¢ proménna xy, pak t4 i tg jsou k-té projekce, a tedy

ptalar, - an)) = plar) = tp(p(ar), . .. plan)).

e Je-li termem ¢ nuldrni operacni symbol f € Q, pak ta(a1,...,a,) = fa,
te(e(ar),...,p(a,)) = fs. Oviem ¢(fa) = fp podle definice homo-
morfismu.

e Predpokladejme, Ze je term t slozen pomoci k-arniho operacniho sym-
bolu f € Q, kde k > 1, z n-arnich termi ¢, ..., t; typu §2, pro které
jiz bylo tvrzeni dokézano, tedy pro kazdé j =1,..., k plati

(t))B(p(ar), .., plan)) = o((t;j)alas, ..., an)).

Podle definice operace urcené termem plati

tA(al, e ,Cln) = fA((tl)A(ala Ce ,an), N (tk)A(CLl, e ,an)),

podobné

tB(gp(al), ey gp(an)) ==
= [8((t))s(p(ar), .., p(an)), -, (k) B(p(ar), . ., p(an))).

Podle definice homomorfismu a indukéniho predpokladu plati

p(talar,. .. an)) = e(fal(t)alar, . an), - (te)alar, - an))) =
= fB(e((t1)a (Gla---aan))w--,%f?((tk)A(@l, an))) =
= fB((t1)B(¥(a1), ~--790(%))’~~->(tk)B(<ﬂ(a1)a---aw(an))) =
(pla1), -, plan)),

coz se mélo dokézat.

= tB

Véta je dokazana.

Poznamka. Nasledujici vétu lze struéné zformulovat takto: variety jsou
uzaviené na obrazy algeber v homomorfismech. Podle disledku véty 4.6 to
znamena, ze variety jsou uzaviené na faktoralgebry. S konkrétnimi ptipady
tohoto tvrzeni jsme se tedy setkali jiz diive: faktorizaci (komutativni) grupy
jsme dostali (komutativni) grupu, faktorizaci (komutativniho) okruhu jsme
dostali (komutativni) okruh.

Véta 6.3. Necht T je teorie typu 2, V wvarieta Q-algeber uréend teorii
T. Necht A, B jsou Q-algebry, ¢ : A — B surjektioni homomorfismus §2-
algeber. Pak plati: je-li A €V, pak téz B € V.
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Dikaz. Uvazme libovolnou rovnost t; = to z teorie 1. Protoze A € V,
plati tato rovnost v Q-algebie A. Necht n je takové, Ze oba termy t1, t5 jsou

n-arni. Je tfeba ovérit, ze pro libovolné by, ..., b, € B plati
(t1)B(b1, ... by) = (t2) (b1, ..., by).
Protoze je ¢ surjekce, existuji aq,...,a, € A tak, ze by = p(a1), ..., b, =

¢(ay). Pak z pfedchozi véty a toho, Ze rovnost t; = to plati v Q-algebie A,
dostavame

(t)(by, -, bn) = (t1)B(p(ar), -, plan)) = e((t)alan, - .., an)) =
= () alar, . an)) = (t2)B(p(ar), -, p(an)) = (t2)B(br; - - bn)-

Dokazali jsme, ze kazda rovnost teorie 1" plati v Q2-algebie B, a tedy B € V.

Poznamka. Nasledujici véta ukazuje, Ze podminka, kterou byly defino-
vany operace na soucinu §2-algeber, plati nejen pro vSechny operacni symboly
typu €2, ale dokonce pro libovolné termy typu 2.

Véta 6.4. Necht Q je typ. Necht pro libovolny prvek i mnoziny I je ddna
univerzalni algebra A; typu Q. Oznacme A soucin téchto Q2-algeber, tj. A =
[Lic; Ai- Uvazme libovolng n-drni term t typu Q a libovoln€ x1, ..., xn € A.
Oznacme x = ta(x1, .-, Xn)- Pak pro kazdé i € I plati

X(1) = ta,(xa (@), - xa(8)):

Diikaz. Vétu dokézeme indukei vzhledem k termu ¢.

o Je-li termem ¢ proménnd xy, pak t4 1 ta, jsou k-té projekce, a tedy
X =1ta(x1, - Xn) = Xi & ta,(X1(2), - . xa(4) = xa(2) = x(0).

e Je-li termem ¢ nuldrni operacni symbol f € 2, pak dle definice souc¢inu
Q-algeber plati f4 = &, kde £ € A je urceno podminkou &(i) = f4,, coz
je dokazované tvrzeni.

e Predpokladejme, Ze je term t sloZzen pomoci k-arniho operacniho sym-
bolu f € Q, kde k > 1, z n-arnich termi ¢, ..., t; typu 2, pro které
jiz bylo tvrzeni dokazano. Nejprve zformulujme tento indukc¢ni pred-
poklad. Pro kazdé j = 1,...,k oznacme ¢; = (£;)a(x1,- -, Xn). PTed-
pokladame tedy, ze t = f(t1,...,tx) a Ze pro kazdé i € I a pro kazdé
J=1,...,k plati ¥;(i) = (t;)a,(x1(49), ..., xn(?)). Podle definice ope-

race urcené termem plati

( 1(0), s xa(1)) =
(), 0a (@) xn (@) () 4, 0 (@) xn(8)) =
fA(@D(),---,wn())
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a také

X =talX1,---5Xn) =
= fa((t)a(Xts -5 Xn)s - (B a(X1s - -0 X)) =
- fA(¢17‘--777b7’L)7

a tedy podle definice operaci na soucinu §2-algeber pro kazdé i €
I plati x(i) = fa,(¥1(3),...,1¥n(i)). OvSem vySe jsme odvodili, Ze

Véta je dokazana.

Poznamka. Nésledujici vétu lze struéné zformulovat takto: variety jsou
uzaviené na libovolné souciny algeber. Protoze vime, Ze souc¢inem prazdné
mnoziny (2-algeber je jednoprvkova (2-algebra a ze jednoprvkové (2-algebry
patii do kazdé variety, mizeme se v nasledujici vété omezit na souciny ne-
prazdné mnoziny (2-algeber.

Véta 6.5. Necht' T je teorie typu 2, V varieta Q-algeber urcend teorii T .
Necht pro libovolny prvek i neprdazdné mnoziny I je ddna univerzdlni algebra
A; typu Q. Oznacme A soucin téchto Q-algeber, tj. A = [[,.; Ai. Pak plati:
jestlize pro kazde i € I je A; € V., pak tez A€ V.

Dikaz. Uvazme libovolnou rovnost t; = ty z teorie T'. Protoze pro kazdé
i €I je A; € V, plati tato rovnost v -algebte A;. Necht n je takové, Ze oba
termy ti, to jsou n-arni. Je tieba ovéfit, ze pro libovolné x1, ..., x, € A plati

el

(t)alXt, -5 Xn) = (t2)alX15 - Xn)-

Oznacme 11 = (t1)a(x1,---,Xn) @ Y2 = (t2)a(x1,- -, Xn)- Nasim cilem je
dokézat, ze 1; = 1. Podle definice sou¢inu mnozin jsou ¥ a 1, zobrazeni
se stejnym defini¢nim oborem i oborem hodnot. Je tfeba ovéfit, ze maji téz
stejny predpis, tj. ze pro kazdé i € I plati ¢, (i) = 15(i). Z pFfedchozi véty
plyne, Ze pro kazdé i € I plati ¥1(i) = (t1)a,(x1(4), ..., xn(?)) a (i) =
(t2)a,(x1(4), ..., xn(7)). Protoze rovnost t; = t5 plati v Q-algebte A;, je

(1) 4 0 (0); - xn(0) = (t2) 4, (xa (4); - -5 X (2)),

a tedy téz 11(i) = 19(i), coz jsme chtéli dokdzat. Dokézali jsme, ze kazda
rovnost teorie T' plati v 2-algebie A a tedy A € V.

Priklad. Nyni jsme schopni dokézat slibené tvrzeni, Ze ani tfidu vSech
oborti integrity ani tfidu vSech téles nemiizeme dostat jako varietu univerzal-
nich algeber typu {+, -, —,0, 1}. Podle pfedchozi véty k tomu staci najit dvé
télesa, jejichz soucinem neni téleso, a dva obory integrity, jejichZ soucinem
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neni obor integrity. Hledani takovych téles je snadné: plati dokonce, ze soucin
libovolnych dvou téles (ktera jsou samoziejmé i obory integrity) neni oborem
integrity (a tedy ani télesem). V kazdém takovém soucinu totiz mame délitele
nuly, nebot plati (0,1) - (1,0) = (0,0). (Pokud Vam neni tento obecny pii-
klad jasny, uvazte dvé kopie télesa o dvou prvcich — okruhu zbytkovych tiid
modulo 2 — a vypiste si vSechny c¢tyri prvky a sestavte tabulku pro operaci
nasobeni.)

Piiklad. T¥ida vSech svazi, které jsou Fetézci (tj. linedrné usporadanymi
mnozinami) netvoii varietu univerzalnich algeber typu {V, A}, nebot soudi-
nem dvou dvouprvkovych svazii, které jsou fetézci, je ctyiprvkovy svaz, ktery
neni fetézec.

Piiklad. T¥ida vSech grup netvofi varietu univerzalnich algeber typu {-},
nebot tato t¥ida neni uzaviena na podalgebry (existuji podgrupoidy grup,
které nejsou grupami). Pfesto jsme dostali t¥idu vSech grup jako varietu uni-
verzalnich algeber typu {-, ! 1}. Rozsifenim typu jsme totiz doséhli toho,
7e zminéné podgrupoidy uz nebyly podalgebrami {-, 7!, 1}-algeber. Nabizi se
tedy otazka, zda i v pripadé tfidy vsech téles nebo t¥idy vsSech obori inte-
grity pfiddnim dalsich opera¢nich symboli k typu {+, -, —, 0, 1} nedostaneme
varietu 2-algeber. Zde je vsak situace odlisna: tyto t¥idy nejsou uzaviené na
soucin a soucin se pfiddnim dal$ich opera¢nich symboli nezméni (pfibudou
pouze dalsi operace na téze nosné mnoziné soucinu). Dostali jsme tedy, ze
ani t¥ida vSech téles ani t¥ida vSech obort integrity netvoii varietu (2-algeber
pro zadné Q O {+,-,—,0,1}. Podobné t¥ida vSech Fetézcl netvoii varietu
Q-algeber pro zadné Q D {V,A}.

Poznamka. Nasledujici véta zavrsi popis variet 2-algeber. Charakteri-
zuje, které tridy (-algeber jsou varietami, tj. které tfidy je mozné charak-
terizovat né€jakou mnozinou rovnosti. V tuto chvili jsme vSak schopni diikaz
jednoho sméru pouze naznacit. Kompletni diikaz ¢tenaf nalezne az v nasle-
dujici kapitole.

Véta 6.6. (Birkhoff) Necht Q je typ. Trida Q-algeber je varieta, prdvé
kdyz splnuje vsechny ctyri ndsledugict podminky:

obsahugje vsechny podalgebry vsech svych 2-algeber;

obsahuje obrazy vsech svych Q-algeber ve vsech homomorfismech;

obsahugje soucin libovolného neprdzdného systému sviych 2-algeber;

obsahuje alespon jednu jednoprvkovou §2-algebru.
Poznamka. ProtoZe jediné zobrazeni mezi jednoprvkovymi 2-algebrami je

izomorfismus, z druhé podminky plyne, ze ¢tvrtou podminku je mozné psat
i takto: ,,obsahuje vSechny jednoprvkové 2-algebry.“ Je také jasné, ze tieti
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a ¢tvrtou podminku je mozné nahradit podminkou jedinou: , je uzaviena na
libovolné souciny (2-algeber.

Jiz jsme dokézali ve vétach 6.1, 6.3 a 6.5, Ze libovolna varieta (2-algeber
vsechny uvedené podminky spliuje. Dtikaz opacné implikace presahuje moz-
nosti této kapitoly, proto jen naznacime, jak bude veden v nasledujici kapi-
tole. Necht V' je t¥ida Q-algeber splitujici vSechny étyfi uvedené podminky.
Oznac¢me T mnozinu vSech rovnosti typu €2, které plati ve vSech Q2-algebrach
z tiidy V' (uvédomte si, ze T je vzdy nekonecnd mnozina). Oznaé¢me W va-
rietu (2-algeber urcenou teorii 7. Je tieba dokéazat, ze V = W. Z definice T'
je jasné, ze plati inkluze V' C W. Cela obtiznost diikazu véty spociva v di-
kazu inkluze W C V. Je totiz nutné ukazat, ze libovolnou 2-algebru A € W
lze vytvorit pomoci tvofeni podalgeber, souc¢int a obrazi v homomorfismech
z Q-algeber z tiidy V. To vsak ukadzeme az na konci nésledujici kapitoly.

7. Volné algebry

Poznamka. Zobecnéme nyni pojem termu typu €2 takto:

Definice. Necht Q) je typ, X libovolnd mnozina disjunktni s Q. Pro kazdé
nezaporné celé c¢islo n oznac¢me ), mnozinu vsech operacnich symbolii z §2,
které jsou n-arni. Polozme My = Qg U X a pro kazdé i € N oznacme

Mi = Mi,1 U {f(tl,,tn),n € N, f < Qn; tl,...,tn € Mi*l}-

Pak Fx(Q) = U;2, M; nazyvame mnozinou vSech termi typu @ nad mnozi-
nou X, jejim prvkim fikame termy typu €2 nad mnozinou X.

Poznamka. Stejné jako diive je vyrazem f(t1,...,t,) nutno rozumét
slovo nad abecedou, ktera obsahuje kromé prvka X U2 také zavorky a ¢arku.
Termy typu €2, které jsme uzivali dosud, jsou tedy termy typu {2 nad mno-
zinou {x1,s,...}, plati tedy F(Q) = Fz, 4,,..3(Q). Podobné Fp,, . ..1()
je mnozina vSech n-arnich termu typu 2. V dalsim textu nebudeme stale
opakovat predpoklad X N Q = (), stejné striktné vzato jsme mdli v pred-
chozi definici navic pfedpokladat, ze mnozina X U () neobsahuje zavorky ani
¢arku. Kdykoli tedy déle napiseme F'x(£2), mlcky pfedpokladame, Ze zminéné
predpoklady jsou splnény.

Definice. Necht ) je typ, X mnozina. Na mnoziné Fx(Q) definujeme
volnou algebru typu §2 generovanou mnozinou X nasledujicim zpiisobem.
Pro libovolny n-arni operacni symbol f € € definujeme n-arni operaci fr, ()
na Q-algebre Fx () pfislusnou opera¢nimu symbolu f takto: pro libovolné
termy t1, ..., t, € Fx(Q) je fre@(ti, ... tn) = f(t1,...,tn).

Poznamka. Vsimnéte si, jak se pocitaji hodnoty operaci v pravé popsané
Q-algebre. S trochou nadsazky se da fici, ze se vlastné nepocitaji. Termy
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se do operacniho symbolu pouze dosadi, ¢imz vznikne novy term, a to je
vysledek. Znamena to, ze kazdy prvek mnoZiny Fx((2), ktery nepatii do X,
je hodnotou pravé jedné operace na jednoznacné urcenych operandech, je
jej totiz mozné ziskat jediné tak, jak byl sestrojen dle definice termu. Proto
v této 2-algebfe plati jen trivialni rovnosti (tj. takové, kde na obou stranich
stoji stejny term). Protoze tato (2-algebra neni svazana zadnymi netrividlnimi
rovnostmi, nazyva se volna (viz definici nasledujici po vété 7.1).

Véta 7.1. Q-algebra Fx () je generovand mnozinou X, tj. (X) = Fx ().

Duikaz. Staci ukazat inkluzi F'(2) C (X), tedy dokazat, ze kazdy term
t typu 2 nad mnozinou X patii do (X). To je ale snadné indukei vzhledem
k definici termu: pro nuldrni symbol f typu Q plati f = fr), coz je prvek
libovolné podalgebry, a pro term f(t1,...,t,) vznikly z n-arniho symbolu
f € Q a termu ty,...,t, patficich dle indukéniho predpokladu do (X) je
f(t, .. tn) = fray(ts, ..., tn) € (X) dle definice podalgebry.

Definice. Q-algebra Fx(Q2) z predchozi definice a véty se nazyva volna
algebra typu ) generovana mnozinou X .

Poznamka. V nasledujicim textu budeme pracovat s diagramy, v nichz
nékteré Sipky budou znazornovat homomorfismy 2-algeber, kdezto jiné bu-
dou pouze zobrazeni. Pro snadnéjsi zorientovani v diagramu budeme zob-
razeni, kterd nejsou homomorfismy, znazornovat vinovkou se sipkou ~~ |
kdezto homomorfismy budeme znazornovat obycejnou sipkou —— . Stale
plati, Ze neprerusované Sipky jsou dany, kdezto prerusovana je praveé ta sipka,
jejiz jednoznaénou existenci véta tvrdi. Kupiikladu tedy inkluze X C Fx(Q)
nam dava zobrazeni X ~~ Fx(Q) .

Véta 7.2. Necht Q je typ, X mnoZina. Ddle necht A je libovolnd Q-
algebra a ¢ : X — A libovolné zobrazeni. Pak existuje jedingy homomorfismus
Q-algeber p : Fx(Q) — A spliiujici podminku ¢(x) = ¢(x) pro vSechny proky

reX.
X
Fx(Q)------ = A

1)

Diikaz. Definujme zobrazeni ¢ : Fix(2) — A indukci vzhledem k definici
termu nad mnozinou X.
e Pro libovolny prvek x € X klademe ¢(z) = ¢(x).
e Aby zobrazeni ¢ : Fx(2) — A mohlo byt homomorfismus Q-algeber, je
tfeba pro libovolny nuldrni opera¢ni symbol f € Q polozZit ¢(f) = fa.
e Pro libovolné pfirozené ¢islo n uvazme nyni term ¢t = f(¢4,...,t,) typu
2 nad mnozinou X, ktery vznikl z n-arniho opera¢niho symbolu f €
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Q a termt 1, ..., t, typu 2 nad mnozinou X. Aby zobrazeni ¢ :
Fx(©) — A mohlo byt homomorfismus (2-algeber, je tieba, aby

o(t) = o(f(tr, .- 1) = o(fry@ (trs - -, tn)) =
= falp(t1), ..., o(tn)).

Klademe proto ¢(t) = fa(p(t1), ..., o(tn)).

Je zfejmé, ze pro pravé zkonstruované zobrazeni ¢ plati ¢(x) = ¢(z) pro
vsechny prvky x € X, a ze je to jediné zobrazeni s touto vlastnosti, které by
mohlo byt homomorfismus 2-algeber. Na druhou stranu lze snadno dokazat,
ze p skutecné homomorfismem (2-algeber je. Uvédomte si, Ze to jsme zajistili
pravé definicemi ve druhém a tifetim bodu indukce.

Dusledek. Necht Q je typ, n nezaporné celé ¢islo, X = {x1,...,x,}
je n-prvkovd mnozina proménnych. Ddle necht A je libovolnd Q-algebra a
ai,...,a, € A libovolné. Necht ¢ : X — A je zobrazeni uréené predpisem
¢(x;) = a; pro kazdé i =1,...,n. Pak dle predchozi véty jeding homomorfis-
mus Q-algeber ¢ : Fx () — A urceny zobrazenim ¢, tj. spliujici podminku
o(x;) = a; pro vSechny i = 1,...,n, pritadi libovolnému termu t € Fx ()
hodnotu operace, kterou tento term urcuje, na n-tici (ai,...,a,), tj. plati
o(t) =talay,...,a,).

Diikaz. Staci porovnat konstrukci z dikazu predchozi véty s definici n-
arni operace urcené termem z kapitoly 5.

Poznamka. Nasim dal$im cilem je nalézt volné Q-algebry v kazdé varieté
Q-algeber. Volna Q-algebra F'x(2) totiz spliiuje pouze trivialni rovnosti, lez
proto jen ve varieté vsech {2-algeber (s vyjimkou nékterych velmi specialnich
ptripadt, kuptikladu pro @ = X = 0 je Fx(Q2) = (). Budeme tedy pro
danou teorii 7" typu 2 konstruovat (2-algebru generovanou mnozinou X, v niz
plati vSsechny rovnosti teorie T" a vsechny dusledky téchto rovnosti, ale zadna
rovnost, kterd neni disledkem rovnosti teorie 7', uz v konstruované algebte
platit nebude. Otéazka je, jak takové dusledky popsat. Asi prvni cesta, ktera
clovéka napadne, je pokusit se popisovat néjakda odvozovaci pravidla, jak
z rovnosti teorie T' odvodit dalsi rovnosti. My ale pouzijeme jinou cestu:
disledkem rovnosti teorie T jsou pravé ty rovnosti, které plati v kazdé -
algebie z variety urcené teorii 7.

Poznamka. Protoze nasim cilem je dikaz Birkhoffovy véty, nebudeme
kongruenci ~y na Q-algebie Fx(€2) definovat pouze pro varietu V' typu £,
ale zdanlivé obecnéji: pro libovolnou tzv. uzavienou t¥idu 2-algeber dle na-
sledujici definice. Slovo zdanlivé je v predchozi vété uvedeno proto, ze dle
Birkhoffovy véty stejné nic obecnéjsiho nakonec nedostaneme, ukaze se totiz,
ze kazda uzaviena trida (2-algeber je varietou 2-algeber.
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Definice. Necht' V je trida Q-algeber. O tiidé V' Fekneme, Ze je uzaviena,
prave kdyz splnuje nasledujici podminky z Birkhoffovy véty:

e obsahuje vsechny podalgebry vsech svych Q-algeber;

e obsahuje obrazy vsech svych (2-algeber ve vsech homomorfismech;

e obsahuje soucin libovolného neprazdného systému svych §2-algeber;

e obsahuje alespon jednu jednoprvkovou ()-algebru.

Poznamka. Snadno je vidét, Zze ze druhé podminky plyne, Ze uzaviena
trida Q-algeber s kazdou (2-algebrou A obsahuje i vSechny 2-algebry izo-
morfni s A.

Definice. Necht Q) je typ, X mnozina. Pro libovolnou uzavienou tiidu
Q-algeber V' definujeme relaci ~y na Q-algebre Fx () takto: ~y je prinikem
vSech kongruenci ~ na Q-algebie Fx () takovych, ze Fx(Q2)/~ patii do t¥idy
V.

Poznamka. Uvédomte si, Ze skuteéné muZeme o tomto pruniku mlu-
vit: véechny relace na dané mnoziné tvoii mnozinu (tedy ne vlastni t¥idu),
proto tvori mnozinu i vSechny kongruence na dané 2-algebfe. Oznac¢me K
mnozinu vSech téch kongruenci na Q-algebie F'x(2), pro které faktoralgebra
Fx(2)/~ patii do tfidy V. Libovolnd uzaviena tfida Q-algeber musi ob-
sahovat jednoprvkovou algebru. Proto z uzavienosti na homomorfni obrazy
dostavame, ze libovolna uzaviena tiida (2-algeber obsahuje vSechny jednoprv-
kové Q-algebry. Odtud plyne, Ze mnoZina K je neprazdna, nebot obsahuje
kongruenci Fx(2) x Fx(€2), v niz jsou libovolné dva prvky ekvivalentni, a
tedy pfislusna faktoralgebra je jednoprvkova.

Véta 7.3. Necht Q je typ, X mnoZina. Necht V je uzaviend trida Q-
algeber. Pak plate:
e Relace ~y je kongruenci na Q-algebie Fx ().
o Faktorovd algebra Fx (V) = Fx(Q)/~y Q-algebry Fx () podle kongru-
ence ~y patri do tridy V.

Diikaz. Vime, Ze ~y je prinikem neprazdné mnoziny K vsech kongruenci
~ na Q-algebie Fx(2) takovych, ze Fx(Q)/~ patii do V. Prvni tvrzeni tedy

plyne z prvniho tvrzeni véty 4.5. Podle druhého tvrzeni véty 4.5 existuje
jediny homomorfismus 2-algeber

p: Fx(Q) — [ Fx(Q)/~,
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pro ktery komutuje nésledujici diagram:

N I Fe(@))= - (2. € K)
Fr(9) N

Pritom jadrem ¢ je prinik vSech kongruenci ~ € K, tedy kongruence ~y .
Podle dusledku véty 4.6 je Fx(V) = Fx(§2)/~y izomorfni s podalgebrou
©(Fx(2)) Q-algebry []_.x Fx(Q)/~. Tento soucin (2-algeber z uzaviené
tridy V' patii do V a opét z uzavienosti V' plyne, ze také jeho podalgebra
©(Fx(2)) patii do V, a tedy do V patii i s touto Q-algebrou izomorfni Q-
algebra Fx(V'), coz se mélo dokézat.

Definice. Necht Q) je typ, X mnozina, V je uzaviend trida Q-algeber.
Faktorova algebra Fx (V) = Fx(Q)/~v z véty 7.3 se nazyva volné algebra
tiidy V' generovana mnozinou X. Necht i : X — Fx (V') je zobrazeni urcené
podminkou p(x) = w(x) pro vsechny prvky x € X, kde m : Fx(Q2) —
Fx (V) je projekce na faktorovou algebru. Pak zobrazeni u se nazyva vnoreni
generatort do volné algebry Fx (V).

Poznamka. Pokud t¥ida V' obsahuje néjakou (2-algebru, ktera neni jedno-
prvkova nebo prazdna, lze snadno odvodit z nasledujici véty 7.4, Ze zobrazeni
i je injektivni.

Véta 7.4. Necht Q je typ, X mnoZina. Necht V je uzaviend trida Q-
algeber, Fx (V) = Fx(Q)/~v volnd algebra tridy V' generovand mnoZinou X,
7w Fx(Q) — Fx(V) je projekce na faktorovou algebru a p : X — Fx(V)
vnofeni generdtori do volné algebry Fx (V). Necht A je libovolna 2-algebra
ztridy V a ¢ : X — A libovolné zobrazeni. Pak existuje jediny homomorfis-
mus Q-algeber ¢ : Fx (V) — A spliiugici podminku 1) o 1 = ¢.

X
C ! 1)
kN

Drikaz. Dokazme nejprve existenci homomorfismu . Podle véty 7.2 exis-
tuje jediny homomorfismus Q-algeber ¢ : Fyx(Q2) — A spliujici podminku
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o(x) = ¢(x) pro vSechny prvky = € X:

Protoze ¢(Fx(2)) je podalgebra Q-algebry A patfici do V, z uzavienosti V/
plyne, ze do V patii p(Fx(€2)). Ozna¢me ~ jadro homomorfismu ¢. Podle
dusledku véty 4.6 je o(Fx(€2)) izomorfni s Fx(§2)/~. Proto Fx(§)/~ patii
do V, a tedy ~ je jedna z téch kongruenci, jejichz prinikem je ~y . Je proto
kongruence ~y mensi nebo rovna kongruenci ~. Protoze ~ je jaddro homo-
morfismu ¢ : Fx(Q) — A, Fx(V) = Fx(Q)/~y am: Fx(Q) — Fx(V)
je projekce na faktorovou algebru, podle véty 4.6 existuje jediny homomor-
fismus Q-algeber ¢ : Fx(V) — A s vlastnosti @ om = ¢. Protoze pak
G(u(z)) = o(m(x)) = p(z) = ¢(x) pro viechny prvky z € X, plati gop = ¢,
a tedy je ¥ = ¢ hledany homomorfismus. Dokazme nyni, Ze homomorfismus
je podminkou véty uréen jednoznacné. Necht tedy homomorfismus Q-algeber
Y Fx(V) — A také spliiuje podminku ¢’ o u = ¢. Pak ¢/(7(x)) = ¢(x)
pro vSechny prvky x € X a ¢’ = ¢/ o7 spliuje podminku véty 7.2. Pro-
toze homomorfismus spliujici tuto podminku je jediny, dostavame ¢’ = .
Tedy ¢ om = ¢ o7, z jednoznacnosti z véty 4.6 plyne ¢/ = ¢ = 1. Véta je
dokéazana.

Poznamka. V nésledujici vété ukazeme, Ze podminka z predchozi véty
charakterizuje Q-algebru F'x(V'), urCuje ji totiz jednoznacné aZz na izomor-
fismus. To nam umoznuje konstruovat volné algebry jinak nez z definice:
intuitivné odhadnout, jak asi vypada, a pak ukazat, Ze je to opravdu ona, a
to tak, ze dokazeme, Ze spliuje tuto charakteriza¢ni vlastnost.

Véta 7.5. Necht Q je typ, X mnoZina. Necht V je uzaviend trida Q-
algeber, Fx (V) = Fx()/~v volnd algebra tridy V generovand mnoZinou X,
p: X — Fx (V) vnoteni generdtori do volné algebry Fx (V). Necht algebra U
ztridy V' a zobrazeniv : X — U splnugi nasledujict podminku: pro libovolnou
Q-algebru A z tridy V' a libovolné zobrazeni ¢ : X — A existuje jediny
homomorfismus Q-algeber p : U — A spliujici podminku p o v = ¢. Pak
plati: existuje izomorfismus Q-algeber ¢ : Fx (V) — U takovy, Ze 1 o p = v.

X X
;/ \i = % L\i\
U“—;‘—: Fx(V)©----—>U
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Dutikaz. Podle véty 7.4 pro Q-algebru U a zobrazeni v : X — U existuje
homomorfismus Q-algeber ¢ : Fx (V') — U spliiujici podminku ¢ou = v. Jen
je tteba ukazat, ze v je izomorfismus. Naopak, protoze (2-algebra U spliuje
podminku véty, pro Q-algebru Fx (V) a zobrazeni pn : X — Fx (V) existuje
homomorfismus Q-algeber p : U — Fx (V) splitujici po v = p.

H v
T
o (O Fx(V) <=0 Jw
P

Pak homomorfismus po v : Fx(V) — Fx(V) spliiuje potpopu =pov = p.
Rovnéz identita na Fx(V'), tj. zobrazeni tp vy : Fx(V) — Fx (V) splilujici
try(vy(@) = a pro kazdé a € Fx(V), je homomorfismem, pro ktery plati
Lix(v) © b = . Protoze dle véty 7.4 (pro Q-algebru Fx (V') a zobrazeni j :
X — Fx(V)) je takovy homomorfismus urcen jednozna¢né, plati p o ¢ =
Lry(v)- Zceela analogicky se dokaze, Ze 1o p je identita na U. To ale znamena,
Ze 1 je inverzni zobrazeni k p, a tedy p je bijekce, coz jsme chtéli dokazat.

Véta 7.6. Necht Q) je typ, n nezdporné celé ¢islo, X = {x1,...,x,} jen-
prokovd mnoZina proménnych. Necht V' je uzaviend trida Q-algeber a necht
T Fx(Q) — Fx(V) je projekce na volnou algebru tridy V generovanou
mmnozinou X. Pak pro libovolné n-drni termy t1,ts typu , tj. pro libovolné
t1,ts € Fx(Q), jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) m(tr) = m(t2);
(ii) rovnost t; = ty plati v Q-algebie Fx(V);
(111) rovnost t; =ty plati v kazdé Q-algebre A € V.

Dukaz. Protoze F'x (V) € V, plyne z podminky (iii) podminka (ii). Pod-
minka (ii) ¥k, Ze (t1) py (v) @ (t2) 7y (v) jsOU stejné n-arni operace na Q-algebie
Fx (V). OvSem 7 je homomorfismus, a tedy pro kazdé i = 1,2 plati podle
véty 6.2

() ey (m(21), o (@) = 7 ((E) py @) (21, -5 20)) = 7()

podle definice operaci na Q-algebfe Fx(£2), odkud plyne podminka (i).
Predpokladejme nyni platnost podminky (i) a zvolme libovolné A € V

a libovolné ay, ..., a, € A. Abychom dokézali podminku (iii), musime doké-

zat, ze (t1)a(ay,...,a,) = (t2)a(ay, ..., a,). Definujme zobrazeni ¢ : X — A
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predpisem ¢(x;) = a; pro kazdé j =1,...,n. Podle véty 7.4 mame komuta-
X

tivni diagram
L/C’/ “3 \d)\\
p
(

Fx(Q)—=Fx(V)—=A

~_

)

Podle dusledku véty 7.2 pro libovolny ¢ € Fix(Q2) plati ¢(t) = ta(aq,...,an).
Z podminky (i) tedy plyne

(t)alay, ..., a,) = o(t1) = Y(r(t1)) = P(n(t2)) = p(t2) = (t2)alar, ..., a,).

Poznamka. V kapitole 6 jsme pro kazdou teorii typu €2 definovali varietu,
kterou tato teorie urcuje a dokazali, Ze tato varieta je uzavienou tfidou €2-
algeber. Nyni naopak kazdé t¥idé Q2-algeber pfitadime teorii, kterou tato t¥ida
urcuje:

Definice. Necht'V je trida Q-algeber. Teorii urcéenou t¥idou V' definujeme
jako mnozinu vsech rovnosti platicich v kazdé (2-algebfe A € V.

Poznamka. Piimo z definic plyne, Ze je-li T teorie typu €2, V' varieta
urcend teorii 1" a T" teorie urcend varietou V', pak plati 7' C T". Teorii T" 1ze
pak chapat jako mnozinu vsech disledkt rovnosti z teorie T'. Podobné je-li
V' libovolna tfida -algeber, T' teorie urcend tiidou V a V' varieta urcend
teorii T, pak V C V'. Zfejmé je V' nejmensi varietou obsahujici t¥idu V.

Dusledek. Necht Vi a Vs, jsou uzaviené tridy Q2-algeber urcujici stejnou
teorii T'. Necht n je libovolné nezdporné celé éislo a X = {x1,...,x,}. Pak

Dukaz. Necht m : Fx(Q) — Fx(V1) a m @ Fx(2) — Fx(V3) jsou
projekce na volné algebry trid Vi a V5. Podle véty 7.6 pro libovolné t1,t; €
Fx(Q) plati 71(t1) = m1(t2) pravé tehdy, kdyz rovnost t; = t5 patii do teorie
T, coz podle této véty plati pravé tehdy, kdyz ma(t1) = ma(t2). Obé projekce
m a Ty tedy maji stejnd jadra, a proto Fx (V) = Fx (V).

Poznamka. Nasledujici véta zobecni predchozi dusledek o volnych alge-
brach s kone¢né mnoha generatory na piipad volnych algeber s libovolnou
mnozinou generatoru:

Véta 7.7. Necht Vi a Vy jsou uzaviené tridy Q-algeber urcujici stejnou
teorit T'. Pak pro libovolnou mnoZinu proméennych X plati Fx (V1) = Fx(V3).
Diikaz. Vzhledem k predchozimu dusledku se stac¢i omezit na ptipad, kdy
je X nekone¢nd mnozina. Necht opét m; : Fx(Q2) — Fx (Vi) amy: Fx(Q) —
Fx (V3) jsou projekce na volné algebry tfid V; a V,. Dikaz povedeme sporem,
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budeme predpokladat, ze Fx (V1) # Fx(Vs). Pak tedy m a me maji rizna
jadra. Bez Gjmy na obecnosti miizeme tedy predpokladat, ze existuji t1,t5 €
Fx(Q) spliwujici m1(t1) = m1(t2) a ma(t1) # ma(ta). V termech ¢; a to vystupuje
jen kone¢né mnoho generatori. Zvolme neprazdnou kone¢nou mnozinu Y C
X tak, ze kazda proménna vystupujici v alespon jednom z termi £, a to patii
do Y. Dale zvolme libovolné zobrazeni p : X — Y takové, ze pro kazdé
y € Y plati u(y) = y (prvky X nepatiici do Y zobrazime zcela libovolné.
Mame tedy komutativni diagram

idy
AN
L

YMXMY

m

Podle predchoziho disledku plati Fy(Vy) = Fy(V3), ozna¢me 7 : Fy(Q2) —
Fy (V1) projekci na volnou algebru. Pro kazdé i = 1,2 doplnime ptedchozi
diagram takto

PN

Existenci homomorfismu ¢ zarucuje véta 7.2 pro zobrazeni Y — Fx(Q), je
vsak ziejmé, ze je ¢ zobrazeni inkluze. Existenci homomorfismt ¢; a v; za-
rucuje véta 7.4 pro zobrazeni Y — Fx(V;) a X — Fy(V;). Jednoznac¢nost z
véty 7.2 pro zobrazeni Y — Fx(V}) zarucuje, Ze ,dolni ¢tverec” je komuta-
tivni, tj. ze plati m; o ¢ = ; o m. Jednoznacnost z véty 7.4 pro ,diagonalni®
zobrazeni Y — Fy(V) zarucuje, ze ,dolni trojuhelnik“ je komutativni, tj. ze
plati ¢ o ¢; = idpy, (v;). Odtud plyne, Ze obé zobrazeni ¢; a ¢, jsou injek-
tivni. Dolni komutatwm ¢tverce pro ¢ = 1 i ¢ = 2 lze najednou nakreslit do
nasledujiciho diagramu:

/\

Fy (V1) = Fy (Vo) <— Fy(Q — Fx ()

\/
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Z ptredpokladii vime, Ze t1,t2 € Fy(Q) a Ze p(t1) = t1 a ¢(ty) = to. Dale plati

Pa(m(t1)) = malp(t1)) = ma(t1) # ma(ta) = ma(p(t2)) = pa(7(ta)),

odkud 7(t1) # 7(ts). ProtoZe ¢4 je injektivni, dostavame o1 (7 (t1)) # ¢1(m(t2)),
tedy

mi(t) = m(p(t)) = e1(m(t1)) # w1(7(t2)) = mi(p(t2)) = mi(ta),

coz je spor a véta je dokazana.

Véta 7.8. Necht Vi a Vy jsou uzaviené tridy Q-algeber urcujici stejnou
teorit T'. Pak Vi = V5.

Dukaz. Necht A € V; je libovolnad. Oznaéme X nosnou mnoZinu -
algebry A. Mame tedy zobrazeni idy : X — A. Véta 7.4 nam da homo-
morfismus ¢ : Fx (V) — A splijici ¢ o p = idx, kde p: X — Fx (V1) je
vnofeni generdtori do volné algebry F'x(V;). Protoze idx je surjektivni, je
také 1 surjektivni. Podle vét 7.7 a 7.3 plati Fx (V1) = Fx(V3) € V,. Protoze
tiida V4 je uzaviend, plyne odtud, ze A, jakozto obraz algebry Fx(V}) v ho-
momorfismu ¢, patii do V5. Dokazali jsme inkluzi V; C V5, opac¢na inkluze
plyne ze symetrie.

Poznamka. Nyni jiz mizeme dokoncit dikaz Birkhoffovy véty naznaceny
na konci kapitoly 6.

Véta 6.6. (Birkhoff) Necht Q je typ. Trida Q-algeber je varieta, prdvé
kdyZ je uzavrend, neboli splnuje vsechny ctyri ndsledugici podminky:

e obsahuje vsechny podalgebry vsech svych Q-algeber;

e obsahuje obrazy vsech svych C2-algeber ve vsech homomorfismech;

e obsahuje soucin libovolného neprazdného systemu svych 2-algeber;

e obsahuje alespon jednu jednoprvkovou 2-algebru.

Dtikaz. Vime, 7e kazda varieta je uzaviend tfida, a potfebujeme doka-
zat, ze také naopak kazda uzaviend t¥ida je varietou. Necht V je libovolna
uzaviena tiida Q-algeber, T teorie, kterou urcuje t¥ida V. Necht dale je V'
varieta (-algeber urcend teorii T' a T" teorie, kterou urcuje varieta V’. Bu-
deme hotovi, ukdZzeme-li V' = V’. Podle véty 7.8 bude stacit, dokazeme-li,
ze plati T' = T". V poznamce za definici na strané 39 jsme si rozmysleli, ze
ziejmé plati T C T" a V' C V'. Protoze T, resp. T" je mnozina vSech rov-
nosti platnych v kazdé Q-algebte pattici do V, resp. V', z inkluze V' C V'
dostavame T' D T". Celkem tedy T'= T", coz bylo tfeba dokazat.
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