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Predmluva

Tento ucebni text pokryva latku semestralniho kurzu "M3521 Geometrie 2", ktery
je zafazen jako povinny kurz bakalaiského stupné ucitelského studia matematiky.
Obsahem tohoto textu je uziti analytické metody pfi studiu linearnich atvarta v afin-
nim a euklidovském prostoru. Text vychéazi ze skript [HoJa| (P. Horak, J. Janyska,
Analytickd geometrie, skripta MU, 2. vydéani, Brno 2002).

Zvolena forma vykladu latky je v podstatné mife zamérena na aplikace vysledkii
z linearni algebry, které byly probrany v pfednésce z algebry. K tispésnému pocho-
peni téchto skript je proto nutno zvladnout linearni algebru v rozsahu skript [Ho94]
(P. Horék, Algebra a teoretickd aritmetika I, skripta MU, Brno 1994). Predpokla-
dame také, Zze studenti maji alespon minimalni znalosti stfedoskolské planimetrie a
stereometrie.

Na konci kazdého paragrafu jsou uvedeny tesené piiklady typické pro dany para-
graf, na zavér skript jsou pak zarazena cviceni v rozsahu dostate¢ném pro zvladnuti
probirané latky. Dalsi priklady mohou pripadni zajemci nalézt ve shirkidch prikladi
uvedenych v seznamu pouzité literatury ([Baz|, [Cub], [Kle] a [MoT79]).

Po formalni strance je vyklad latky podan co nejpodrobnéji. Je pouzita bézna
symbolika ve shodé se skripty z linearni algebry, [Ho94|, a geometrie, [JaSe|. Pro pre-
hlednost textu jsou definice uvedeny v ramecku, konce dikazu, poznamek, prikladu
a uloh jsou oznaceny symboly [, &, O a A.
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Pouzité symboly

v

Pouzité symboly

V textu jsou pouzity obvyklé mnozinové symboly inkluze, priniku a sjednoceni.
Z logickych symboli se kromé obvyklych symboli konjunkce a disjunkce pouzivaji
jesté nasledujici symboly:
<, = implikace
& nutna a dostatecnd podminka, tj. misto obratu "prave kdyz"

= existen¢ni kvantifikator, tj. misto obratu "existuje"

Ostatni pouzité symboly:

R

RTL

h(A)

4]

dimV, dim.A

u

[e)

=

RN

Sap
(C; A, B)

mnozina realnych cisel

mnozina uspofadanych n-tic realnych ¢isel
hodnost matice A

determinant matice A (¢tvercové)
dimenze vektorovych a afinnich prostori
vektor

nulovy vektor

velikost vektoru

béze

repér

soufadnice vektoru u

soutadnice bodu X

sloupcova matice soufadnic vektoru u
sloupcova matice soufadnic bodu X

vektor ur¢eny body A, B

podprostor generovany vektory u,,...,u;
skalarni souc¢in vektori

vektorovy soucin vektoru

vnéjsi soucin vektort

rovnobéznost

kolmost

vzdalenost podprostori

odchylka

usecka s krajnimi body A, B

stfed dvojice bodi A, B

délici pomér bodu C' vzhledem k bodum A, B



Kapitola 1
AFINNI PROSTOR

Zakladnim pojmem celého textu bude pojem afinniho prostoru. Tento pojem a celou
geometrii viitbec budeme budovat axiomaticky, a to tak, abychom jako speciélni
pripady obdrzeli pojmy a tvrzeni, ktera zname ze stredoskolské geometrie. Pouzijeme
axiomatického pristupu s velmi jednoduchym systémem axiomt, pficemz budeme
vychazet z primitivnich pojmi: bod, vektor a zobrazeni pfifazujici dvéma bodim
jisty vektor.

1 Pojem afinniho prostoru

Definice 1.1. Necht A je neprazdna mnozina, jejiz prvky nazyvame body; necht
V' je vektorovy prostor nad télesem R realnych ¢isel a dale necht 7 : Ax A — V
je zobrazeni, splhujici:

(1) Pro libovolny bod A € A a libovolny vektor u € V existuje jediny bod
B € A s vlastnosti 7 (A, B) : = AB = u.

(2) Pro libovolné body A, B,C € A plati B + B? = 1@

Potom A se nazyva afinni prostor. Vektorovy prostor V' se nazyva zameéreni
afinniho prostoru A a oznacuje se Z(A).

Je-li dim V' = n, pak fikame, Ze afinni prostor A je n-rozmérny (nebo téz dimenze
n), a piseme dim.A = n (nebo ozna¢ujeme zkracené A,,).

Je-li dim A = 1 (respektive 2, respektive 3), nazyvame afinni prostor A afinni
primkou (respektive afinni rovinou, respektive afinnim prostorem).

Poznamka 1.1. Piisné vzato, zévér predchozi definice neni formulovan naprosto
presné, nebot afinnim prostorem neni mnozina A, ale presnéji uspofadana trojice
(A, V,7). Pro jednu mnozinu A staci totiz vzit jiny vektorovy prostor V', respektive
jinak definovat zobrazeni ~ tak, aby byly splnény axiomy (1) a (2), a uz dostavame
ruzné afinni prostory (viz Priklad 1.3). Protoze v8ak dale budeme vzdy hovorit o
jednom, pevném afinnim prostoru (A, V, ), postac¢i nam ponékud nepfesné, ale

v

mnohem stru¢néjsi oznaceni zavedené v ivodni Definici 1.1. &
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Piiklad 1.1. Necht A je mnozina vSech bodt v roviné (studované na stiedni skole),
necht V je vektorovy prostor vSech volnych vektort v roviné a zobrazeni ~ pfifazuje
uspofadané dvojici bodu A, B volny vektor, jehoz jednim umisténim je orientovana
useCka s pocatenim bodem A a koncovym bodem B. Na stfedni Skole bylo mj.
ukazano, Ze jsou splnény axiomy (1) a (2) z Definice 1.1. Dostavame tak tedy afinni
prostor, ktery budeme nazyvat ndzornd rovina.

Analogicky lze postupovat v piipadé obyc¢ejného 3-rozmérného prostoru, stu-
dovaného na stfedni Skole. Dostavame opét afinni prostor, ktery budeme nazyvat
ndzorny prostor. @

Priklad 1.2. Necht A :_>]R" (tzn. roli "bodi"budou nyni hrat vektory z R™) a
necht V' = R". Polozme ab = b — a, pro libovolné a,b € A = R", kde — znaci
rozdil vektori v R™. Pak plati:

(1) Pro libovolné a € A a libovolné u € V existuje jednoznacéné b € A tak, ze
ab = u, konkrétné b=u+ a.

, — =
(2) Pro libovolné a, b, c € A plati ab + bc = aé.
Je ziejmé, ze timto zpusobem lze kazdy vektorovy prostor (nad télesem R) chéapat

jako afinni prostor. Hovorime pak o tzv. kanonickém afinnim prostoru.
Specielné R je afinni i vektorovy prostor. @

Piiklad 1.3. Necht A = {(ai;...;a,;1)|a; € R}; necht V je podprostor vek-
torového prostoru R™™ tvaru V' = {(uy;...;u,;0)|u; € R}. Pro dva body A =
(ar;...;an;1), B=(by;...;b,;1) € A polozme

zﬁ:(bl—al,ﬁn—an,O)

Rozepsanim se lehce ovéri, Ze jsou splnény axiomy (1) a (2) z Definice 1.1, tzn. A je
afinni prostor, pficemz dim .4 = n (nebot dimV = n).
/
Poznamenejme, Ze polozime-li /@ = (a; —by;...;a, —by;0), dostaneme rovnéz
afinni prostor, piicemz oba afinni prostory, tj. (A, V, ) a (A, V, "), jsou jisté rizné,
i kdyz mnoziny bodi i zaméreni jsou v obou piipadech rovné. @

Umluva 1.1. Misto symbolu ~ pro zobrazeni A x A — V budeme podle potieby
pouzivat téz symbol — a misto AB budeme psat B — A. Axiom (2) z Definice 1.1
mé potom tvar (B —A)+ (C — B) =C — A.

Déle, pro pevné A € A definujeme zobrazeni f4 : A — V takto: fa(B) = AB.
7 axiomu (1) plyne, ze fa je bijekce. Existuje tedy inverzni zobrazeni f;*: V — A,
pomoci néhoz definujeme zobrazeni + : A x V. — A takto: +(A,u) = A+ u =
f1t(u). Pro zobrazeni ~ a + pak plati: u = AB=B-A pravé kdyz B = +(A,u) =
A+u.

Zobrazeni + : A x V — A si muZzeme jednoduse predstavit v ndzorné roviné
(Priklad 1.1). Kazdému bodu A a volnému vektoru u je jednozna¢né piifazen bod
B, ktery je koncovym bodem vazaného vektoru u s pocatkem v bodé A. &
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Poznamka 1.2. Je nutné si uvédomit, Ze zavedeni oznaceni B — A, respektive A+u,
nés nikterak neopravinuje k tomu, abychom pro pocitani s body afinniho prostoru
pouzivali libovolna pocetni pravidla, ktera plati pro sec¢itani nebo odecitani realnych
¢isel. Pri odvozovani pocetnich pravidel pro vyse zavedena zobrazeni — (respektive
+) musime disledné vychéazet pouze z axiomu (1) a (2) Definice 1.1. o

Véta 1.1. Necht A, B € A; u,v € Z(A) a necht o znaci nulovy vektor zaméieni
Z(A). Pak plati:

E:Q@A:B;je tedy A+o=A.

AB = —BA.
A+(u+v)=(A+u)+v.
4. A+g:B+X©E:g—V.

o o =~

sl

Dikaz. 1. "«<"Podle Definice 1.1 je A—> +
k ob&ma stranam rovnice dostavame AA = o.

"= "Necht /@ = 0; podle predchoziho je vsak AA = o, tzn. podle axiomu (1)
jeA=B.

2. Podle Definice 1.1 je zﬁ + B—1>4 = ﬂ = o, tzn. EZX = —E.

3. Necht B je bod takovy, ze 1@ = u a (' je bod takovy, ze 1@ = u+yv, tj. podle
nasi Umluvy 1.1 je B=A4+uaC = A+ (u+v). Potom B?>' = EZH—A =—-u+
(u+v) = v, neboli C = B+v. Dohromady A+ (u+v)=C =B+v = (A+u)+v.

4. A+u=B+v& (A+u)—-v=(B+v)—-ve A+ (u—v)=B+o=B <&
ﬁ =u-—VvV. O]

Nasledujici véta ukazuje, ze zobrazeni ~ v definici afinniho prostoru by bylo
mozno nahradit zobrazenim +. V nékterych u¢ebnicich je mozné se s timto pristupem
skutecné setkat.

= AA. Pri¢tenim vektoru opac¢ného

Véta 1.2. Necht A je neprdazdnd mnoZina, necht V' je vektorovy prostor nad télesem
R redlnych cisel a necht + : A XV — A je surjektivni zobrazen, spliiujici:

(i)  Pro libovolny prvek A € A plati A=A4+u<su=o0.

(ii)  Pro libovolny prvek A € A a libovolné vektory u,v € V plati

A+(u+v)=(A+u)+v.
Pak na A je dina struktura afinniho prostoru se zamérenim V.

Dikaz. Mé&jme libovolny bod A € A a uvazujme zobrazeni +(A,—) : V — A.
Potom toto zobrazeni je bijekci. Opravdu A+ u=A+v< (A+u)—u=(A+
vi—-ue A+(u-u=A+(k¥-u e A=A+ (v—u & v-—u=o. Potom
inverzni zobrazeni ozna¢ime 7 (A, —) : A — V a protoze A byl libovolny, dostavame
zobrazeni 7 : A x A — V takové, ze AB = u je ekvivalentni B = A + u. Toto
zobrazeni evidentné spliuje axiom (1) Definice 1.1.
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Abychom dokézali axiom (2) Definice 1.1, ozna¢me C' = A+(u+v) a B = A+u.
Potom z (ii) C' = B + v. Pfi naSem urceni zobrazeni 7 mame AC' = u+ v =

AB + BC. 0

Poznamka 1.3. Ve Vété 1.1 jsme ukazali, Ze axiomy (1) a (2) pro zobrazeni ~

implikuji vlastnosti (i) a (ii) zobrazeni + a ve Vété 1.2 naopak, ze (i) a (ii) implikuji
(1) a (2). Jsou tedy tyto dvé dvojice podminek navzajem ekvivalentni a afinni prostor
bychom mohli definovat také pomoci zobrazeni +, které spliwje axiomy (i) a (ii).
Afinni prostor tedy muzeme ekvivalentné chapat jako usporadanou trojici (A, V, +),
kde zobrazeni + : A x V. — A spliuje podminky (i) a (ii). VSude déale budeme

pouzivat obou pfistupti k pojmu afinniho prostoru bez toho, Ze bychom mezi nimi
délali rozdily. &

Poznamka 1.4. Pfipomenme, Ze zobrazeni ~ : Ax A — V je vzdy surjektivni, tzn.
plati {1@ | A, B € A} =V (coz plyne bezprost¥edné z Definice 1.1), ale obecné neni
injektivni (podle Véty 1.1 je totiz o = ﬂ pro kazdy bod A € A). Zobrazeni ~ je
tedy injektivni pravé tehdy, kdyz A je jednoprvkova mnozina. Tuto situaci popisuje
néasledujici Véta 1.3. &

Véta 1.3. Necht A je afinni prostor. Pak plati, Ze
dim A = 0 < A je jednoprvkovd mnoZina.

Diikaz. "="Necht dim.A = 0, pak zaméfeni Z(.A) musi byt nulovym vektorovym
prostorem, tzn. Z(A) = {o}. Necht A, B € A libovolné, pak AB € Z(A), tzn.
AB = 0, odtud A = B podle Véty 1.1. Je tedy A = {A}.

"<"Necht A = {A}, pak podle Poznamky 1.4 je Z(A) = {ﬂ}, tzn. Z(A)
= {o}, a plati dim A = 0. O

Uloha 1.1. Necht A = R?* a V = R® Pro libovolné A = (a;;as;a3), B =
(b1;ba; b3) € A polozme 1@ = (a1 — be; as — b3;az — by). Rozhodnéte, zda (A, V, ™)
je afinni prostor.

Resent: Ziejmé A je neprazdni mnozina, V' je vektorovy prostor a — je zobrazeni
A x A do V. Zbyva tedy ovérit platnost axiomu (1) a (2) z Definice 1.1.

Ad (1). Necht A = (ay;az2;a3) € A, u = (ug;uz;uz) € V jsou libovolné. Hledame
bod B = (x1;29;x3) € A, spliwjici jﬁ =u. Ale AB = (a1 — x9; a9 — x3;a3 — 7).
Odtud plyne a; — x5 = uy, as — r3 = Ug, a3 — 1 = ug, tj. 1 = az — uz, To = a1 — Uy,
T3 = as — U, a odtud plyne, ze bod B s uvedenou vlastnosti existuje a je jediny.

Ad (2). Necht A = (aj;ag;as3), B = (b1;by;b3), C = (c1;¢9;¢3) € A jsou libo-
volné. Pak @#—B? = (a1 —by;as—bg;ag—by) + (b —co; b9 — 3503 — 1) = (a3 — by +
by —Co; ag—bz+by—c3; a3—by+bs—cy). Na druhé strané AC' = (a; —co; a0 —c3;a3—c1)
a obecné z@ + B? #* z@ , a tedy A neni afinnim prostorem. A
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Uloha 1.2. Necht A je afinni prostor, necht A, B,C, D € A, u € Z(A). Dokaite,
Ze plati:
. AB+CD=AD+CB.

2. A4+u)-C=(A-C)+u.

Resent: 1.@+@:ﬁ+g+@:ﬁ+((ﬁl+ﬁ)+@:(1@+
C?)Jr((fﬂﬁ)zﬁjtc@.

2. Nejprve si uvédomme, ze A + u je bod, respektive A — C' je vektor, tzn. obé
strany rovnice davaji smysl a jsou to vektory ze Z(A). Oznacme B = A + u, tzn.
B — A = u. Potom

(A4u)—-C=B-C=(B-A)+(A-C)=(A-C)+u. A

2 Podprostory afinniho prostoru

Zakladnim geometrickym ttvarem v afinnim prostoru, kterym se budeme v téchto
skriptech zabyvat, je afinni podprostor. V tomto paragrafu zavedeme pojem afin-
niho podprostoru a budeme studovat zakladni vlastnosti a zptisoby zadani afinntho
podprostoru.

Definice 2.1. Necht A je aﬁn@rostor se zaméfenim V. Necht B je neprazdné
podmnozina A a necht W = {XY|X,Y € B}. Jestlize plati:

(1) W je vektorovym podprostorem ve V,

(2) pro libo_>volny bod X € B a libovolny vektor u € W existuje bod Y € B
s vlastnosti XY = u,

pak B nazyvame afinnim podprostorem v A se zaméfenim W (respektive podpro-
storem v A).

Poznamka 2.1. Bod Y v axiomu (2) Definice 2.1 existuje zfejmé jediny (plyne
z Definice 1.1 afinniho prostoru A). Vidime tedy, ze afinni podprostor B je sam
afinnim prostorem, pricemz jeho zaméreni Z(B) = W a zobrazeni B x B — W
pozadované v definici afinniho prostoru obdrzime jako zuzeni zobrazeni ~ : Ax A —
V na mnozinu B x B. Je-li tedy podprostor B sém afinnim prostorem, mtuzeme mj.
hovoftit o jeho dimenzi, pficemz dim B = dim W. &

Poznamka 2.2. Z Definice 2.1 vyplyvi, Ze zatimco pro totoznost afinnich prostort
bylo nutno, aby se rovnaly uspotradané trojice

(Aa Z(A)a _>) = (‘A/’ Z(.A/),_V),

pro totoznost dvou podprostoru daného afinniho prostoru staci, aby se rovnaly mno-
ziny bodi. Rovnost zaméreni a totoznost prislusnych zobrazeni je jiz disledkem
Definice 2.1. &
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Poznamka 2.3. UkéZeme si, Ze v Definici 2.1 afinniho podprostoru jsou nutné oba
axiomy (1) a (2). Uvazujme kanonicky afinni prostor R? (viz Piiklad 1.2). Potom:

1. Podmnozina B = {(a,0)|a € R,a # 0} C R? spliuje axiom (1), ale nespliiuje
axiom (2). Opravdu, pro bod A = (a,0) a vektor u = (—a,0), bod B=A+u =
(0,0) # B.

2. Podmnozina B = {(a,0)|a € Z} C R? spliiuje axiom (2), ale nespliiuje axiom
(1). Opravdu, W = {(a,0)|a € Z} C R? nenf vektorovy podprostor, protoZze neni
uzaviena vzhledem k nésobeni realnymi ¢isly.

3. Podmnozina B = {(a,0)]a € R} C R? spliuje oba axiomy (1) a (2) a jedna se
tedy o afinni podprostor (dimenze jedna). &

Véta 2.1. Necht B, B’ jsou podprostory v A. Pak
BCB = Z(B)CZ(B) adimB < dimB'.

Dikaz. Tvrzeni je zfejmé z Definice 2.1. ]

Definice 2.2. Necht B je podprostor v A. Je-li dim B = 0 (respektive 1, respektive
2, respektive (dim A—1)), pak podprostor B nazyvame bodem (respektive primkou,
respektive rovinou, respektive nadrovinou) prostoru .A.

Je vidét, ze zavedené pojmy primka a rovina odpovidaji vzitym stfedoskolskym
predstavam. Pojem nadrovina se na stredni skole nezavadél, protoze v nazorné roviné
je nadrovinou primka, respektive v nédzorném prostoru je nadrovinou rovina, tedy
utvary, které jiz maji své pojmenovani. Pro oznaceni piimek (respektive rovin) bu-
deme, kromé zavedeného oznaceni, pouzivat téz casto oznacovani malymi latinskymi
(respektive feckymi) pismeny.

Umluva 2.1. Necht A € A je bod a W C V je vektorovy podprostor ve V. Pak
symbolem {A4; W} budeme oznacovat podmnozinu v A tvaru

(AW}={A+w|lweW}. ¢ (2.1)

Véta 2.2. Necht A € A je bod a W je podprostor zameéreni Z(A). Pak:
1. {A; W} je podprostor v A se zameérenim W,
2. Je-li B podprostor v A takovy, zZe A€ B a Z(B) =W, pak je
B={A;W}.

Dikaz. 1. Ozna¢me B = {A; W}, respektive W/ = {)ﬁ)ﬂX,Y € B'}. Ziejmé je
) #£ B C A. Dale plati, ze W = W' (je-liw € W, pak A+w =T € B/, pficemz
AeB. Tedy w = ﬁ € W'. Naopak, necht )?)_)/ eW.Pak X =A+u, Y = A+v,
kde u,v € W. Pak ale XY = XA+ AY = —u+v € W). Tedy W' = W je
podprostor ve V.

Déle, necht X € B’, u € W’ libovolné. Pak (podle Definice 1.1 afinniho prostoru

A) existuje jediny bod Y € A s vlastnosti: XY = u. Ale AY = Ax + XY —
B—l—ge W' =W, tzn. Y = (A—l—ﬁ)—i—g:fl—i-(ﬂ—i-g) € B', a tvrzeni plati.
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2. “C'Nechf X € B, pak AX € W, tzn. X = A+ AX € {A; W).
“D"Necht X € {A;W}; pak X = A+ w, kde w € W. Tedy B =weWw,
A € B, tzn. podle Definice 2.1 je X € B. ]

Disledek 2.1. Necht B,B’ jsou dva podprostory v A takové, zZe Z(B) = Z(B') a
BNB #0. Potom B=B.

Diikaz. Necht A € BN B, potom B={A;Z(B)} ={A; Z(B")} =B O

Poznamka 2.4. Z predchozi véty plyne, ze kazdy podprostor afinniho prostoru A
je jednozna¢né urcen zadanim dvou tudaji, a to zadanim jednoho svého bodu a
zadanim svého zaméreni. &

Definice 2.3. Necht B, B’ jsou dva podprostory v A. Je-li BN B’ # () (respektive
BNB' = 0), pak ikame, ze podprostory B a B’ se protinaji (respektive neprotinaji).
Je-li bod A € B, pak fikime, 7ze podprostor B prochdzi bodem A.
Jsou-li oba podprostory 0-dimenzionalni (tj. body), potom fikame, Ze jsou to-
tozné nebo ruzné.

Protinani dvou podprostorii charakterizuje néasledujici dulezité véta.

Véta 2.3. Necht By = {By; Wi}, By = {Bo; Ws} jsou podprostory afinniho prostoru
A. Pak podprostory By, By se protinaji < B1By € Wi + W,.

Dikaz. “:%”Necht’\ BN l?g # () a necht A € By N By. Pak BTZl e Wi, A_Bg> e W,
odkud BB, :M+ ABy € Wi + Ws.

“<"Necht B1By € Wy + Wy, tzn. B1By = w, + wy, kde w, € Wy, w, € Whs.
Pak B, +w, = B; + (m—ﬂg) = (B +£TB;) +(—w,) = By + (—w,) € BN Bs.
Tedy By N By # 0. ]

Véta 2.4. Necht I je neprdazdnd indexovd mnoZina, necht B;, © € I, jsou podprostory
afinniho prostoru A a necht B = Mie/B; # (. Pak B je podprostorem afinniho
prostoru A se zaméfenim Z(B) = Nie1 Z(B;).

Dikaz. Ovérime jednotlivé pozadavky z Definice 2.1. Predevsim, podle pfedpo-
kladu, je B # ). Dale ozna¢me W = {W|X, Y € B}. Ponévadz Z(B;) = {XY|X,Y €
B}, je ziejmé W = NZ(B;) (i € I), a tedy (viz [Ho94|) W je vektorovy podprostor
v Z(A).

Dale, necht X € B, u € W jsou libovolné. Pak existuje jediny bod Y € A
takovy, Ze XY = u Ale X € B;,u e Z(B;), atedy Y € B;, pro kazdé i € I. Pak je
Y € B. O

Dausledek 2.2. Necht M je neprdzdnd podmnoZina v afinnim prostoru A. Pak
B =nNB; (B; je afinni podprostor v A; B; O M)

je nejmensi (vzhledem k mnoZinové inkluzi) afinni podprostor v A, ktery obsahuje
mnozinu M.
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Dikaz. Predevsim, existuje vzdy alespon jeden podprostor v A s uvedenou vlast-
nosti (totiz prostor A samotny), a tedy symbol NB; mé smysl. Podle predchozi véty
je B podprostorem v A, respektive z vlastnosti mnozinového priniku plyne, Ze B je
nejmensi podprostor obsahujici mnozinu M. ]

Definice 2.4. Necht plati predpoklady a oznaceni z predchoziho Dusledku 2.2.
Pak B se nazyva afinni podprostor v.. A generovany mnoZinou M a oznacCuje se
obvykle symbolem (M ). Podprostor (M) budeme také nazyvat afinni obal mnoziny
M.

V piipadé, ze mnozina M je konecna, napiiklad M = {Ag, Ay, ..., Ax}, pak
misto ({Ag, A1, ..., Ax}) piSeme strucné (Ag, Ay, ..., Ax) a hovofime o afinnim
podprostoru generovaném body Ay, A1, ..., Ap.

Je-li podprostor (Ag, A1, ..., Ag) k-rozmérny, pak body Ay, Ay, ..., Ay nazyvame
body v obecné poloze.

Poznamka 2.5. Je-li specialné mnozina M podprostorem, pak ziejmé (M) = M,
jinak je vzdy M C (M). P¥imo z definice je rovnéz ziejmé, ze lezi-li vice nez (k+ 1)
bodu v néjakém k-rozmérném prostoru v A, pak tyto body nemohou byt v obecné
poloze.

Vezmeme-li napiiklad za prostor A afinni nazorny prostor (viz Piiklad 1.1) a je-li
M = {Ap, Ay, Ao}, pak (M) mtuze byt bud bod (je-li Ay = A; = As) nebo piimka
(lezi-i Ag, A1, As na jedné piimce) nebo rovina (nelezi-li Ay, A, A3 na jedné piimce).
V poslednim ptipadé jsou body Ag, A1, Ay v obecné poloze, kdezto v predchozich
dvou piipadech nikoliv. &

Véta 2.5. Necht k > 0 je celé cislo a Ag, Ay, ..., A, € A. Pak plati

(Ag, A, ..  Ag) = {Ais L(A Ao, AiAr, . AiAL) }

pro libovolné i =0,1,--- k.

Diikaz. Oznacme B = {A;; L(A; Ag, ..., AjAy)}. Ziejmé Ay, ..., Ay € B, tzn. pak
(Ao, - .., Ay) C B, odkud podle Véty 2.1 je Z({Ao, ..., Ax)) € Z(B). Naopak, ziejmé
Z(B) = L(AAq, ..., AiAy) € Z((Ay, ..., Ap)), a tedy oba podprostory maji stejna
zameéTeni a navic se jisté protinaji. Podle Dusledku 2.1 pak plati dokazované rovnost.

0

Disledek 2.3. V libovolném k-rozmérném podprostoru v A lze nalézt (k + 1) bodi
v obecné poloze.

Dikaz. Necht B = {B; W} je k-rozmérny podprostor v A. Je-li k = 0, pak tvrzeni
trivialné plati (bod B sam je v obecné poloze). Necht tedy k > 1 a necht w,, ..., w,
je baze zaméteni W. Pak dle Véty 2.5 body B, B+wy,..., B+w, (kterych je k+1)
generuji B, a jsou tedy v obecné poloze, nebot dim B = k. ]
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Poznamka 2.6. Definice 2.4 afinniho obalu mnoziny je podobna, jako byla v line-
arni algebte definice linearniho obalu mnoziny. Z toho vychazi i nasledujici definice
sou¢tu podprostoru afinniho prostoru. Na rozdil od souc¢tu vektorovych podprostori
vSak ale nemuzeme definovat soucet afinnich podprostori pomoci souc¢tu bodu a ne-
existuje pojem primého souctu. &

Definice 2.5. Necht s je pfirozené ¢islo a By, B, ..., B, jsou podprostory afin-
niho prostoru A. Pak podprostor (B; U By --- U B,) nazyvame souctem (spojenim)
podprostori By, Ba, ..., By a oznacujeme ho By + By + - - - + B,.

Poznamka 2.7. Uvédomme si dobfe, Ze mnozinové sjednoceni koneéného poctu
podprostoru afinniho prostoru A nemusi byt obecné podprostorem v A. Pfedstavme
si napiiklad v afinnim nazorném prostoru (viz Piiklad 1.1) dvé rizné rovnobézné
primky. Pak jejich mnozinovym sjednocenim jisté neni podprostor. Z néazoru je
ziejmé, Ze souCtem téchto dvou piimek bude rovina, ktera obé primky obsahuje. Na
druhé strané, uvazime-li v nazorném prostoru pevnou pirimku a dale rovinu, ktera
tuto primku obsahuje, pak mnozinové sjednoceni téchto dvou podprostor je rovno
jejich souctu, kterym je dané rovina. Obecné o urc¢eni a dimenzi sou¢tu libovolnych
dvou podprostoru afinntho prostoru hovoii nasledujici véta. &

Véta 2.6. Necht By = {By; W1}, By = {Bo; Wh} jsou afinni podprostory v A. Pak:
—
1. Bl+BQI{Bl,W1+WQ+L(BlBQ)}
dim(W; + Wy) je-li By N By # 0,

2. dim(B Bs) =
(B +Ba) {dim(W1+W2)+1 je-li By N By = 0.

Dikaz. 1. Ozna¢me B = {By; Wi + Wy + L(B1By)}. Potom ziejmé plati By =
B, + BBy € B.

Bezprostiednim rozepsanim se ovéri, ze B O By U By. Déle necht C je podpro-
stor v A takovy, ze C O By U By. Pak podle Véty 2.1 je Wy, Wy C Z(C) a navic
s —3 , 2
BBy € Z(C), tzn. L(B1B2) C Z(C). Tedy je Wy + Wy + L(B1B;) € Z(C), odkud
jiz dostéavame, ze B C C.

Tedy B je nejmensi podprostor obsahujici B; U By, neboli B = By + Bs.

. ey 4 g

2. Je-li By N By # 0, pak podle Véty 2.3 je B1By € Wi + Wy, tzn. L(B1Bs) C
W1 + WQ, odkud pak W1 —+ W2 + L(BlBg) = W1 —+ WQ.

Je-li By N By = (), pak podle Véty 2.3 je 0 # By By ¢ Wi + W, odkud dostavame
(Wy + Wy) N L(ByB2) = {o}. Uzitim véty o dimenzi sou¢tu a priniku vektorovych
podprostora dostavame: dim(By + By) = dim((Wy + Wa) + L(B1Bs)) = dim(W; +

Disledek 2.4. Necht By = {By; Wi}, By = {Bg; Wa} jsou afinni podprostory v A
takové, Ze By N By # 0. Potom

dlm(Bl + BQ) = dim Bl + dim BQ — dlm(Bl N 82) .
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Dikaz. Podle Véty 2.6 mame
dlm(Bl + BQ) = dim W1 + dim WQ = dim W1 + dim W2 — d1m(W1 N Wg) .
[

Poznamka 2.8. Mé&jme v afinnim prostoru dva rizné body A, B. Jejich soucet jako
bodii neexistuje ale existije soucet jednodimenzionalnich podprostoria {A} + {B},
kterym je primka AB. &
Uloha 2.1. Necht A je 4-rozmérny kanonicky prostor (viz Piiklad 1.2) a necht
By = {By; Wi}, By = (Ag, A1, A, A3) jsou podprostory v A, pri¢emz:
Ao = (L, =1 1;1), Ay = (2;0;1;1), Ay = (0, =1;1;0), Az = (1;0; 1;0),
By = (1;1;1;2); Wy = {(x1; x2; 35 24) |21 = 0,23 = 0}. Potom:

1. Zjistéte, zda body Ay, A1, As, A3 jsou v obecné poloze.

2. Rozhodnéte, zda se podprostory By, By protinaji.

3. Naleznéte soucet B; + By a urcete jeho dimenzi.
Resent: 1. Podle Véty 2.5 je dim By = dim L(AOAl,AOAQ,AOA;). Ale (viz Priklad
1.2) m = (1;1;0;0), AgAs = (—1;0;0;—1), ApAs = (0;1;0;—1). Nyni staci
matici, v jejichz fadcich jsou uvedené vektory, prevést na schodovity tvar. Tedy

110 0 110 0
-1 00 -1 ~ [0 1 0 —1] odkud ihned plyne, ze dim By = 2,
010 —1 000 O

a tedy body Ag, A1, Ay, A3 nejsou v obecné poloze.

2. Bazi W; jsou napriklad vektory: u; = (0,1,0,0), u, = (0,0,0, 1), respektive
bazi Z(Bs) jsou podle 1. isti> ulohy naptiklad vektory AgAj, m. Podle Véty
2.3 sta¢i nyni ovéfit, zda B1Ay € Wi + Z(B;1) nebo nikoliv. K tomu zfejmé staci
pouze prevést matici, v jejichz radcich jsou zapsany vektory baze Wi, baze Z(Bs) a
vektor E;l_o), na schodovity tvar. Lze-li upravu provést tak, ze nakonec vektor By Ay
ge_jge v nulovy vektor, pak m € W1+ Z(B,), v opatném piipadé nikoliv. Ale
BiAy = (0,2,0,1), tzn.

010 0 1100 1100
000 1 0100 0100
110 of fooo1f _foo0oo01
-1 0 0 -1 0101 000O0]
020 1 020 1 0000

a tedy By, By se protinaji.

Poznamenejme, ze pii upraveé predchozi matice na schodovity tvar je nejpraktic-
téjsi napsat vektor By Ag do matice az jako posledni, oddélit jej naptriklad vodorovnou
¢arou a pri provadéni uprav jej stale ponechavat v matici jako posledni réadek.



3. Afinnf repér, afinni souradnice 11

3. Podle Véty 2.6 a vypoctem provedenym ve 2. ¢asti tlohy ihned dostavame, ze
napiiklad By + By = {By; W}, kde W = L(AgA1, u;, u,), piicemz plati, ze dim(B; +
Bsy) = dim W = 3. A

3 Afinni repér, afinni souradnice

Pripomenme, Ze s pojmem soufadnic jsme se setkali v linearni algebfe, pii studiu vek-
torovych prostori. Je-li totiz V' vektorovy prostor a systém vektora 2 = (e,...,e,)

je bazi V', pak libovolny vektor u € V' 1ze jedinym zptsobem vyjadrit jako linearni
kombinaci vektoru této baze, tzn. ve tvaru

u=ue, + -+ uye,. (3.1)

Usporadanou n-tici koeficientt (uy;. .. ;u,) pak nazyvame soufadnicemi vektoru u
v bazi . Baze tedy urcuje bijekci V' na R™ a pfi ztotoznéni vektoru u s usporada-
nou n-tici jeho souradnic budeme psat u = (ug;... ;u,). Abychom mohli pouzivat
zkracenych maticovych zapisti, budeme sloupcovou matici tvorenou souradnicemi
Uy
vektoru u v bazi # oznacovat symbolem (u) g, tzn. (u)yz =
Up

Déle, je-li " = (d,,...,d,) dalsi baze vektorového prostoru V' a plati
d; = ajje; +agjes + - +apge,, proj=1,...,n,
pak matice A = (a;;), tj. matice, v jejichz sloupcich vystupuji soufadnice vektort

d,,...,d, vyjadiené v bazi %, se nazyva matici prechodu od bize % k bdzi #'. Pro
vztah mezi soufadnicemi vektoru u vzhledem k témto bézim potom plati

(u)z=Al)z .

Definice 3.1. Necht A je afinni prostor, dim.A > 1, necht P € A je pevny bod
a necht Z = (e,...,e,) je baze zaméteni Z(A). Afinnim repérem (nebo afinnim
souradnicovym systémem) v A rozumime systém

%= (P;e,...,e,). (3.2)

Bod P se nazyva pocdtek a vektory ey, ..., e, se nazyvaji zdikladni vektory afinniho
repéru (3.2).

Piimky x; = {P; L(e;)} se nazyvaji osy afinnich souradnic (nebo soutadné osy
afinniho repéru).
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Obr. 3.1

Uvazujme bod X € A a afinni repér (3.2). Potom existuje jedina uspofadana
n-tice realnych ¢isel z;, i = 1,...,n, splhujici

F)_g =x1€ + -+ 28, , (3.3)

nebo ekvivalentné
X=P+xie,+ - +2a,8,. (3.4)

Definice 3.2. Necht # = (P;e,,...,e,) je afinni repér v A a X € A je bod.
Usporadané n-tice redlnych ¢isel x;, ¢ = 1,...,n, spliwjici (3.3), se nazyva soufad-
nicemi bodu X v afinnim repéru % (nebo afinnimi soutradnicemi bodu X vzhledem
k repéru #). Piseme X = [z1;...;x,].

Souradnicemi vektoru u € Z(A) v afinnim repéru (3.2) nazyvame soufadnice
vektoru u v bazi # = (e,,...,e,), tzn. usporadanou n-tici realnych ¢isel u;, i =
1,...,n, spliujici (3.1). PiSeme u = (uy;...;n,).

Umluva 3.1. Vzhledem k jednoznacnosti vyjadieni (3.1) a (3.3) jsou soufadnice
bodu i vektori v daném afinnim repéru uréeny jednoznacné, a tedy dva body (re-
spektive vektory) maji stejné souradnice pravé tehdy, kdyz jsou si rovny. Tohoto
faktu budeme nyni ¢asto vyuzivat v tom smyslu, Ze pfi studiu pojmi a zejména
feSeni tloh, které jsou nezéavislé na volbé afinniho repéru v A (a téch bude drtiva
vétsina), budeme pracovat se soufadnicemi bodu (respektive vektori) v néjakém
pevném afinnim repéru a nebudeme muset zadéavat, jak konkrétné afinni prostor A
vypada.

Zaved me tedy tmluvu, Ze v dalsim (nebude-li vyslovné feceno jinak) budeme
stale predpokladat, ze v A je zadan pevny afinni repér (3.2), v némz budeme sou-
fadnice v8ech bodi (respektive vektori) vyjadiovat.

Déle, pro odliseni souradnic bodu a vektort, budeme disledné pouzivat hranaté
zévorky pro body a kulaté pro vektory. O
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Umluva 3.2. Afinni repér # (uréeny bézi zaméieni %) tedy urcuje bijekce

%: A, - R",
#:Z(A,) - R".

Pri ztotoznéni bodu X € A, (respektive vektoru u € Z(A,,)) s usporadanou n-tici
jeho souradnic budeme psat X = [z1;. .. ;z,] misto Z(X) = [z1;... ;z,| (respektive
u = (u;...;u,) misto B(u) = (u;...;u,)). Abychom mohli pouzivat zkracenych

I Uy
maticovych zépisi, budeme oznacovat (X) = | : | (respektive (u) = | : |)

Ty Up
sloupcovou matici tvorenou soufadnicemi bodu X (respektive vektoru u) vzhledem
k repéru %. O
Umluva 3.3. V afinnim prostoru dimenze dva, tj. v afinni roving, budeme zpravi-
dla afinni soufadnice bodi oznacovat X = [x;y] a prislusné osy soufadnic budeme
nazyvat osa x a osa y.

Podobné v afinnim prostoru dimenze tii budeme zpravidla afinni souradnice bodu
oznafovat X = [x;y; z| a prislusné osy soufadnic budeme nazyvat osa x, osa y a osa
z. O

Nyni uvedeme nékolik jednoduchych dusledkii, které bezprostiedné vyplyvaji z
predchozi Definice 3.2 a které budeme v dalsim velmi ¢asto (jiz bez odkazu) pouzivat.
Predevsim je ziejmé, Ze pocatek P ma vSechny soufadnice rovny nule, tzn. P =
[0;...;0], nebot PP = 0 = 0e; + --- + Oe,,. Déle necht X,Y € A jsou libovolné
body, pricemz

X =[z1;..5x], Y =1[y1;.. 50
Vime, ze body X,Y je jednozna¢né urcen vektor XY =Y — X € Z(A). Hledejme

— — ==
nyni soufadnice tohoto vektoru. Ale XY = ﬁ + PY = PY — ]3() =ye; +---+
Yn€y — (1181 + -+ xne,) = (1 — 21)€; + -+ + (Y — Tn)e,. Je tedy

—

XY =Y -X=W1—21;..iYn — Tn) - (3.5)

Je-li dale u = (uy;...;u,) € Z(A) vektor, pak je ziejmé XY = u pravé kdyz
Y1 — T1 = UL, ..., Yp — Tp = Uy,. Jinak Teceno

Y=X+usy=x+u, proi=1,...,n. (3.6)

Poznamka 3.1. Z (3.5) a (3.6) vyplyva, ze vlastnosti zobrazeni + a —, které jsme
popsali ve Vété 1.1, odpovidaji pii pfechodu k afinnim soufadnicim pfesné vlastnos-
tem operaci s¢itani a odecitani usporadanych n-tic redlnych ¢isel. &

V dalsi ¢asti tohoto paragrafu budeme studovat vzajemny vztah soutradnic jed-
noho pevného bodu (respektive vektoru) vzhledem ke dvéma riznym afinnim repé-
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riam v prostoru A. Necht tedy v A jsou dany dva afinni repéry

%= (P;ey,...,e,), (3.7)
%' = (P'¢€),....e,), (3.8)
pricemz P’ = [by;...;b,] je soufadnicové vyjadieni bodu P’ vzhledem k repéru #
a A = (a;;) je matice pfechodu od baze (ey,...,e,) k bazi (€],...,€),) zaméfeni

Z(A), tzn. plati

n

! .
e = E a;;€; proj=1,...,n.

i=1
Kone¢né, necht X € A je pevny bod, pficemz X = [z1;... ;x,]| vzhledem k repéru
%, respektive X = [x];...; 2] ] vzhledem k repéru #’.

Obr. 3.2

P1i tomto oznaceni plati

PX =m1€e; + -+ 1€,
/ ! / /
PX:xlgl—i_—i_xngn’

—
PP =bie, +--+bue,.

Po dosazeni za €, j = 1,...,n, dostavame

n n
P/X ! !/
=Ty @j1€; + -+ Ty, Ain€; -
i=1 i=1

Pritom ziejmé plati PX = PP + P'X (viz Obr. 3.2), odkud po dosazeni a upraveni
je

ri€,+ -+ x,e, =bie,+ -+ bre,

+ (Z a1j$;> € + -+ (Z CL,@JJS) e, -
j=1 j=1
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Z jednoznacnosti tohoto vyjadreni, porovnanim koeficientti u e;, 7 = 1,..., n, nyni
dostavame
rK = CLHQ?,l + CL12LIZ'/2 + -+ Clln.CC;l + bl ,
(3.9)
Ty = Q%)+ Qpaxh + - 4 appxl, + by .

Rovnice (3.9) mizeme strucéné zapsat ve tvaru

n

xj:Zaﬁxﬁbj, Jj=L..m, (3.10)

i=1
respektive, pouzijeme-li maticového zapisu, pak
(X)p=AX")p + B, (3.11)

kde sloupcova matice (X')g, je tvorena soufadnicemi bodu X vzhledem k repéru
%' a sloupcova matice B je tvofena soufadnicemi bodu P’ vzhledem k repéru 2.

Podobng, je-li u € Z(A)vektor, pficemz u = (us;...;u,) vzhledem k repéru %,
respektive u = (u};...;ul) vzhledem k repéru #’, pak (jak bylo odvozeno v algebte,
[Ho94|) stejnym zptsobem dostavame

uy = anu’l + CL12U’2 + -+ alnu’n s
- (3.12)

Up = anlull + anQU/Q + -+ annufn )
respektive, pouzijeme-li maticového zépisu, pak
(u)p = AW) %, (3.13)

kde sloupcova matice (u’)4, je tvofena souradnicemi vektoru u vzhledem k repéru
%'

Definice 3.3. Rovnice (3.10) a (3.11) (respektive rovnice (3.12) a (3.13)) nazy-
vame transformacni rovnice pro souradnice bodu (respektive vektori) pii pfechodu
od repéru (3.7) k repéru (3.8).

Matice A se nazyva matice prechodu od repéru (3.7) k repéru (3.8).

Poznamka 3.2. Vsude déle, pokud nemuze dojit k zaméné, budeme oznaceni repériu
ve zkracenych zapisech transformaci souradnic vynechavat.

Pokud bychom potiebovali vyjadrit soufadnice vzhledem k repéru (3.8) (tj. "car-
kované") pomoci soufadnic vzhledem k repéru (3.7) (tj. "necarkovanych"), pak staci
jednoduse v maticovych rovnicich (3.11) (respektive (3.13)) obé strany vynéasobit
zleva matici A~! (ktera musi existovat, nebot matice prechodu A je vzdy regularni,
jak vime z algebry, [Ho94|) a dostaneme

(X') = A7HX) — A7'B, respektive (0') = A7 (u), (3.14)
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a je tedy matice A~! matici pfechodu od repéru (3.8) k repéru (3.7).
Z predchoziho dale vyplyva, ze zadanim (3.7) a (3.8) je jednozna¢né urcena

matice A a ¢isla by, ..., b, spliujici transformaé¢ni rovnice (3.9) a (3.12). Velmi jed-
noduse lze ukazat, ze naopak, zadame-li afinni repér (3.7), regularni matici A (fadu
n) a ¢isla by, ..., b,, pak existuje pravé jeden afinni repér (3.8) v A, tak, Ze plati
(3.9) a (3.12). &

Poznamka 3.3. Oznacime-li bijekci A,, na R™ uréenou repérem % (respektive %’)
stejnym symbolem % (respektive #'), pak transformacni rovnice pfechodu pro sou-
fadnice bodu od repéru # k repéru £’ muzeme chéapat jako zobrazeni R™ na R",
které je dano slozenim %o (%2')~! podle nasledujictho diagramu

R” R”
(%) %
A ¢
- n
Uloha 3.1. Ve 3-rozmérném afinnim prostoru Az jsou dany afinni repéry # =
(P;e;,eq,e5) a 2 = (P';¢€,e),,¢€;) a dile jsou dany transforma¢ni rovnice pro

soutadnice bodu pii prechodu od repéru # k repéru %’
r =37 —4y +52 +2,
y =21 -3y + 2,
z=32" -5y — 2 —1.
Napiste transformacni rovnice pro soutradnice bodi a transformacni rovnice pro
soufadnice vektort pfi pifechodu od repéru £’ k repéru .
Resent: Matice prechodu A méa v naSem pripadé tvar

3 =4 5
A=12 -3 1
3 =5 -1

Nyni (n&kterou z metod odvozenych v algebie) spoéteme inverzni matici A~*. Do-
staneme

-8 29 —11 2 -5
Atlt=1-5 18 —7|, aodtud A'- (0] =|-3],
1 -3 1 1 1

a podle (3.14) mizeme pifmo psat vysledné transformacni rovnice pii prechodu od
repéru #’ k repéru %, a to

(i) pro soufadnice bodu (ii) pro souradnice vektoru
¥ =—-8r+29y —11z2+5, u) = —8uy + 29us — 1lusg,
y = —bx+ 18y — 7z +3, uh = —buy + 18us — Tusg,

!/

7= x—3y+ z—1, uhb = u; — 3ug + us. JAN
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4 Orientace afinniho prostoru

V tomto paragrafu se stru¢né zminime o pojmu orientace afinntho prostoru A,.
Studium tohoto pojmu pfevedeme na uvahy o zaméfeni Z(.A,) afinniho prostoru
A, (tzn. na avahy o vektorovych prostorech). Takovyto obrat, jak uvidime, budeme
v riznych souvislostech pomérné ¢asto pouzivat. Zabyvejme se tedy nejprve bazemi
n-rozmérného (realného) vektorového prostoru Vi,.

Definice 4.1. Necht

B=1{e, - -,€,), (4.1)

B'=(e},...,e,)

jsou baze vektorového prostoru V,, (nad R). Baze (4.1) a (4.2) nazveme souhlasné
(respektive nesouhlasné), je-li determinant matice prechodu od béaze (4.1) k bézi
(4.2) ¢islo kladné (respektive zaporné).

Dale, na mnoziné vSech bézi prostoru V' definujeme relaci ~ takto:
B ~ B' pravé kdyz 8, %' jsou souhlasné baze.

Poznamka 4.1. Vzhledem k tomu, Ze matice prechodu od jedné baze k jiné béazi
prostoru V,, je regularni, musi byt jeji determinant rizny od nuly (tzn. je bud kladny
nebo zaporny) a predchozi definice je korektni. Nésledujici véta si blize v§imne préavé
definované relace ~. O

Véta 4.1. Relace ~ je relact ekvivalence na mnoziné vsech bdazi vektorového prostoru
Vi a rozklad M [~ piislusny ekvivalenci ~ md dvé tiidy.

Dikaz. Nejprve ukidzeme, Ze ~ je relaci ekvivalence na mnoziné vsech bazi prostoru
V. Ale reflexivita ~ plyne z toho, ze matici pfechodu od béaze (4.1) k bazi (4.1) je
jednotkova matice E,, pficemz |FE,| = 1 > 0. Symetri¢nost relace ~ plyne z toho,
7e je-li A matici prechodu od baze (4.1) k béazi (4.2), pak A™! je matici prechodu
od baze (4.2) k bazi (4.1) a plati |[A7| = ﬁ. Jsou tedy determinanty |A| a |[A™!|
bud oba kladné nebo oba zaporné. Transitivita relace ~ pak plyne z Cauchyovy
véty o soucinu determinanti. Tedy ~ je skutecné relaci ekvivalence.

Nyni nalezneme pocet tid rozkladu M /~. Uvazme bézi
B =(—epe,....e,) (4.3)

a ozna¢me symbolem A (respektive B, respektive C') matici pfechodu od béze (4.1)
k bazi (4.2) (respektive od baze (4.2) k bazi (4.3), respektive od baze (4.1) k bazi
(4.3)). Z algebry vime, 7ze plati C' = A - B, tzn. podle Cauchyovy véty je pak

Cl=1A]-B]. (4.4)
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Ale ziejmé |C| = —1 (ovéfte rozepsanim!), tzn. baze (4.1) a (4.3) nepatii do jedné
tfidy rozkladu M/~, a tedy rozklad M/~ méa alesponn dvé tiidy. Necht (4.2) je
libovolna béze prostoru V,,, ktera nepatii do jedné tiidy rozkladu M/~ s bazi (4.1).
Pak je |A| < 0 a ze vztahu (4.4) plyne, Ze musi byt |B| > 0, tzn. baze (4.2) patii do
jedné tiidy s bazi (4.3), odkud plyne, Ze rozklad M/~ ma pravé dvé tiidy. O

Definice 4.2. Orientaci vektorového prostoru V,, rozumime prohlaSeni jedné z tiid
rozkladu M/~ (tj. t¥id bazi prostoru V;,) za kladnou a druhé za zépornou.

O dané bazi vektorového prostoru V,, pak fikame, ze je kladnd (respektive zd-
pornd), lezi-li v kladné (respektive zaporné) tiidé rozkladu M /~.

Orientact afinniho prostoru A,, budeme rozumét orientaci jeho zaméreni Z(A,,).
Afinni prostor se zadanou orientaci budeme nazyvat orientovangm afinnim prosto-
rem.

Poznamka 4.2. Afinni prostor mé ziejmé dvé mozné orientace, pfi¢emz orientace
je jednozna¢né urc¢ena napiiklad prohldsenim jedné konkrétni baze zaméreni Z(.A4,,)
za kladnou béazi. Mame-li orientovat dany afinni prostor, pak zalezi zcela na nasi
libovili, kterou z bazi zaméteni Z(A,) prohlasime za kladnou. Jakmile tak vSak
ucinime, pak je jiz kazda z bazi Z(A,) bud kladné nebo zéporna (coz lze zjistit
vypoctem determinantu patiiéné matice prechodu).

V roviné se zpravidla za kladnou orientaci voli takové orientace, ze kladny smér
osy x "prechazi"do kladného sméru osy y proti sméru hodinovych rucicek. V tii-
rozmérném prostoru se zpravidla jako kladné orientace voli orientace zvolena podle
"pravidla pravé ruky"(jestlize prsty pravé ruky ukazuji prechod kladného sméru osy
x do kladného sméru osy y, ukazuje palec smér osy z). Na Obr. 4.1 je to druha z

moznosti.
AZ A Z

A0 oz D v

Obr. 4.1

Uloha 4.1. V orientovaném vektorovém prostoru R* jsou dany dvé béaze
(u;, 1y, 15, 1,), respektive (v, vy, vy, vy).

Zjistéte, zda jsou tyto béze souhlasné ¢i nesouhlasné orientovany. Pritom:
w = (32 -8 —11), u, = (L, 1;5:7), uy = (1; 1;9;7), wy = (1;1;5;4);
vy = (2-35:4), vy = (5 =7:9;6), vs = (1; -1;2;1), vy = (2:4;7;2).
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Reseni: élohu je mozno TeSit pfimo uzitim definice, tj. nalezenim matice pfe-
chodu od jedné baze ke druhé a vypoctem jejiho determinantu (coZ v naSem pii-
padé vyzaduje feSeni 4 systémi linearnich rovnic o 4 nezndmych a vypocet jednoho
determinantu 4. fadu a je tedy dosti pracné).

Vyhodnéjsi bude uvazit kanonickou béazi e; = (1;0;0;0), e, = (0;1;0;0), e; =
(0;0;1;0), e, = (0;0;0;1) prostoru R* a zjistit, zda ob& zadané béze jsou s touto
bazi souhlasné ¢ nesouhlasné orientovany, odkud jiz ihned plyne odpovéd na pi-
vodni otazku (vyhoda spo¢iva v tom, Ze obé piislusné transformac¢ni matice mizeme
okamzité psat, a je tedy v tomto pripadé nutné pocitat pouze dva determinanty 4.
fadu). Dostaneme

31 11 6 8 -9 —12

2 111 . 4 6 —6 -9
85 9 51— —12 < 0, respektive 3 4 6 3| = 9>0,
—11 7 7 4 -2 -3 4 6

odkud mame vysledek: baze (u;,u,,u;,uy) a (v, v,, vy, v,) jsou nesouhlasné ori-
entovany. A

5 Souradnicové vyjadreni podprostoru

Pripomenme, Ze vSude déale v tomto textu predpokladédme, ze v afinnim prostoru
A,, n > 1, je pevné zadan afinni repér

%= (P;e,...,e,), (5.1)

pricemz souradnice vSech bodi, respektive vektort, jsou vyjadfovany vzhledem k
tomuto afinnimu repéru.

Véta 5.1. Necht B, = {B; W} je podprostor v A, necht 2= (u,,...,u;) je bize
jeho zaméreni W. Necht X € A, je bod. Pak X € By prave kdyZ existuji redlnd
cisla tq, ..., 1y tak, Ze

X =B+tu +-- +tpu,. (5.2)

Je-li navic X = [x1;...52,], B=[b1;...;b,), w; = (w5 ... ;un;), 1 <i <k, pak
(5.2) lze psdt ve tvaru

r1 = b +tiun 4+ g,
Ty = bz + t1U21 + -+ tkuzk s
. (5.3)

Dikaz. Tvrzeni véty je zfejmé, nebot podle Definice 2.1 afinniho podprostoru je
X € B BX € W. Rovnice (5.3) pak plynou ihned z (3.5). O
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Definice 5.1. Vyjadreni (5.2), respektive (5.3), se nazyva parametrickym vyjadre-
nim (rovnicemi) podprostoru By. Realna ¢isla ty, .. ., ¢ se nazyvaji parametry bodu

X.
Maé-1i podprostor By parametrické vyjadieni (5.2), pak budeme téz psat

a soustavu rovnic (5.3) budeme zkracené zapisovat ve tvaru

Poznamka 5.1. Podprostor B, C A, je sim afinnim prostorem dimenze k a sou-
stava (B;u,,...,u,) je afinnim repérem v By. Parametry ti, ..., jsou potom afin-
nimi souradnicemi bodu X € B vzhledem k tomuto repéru. &

Véta 5.2. Necht By, = (Ao, A1, ..., Ag), kde A; = [ays; .. an], 1 =0,1,... k, jsou
body v obecné poloze. Pak X = [x1;...;x,] € By pravé kdyZ existuji redlnd cisla
to,t1, ..., ty tak, Ze plati:

r1 = toarp +tian + -+ lgay,
Ty = tloago + tiagy + - + trag,

. (5.4)
Tn = loapo +tiap + - + tppk,

kd@to—i‘tl—i‘"'—i—tk:l.

— e e

Dikaz. Podle Véty 2.5 je By = {Ao; L(ApA1, ..., AgAx)}, piicemz vektory AgA;,

T - . SO e ]

..., AgAy jsou podle predpokladu béazi zaméreni podprostoru By. Uzitim piredchozi
Véty 5.1 dostaneme

X€B<:>xi:aio+t1(ai1—ai0)+~-+tk(aik—aio), 1<i:<n&
(1—t1—...—tk)a,-0+t1a,~1+---—|—tkaik, 1§Z§TL

<~ T;

Oznacime-li tg =1 —t; — ... — t, dostavame tvrzeni véty. O

Oznaceni. Vztahy (5.4) budeme v dalsim struéné zapisovat ve tvaru
B=X=tAg+t1 A1+ -+t Ax; to+t1+---+tp=1. (55)

Uvédomme si dobfe, Ze timto oznacenim jsme nezavedli zadnou novou operaci "line-
arni kombinace bodi", ale, Ze jde pouze o symbolicky, zkraceny zapis vztahu (5.4),
coz je celkem n rovnic v oboru realnych ¢isel. O
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Definice 5.2. Vyjadreni (5.4), respektive (5.5), se nazyva afinni kombinace bodi
A, Ay, Ay

Je-li & = n, budeme soustavu (Ay, Ay,...,A,) (n+ 1) bodid v obecné poloze
nazyvat bodoviym repérem v A,,. Cisla to, t1,...,t, takova, ze

X:toA0+t1A1++tnAn, to—{——l—tn:l,
se nazyvaji barycentrické souradnice bodu X vzhledem k bodovému repéru

(Ao, Ay, ..., Ay). (5.6)

Poznamka 5.2. Naptiklad, je-li pfimka ur¢ena dvojici riznych bodu A, B, je mno-
Zina vSech bodu této piimky vyjadiena jako

p: X=aA+ BB, a+p=1a BER.
V tadé praktickych vypoctu je toto vyjadieni primky velice uzitecné. &

Poznamka 5.3. Afinni kombinaci bodi mtuzeme definovat i pro body, které nejsou
v obecné poloze. Koeficienty v afinni kombinaci bodu maji také fyzikalni vyznam.
Uvazujeme-li hmotnou soustavu o celkové hmotnosti jedna takovou, zZe veskera hmota
je soustiedéna pouze do konec¢ného poc¢tu bodu A;, i = 0,1,...,k, tak, Zze v bodu
A; je hmotnost o velikosti ¢; (pfipoustime také zaporné hodnoty), pak bod

T=t Ao+ 1A+ +tAx, to+-+th=1,

hmotnost, tj. 1/(k + 1), pak dostavame v roviné vzorce pro vypocet souradnic té-
7isté usecky AB (respektive trojuhelnika AABC, respektive ¢tyithelnika ABCD)
ve tvaru

1
TAB — §(A + B) ,
1
(respektive Tapc = §(A +B+C),

1
respektive  Tupcp = Z(A +B+C+D)).

Stejné vzorce plati i v prostoru pro vypocet tézisté tusecky, trojuhelnika nebo
Ctyfsténu. %

Poznamka 5.4. Afinni kombinace bodi se pouzivaji v pocitacové grafice ke kon-
strukci takzvanych Bézierovych kiivek. Nejdiive musime definovat (hladkou, regu-
larni) kiivku v afinnim prostoru A,, n > 2, jako zobrazeni X : I — A,, kde I je
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interval v R, takové, Ze v libovolném afinnim repéru je X (t) = [z1(t), ..., z,(t)], kde
x;(t), vt € 1, jsou funkce jedné realné proménné (muzeme si ji predstavovat jako ¢as)
takové, ze existuji jejich derivace nejméné 1. fadu a vektor u(t) = (%, . dj—;) je
nenulovy pro vSechna t € I.

Nyni uvazujme (k+1) bodu F, . .., Py v A,. Hladka regularni kiivka prochazejici
body Py a Py bude takova kiivka X (¢) (definovana na celém R), ze X(0) = P, a
X (1) = P. Jestlize najdeme (k+ 1) hladkych funkei Ao x(2), ..., Apx(t) takovych, ze
)\07k(t) + -+ >‘k:,k<t> =1 pro vSechna t € R, )\07]{(0) =1, )\17]6(0) =0,..., )"%k‘<0) =0
aXx(l)=0,..., A—1.(1) =0, A\ x(1) = 1, dostaneme jako afinni kombinaci

k
X(t) = Xos(t) Po+ -+ Mek(t) P =D Xiplt) Py (5.7)

=0

hladkou regularni kiivku prochéazejici body Py a Py. Uvazujme takzvané Bersteinovy
polynomy k-tého stupné

Nin(t) = (’f) £ (1= 1)k (5.8)
Snadno se vidi, ze tyto polynomy splhuji vyse uvedené predpoklady a odpovidajici
afinni kombinace (5.7) je takzvana Bézierova kfivka. PTi pevné zvolenych bodech P,
a Py tak mizeme volbou ostatnich bodi modelovat rizné kiivky prochéazejici body
Py a Py. Beziérovy kiivky pro (k+1) bodu jsou stupné k, tj. pro k = 1 je to piimka,
pro k = 2 je to kuzelosecka, pro k = 3 je to kubika, atd.

Na Obr. 5.1 jsou Bézierovy kiivky v roviné pro k = 2, 3,4 vykreslené pro t €

(0,1).

s
%
P
4
P P
0 2 Fs
P P
0 2 X p
% 3
P
x 0
P
7 28
*p

Obrazek 5.1: Bézierovy kiivky pro k = 2,3,4

Poznamka 5.5. Podobnym zptisobem jako Bézierovy ktivky se daji v afinnim pro-
storu modelovat i Bézierovy plochy. Nejdiive musime definovat hladkou regularni
plochu v afinnim prostoru A,,, n > 3, jako zobrazeni X : I x I — A,, takové, Ze v li-
bovolném afinnim repéru je X (u,v) = [z1(u,v), ..., z,(u,v)], kde z;(u,v), Vu,v € I



5. Souradnicové vyjadreni podprostoru 23

jsou funkce dvou realnych proménnych takové, Ze existuji jejich parcialni derivace
Oxy Oz

alesponi 1. fadu a matice | J» ~°°  fv ) mé hodnost 2 pro v8echna u,v € I.

ov to ov
Nynf uvazujme (k+1).(l+1) boda P,;,i=0,...,k, j=0,...,[. Potom afinni
kombinace bodu

kool
X(u,0) =Y 0> Xig(u) Au(v) Py (5.9)
i=0 j=0
je Bézierova plocha urcenéd body F;;. Tato plocha prochazi body Foo, Poi, Pro @ P
Volbou ostatnich bodi tak muzeme plochu libovolné tvarovat.
Na Obr. 5.2 je Bézierova plocha v prostoru pro k = [ = 3 vykreslené pro u,v €
0,1).

R R
P e T

Obrazek 5.2: Bézierova plocha pro k =1 =3

Poznamka 5.6. Uvazujme hladkou regularni kiivku prochazejici body Fy a P
definovanou v Poznamce 5.4. Potom te¢na k této kiivce v bodé X(ty), ty € 1, je
dana parametricky bodem X (ty) a vektorem u(to) = (%(to),. .., 2= (tp)).
Uvazujme nyni dva body Fy a P, v roviné a dva nenulové vektory p a p,.
Fergusonova kubika (kiivka 3. stupné) dana body F,, P, a vektory P, P, Je krivka
prochézejici body Py a P, takova, ze te¢na v bodé P; je dana vektorem p,. Tato

krivka ma vyjadieni
X(t) = )\O(t) PO + )\1<t) P1 + Oéo(t) RO -+ CYl(t) Bl s (510)
kde
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Snadno se vidi, ze Ao(t), A1(t) spliuji podminky z Poznamky 5.4 pro koeficienty v
afinni kombinaci bodi. Potom rovnice (5.10) ur¢uje Fergusonovu kubiku.
Na Obr. 5.3 jsou Fergusonovy kubiky zakreslené pro ¢ € (0, 1).

Obrézek 5.3: Furgusonovy kubiky

Priklad 5.1. V 3-rozmérném afinnim prostoru As je dana piimka p dvéma body
A=[2;-1;1], B=[-1;0;1]. Pak p = {A; L(AB)}, kde AB = (—3;1;0) a parame-
trické vyjadreni primky p je naptiklad tvaru p = X = A + tAB, neboli
r= 2-3t,
p=qy=-1+t,

z= 1,
coz je vyjadreni zndmé ze stfedni Skoly. Podle Véty 5.2 1ze primku p téz vyjadrit ve

tvarup =X =t1A+ 3B, t1 + ty = 1, neboli

P = y:—tl, kdet1+t2=1. Q
z = tl + t? ;
Definice 5.3. Necht je dana soustava linearnich rovnic nad R
anTi + apTs + -+ apr, = by,
: (5.11)
ap1T1 + apaTo + o + ATy = by,
kde a;;,b; € R, jejiz matici soustavy oznaéme A = (a;;). Bod X = [z1;...;2,] €
A, nazveme fesenim soustavy (5.11) pravé kdyz usporadana n-tice reélnych Cisel
(x1;...;@y,) je FeSenim soustavy (5.11).

Z vlastnosti feseni soustav linearnich rovnic (viz [Ho94|) vime, Ze rozdil dvou
feseni soustavy (5.11) je feSenim zhomogenizované soustavy

a1 + apxo + - - + a1, = 0,
: (5.12)

Ap1T1 + AQg2To + +++ + Apply = 0,
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k soustavé (5.11). Jsou-li tedy body X = [z1;...;2,], Y = [y1;...;yn] € A, FeSenim
soustavy (5.11), je vektor XY = (y1 — z1;...;yn — ) € Z(A,,) FeSenim homogenni
soustavy (5.12). Vime, ze mnoZina vSech feSeni soustavy (5.12) tvoii vektorovy pro-
stor W v R™, pro jehoz dimenzi plati dim W = n — h(A), a s vyuzitim bijekce mezi
R™ a Z(A,,), ktera je dana afinnim repérem (viz Paragraf 3), mizeme mnozinu vsech
feSeni homogenni soustavy (5.12) povazovat za jisty podprostor zaméfeni Z(A,,).

Vsude déle v tomto textu budeme feseni soustavy (5.11) interpretovat jako body
n-rozmérného afinniho prostoru A, a feSeni zhomogenizované soustavy (5.12) bu-
deme interpretovat jako vektory zaméfeni Z(A,,).

Véta 5.3. Necht (5.11) je fesitelnd soustava linedrnich rovnic a necht hodnost ma-
tice soustavy h(A) = k. Pak mnoZina vsech bodi z A,,, které jsou Tesenimi (5.11),
tvori (n — k)-rozmérny podprostor B = {B; W} afinniho prostoru A, kde B je
libovolné pevné Fesent (5.11) a zaméfeni W je rovno podprostoru FesSeni zhomogeni-
zované soustavy (5.12).

Dikaz. Ozna¢me M mnozinu vSech bodu z A, které jsou FeSenimi (5.11). Staci
dokazat mnozinovou rovnost M = B, nebot tvrzeni o dimenzi plyne z toho, jaka je
dimenze FeSeni soustavy (5.12).

Inkluze B C M plyne opét z vlastnosti feSeni soustav linedrnich rovnic, totiz
soucet feseni (5.11) s FeSenim (5.12) je feSenim (5.11). Naopak, necht X € M je
libovolné feseni (5.11). Pak existuje w = BX, tj. w € W, které je feSenim (5.12), a
tedy X = B+w € B. ]

Véta 5.4. Necht B je k-rozmérnyj podprostor v n-rozmérném afinnim prostoru A,,
pricemzZ k < n. Pak existuje soustava (n — k) linedrné nezavislych linedrnich rovnic
o n nezndmijch takovd, Ze mnoZina jeho Teseni je rovna prdavé B.

Dikaz. Necht B = {B; W}, pficemz B = [by;...;b,]. Z algebry vime, Ze existuje
soustava (n — k) linedrné nezavislych homogennich rovnic

a1y + 4 A1n Ty, = 0,

Ap—k,121 4+ p—kndn = 0 )
jejiz mnozina TeSeni je rovna W. Oznac¢me
ai1b1+ai2b2+---+ainbn:ci, i:1,2,...,n—k’,
a uvazme soustavu nehomogennich rovnic

anry A+t ATy = Cr,
(5.13)
Ap—k,1T1 +--- Qp—knTn = Cpn—k,
které jsou zfejmé linearné nezavislé. Tato soustava je vSak Tesitelna (napiiklad B je

jejim feSenim), tzn. podle Véty 5.3 mnozina feSeni (5.13) tvoii podprostor B’ v A,
jehoz zaméfeni je rovno W. Ale B € B/, tzn. B' = {B; W} = B. O
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Definice 5.4. Soustavu linearnich rovnic (5.13) nazyvame neparametrickym (nebo
téz obecnym) vyjadienim (rovnicemi) podprostoru B a oznacujeme
anry  +eoc+ Qipty, = Cr,
B=
\ An—k,171 + 4 Ap—knTn = Cn—k,
nebo
anry +cot+ ARy —a = 0,
B =
\ An—k, 171 +ooot Ak n®n —Cp—k = 0.

Poznamka 5.7. Z Vét 5.3 a 5.4 plyne, Zze kazda TeSitelna soustava linedrnich rovnic
o n neznamych jednozna¢né urcuje jisty podprostor afinniho prostoru A,,, avSak nao-
pak, dany podprostor ma vice (zfejmé dokonce nekoneéné mnoho) neparametrickych
vyjadreni.

Déle je tfeba si dobie uvédomit, Ze rovnice vystupujici v neparametrickém vyjé-
dreni podprostoru B pozadujeme linearné nezavislé, tzn. je jednoznacné dan jejich
pocet, z néhoz muzeme mj. ihned urcit dimenzi B. V pripadé, Ze je soustava zavisla,
urcuje sice podprostor, ale tuto soustavu nechapeme jako neparametrické vyjadrent,
které je tvoreno teprve maximélnim poctem libovolnych nezavislych rovnic, které z
ni muzeme vybrat. &

Véta 5.5. Podprostor B afinniho prostoru A, je nadrovinou prdvée kdyz jeho nepa-
rametrické vyjadrend md tvar

B=ax1+axs+---+a,x, =a,
kde alespom jeden z koeficienti a;, 1 = 1,...,n, je nenulovy.

Dikaz. B je nadrovina < dimB = n — 1 < soustava (5.13) man —(n—1) =1
rovnici uvedeného tvaru, kterou budeme nazyvat rovnici nadroviny B. [

Poznamka 5.8. Z Véty 5.5 a z (5.13) plyne, Ze kazdy k-rozmérny podprostor v A
muzeme chapat jako prunik jistych (n — k) nadrovin. O

Pro vétsi nazornost popiSme nyni explicitné vyjadieni podprostori pro netri-
vialni podprostory nejjednodussich afinnich prostorti — roviny (tj. dimA = 2) a
3-rozmérného prostoru (tj. dim.4 = 3). Dostavame:
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1. Primka p v roviné:
Parametrické vyjadieni: p=X=A+tu,
kde u # o.
Neparametrické vyjadieni: p=ax+ by +c =0,
kde a # 0V b # 0.
Afinni obal bodu: p=X=tA+ 1B,
kde A# B, t; +t; = 1.
2. a: Rovina p v prostoru:
Parametrické vyjadrenti: 0=X=A+tu+rv,
kde u, v jsou linedrné nezavislé.
Neparametrické vyjadieni: o=ax+by+cz+d =0,
kdea #0Vb#0Vc#0.
Afinni obal bodi: p=X=tA+tB+1tC, kde A, B,C
jsou v obecné poloze a t| +ty +t3 = 1.
b: Pfimka p v prostoru:

Parametrické vyjadreni: p=X=A+tu, kdeu#o.
ar +by+cz+d=0
ex+ fy+gz+h=0

kdeh(“ b C) —2.
e [ g
Afinni obal boda: p=X=tA+ 1B,
kdeA#B, t1+t2 =1.
Vsimnéme si, ze v parametrickém vyjadieni podprostoru a ve vyjadieni podpro-
storu jako afinnfho obalu bodi nehraje roli dimenze celého prostoru. Ta se projevi
pouze pii rozepsani do souradnic.

I

Neparametrické vyjadieni: p = {

Poznamka 5.9. Ve starsich sbirkach prikladid z matematiky se pomérné c¢asto mi-
zeme setkat s kanonickymi rovnicems primky ve 3-rozmérném prostoru ve tvaru

Tr — aq Yy — Qg Z — asg

p
Uy U2 us3

Jedna se pak o pfimku prochazejici bodem A = [a;as; as] se smérovym vektorem
u = (ug;ug;ug). Toto vyjadfeni je nutno brat jen jako forméalni zapis, protoze ve
jmenovatelich nékterych zlomkt muze byt i nula. Parametrické rovnice piimky se
odtud ur¢i okamzité. Neparametrické rovnice dostaneme tak, Ze si vybereme vSechny
dvojice zlomku, citatele vynasobime do kiiZze jmenovateli a po pfevedeni na jednu
stranu dostaneme nehomogenni soustvu linedrnich rovnic

U2 — ULY + urao — Uga1 = 0,
U3T — 12 + ujaz — uza; =0,

uzy — Uz + ugaz — uzaz = 0.
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Tato soustava rovnic ma hodnost 2, takze libovolné dvé linearné nezavislé rovnice
urcuji obecné vyjadieni primky p. O
Uloha 5.1. Necht je primka p zadéna kanonickymi rovnicemi

_rz—1 'y z+1
1 0 2

Urcete jeji parametrické i neparametrické rovnice.

Resend: Parametricka rovice je
p=X=[1,0;—1]+t(1;0;2).

7 kanonickych rovnic dostaneme soustavu lineadrnich rovnic

0.(x —1) =1.

2(x—1)=1.

2.y =0.

z+1)

+1).

Neparametrické rovnice jsou

2¢ —2z—-3=0,
Y =0. A

P1i feSeni tloh je nutno casto prevadét jeden typ zadéani podprostort na druhy.
Prevadéni podprostoru uré¢eného body na parametrické zadani a naopak je ziejmé z
dikazu Véty 5.2.

Pro urceni obecnych rovnic podprostoru, ktery je uré¢en body v obecné poloze,
méame vice moznosti. Prvni spoc¢iva v tom, Ze do obecné rovnice nadroviny (viz Véta
5.5) dosazujeme souradnice bodu. Pro koeficienty nadroviny tak dostaneme soustavu
homogennich rovnic a soufadnice vektori z baze feSeni soustavy potom tvoii koe-
ficienty matice obecnych rovnic daného podprostoru. Druhy zptsob je disledkem
nésledujici véty.

Véta 5.6. Necht v afinnim pmstoru A, je ddino (k 4+ 1) bodi v obecné poloze,

1 <k <mn, A = lan;...;am,], 1 = 0,1 k. Pak bod X = [x1;... ;2] lezi v
podprostoru B = (Ag, A1, ..., Ag) pravé kdyz
1 X2 ... X, 1
L CL(')l CL(')Q CL(')n ]_ :k;_|_]_

a1 Aag2 ... QAgp 1
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Dikaz. Podle Véty 2.5 je B = {Ao; L(AoAy, ..., AoAr)}. Pak X € B < existuji
ti,...,tk ERZA(]X :tleAl—f—"'—l—tkAoAk =4

1 — 4ol ... Tp — Qop

11 — Qo1 ... Qip — Qon
S h ) i k<

a1 —apr -.. Qgn — Qop

1 —QAor ... Ip — Qop 0

ay; —aopr ... Qi —ag, 0
& h _ | =ke

g1 — Qo1 --- Qg — Qo 0

Ty —apy ... Xp—ao, O Ty T, 1

Qo1 Ce Qon, 1 apr ... Qop 1

< h | A —agr -.- Gipn — Gon 0 :k+1<:>h ar ... Qip 1 —

apl — Qg1 ... Ggp — Qop O a1 ... Qpp 1
=k+1. O

Z Véty 5.6 nyni vyplyva, Ze vSechny determinanty z ¢tvercovych submatic fadu
(k + 2), které vybirdme z matice ve Vété 5.6, jsou nulové. Staéi vybrat (n — k)
submatic takovych, aby soustava linedrnich rovnic, kterou dostaneme spoc¢tenim de-
terminant, byla nezavisla. Speciélné pro nadrovinu dostaneme nasledujici dusledek.

Disledek 5.1. Necht v n-rozmérném afinnim prostoru A, je ddno n bodi v obecné
poloze B; = [bi;...;bw], i = 1,...,n. Pak bod X = [x1;...;x,] leZi v nadroviné

N = (B, ..., B,) privé kdyz

ry ... x, 1
b o by 1
! " =0, (5.14)
bp1 ... by 1

Dikaz. Uvazime-li, Ze hodnost uvedené matice je rovna n, pak tvrzeni duisledku
plyne piimo z Véty 5.6 pro k =n — 1. O]

Poznamka 5.10. Vyjadieni (5.14) pouZivame s vyhodou v praktickych prikladech
pri hledani neparametrického vyjadieni nadroviny urcené n body v obecné poloze,
tzn. napiiklad primky v roviné, zadané 2 body, respektive roviny v 3-rozmérném
prostoru, zadané 3 body, atd.

Napfiiklad pfimka p uréena v roviné body A = [2;1] a B = [—1;3] méa nepara-
metrickou rovnici

T
2
-1

w =

1
l|l=—-22x-3y+7=0. &
1
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V praxi se nejcastéji setkdme s nutnosti prevést parametrické vyjadieni zadaného
podprostoru na neparametrické a naopak. Prevadéni z neparametrického vyjadient
na parametrické je popsano v dikaze Véty 5.3. Nalezneme jedno konkrétni reSeni
soustavy (5.11) a dostaneme bod. Baze feSeni zhomogenizované soustavy potom
tvori bazi zameéreni.

Opacny postup od parametrického zadani k neparametrickému je pracnéjsi. Prvni
zpusob byl popsan v algebte (viz [Ho94| a dikaz Véty 5.4) a spo¢iva v nalezeni ne-
homogenni soustavy linearnich rovnic, jejiz feSeni zndme. Konkrétné uvazujeme ho-
mogenni soustavu, jejiz matice je tvorena soufadnicemi bazovych vektort zaméreni
daného podprostoru. Béze feseni této soustavy je tvofena (n — k) vektory. Jestlize
uvazujeme homogenni soustavu, jejiz matice je tvorena témito bazovymi vektory,
dostaneme soustavu, jejimz feSenim je zaméfeni daného podprostoru. Dosazenim
soutfadnic daného bodu do této homogenni soustavy obdrzime prislusné pravé strany
hledaného neparametrického vyjadreni.

Druhy zpiisob spociva ve vyluCovani parametrii v soufadnicovém zadani (5.3).
U podprostoru vyssich dimenzi je ale tato metoda pracna a snadno dojde k chybé.
Existuje ovem mozZnost, jak postupovat systematicky. Rovnice (5.3) ptepiSeme do
tvaru

tluu—l—---—i—tkulk—xl +b1 = 0,
t1u21+"'+tku2k — X9 +b2 = 0,
tlun1+"'+tkunk _xn+bn = 07
ktery chapeme formalné jako soustavu linearnich rovnic pro neznamé ti,...,t,
T1,...,Ty, s matici
Uy ... Uik -1 0 ... 0 bl
U221 ... Uk 0o —1 ... 0 bg
Up Unk 0 0 —1 by,
Protoze jsou vektory u,,...,u; linedrné nezavislé a k < n, docilime radkovymi

upravami matice pred prvni svislou ¢arou toho, aby poslednich (n — k) fadka bylo
nulovych. Potom koeficienty za prvni ¢arou v téchto fadcich jsou koeficienty obec-
nych rovnic daného podprostoru.

Uloha 5.2. V afinnim prostoru A, je zadan (parametricky) podprostor

B=X=DB+tu+tyv,
kde B = [1;2; —2;0], u = (1;0;0; —1), v = (0; —1; —1; 2). Naleznéte neparametrické
vyjadieni B.

Resent: Ztejmé dim B = 2, tzn. jde o rovinu v 4-rozmérném afinnim prostoru a
neparametrické vyjadieni B sestava z 4 — 2 = 2 linearné nezavislych rovnic. Ulohu je
mozno fesit bud pfimym vyloucenim parametri (coz vSak ¢asto byva dosti pracné
a nepiehledné) anebo aplikaci dikazu Véty 5.4. Pfedvedeme nyni obé metody.
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(i) Vylouceni parametra. Parametrické rovnice jsou

T — 1 + tl s
= 2 —t
B - X2 2,
T3 = —2 —l2,
Ty = —tl +2t2
Tomu odpovida matice
1 0 -1 0 0 0 1
0 —1 0O -1 0 0 2
0 —1 0O 0 -1 0 —2
-1 2 0O 0 0 -1 0

a odtud dostavame obecné rovnice

B= To — T3 —4:0,
- .T1—|—5172+.733+SL’4—1:0.

(ii) Aplikace dikazu Véty 5.4.
a) Nalezneme nejdiive homogenni soustavu, jejiz mnozina feseni je rovna
zaméteni Z(B). Souradnice vektori u a v jsou koeficienty v homogenni soustavé

xTq — X4 = 0 X Ty = Xy,
—
—$2—$3+2I4:0, I2=—$3+21’4,
jejiz baze feSeni je dana naptiklad vektory w, = (0;—1;1;0), w, = (1;2;0;1).
Vezmeme-li souradnice vektori w; a w, jako koeficienty homogenni soustavy, do-

staneme soustavu
—Z9 + T3 =0 y

T + 22, +x,=0,
jejimz feSenim je zameéreni B.
b) Vypocet pravych stran provedeme dosazenim souradnic bodu B za neznamé

do homogenniho soustavy ziskané v a); dostaneme: ¢; = —2—2 = —4, ¢y = 144 = 5.
Vysledek je potom naprtiklad
_ — 4
. i) + xI3 5 A

T + 224 +x4 = 5.



5. Souradnicové vyjadreni podprostoru 32

Uloha 5.3. V afinnim prostoru A4 je zadan (neparametricky) podprostor B. Na-
leznéte parametrické vyjadieni podprostoru B, je-li

T1 — Tg — T3+ X4 :1,
B = Ty :6,
IE2—2I3 =0.

Resend: Ziejmé dimB = 4 — 3 = 1, tzn. jde o pfimku ve 4-rozmérném afinnim
prostoru. Resime tak, Ze volné neznamé v dané soustave (jejichz pocet je roven
dim B) zvolime za parametry a vypocCtem zbyvajicich nezndmych dostavame pak
hledané parametrické vyjadieni. Zde napiiklad z3 = t, 1o = 2t, v1 = 1+2xo+x3—24 =
-5+ 3t, x4 = 6, odkud

I1:—5+3t,
= 2t
B= T2 ) YA
T3 = t,
Ty — 6.

Poznamka 5.11. Volba afinniho repéru (5.1) a pomoci ného pak moznost para-
metrického, respektive neparametrického, vyjadieni podprostori v daném afinnim
prostoru 4, ndm umoziuje Fesit jednotnym zpisobem geometrické tlohy v A,,, bez
ohledu na to, jak konkrétné afinni prostor A,, vypada. Stac¢i si pouze vyjadiit (nebo
mit zadany) potfebné body a vektory pomoci afinnich soutadnic a pak pouzivat
znalosti o pocitani v R™ tak, jak je zname z algebry. To je obecny princip analytické
metody v geometrii, kterou budeme vétsinou pfi feSeni prikladii pouzivat. &
Uloha 5.4. V 5-rozmérném afinnim prostoru As jsou dany dva podprostory By =
{By; L(uy,uy,u5)}, By = {Bs; L(v,,Vv,)}. Naleznéte pranik By NBs a soucet By + B,
je-li By = [2;0;—1;3;4], u; = (1;1;0;1;0), u, = (0;1;2;0; —1), uy =(1;—-1;0;1; 3),
By =[1;1;2;1;1], vy =(1;-1;3;0;3), v, =(1;0;1;0; 1).

Resent: (i) Pro pranik By N B, plati, ze X € By N By pravé tehdy, kdyz

X = By + tiuy +touy + tzuy
a soucasné

X = By +tyvy +15v,,
odkud porovnanim dostaneme

—
tiu; + tou, + taus — tavy — t5vy = BBy,

coz po rozepsani do soufadnic dava soustavu péti nehomogennich linearnich rovnic
o péti neznamych, kterou fesime napiiklad Gaussovou metodou

1 0 1 -1 -1 -1 10 1 -1 -1 1
1 1 -1 1 0 1 01 -2 2 1 2
0o 2 0 -3 -1 3| ~ ~100 1 -1 O -1
1 0 1 0 O -2 00 0 1 1 —1
0o -1 3 -3 -1 -3 00 o0 0 O 0
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Vidime, Ze soustava je FeSitelnd, ma jednu volnou neznamou (napiiklad ¢5), a tedy
B1NBs je 1-rozmérny podprostor, tzn. piimka. Polozime-li t5 = ¢, pak t; = —1—1 (je
ziejmé, ze k vyjadieni By N By staci znat bud ty4, t5 nebo tq, o, t3 a ostatni neznamé
neni tfeba pocitat) a mame:

X =B+ (-1 -t)v; +1vy = (Ba = vy) + t(vy —vy).

Prinikem B; N B, je tedy piimka uréena bodem (Bs — v;) = [0;2;—1;1;—2] a
vektorem v, — v; = (0;1; —2;0; —2).
(i) Pro soucet By + Bs je tfeba vypocitat pouze zaméreni souctu By + Bs. Podle
Véty 2.6 je Z(Bl -+ BQ) = W1 -+ W2 + L(BlBQ), pfléemz vSak z (1) mee, ze Bl,BQ
L. . 5D . )
se protinaji, tzn., ze B1By € Wy + Wy, Tedy Z (B + Bs) je generovano vektory

v jejiz Tadcich tyto vektory vystupuji. Tedy zde

1 101 O 1101 0
0 1 2 0 -1 01220 -1
1 -101 3|~--~10040 1
1 -1 30 3 0004 3
1 010 1 0000 O

Vysledek: soucet By + By = {By; W}, kde baze W je tvorena naptiklad vektory
(1;1;0;1;0), (0;1;2;0; =1), (0;0;4; 05 1), (0;0;0;4; 3). A

6 Vzajemna poloha podprostori

Zékladni ulohy, které jsou feSitelné v afinnim prostoru, jsou takzvané polohové tlohy.
V tomto paragrafu se budeme zabyvat vzadjemnou polohou podprostortu a vyresime
nékteré typické polohové tlohy.

Definice 6.1. Necht B;, B, jsou podprostory afinniho prostoru A. Je-li Z(B;)
C Z(Bs) nebo Z(By) C Z(B;), pak podprostory By, By nazyvame rovnobézné a
znacime By || Bs.

V opaéném pifpadé (tzn. Z(B1) € Z(Bs) A Z(Bz) € Z(By)) fikame, ze By, By

nejsou rovnobézné, a piseme By f Bs.

Poznamka 6.1. Pojem rovnobéznosti podprostort tak, jak jsme ho definovali v Defi-
nici 6.1, je pon¢kud obecnéjsi nez rovnobéznost chdpana intuitivné v nazorné roviné.
Predevsim z Definice 6.1 vyplyva, Zze bod (0-dimenzionalni podprostor) je rovno-
bézny s libovolnym podprostorem. Dale i podprostory, které jsou v inkluzi (jeden
podprostor je podprostorem druhého), jsou podle Definice 6.1 rovnobézné (viz na-

sledujici Véta 6.1). O
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Véta 6.1. Necht By, By jsou podprostory afinniho prostoru A. Pak:
1. BiCBy, — B || 82;
2. 81 || BQ - Bl - Bg nebo BQ C Bl nebo Bl N BQ = @ .

Dukaz. 1. By C By, — Z(Bl) - Z(BQ) — B H Bs.

2. Dokazeme sporem. Necht By || By a necht By € Bo A By & By A By N By #
(). Potom napiiklad Z(B;) C Z(B,) a existuje bod A € By N B,. Pak ale B; =
{A;Z(By)} C {A;Z(By)} = Ba, coz je ve sporu s predpokladem. Analogicky se
dostaneme do sporu v piipadé Z(By) C Z(By). Tedy 2. plati. ]

Véta 6.2. [Zobecnény Euklidiv axiom o rovnobézkach|
Necht B je k-rozmérny podprostor afinniho prostoru A, ; necht A € A, je bod.
Pak bodem A prochdzi prave jeden k-rozmérny podprostor By, ktery je rovnobéznij

s B.

Dikaz. FEzistence: Ziejmé podprostor By = {A; Z(B)} spliiuje tvrzeni véty.
Jednoznacnost: Necht By je podprostor spliwjici: A € By, By | B a dim By =
dim B = k. Chceme dokazat, 7ze By = B;. Ale je Z(By) C Z(B) nebo Z(B) C Z(B,),
pricem? dim Z(B,) = dim Z(B), tzn. musi byt (viz [Ho94|) Z(By) = Z(B). Pak ale
By ={A; Z(B)} = By. O

Disledek 6.1. Necht By, By jsou dva k-rozmérné rovnobéziné podprostory, které se
protinaji. Pak By, By jsou totoZné.

Dikaz. Tvrzeni je bezprostfednim disledkem ptedchozi Véty 6.2. O]

Véta 6.3. Necht B=bix1+---+b,x, =b,C = cix1+- -+ cpx, = ¢ jsou nadroviny
v afinnim prostoru A,. Potom

B || C < 3 redlné cislo A # 0 tak, Ze by = A¢;, i =1,...,n.
Je-li navic b = Ac, jsou nadroviny B, C totoZné.

Diikaz. Podle predpokladu je dim Z(B) = dim Z(C). Pak B || C & Z(B) = Z(C) &
rovnice: byxy + -+ bpx, = 0 a cixy + -+ + ¢, r, = 0 maji stejné mnoziny teSeni
< d nenulové cislo A takové, ze b; = A¢;, i =1,...,n. O

Daisledek 6.2. Je-li B = bz + - -+ + b,x, = b nadrovina, potom
bixy + -+ by, =ab, a€ceR,

je soustava vsech nadrovin v A, rovnobéznijch s B. U

Definice 6.2. Dva podprostory By, By afinniho prostoru A se nazyvaji
a) riznobéiné, jestlize By Jf Bo a B1 N By # 0,
b) mimobéeiné, jestlize By Jf Bo a BiN By =)
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Poznamka 6.2. 7 predchozich dvou definic logicky vyplyva, Ze pro libovolné dva
podprostory v A, musi nastat pravé jedna ze t¥i moznosti: jsou rovnobézné, jsou ruz-
nobézné, jsou mimobézné. Pritom zifejmé podprostory, které jsou totozné, respektive
v inkluzi, jsou specidlnim pripadem rovnobéznych prostorii.

Vyse uvedené véty o rovnobéznych podprostorech je mozno bez problémi ilu-
strovat v nazorné roviné nebo v nazorném prostoru, tzn. v situacich rozebiranych na
stfedni Skole. Ve zbytku tohoto paragrafu budeme studovat nékteré vlastnosti riz-
nobéznych a mimobéznych podprostori. Ziskanym vysledktim je mozno ve vétsiné
pripadu (ale ne vzdycky!) opét dat nazorny stredoskolsky vyznam. O

Véta 6.4. Necht By, By jsou mimobézné podprostory v A,,. Pak
1 <dimBi, dimBy <n—2.

Dikaz. Bi, Bs jsou mimobézné, tzn. musi byt (Z(B1)NZ(Bs)) C Z(B3), odkud (viz
[Ho94|) dim(Z(B1) N Z(By)) < dim Z(By). Je tedy

dim Z(Bs) — dim(Z(B1) N Z(By)) > 1.

Odtud a podle Véty 2.6 (Cast 2) dostavame dim(B; + Bs) = dim(Z(B,) + Z(B2))
+1 = dimZ(B;) + dim Z(B,) — dim(Z(By) N Z(By)) +1 > dim Z(B;) + 1+ 1 =
dim By + 2. Tedy n > dim(B; + B,) > dim B; + 2, odkud dim B; < n— 2. Analogicky
dostaneme, ze dim By < n — 2.

Zbytek tvrzeni, tzn. 1 < dim By, dim By, je zfejmy, nebot 0-rozmérny podprostor,
tj. bod, je vzdy rovnobézny s jakymkoliv jinym podprostorem. ]

Poznamka 6.3. Z predchozi Véty 6.4 vyplyva, ze v afinnim prostoru A, kde dim A =
0,1,2, zddné mimobézné podprostory neexistuji. O mimobéznych podprostorech mé
tedy smysl uvazovat pouze v pripadech, kdy dim A > 3. Pfitom, je-li dim A = 3, pak
mimobéznymi podprostory mohou byt pouze dvé piimky, respektive je-li dim A = 4,
pak mimobéZznymi podprostory mohou byt dvé primky nebo dvé roviny nebo piimka
a rovina.

Z posledni tvahy je patrno, ze ve vice nez tfirozmérnych afinnich prostorech
obecné selhavaji nase vzité ndzorné predstavy, které jsme si prinesli ze stfedni skoly.
V téchto situacich, kdy uz neni mozné se opirat o nézor, je pak tfeba vychazet ze
solidni znalosti algebry, predevsim kapitol o vektorovych prostorech a soustavach
linearnich rovnic. &

Vé&ta 6.5. Necht N je nadrovina, B je libovolny podprostor v A. Pak:
1. N a B jsou bud rovnobézné nebo riznobézné.

2. Jsou-li N' a B riznobézné, pak dim(N N B) =dim B — 1.

Dikaz. 1. Tvrzeni je pfimym disledkem Véty 6.4.

2. Necht N a B jsou riznobézné, pak Z(B) € Z(N), tzn. je Z(N) + Z(B) =
Z(A), odkud dim(Z(N) + Z(B)) = dim A = n. Podle Véty 2.4 je dim(N N B) =
dim(Z(N)NZ(B)) = dim Z(N)+dim Z(B)—dim(Z(N)+Z(B)) = n—1+dim Z(B)—
n =dimB — 1.

O



6. Vzajemna poloha podprostorti 36

Véta 6.6. Necht je dina primkap = X = A+tu, kde u = (uy; ... ;u,) a nadrovina
N =az1 + -+ apx, = a v afinnim prostoru A, n > 2.
Pak p a N jsou rovnobéiné (respektive riznobézné) pravé kdyz plati

ajuy + - -+ ayu, =0 (respektive #0).

Dikaz. p || N & Z(p) CZ(N) = ue Z(N) & ajui+- - -+ayu, =0, nebot podle
Véty 5.3 je Z(N) rovno mnoziné vech feseni homogenni rovnice a1+ - -+ a, 2, =
0.

Podle Véty 6.4 vsak p a N/ mohou byt pouze rovnobéZzné nebo riznobézné, tzn.
druha ¢ast tvrzeni je pak logickym disledkem 1. ¢ésti. ]

Véta 6.7. Necht By = {B1; W1} a By = {By; Wa} jsou dva podprostory v A. Pak:
1. BiCB,VB,CB, < W,CW,VW,CW, BByecW +Ws.
2. B | BoABNBa=0 < W,CWoVW,CWi, BiBy¢ W, + W
3. By, By jsou riznobezné << W; §Z Wo N Wy SZ Wi, ﬂ e Wi+ Ws.
4. Bi, By jsou mimobéiné < Wi € Wo A Wo & WA, fTB; ¢ Wy + Ws.

Dikaz. Tvrzeni véty je disledkem Definice 6.1 a Véty 2.3. ]

Véta 6.8. Necht By = {B1; W1} a By = {Bo; Wa} jsou dva podprostory v A. Pak:
1. Bl - BQ V BQ - Bl 4 dlm(Wl + Wy + L(BlBg)) =
= max(dim Wy, dim W5).
2. Bl H 82 N Bl N Bg = @ -~ d1m(W1 + Wg) = maX(dim Wl? dim Wg),
3. By, By jsou riznobéiné <  dim(W; + Wy) > max(dim Wi, dim Ws),
4. By, By jsou mimobézné < dim(W; + W) > max(dim Wy, dim W),
= dim(W; + Wy) + 1.

Dikaz. Pro rovnobézné podprostory je Wi 4+ W5 rovno vétsimu z podprostora Wi
nebo Wy. Odtud je dim(W; 4+ Ws) = max(dim Wy, dim W5). Pro nerovnobézné pod-
prostory je Wy + W5 ostie vétsi nez jednotlivé podprostory Wi nebo Wy, a proto je
dim(Wy + Wy) > max(dim Wy, dim W5).

Pro podprostory s neprazdnym priinikem je 31—32> € Wi+ Wy, a odtud dim(W; +
Wa —i—L(m)) = dim (W3 +Ws). Pro neprotinajici se podprostory je dim(W;+Wo+
L(B.B)) = dim(W; + Wy) + 1.

Tvrzeni je nyni disledkem Véty 6.7. [
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Poznamka 6.4. Z Véty 6.8 je vidét, Ze pro urcéeni vzajemné polohy podprostort
By = {B; W1} a By = {Bs; W5} sta¢i znat dimenze vektorovych prostora Wy, Ws,
Wy + Wy a Wi+ Wy + L(B;1Bs). To se da uréit nasledujicim algoritmem. Predpokla-
dejme, ze k = dim(B;) > dim(By) =1l a Wy = L(uy,...,u), Wo = L(vy,...,v;). V
libovolném afinnim repéru vyjadiime vektory u,,...,u;, vq,...,v,, E—BZ) v soutad-
nicich a toto souradnicové vyjadieni zapiSeme do matice, kde souradnice vektorti, ve
vyse uvedeném poradi, jsou fadky matice. Matici potom pievedeme do schodovitého
tvaru. Pti upravach je nutno "hlidat"radek odpovidajici vektoru By Bs, nejlépe tak,
ze tento Fadek pii upravach matice ponechavame stale jako posledni (piipadné jej
jesté muzeme graficky oddélit ¢arou). Ze schodovitého tvaru matice potom vycteme
vSechny potfebné informace. Mohou nastat néasledujici moznosti:

1. Pocet nenulovych radki vzniklych tpravou radkt, které odpovidaji vekto-
rim uy,..., U, Vy,...,Vv; je k a fadek odpovidajici vektoru By By je nulovy. Potom
podprostor By je podprostorem v B;.

2. Pocet nenulovych fadka vzniklych tpravou radki, které odpovidaji vektorim
Uy,..., U, Vq,...,V; je k a fadek odpovidajici vektoru B;Bs je nenulovy. Potom
podprostoru jsou rovnobézné s prazdnym prinikem.

3. Pocet nenulovych radka vzniklych tpravou radki, které odpoxMi vektortim
Uy,..., U, Vy,...,V; je vétsi nez k a fadek odpovidajici vektoru By Bs je nulovy.
Potom podprostory jsou ruznobézné a dimenze pruniku je rovna poc¢tu nulovych
radki, které odpovidaji vektorim uy,...,u;, vq,...,V;.

4. Poc¢et nenulovych radki vzniklych upravou radki, které odpovidaji vektortim
Uy,..., U, Vy,...,V; je vétsi nez k a fadek odpovidajici vektoru B B; je nenulovy.
Potom podprostory jsou mimobézné a dimenze priniku zaméfeni je rovna poctu
nulovych radku, které odpovidaji vektorim u,,...,u;, vy,...,Vv;. &

Disledek 6.3. Necht p = X = A+tu je pfimka a B = {B; W} je podprostor v A,
dimB > 1. Pak:

1. pCB & g,/@ e W.

2. p|BApNnB=0 & ueW,AB¢W.

3. p,B jsou riznobéiné < ug¢g W, AB e L(u)+W.
4. p,B jsou mimobéiné < u¢g W, AB ¢ L(u)+W.

Dikaz. Tvrzeni je pfimym disledkem Véty 6.7. O]

Poznamka 6.5. Pro praktické vypocty je vyhodnéjsi preformulovat tvrzeni pred-
choziho Disledku 6.3 do nésledujiciho tvaru (ten je zfejmé ekvivalentni s ptivodnim
a je dusledkem Véty 6.8):
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. pCB & dim(W + L(u) + L(AB)) = dim W
2. p||BApNB=10 & dim(W + L(u)) = dim W,
dim(W + L(u) + L(AB)) = dim W + 1.
3. p,Bjsourtznobézné <& dim(W + L(u)) =
— dim(W + L(u) + L(AB)) = dim W + 1.
(u)

4. p,B jsou mimobéiné < dim(W + L(u) + L ﬁ =dimW + 2. $

Disledek 6.4. Necht p= X = A+tu, q = X = B+tv jsou dvé primky v A. Pak
plati:

1. p=q & dim(L(g,g,@):l
pllagApng=10 < dim L(u,v) = 1d1mLuvB
& dim L(u,v) = dmLqu =2.
(

2
3. p,q jsou riznobézné
4. p,q jsou mimobéiné < dimL l_l,V,z@) = 3.

Dikaz. Tvrzeni plyne bezprostiedné z predchozi poznamky. [

Poznamka 6.6. Predchozi disledek popisuje vSechny mozné pripady vzajemné po-
lohy dvou piimek v afinnim prostoru 4. Je tfeba si uvédomit, ze vysledek je ¢éas-
teéné zavisly na dimenzi celého prostoru A (zfejmé napiiklad v afinni roving, tj.
pro dim A = 2 nemuze nastat pfipad 4). V nasledujici vété rozebereme analogicky
vSechny mozné piipady vzajemné polohy dvou rovin v A a na zavér pak vySetiime
tlohy o tzv. prickdch mimobéznych pirimek. Pritom budeme pouzivat nasledujici
terminologii:

Rekneme, ze dvé mimobézné roviny maji spole¢ny jeden smér, jestlize prunik
zaméfeni téchto rovin mé dimenzi 1.

Rekneme, Ze piimka p = {A4; L(u)} je rovnob&na s vektorem w (# o), je-li
w € L(u), tzn. jsou-li vektory u, w linearné zavisle. O

Véta 6.9. Necht o = X = A+ tiuy + thu,; 0 = X = B + 51V + S92V, jsou dvé

roviny v A. Oznacme k = dim L(u,,uy,v,,v,), | = dim L(u,, uy,v,,v,, AB). Pak:

1. 0,0 jsou totoiné & =2,

2. ollonono=10 & k=21=3.
3. 0,0 jsou riuznobéiné a maji spolecnou primku &S k=1=3.

4. 0,0 jsou riznobézné a maji spolecny jeden bod &S k=1=4.

5. 0,0 jsou mimobéziné a maji spolecny jeden smer & k=3, 1=4.
6. 0,0 jsou mimobézné a nemaji spolecny Zadny smér << | =5.

Dikaz. Z algebry vime, ze L(uy,u,) + L(vy,v,) = L(uy,u,,v,,v,) a dale, ze
dim L(u,;, uy, vy, V) +dim(L(u;, uy) N L(vy, v,)) = dim L(uy, u,) +dim L(vy, v,) =
4. Navic, podle Véty 2.3 se roviny p, o protinaji pravé kdyz AB € L(uy,u,, vy, V).
Nyni jiz mizeme odvodit jednotliva tvrzeni:
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"1."p, 0 jsou totozné < L(uy,u,) = L(vy,Vy) A AB ¢ L(uy,uy,vy,v,) &1 =2.

"2"0lcAonNo £ D < L(u,u,y) = L(vy,vy) NAB ¢ L(u,,u,) & k=21=3.

"3."p, 0 jsou raznobézné a maji spole¢nou piimku < AB € L(uy,u,,v,,v,) a
dim(L(uy, u,) N L(vy,vy)) =1 k=1=3.

"4."p, o jsou riaznobézné a maji spolecny praveé jeden bod <
& AB € L(uy,u,,v,,v,) adim(L(uy,u,) N L(vy,vy)) =0 k=1=4.

"5."0,0 jsou mimobéZné a maji spole¢ny smér < AB ¢ L(u;,u,,v,,v,) a
dim(L(u;,uy) N L(vy,v,)) =1 k=3, 1=4.

"6." 0, o jsou mimobézné a nemaji spoleény zadny smér < AB ¢ L(uy,u,, vy, V)
a dim(L(uy,uy) N L(v,,v,)) =0< 1 =5. O

Poznamka 6.7. Predchozi Véta 6.9 popisuje vSechny mozné piipady vzajemné
polohy dvou rovin v afinnim prostoru 4. Vidime, Ze dvé roviny nemohou byt mi-
mobézné v prostoru dimenze 3. Teprve ve ¢tyirozmérném afinnim prostoru mohou
byt dvé roviny mimobézné, ale musi mit spolecny smér. V prostoru dimenze 5 mohou
byt dvé roviny mimobézné a nemusi mit spoleény smér. &

Definice 6.3. Necht p, ¢ jsou mimobézné piimky (mimobézky) v A. Pak pifimka
r, ktera je rtiznobézna s primkou p i g, se nazyva pricka mimobéZek p, q.

Poznamka 6.8. Je ziejmé, Zze o mimobézkiach v A muZeme hovorit pouze tehdy,
je-li dim A > 3. Dale, jsou-li p = {A; L(u)}, ¢ = {B; L(v)} mimobé&zky v A, pak
sou¢tem obou piimek (ve smyslu sou¢tu podprostori) je

p+q= {A;L(u,z,z@)},

coz je 3-rozmérny podprostor v A a je ziejmé, ze kazda pricka r = {C;L(w)}
mimobézek p, ¢ musi lezet v tomto 3-rozmérném podprostoru(p+ ¢), tzn. musi platit

rC(p+q), we L(u,z,ﬁ)-

Pozdéji (Priklady 6.1 a 6.2) rozebereme dvé zakladni tlohy o prickach mimobézek.
%

Poznamka 6.9. Pojem pricky mimobézek se d& zobecnit na pricky libovolnych
podprostorit By a By takovych, ze By N By = (). V tomto pripadé definujeme jako
pricku podprostorta By a By libovolnou piimku, ktera oba podprostory protina. <

Priklad 6.1. Necht p = {A;L(u)}, ¢ = {B;L(v)} jsou mimobézky v A, necht
w € L(u,v, AB) je nenulovy vektor. Naleznéte pricku r mimobézek p, g, ktera je
rovnobézna s vektorem w.

Reseni: Necht pricka r protind pifimku p v bodé P a piimku ¢ v bodé @ (viz
Obr. 6.1).
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Obr. 6.1

Pak
P=A+zu;, Q=B+yv

a k vyfeSeni ulohy stac¢i nalézt ¢isla x,y. Podle predpokladu existuji realna cisla
a, b, c,d tak, ze plati

ﬂ:ag+by+cﬁ, @:dﬂ, d+#0
Ale Fﬁ = ﬂ‘i‘zﬁ‘i‘@ = —xg—i—ﬁ—i—yyapo dosazeni dostavame
—xg+/ﬁ+yz:adg+bdy+cd1@,

odkud
(ad~|—a:)g+(bd—y)z+(cd—1)/@29.

Z linearni nezavislosti vektoru u, !,1@ plyne x = —ad, y = bd, cd = 1, odkud
vzhledem k tomu, Ze plati ¢ = 0 & w € L(u,v), dostavame nésledujici vysledek:
(i) Je-li w € L(u,v), pak tloha nema FeSeni.

(ii) Je-li w ¢ L(u, v), pak tloha ma jediné feSeni, kde z = —%, y = l—c’ a hledané
piicka je r = {P; L(PO)}. v

Piiklad 6.2. Necht p = {A;L(u)}, ¢ = {B;L(v)} jsou mimobé&zky v A, necht
M € p+ q je bod. Naleznéte pricku » mimobézek p, ¢, kterd prochazi bodem M.
Resent: Necht piicka r protina pifmku p v bodé P a pifmku ¢ v bods Q (viz
Obr. 6.2).
Pak
P=A+zu, @Q=B+yv

a k vyfeSeni ulohy stac¢i nalézt ¢isla x,y. Podle predpokladu existuji realna cisla
a,b,c,d tak, ze plati

m:ag—l—by—l—cﬁ, ﬁ/[:d@:d(—xg+@+yz),
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coZplynez]@:ﬁ—i—@—i—@:—xg—l—ﬁ—l—yy.

Obr. 6.2

Dale

Z]\_}[:ﬁ—kﬁ/[:xg—dxg—l—dﬁnLdyy,

odkud porovnénim
ag—i—by%—a@: (m—dm)g—l—dyz—l—dz@,

tzn.

(a—z+dr)u+ (b—dy)v+ (c—d f@—o

Z linearni nezavislosti vektoriu u, v, jﬁ pak plyne

a—xz(1—d)=0, w(l—¢) =a
b—dy=0, = ’
yc=>o,

c—d=0,

odkud dostéavame nésledujici vysledek:

41

(i) Je-li ¢ = 0, b = 0, pak bod M € p a tuloha ma nekonetné mnoho FeSent,

pricemz z = a, y je libovolné.

(i) Je-li ¢ =0, b # 0, pak pfimka ¢ je rovnob&Zna s rovinou ur¢enou bodem M

a primkou p a tloha nemé feSeni.

(iii) Je-li ¢ = 1, a = 0, pak bod M € ¢ a tloha méa nekone¢né mnoho fesent,

pricemz x je libovolné, y = b.

(iv) Je-li ¢ =1, a # 0, pak pifimka p je rovnobé&zna s rovinou uréenou bodem M

a pfimkou ¢ a tloha nema feSeni.

(v) Je-li ¢ # 0, 1, tj. ve v8ech ostatnich pripadech, mé tloha jediné feseni, pficemz

_ _a _b
‘T_l—c’y_c

@
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Poznamka 6.10. Pro dobré pochopeni tloh o mimobézkéach je nutné umét si pred-
stavit, respektive znazornit nebo vymodelovat, jednotlivé mozné situace pro piipad
n = 3 v afinnim nazorném prostoru.

Déle poznamenejme, ze pro feSeni konkrétnich tiloh o prickdch mimobézek neni
tfeba si nazpamét pamatovat hodnoty = a y ziskané diskuzi v Piikladech 6.1 a
6.2. Vyhodnéjsi je nalezeni boda P, respektive (), bé&Znym zptusobem, tzn. vyuzitim
konkrétnich podminek ze zadané tlohy. Z vypoctu pak jiz automaticky vyjde, zda
a kolik Teseni tloha mé a rovnéz tvar feseni.

V praxi se tulohy o prickdch mimobézek Tesi velice ¢asto tak, zZe uréime rovinu «
urcenou piimkou p a vektorem w (pfipadné bodem M). Bod @ je potom priise¢ik
pfimky ¢ a roviny « (pokud existuje). Podobné, je-li rovina  uréenou piimkou ¢ a
vektorem w (pfipadné bodem M), je bod P prisecik piimky p a roviny f. &

Uloha 6.1. Vysettete vzajemnou polohu podprostori By = {By; L(u;,u,)} a By =
{By; L(vy, vy, vs) } afinniho prostoru As, je-li By = [2;1;4;0;0],u, = (0; —1; —1;2;1),
u, = (L;0;51;0), By = [3;0:1;3;3], vy = (1;1;0;0:1), vy = (1;0;=2;1;1), vy =
(1;—-1;0;3; 1).

Reseni: Ze zadani plyne, ze dim B; = 2, dim By = 3.

(i) Ovéreni rovnobéznosti By a By. Plati By || Ba, jestlize Wi C W, (opacna
inkluze je zde vyloucena vzhledem k dimenzim B; a Bs), tzn. jestlize hodnost matice
slozené po fadcich ze souradnic vektort v,,v,, Vs, u;,u, je rovna 3. Je-li hodnost
veétsi nez 3, pak By, By rovnobézné nejsou.

(i) Ovéfent protinani B; a Bs. Podprostory By a By se protinaji (tj. BN By # (),
jestlize B1By € Wy + Wy (viz Véta 2.3), tzn. jestlize hodnost matice vySetfované
v (i) se pfidanim fadku soufadnic vektoru By By nezméni. V opaéném piipadé, tzn.
jestlize se hodnost zvétsi, je By N By = ().

Z rozboru je vidét, ze obé ¢asti tlohy lze provést najednou. Je nutné pritom pouze
"hlidat"radek odpovidajici vektoru By By, nejlépe tak, Ze tento radek pfi tpravach
matice ponechavame stéle jako posledni (pfipadné jej jesté mtuzeme graficky oddélit
¢arou). Tedy zde Bl—BQ> = (1;—1;—3;3; 3), odkud pak

1 1 001 1 1 0 0 1
1 0 -2 11 0 -1 -2 1 0
1 -1 0 31 0o o0 1 1 1
o -1 -121f ~~|0 0 0 -3 —4
1 0 110 0O 0 0 0 O
1 -1 -3 3 3 0o 0 0 0 1

Z tvaru vysledné matice pak odvodime, Ze podprostory Bi, By jsou mimobézné a
jejich zaméreni maji jako prunik jednodimenzionalni podprostor (plyne z po¢tu nu-
lovych fadkia nad ¢arou). A
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Uloha 6.2. V A4 vySetiete vzajemnou polohu rovin o = {A;L(u,,u,)}, 0 =
{B; L(vy,v,)} v zavislosti na parametrech r, s, je-li A = [2; —1; —1;4], u; = (1;1;0;2),
u, = (1;2,-2;3), B=[2,-Ln9], v; = (2;1;1;-3), v, = (—1;0;1; 25).

Resent: Protoze se jedna o dvé roviny, mizeme pouzit Vétu 6.9, tzn. nalézt
hodnoty k, respektive [ tak, zZe nalezneme hodnost matice slozené po tadcich ze
soufadnic vektort u;,u,,v,,Vv,, respektive jesté @ P1i vypoctu je opét nutné
"hlidat"radek odpovidajici vektoru A

Tedy zde 1@ = (0;0;7 + 1;5), odkud pak

11 0 2 11 0 2
12 -2 3 01 -2 1
21 1 3| _... oo -1 -6
10 1 25 00 0 25—17
00 r+l 5 00 0 —6r—1

Odtud dostavame:

(i) Je-li s = 12—7, r = —%, pak k = [ = 3 a roviny p, o jsou riznob&zné a maji
spole¢nou pﬁmku

(ii) Je-li s = 35, r # — pak k =3, =4 aroviny po,0 jsou mimobézné a maji
spolecny jeden smer

(i) Je-li s # 177, pak pro vSechna r € R je k = [ = 4 aroviny o, ¢ jsou rtiznobézné
a maji spole¢ny jeden bod. A

Uloha 6.3. V A4 naleznéte piicku r mimobézek p= X = A+tu, g= X = B+
prochéazejici bodem M, je-li A = [1;5;2;—1], u = (1;2;1;0), B = [0;—1;1
v =(310;1), M = [0;1;—-5; —3].

Reseni: Oznacme P (respektive @) prusecik hledané pricky s pfimkou p (respek-
tive ¢). Potom je P = [14+t;5+2t;2+t;—1] a Q = [3s; —1+s; 1; 1+ s|. Neznamymi,
které chceme vypocitat, jsou pak hodnoty ¢ a s (k vyfeSeni ulohy tak, jak byla for-
mulovana, vSak staci nalézt jen jednu z hodnot ¢, s, nebot k urceni hledané pticky
r staci znat jeden z bodu P, Q).

Plat{ napitklad (viz obrézek k Piikladu 6.2) MP = kMO, tzn.

h

(I+t;4+2t7+1¢;2) =k(3s; -2+ 5;6;4 + s),

odkud z rovnosti odpovidajicich si slozek dostavame soustavu linearnich rovnic
o tfech nezndmych ks, k,t.

3ks —t=1,
ks — 2k — 2t =4,
6k — t=171,

ks + 4k =2,
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jehoZ vyfesenim napiiklad Gaussovou metodou dostavame ¢t = —3 (respektive k = %,
ks = —%, odkud pak s = —1). Dosazenim za t pak ziskame vektor ]\ﬁ Vysledna
pricka je tedy r = X = M + tw, kde M = [0;1; —5; =3], w = ]\ﬁ>j =(—2;-2;4;2).
JAN
Uloha 6.4. V Aj3 naleznéte piicku r mimobézek p = X = A+tu, ¢ = X = B+ sv,
ktera je rovnobézna s vektorem w, je-li w = (8;7;1), A = [10; —7;0], u = (5;4; 1),
B =[-3;5;0], v = (21;1).

Regeni: Oznaéme P (respektive Q) priiseéik hledané piicky s pifmkou p (respek-
tive ¢). Potom P = [10 + 5t; —7 + 4t;t] (respektive @ = [—3 + 25;5 + s; 5]) a opét
hleddme hodnoty ¢, s. Plati PQ) = kw, neboli

(—134+2s —5t;12+ s —4t; s — t) = (8k; Tk; k),
tzn. dostavame soustavu linearnich rovnic o tfech neznamych k, s, ¢

8k —2s 4 5t = —13,
Tk — s+4t= 12,
k— s+ t= 0,

o niz vSak vypoctem snadno zjistime, Ze nema TeSeni, takze hledana pricka r neexis-
tuje. A

7 Svazek nadrovin, trs rovin

V tomto paragrafu zavedeme pojem svazku nadrovin a podrobnéji si vSimneme pre-
devsim svazku piimek v roviné a svazku rovin v As. Zavedeme také pojem trsu rovin
v As. Svazky a trsy jsou uziteénym nastrojem pii fesSeni celé fady geometrickych
aloh.

Definice 7.1. Necht B je (n—2)-dimenzionalni podprostor v A4,,, n > 2. MnoZina
nadrovin v A,,, které obsahuji podprostor B, se nazyva svazek nadrovin 1. druhu.

Mnozina navzéjem rovnobéznych nadrovin v A,, se nazyva svazek nadrovin 2.
druhu.

Pro n = 2 hovotime o svazku primek 1. a 2. druhu a bod S, spole¢ny pro vSechny
pifimky svazku 1. druhu, se nazyva stied nebo vrchol svazku.

Pro n = 3 hovofime o svazku rovin 1. a 2. druhu a pirimka o, spole¢nd pro
vSechny roviny svazku 1. druhu, se nazyva osa svazku.

Véta 7.1. Libovolné dvé rizné nadroviny v A, urcuji svazek nadrovin.

Dukaz. Dvé nadroviny v A,, mohou byt bud rovnobé&Zné nebo riznobézné a jejich
prinikem je podprostor dimenze (n—2) (viz Véta 6.5). V prvnim piipadé uréuji sva-
zek navzajem rovnobéznych nadrovin a ve druhém pripadé svazek nadrovin prvniho

druhu. O]
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Umluva 7.1. Dale se budeme zabyvat soufadnicovym vyjadfenim svazku nadrovin.
Abychom zkréatili zapisy, budeme pouzivat nasledujici symbolické oznaceni: L(X) =
a1x1 + - -+ + apx, + a, tj. obecna rovnice nadroviny « je tvaru a = L(X) = 0. O

Véta 7.2. Necht a1 = L1(X) = ajx1 + -+ + apxy +a = 0, ap = La(X) =
byx1+ -+ byx, +b =0 jsou dvé rizné nadroviny. Pak nadrovina o patri do svazku
nadrovin urceného nadrovinamsi o a ao praveé tehdy, kdyz existuji A1, Ao € R tak, Ze

OéE)\lL1<X)+)\2L2(X) :0, (71)
#.

n

Q= Z(Alai + /\le)xz + ()\1@ + )\Qb) = 0, (72)
=1

pricemz (A1, o) ment feSenim homogenni soustavy n linedrnich rovnic

a1y + bixa =0,

(7.3)

anx1 + bpre = 0.
Diikaz. "<"Z podminky (7.3) vyplyva, ze
o= )\1L1(X) + )\QLQ(X) =0

je rovnice nadroviny. Musime ukazat, ze nadrovina « patfi do svazku ur¢eného nadro-
vinami oy a ae. Situaci musime rozdélit na dva pripady.

1. Necht a; Nay # 0, pak a; a ay urcéuji svazek nadrovin 1. druhu se spoleénym
podprostorem B = a1 N ag, dim B = n — 2. Predpokladejme, ze Y € B je libovolny
bod, tj. Y ey & Li(Y)=0aY € as & Ly(Y) = 0. Potom A\ L1 (Y) + Ao Lo(Y) =
0 &Y €a,atedy B C aa a patii do svazku nadrovin, ktery je uréen nadrovinami
a1 a 9.

2. Necht ay || g, pak podle Véty 6.3 existuje nenulové ¢islo k € R takové, ze
b = ka;, i = 1,...,n. Ze (7.2) potom dostavame \ja; + Aob; = (A + kX2)a; a z
podminky (7.3) je (A1 + kX2) # 0. Je tedy nadrovina « rovnobézné s nadrovinou oy
a patii do svazku nadrovin 2. druhu uréeného nadrovinami a; a as.

"="Necht patii a do svazku nadrovin uréeného nadrovinami a; a as. Potom
nastavaji nasledujici moznosti:

a) o= e a=ML1I(X)=0, \ £0.

b)a=ay & a= X Ly(X)=0, Ay #0.

c) o # a1 a a # ay. Uvazujme libovolny bod P € « takovy, ze P ¢ ay a P ¢ ao,
tj. L1(P) # 0 a Lo(P) # 0. Oznatme \; = Lo(P) a Ay = —L,(P). Ukdzeme sporem,
Ze A1, A2 nejsou FeSenim soustavy (7.3). Predpokladejme tedy, Ze

a;Lo(P) — b;L1(P) = 0 (7.4)
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pro vSechna i = 1,...,n. Z predpokladu L;(P) # 0 je

Ly(P)
bi = Aa;, A= . 7.5
Nyni musime rozlisit dva pripady:
1. a1, g uréuji svazek 1. druhu < oy ffag < (by;...;b,) # k(as; ... ;a,), coZ je
ve sporu s (7.5).

2. ay, ag urcuji svazek 2. druhu < g || as < (by;...;b,) = k(aq;. .. ;a,). Po-
tom ze (7.4) plyne b = ka, tj. Loy(X) = kL1(X) & a3 = ag, coZ je ve sporu s
predpokladem, Ze aq, as jsou rizné nadroviny.
Dohromady tedy dostavame, ze \; = Ly(P) a Ay = —L1(P) nejsou fesSenim
soustavy (7.3), a odtud
MLy (X) + AoLa(X) =0

je rovnici nadroviny, ktera podle prvni ¢asti dikazu patii do svazku nadrovin urce-
ného nadrovinami aq, ag a prochézi bodem P. O

Poznamka 7.1. Rovnici
o= )\1L1(X) + )\QLQ(X) =0

nazyvame rovnici svazku nadrovin, ktery je uréen nadrovinami oy = L1(X) =0 a
as = La(X) =0. Cisla Ap, Ay se nazyvaji parametry (vzhledem k nadrovinam oy, as)
nadroviny « ve svazku. Protoze je rovnice nadroviny urc¢ena az na nenulovy nasobek,
jsou pro nenulové k € R ¢isla kA1, kAy parametry téze nadroviny, a nadrovina je tedy
urc¢ena pomeérem Ap : . &

Poznamka 7.2. Z Véty 7.1 vyplyva, ze neparametrické rovnice podprostoru B di-
menze (n — 2) jsou vlastné rovnice dvou nadrovin, které urc¢uji B jako podprostor
spoleény vSem nadrovindm svazku témito nadrovinami urceného. &

Poznamka 7.3. Necht «y, ay uréuji svazek nadrovin druhého druhu, tj. a; || ag,
coz je ekvivalentni s (by;...;b,) = k(aq;...;a,), 0 # k € R. Potom pro nadrovinu «
ve svazku muZeme zvolit parametry Aj, Ay tak, Zze A\; +kXy = 1 a ze (7.2) dostaneme

a=ar+- - +a,x,+c=0,
kde ¢ = Aja + A2D. Toto vyjadreni nadroviny ve svazku 2. druhu je mnohem uzitec-
ngjsi pri praktickych vypodctech. &

Véta 7.3. TFi rizné nadroviny oy = L1(X) = ayxy + -+ apz, +a =0, ag =
Lo(X)=byz1+--+byr,+b=0, ag = L3(X) = o1+ - - - + cpwn + ¢ = 0 patii do
téhoz svazku nadrovin prdave tehdy, kdyz

aq ay Q
Wby o by b] =2. (7.6)

Cl o .. cn
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Dikaz. "="Patii-li napt. ag do svazku nadrovin ur¢eného nadrovinami oy, s, je
L3(X) = M L1(X)+X2Ly(X), kde (A1, A2) neni FeSenim soustavy (7.3). Potom je tieti
fadek matice linearni kombinaci prvnich dvou (s koeficienty A\;, A2) a z predpokladu
a1 Z ap dostavame tvrzeni.

"<="Z h(A) = 2 a rtznosti rovin o; je napf. tieti fadek matice linedrni kombinaci
prvnich dvou, tj. ¢; = Aja; + Aebs, @ = 1,...,n, ¢ = A\a + \b. Potom L3(X) =
AMLi(X)4+ A Lo(X) a ag patii do svazku nadrovin uré¢eného nadrovinami oy, ap. O

Disledek 7.1. T7i rizné primky p1 = L1(X) = a1z +asy +a =0, py = Ly(X) =
bix + by +b =0, p3s = L3(X) = c1x + coy + ¢ = 0 patri do téhoZ svazku primek
prave tehdy, kdyz

a; as a
by by b =0. (7.7)
€1 Ccy ¢

Dikaz. Tvrzeni je pfimym disledkem Véty 7.2. O]

Na zavér tohoto paragrafu jesté zavedeme pojem trsu rovin v As. Podobné jako
u svazku nadrovin bychom mohli definovat i trs nadrovin pro libovolnou dimenzi
n > 3, ale prakticky se nesetkdme s jinym pfipadem nez n = 3.

Definice 7.2. Necht S je bod a p je pfimka v As. MnoZina rovin v Ajz, které
obsahuji bod S, se nazyva trs rovin 1. druhu. Bod S se nazyva vrchol nebo stred
trsu rovin.

Mnozina rovin v As, které jsou rovnobé&zné s primkou p, se nazyva trs rovin 2.
druhu.

Véta 7.4. Libovolné tii rizné roviny v As, které nepatii do jednoho svazku rovin,
urcuji trs rovin.

Dikaz. T roviny v Ajz, které nepatii do jednoho svazku rovin, maji bud préavée
jeden spole¢ny bod nebo nemaji zadny spoleény bod a jejich zaméreni maji prave
jeden spolecny smér. V prvnim piipadé urcuji trs rovin 1. druhu a ve druhém piipadé
trs rovin 2. druhu. ]
Véta 7.5. Necht py = L1(X) = a121 + agxe + agzs +a = 0, po = Lo(X) =
b1y + boxa + b3xs +b =0, ps = L3(X) = 121 + o9 + c323 + ¢ = 0 Jsou tii roviny,
které mnepatii do jednoho svazku rovin. Pak nadrovina p patri do trsu rovin uréeného
rovinami py, pe @ p3 prave tehdy, kdyz existugi A1, Ao, A3 € R tak, Ze

pricemz (A1, Ao, A\3) neni Fesenim homogenni soustavy rovnic

121 + bll’z + c1x3 = 0,
aox1 + bQZL‘Q + Coly = 0, (79)

asri + 631’2 + c3x3 = 0.
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Dikaz. Dikaz se provede stejné jako ditkaz Véty 7.2 a ponechédme jej na ¢tenaii. [J

Véta 7.6. C’tyﬁ rizné roviny p1 = L1(X) = a1z + agxs + azzz +a = 0, py =
L2(X) = blxl + bQSL’Q + b3I3 +b = 0, pP3 = Lg(X) = 11 + Ca%T2 + C3T3 + Cc = 0,
ps = Ly(X) = dyxy + doxe + dzxs +d = 0, z nichZ Zddné tri nepatii do téhoZ svazku
rovin, patii do téhoZ trsu rovin pravé tehdy, kdyz

ay a9 as a

by by b3 b
e (7.10)

Ci Cp C3 C

dy dy ds d
Dikaz. Podminka, ze zadné tii z rovin py,..., ps nepatii do téhoz svazku rovin,
je ekvivalentni tomu, Ze matice A sestavené z koeficient rovnic ma hodnost > 3.
Stejné jako v ditkkazu Véty 7.3 se dokéze, Ze py, . .., ps patii do téhoz trsu rovin prave

tehdy, kdyz h(A) = 3, a odtud dostavame |A| = 0. Na druhé strané, je-li |A| = 0,
je napf. posledni fadek matice A linearni kombinaci prvnich t¥i, coz je ekvivalentni
s tim, ze p, patii do trsu urceného rovinami py, pa, ps3. O

Uloha 7.1. Uréete rovnici pfimky r v roving, kterd prochézi priisecikem piimek
p=r+2y—5=0ap,=3r—2y+1=0 anavic

a) prochéazi bodem P = [3; —1],

b) je rovnobé&zna s piimkou ¢ = 4x + 3y +1 = 0.

Resent: a) Hledana pfimka r patii do svazku piimek 1. druhu, ktery je urcen
pfimkami p; a po, tj. 7 = Ai(z + 2y — 5) + A2(32z — 2y + 1) = 0. Podminka P € r
dava rovnici —4A; + 1229 =0, odkud A\ : Ay =12:4=3: 1.

Vysledek: r = 6z + 4y — 14 = 0.

b) Hledana piimka r patii do svazku piimek 2. druhu uréeného piimkou g, tj.

r = 4x+ 3y +c = 0, a soucasné do svazku primek 1. druhu, ktery je urcen primkami
p1 a pa. Z Disledku 7.1 je

1 2 =5
—2 =0 & c¢=-10
4 3 c
Vysledek: r = 42 + 3y — 10 = 0. A

Uloha 7.2. Bodem M = [2;3; 1] ved te piicku mimobézek

_Jx+y =0, 43y -1 =0,
b= r—y+z+4 =0, 1= y+z—2 =0.

Regent: Hledana piicka r musi lezet v rovinach py (M, p) a py(M,q). Rovina p,
patii do svazku s osou p, tj. p1 = M(x +y) + Xa(z —y + 2+ 4) = 0 a podminka
M € p; dava rovnici by + 4y = 0, tj. Ay : Ay = —4 : 5, odkud dostavame
pr=z—9+52+20=0.
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Podobné rovina py patii do svazku s osou g, tj. po = A\ (z+3y—1)+Ae(y+2—-2) =
0 a podminka M € py dava rovnici 10A; + 2Xy = 0, tj. Ay : Ay = —1 : 5, odkud
dostavame p, = x — 2y — 524+ 9 = 0.
r—9+524+20 =0,

Vysledek: hledana pricka r = A
r—2y—>5z24+ 9 =0.

8 Délici pomér, stied dvojice bodi

Definice 8.1. Necht A, B, C' jsou tii navzajem ruzné body lezici na dané piimce
p. Reélné ¢islo A splhujici vztah

AC =\ BC (8.1)

nazyvame délicim pomeérem bodu C vzhledem k bodim A, B (v tomto poradi) a
oznac¢ujeme symbolem (C; A, B).

Poznamka 8.1. Predchozi definice je formalné vyslovena pro primku, tj. pro jed-
norozmérny afinni prostor, ale je ziejmé, Ze pojem délictho poméru je stejnym zpu-
sobem definovan i pro tfi navzajem ruzné body jakéhokoliv jednorozmérného pod-
prostoru (tj. pfimky) v afinnim n-rozmérném prostoru A. Podstatné je tedy pouze
to, aby uvazované body A, B, C' lezely na jedné primce. &

Véta 8.1. Necht A= [ay;...;a,], B=1[b1;...;b,], C =c1;...;cnl] jsou tFi navzd-
jem rizné body leZici na jedné primce v afinnim prostoru A. Necht (C; A, B) = \.
Pak platt

cG—a;=MNc—b), i=1,...,n. (8.2)

Dikaz. Plati-li predpoklady véty, pak AC = (cr —ar;...5¢, — ay), BC — (c1 —

bi;...;c, — by) a tvrzeni véty vyplyva piimo z Definice 8.1. [

Poznamka 8.2. Vztahy (8.2), coz je celkem n rovnosti mezi realnymi ¢isly, budeme
dale obvykle stru¢né zapisovat jedinou symbolickou rovnici

(C—A)=\C - B).

Bezprostiedné lze ovéfit (napiiklad rozepsanim pomoci transformaénich rovnic
pro soufadnice bodi), Ze hodnota délictho poméru A, ktera je vztahy (8.2) jedno-
zna¢né urcena, nezavisi na volbé afinniho repéru.

Zaroveén pripomenme, zZe hodnota A neni obecné jednozna¢né urcena kazdym ze
vztahi (8.2). Mize se totiz stat, ze a; = b; = ¢; pro jeden nebo vice indext ¢ (nikoliv
v8ak pro vSechny!) a pro takové i je pak (8.2) tvaru 0 = X - 0. Je-li vS8ak prostor
A jednorozmérny a A = [a], B = [b], C = [¢|, pak musi byt a,b, ¢ navzajem rtzna
realna cisla, a je
c—a
c—b’

(O;A>B) =
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Kone¢né, z Definice 8.1 ihned plyne, ze délici pomér A = (C; A, B) je reéalné
¢islo, rizné od 0, respektive 1, nebot jinak by bylo A = C, respektive A = B, coz
je vylouceno. V nasledujici vété ukazeme, ze zobrazeni prifazujici kazdému bodu C'
(C # B, C # A) délici pomér (C; A, B) je bijekei mnoziny p — {A, B} na mnozinu
R —{0,1}. &

Véta 8.2. Necht A, B jsou dva ruzné body na primce p, necht \ je redlné cislo
0 # X # 1. Pak existuje na primce p jeding bod C, riznyg od A, B, spliujici vztah
(C;A,B) =\

Dikaz. Protoze pojem déliciho poméru nezavisi na volbé afinnfho repéru, prove-
deme dikaz v soufadnicich vzhledem k vhodné zvolenému afinnimu repéru, s vy-
uzitim Véty 8.1. Necht tedy <A;1@) je afinni repér na p. Vzhledem k nému je
pak A = [0], B = [1]. Budeme hledat v8echny body C' = [z], které spliuji vztah
(C;A,B) = X Podle Véty 8.1 jex —0 = A- (z — 1), odkud =z = ﬁ Vidime,
ze hodnota x je urCena jednoznacné a je x # 0, x # 1, a tedy bod C' s uvedenou
vlastnosti je jediny a je ruzny od A i B. ]

Z Definice 8.1, pripadné z Véty 8.1 je zfejmé, ze poradi, v jakém zapisujeme body
A, B, C ve vyrazu pro délici pomér, je pevné déano a je podstatné. Nésledujici véta
ukaze, jak se zméni délici pomér ti1 bodi, zménime-li jejich poradi.

Véta 8.3. Necht A, B, C jsou tii navzdjem rizné body na primce a necht (C; A, B) =
A. Pak platt

1. (C;B,A) = —, 2. (B;A,C)=1-X, 3 (B;C,A)=——

11—\’
—1 A

. (A: B =  (A:C.B) =
4 (AB.C) =", 5 (ACB)= 1

S|

Diikaz. 1. Podle piedpokladu AC' = ABC, odkud BC = LAC, a tedy (C; B, A) =

2. AC' = AB + BC = ABC, trm. AB = (A — 1)BC, odkud dostavame AB —
(1—N)OB, atedy (B; A,C) =1— .
3., 4., 5. plynou bezprostredné z 1. a 2. ]

>

Véta 8.4. Necht N1, N, N3 jsou tii rizné rovnobéiné nadroviny v afinnim n-roz-
meérném prostoru A,, n > 2. Necht r,s jsou primky v A,, riznobéiné s témito
nadrovinami. Oznacme R; =r NN, S; =sNN;, i = 1,2,3. Pak plati

(R3;R1,R2) = (53; 51, 52)-

Dikaz. Pro nazornost si nejprve situaci popsanou ve Vété 8.4 ilustrujme obrazkem
pro nejjednodussi pripady, tj. n = 2,3 (viz Obr. 8.1).
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Obr. 8.1

Nyni k vlastnimu ditkazu. Necht r = {A; L(u)}, s = {B; L(v)} a déle zvolme v A,
afinni repér
%= (P;e;,....e, 1,€,) (8.3)

y =Zn—1r=n

a to tak, ze vektory ey,..., e, ; jsou bazi zaméfeni nadroviny N (a tudiz i N a
N3) a vechny souradnice vyjadiujeme nyni vzhledem k (8.3). Potom N; = z,, = ¢,
kde ¢;, i = 1,2, 3, jsou navzajem ruzna realna ¢isla. Necht R; = [ry;;...;rn), Si =
[S165 -3 Sni), 0= (uq;... ;uy), v = (v1;...;0,). Vzhledem k tomu, jak jsme zvolili
repér %, musi byt 7,1 = Su,1 = €1, Tha = Spa = Co, Thz = Spz = ¢3 (nebot body
R;, S; lezi oba v nadroviné N;), respektive u,, # 0, v, # 0 (nebot piimky r, s nejsou
rovnobézné s V1), a tedy také r,; —r,; # 0, Sp; — $pj 7 0 pro i # j. Odtud a z (8.2)
pak dostavame

T3 —Tni  C3—C1  Sp3 — Sn
(Rs; Ry, Ry) = =2 =2 1o L= (S5:51,5,). O

Tn3 — T'n2 C3 — Co Sn3 — Sp2

Definice 8.2. Necht A, B jsou body afinniho prostoru A. Je-li A = B, pak stredem
dvojice bodi A, B nazyvame bod A. Je-li A # B, pak stredem dvojice bodi A, B
nazyvame bod S € A, pro ktery plati (S; A, B) = —1.

Poznamka 8.3. Uvédomme si, ze v definici stfedu dvojice bodii nezélezi na poradi
bodu A, B (nebot podle Véty 8.3 je (S; A, B) = —1 pravé kdyz (S; B, A) = —1).
Vzhledem k Véte 8.2 je pak stied dvojice bodu uréen jednoznac¢né. &
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Véta 8.5. Necht A, B € A jsou libovolné body. Pak bod S je stiedem dvojice bodi
A, B prdvé kdyz

S:A+%E§.

Dukaz Tvrzeni je zfejmé, pokud A = B. Necht tedy A # B. Potom:
"Necht S je stiedem dvojice bodu A, B. Pak (S;A,B) = —1, tj. B
—ﬁ ~(BA + A3), odkud 248 — AB. Pak A% — 1A, neboli S — A + LAB.

“—"Necht S — A+1E§ pak 248 — A+ A8 — Bodkudfs St AD -

? —ﬁ Tedy (S; A, B) = —1 a S je stiedem dvojice bodu A, B. O

Disledek 8.1. Necht A = [ay;... ;a,], B = [by;... ;b,] jsou libovolné body v A,,.
Pak bod S je stredem dvojice bodi A, B prdavé kdyz

1 1

Dikaz. Tvrzeni plyne piimo z predchozi véty, uvédomime-li si, Ze plati 1@ =
(by —ay;...;0, — ay). O]

Poznamka 8.4. Vyjadieni soufadnic stfedu S dvojice bodu A, B z predchoziho
disledku miizeme zapsat stru¢né symbolickou rovnici

1 1 1

2( +B) 2 * 2
Pritom je treba jesté jednou zduraznit, Ze tento zépis je symbolicky a znamena,
ze bod S je afinni kombinaci bodi A, B (viz Definice 5.2) a symbolizuje tedy n
odpovidajicich rovnostl’ mezi souf"adnicemi

vy

pouze témito body. &

Véta 8.6. Necht A, B,C, D jsou c¢tyii body v A,. Potom plati
1
AB = @@ (A+D)=(B+0).

Dikaz. Necht A =[ay;...;a,], B=1[b1;...;b,],C =c1;...;¢], D =[dy;... ;dy).
Pakﬁ: (by —ay;...;0, —ay), @:(dl—cl;...;dn—cn) a ziejmé plati

1
_(bi+ci), z:l,,n

1
bi—a;=di— ¢ < S(a; +d;) =
a c<:>2(a+ ) i

O
Poznamka 8.5. Predchozi Véta 8.6 ukazuje souvislost v algebte zavedeného pojmu
vektoru (viz [Ho94]) se stfedoskolskym pojmem vektoru. Véta 8.6 totiz tika, ze
dvojice bodu A, B a C,D urcuji stejny vektor pravé tehdy, maji-li dvojice bodu
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A, D a B, C stejny stied (viz Obr. 8.2), coZ je jeden z obvyklych zpiisobtu pouZivany
pii zavadéni (volnych) vektori na stedni skole.

Obr. 8.2

Konkrétné, v nédzorné roviné (prostoru) je vdzany vektor definovan jako uspora-

dana dvojice bodu (A, B), kterou znac¢ime AB. Na mnoziné vazanych vektoru se
definuje relace ekvipolence takto:

AB = (73@ (A+ D) = ;(BJFO).

Tato relace je relaci ekvivalence na mnoziné vsech vazanych vektori a tfidy rozkladu
prislusného této ekvivalenci se nazyvaji volné vektory (prvky ze zamétfeni nazorné
roviny). &

Uloha 8.1. Na piimce p jsou dany ¢tyfi navzajem rizné body A, B, C, D. Dokaite,
Ze plati
(D; A, B) - (D; B,C) = (D; A, C).

Resent: Necht vzhledem k pevnému afinnimu repéru na pifmee p je A = lal,
B =[b], C = [c|, D = [d]. Pak uzitim Véty 8.1 dostavame
d—a d—b d—a
d—b d—c¢ d—c

(D;A,B) - (D; B, C) = = (D;4,0),

coz dava dokazované tvrzeni. A

Uloha 8.2. Jsou dany body A = [1;—1;2;1], B = [2:;1;1;0] v A4. Urcéete bod
C € Ay, vite-li, Ze stied dvojice bodti A, C' lezZi v nadroviné N = a1 +ax9 —24+4 =0
a stied dvojice bodu B, C lezi na piimce p = X = [2;0;1;3] +¢(0;2; —1; 1).
Reseni: Necht C = [c1; Co; €3; ¢4] je hledany bod. Potom:
a) Oznacime-li Syc stied dvojice bodu A, C', pak podle Dusledku 8.1 je v sou-
fadnicich Syc = [1H2; =2, 2ta, Hal Ale S40 € N, tzn. po dosazeni soufadnic
Sc do rovnice N a tpravé dostavame

ci+c—cu+7=0. (84)
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Vidime, Ze body C's vlastnosti Syc € N vyplni nadrovinu (8.4), které je rovnobézna
s nadrovinou .

b) Ozna¢ime-li Spe stfed dvojice bodu B, C, pak v soufadnicich je Spc =
[ZJFTCl; HTCZ; HTC?’; %4] Ale Spec € p, tzn. po dosazeni souradnic Spc do paramet-
rického vyjadieni pfimky p a tpravé dostavame

C1 = 2,
= —1+4¢,
“ (8.5)
C3 = 1—2t,
Cq4 = 6+2t

Vidime tedy, ze body C' s vlastnosti Sgc € p vyplni piimku (8.5), ktera je
rovnobézna s piimkou p.

Resenfm tlohy je pak mnozina bodi patifcich do priniku nadroviny (84) a
primky (8.5) (coz teoreticky muze byt bud préazdnd mnozina nebo jeden bod nebo
piimka (8.5)). V nasem piipadé po dosazeni (8.5) do (8.4) dostéavame

2 14 dt—6-2+7=0 = t=—1,
odkud plyne, ze hledany bod C' je jediny, a sice C' = [2; —5; 3;4]. A

9 Usporadani na primce, poloprostor, tihel

V tomto paragrafu budeme nejprve na mnoziné vSech bodi na piimce zavadét jistou
relaci usporadani. Pfipomenme si z algebry (viz [Ho94]), Ze relaci usporadani na
dané mnoziné M (# () rozumime relaci na M, ktera je reflexivni, antisymetricka
a tranzitivni. Je-li tato relace navic jesté tplné, hovorime pak o tplném (nebo téz
linedrnim) usporadani.

Daéle, je-li o relaci usporfadani na M a definujeme-li na M relaci ¢ pfedpisem

x oy praveé kdyz y ox, pro x,y € M,

pak je ihned vidét, Ze g je rovnéz relaci usporadéni na M. Relaci o pak nazyvame
opacné uspotdddani k usporadani p.

Nejbéznéjsim pirikladem tplného usporadani na mnoziné realnych ¢isel R je relace
prirozeného uspordddni (nebo téz uspordddni podle velikosti), ozna¢ovana symbolem
< a definované:

x <y pravé kdyz (y — x) je nezaporné &islo, pro z,y € R.

Opacné usporadéani k prirozenému uspotradani na R jsme tradi¢né zvykli oznacovat
symbolem >.

Nyni tedy zavedeme relaci usporadani na afinni prfimce jistym jednoduchym zpu-
sobem (vyuZivajicim pfirozeného usporadani mnoziny R) a potom budeme sledovat
zékladni vlastnosti pojmi, z této relace odvozenych.
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Definice 9.1. Necht p je pfimka (tzn. jednorozmérny afinni prostor) a

je pevny afinni repér na p. Necht XY € p jsou dva body, pficemz X = [z],
Y = [y] vzhledem k repéru #. Pak na piimce p definujeme relaci w predpisem

XwY prave kdyz x < y.

Poznamka 9.1. Je ziejmé, Ze w je relaci uplného usporadani na p (plyne ihned
z toho, Ze < je relaci iplného uspofadani na R), ktera vSak obecné bude zaviset na
volbé afinniho repéru #. O

Definice 9.2. Uspotradani w pfimky p se nazyva uspordddni uréené afinnim repé-
rem %. Jestlize pro body X,Y € p plati X wY, pak budeme tikat, ze X je roven
nebo je pred Y, respektive plati-li X wY a X # Y, pak budeme fikat, ze X je pred
Y.

Véta 9.1. Necht na primce p jsou ddny afinni repéry

(1) % = (Pu),

(2) % =(Q;v),
pricemz v = ku, k € R. Pak usporddani uréend afinnimi repéry %, a %o jsou rovnd
pravé kdyZ k > 0 a jsou opacnd prave kdyz k < 0.

Dikaz. Oznacme w; (respektive wy) usporadani p uréené #; (respektive urcené %,).
Necht X,Y € p jsou libovolné body a necht vzhledem k #; je X = [z], Y = [y],
Q = [q] (respektive vzhledem k %, je X = [2/], Y = [¢/]). Pak podle (3.10) je

r=ki'tq, y=*ky+q,
VIR D S S (9:2)
RV TR T R
(i) Necht k& > 0, pak tpravou z (9.2) z < y pravé kdyz =’ < 3/, a tedy X w; Y
praveé kdyz X wo Y. Obé usporadani w; a ws jsou tedy rovna.
(ii) Necht k < 0, pak z (9.2) plyne z < y pravé kdyz ¢y < 2/, a tedy X w, Y
pravé kdyz Y ws X a usporadani wy, wy jsou opacna.

Zbyvajici implikace z tvrzeni véty jsou jiz logickym dusledkem (i) a (ii). ]

Véta 9.2. Na primce p existuji pravé dvé usporadani uréend afinnimi repéry a tato
usporaddni jsou navzdjem opacnd.

Dikaz. Tvrzeni plyne piimo z Véty 9.1, uvédomime-li si, Ze ¢islo k£ musi byt rtzné
od nuly, a tedy bud je & > 0 nebo k < 0. O
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Definice 9.3. Necht w je uspofadéani primky p urcené pevnym afinnim repérem,;
necht A, B, C jsou tfi navzajem rizné body na p. Rekneme, Ze bod C' lezi mezi
body A, B, je-li

AwCwB nebo BwCwA.

Poznamka 9.2. Z ptredchozich vét vidime, ze usporadani piimky p, urcené afinnim
repérem, zavisi na volbé tohoto repéru jenom zcCéasti — presnéji feceno, musi byt
jednim ze dvou moznych usporadani. Mame-li tedy napiiklad dva rtzné body A, B €
p, pak pii jednom z obou moznych usporadéni je bod A pred bodem B a pfi druhém
je bod B pred bodem A. Je tedy ziejmé, Ze vySe definovany pojem leZet mezi body
A, B nezalezi na poradi bodu A, B ani na zvoleném usporadani piimky p. %

Véta 9.3. Necht A, B,C € p; A # B. Pak bod C' lezi mezi body A, B prdave kdyz
(C;A,B) <0.

Dikaz. V pevné zvoleném afinnim repéru necht je A = [a], B = [b], C' = [¢]. Podle
Pozndmky 8.2 je (C; A, B) = &=¢. Tedy (C;A,B) <0< (¢c—a > 0,c—b < 0) nebo
(c—a<0,c—=b>0)< (a <c<b)nebo (b < ¢ < a) < bod C lezi mezi body
A, B. O

P1i studiu pojmu "usporadéani uréené afinnim repérem"a "bod lezi mezi dvéma
body"jsme se zatim z pfirozenych divodi omezovali na jednorozmérné afinni pro-
story. Dale téchto pojmu vyuzijeme pro studium dalSich linedrnich dtvard v n-
rozmérném afinnim prostoru A,,. Pfipomenme, Ze libovolné dva rizné body A, B €
A, jednozna¢né urcuji primku {A;L(/ﬁ)}, kterou budeme v dalsim nékdy také
nazyvat "piimka AB".

Definice 9.4. Necht A, B jsou body afinniho prostoru 4. Mnozina bodu X € A
tvaru

X = A+tAB, kde 0 <t <1,

se nazyva usecka s krajnimi body A, B nebo kratce usecka AB a oznacuje se sym-
bolem [A, BJ.

Mnozina bodu [A, B] — {A, B} se nazyva wvnitiek usecky [A, B] nebo oteviend
usecka [A, BJ.

Poznamka 9.3. Uvédomme si, ze v definici tsecky nezélezi na poradi bodu A, B,
nebot bezprostiednim rozepsanim se ukaze, ze {X € A| X = A+ u@, 0<t<
1}={XeA|X=B+ qﬁ, 0 < g < 1}. Dale, definice ziejmé nevylucuje piipad
A = B, kdy pak dostaneme [A, B] = {A} a vnitfek takovéto tsecky je prazdna
mnozina. Nasledujici dvé véty blize popisuji strukturu tsecky. &

Véta 9.4. Necht A, B € A. Pak vnitiek tusecky [A, B] je pravé mnoZina vSech bodi
afinniho prostoru A, které lezi mezi body A, B.
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Dikaz. Je-li A = B, pak tvrzeni véty ziejmé plati. Necht tedy A # B. Ziejmé se
sta¢i omezit pouze na body primky AB. Na piimce AB zvolme afinni repér (A; 1@)
Pak je A =[0], B = [1] a bod X = [z] je bodem vnitiku usecky [A, B] pravé kdyz
X = A+ 2AB, 0 <z < 1, tj. pravé kdyz bod X le# mezi body A, B. 0

Véta 9.5. Necht A= [ay;...;a,), B=[b;...;b], X = [x1;...;2,] € A. Pak bod
X je bodem dsecky [A, B] pravé kdyz

x; =ra;+sb; kder+s=1,r>0, s>0, proi=1,...,n. (9.3)

Dikaz. X € [A,B] & X = A+ {AB,0<t<1& AX = tAB,0<t <1 &
xl—az:t(bz—az),OStS1,proz:1,,n<:>a:z:(1—t)a1+tbz,0§t§1,pro
1 =1,...,n, coz dava tvrzeni, polozime-lir =1 —1, s = t. O

Poznamka 9.4. Vztahy (9.3) miZzeme opét zapsat symbolickou rovnici
X=rA+sB, r+s=1,r>0,s>0.

Déale budeme z diivodi stru¢nosti témér vzdy jiz bez vyslovného upozornéni pouzivat
tento symbolicky zapis. Pii jeho tpravach je v8ak nutno mit na paméti, Zze se ve
skutecnosti jedna o m rovnosti mezi redlnymi ¢isly a rozmyslet si, ze provadéné
Upravy jsou korektni. O

Definice 9.5. Necht N je nadrovina afinntho prostoru A. Rekneme, Ze body
A,B e A— N jsou oddélovany nadrovinou N, jestlize N N[A, B] # (). V opa¢ném
piipadé fikame, Ze body A, B nejsou oddéloviny nadrovinou N

Véta 9.6. Necht N je nadrovina v A. Na mnoZiné bodii A — N definujeme relaci
~ takto: pro A,B € A— N poloZime

A ~ B prdve kdyz body A, B nejsou oddélovdany nadrovinou N

Potom relace ~ je relaci ekvivalence na mnoziné A — N a rozklad mnoZiny A — N
prislusny této relaci ekvivalence ~ md dvé tridy.

Dikaz. Nejprve si relaci ~ vyjadiime jinym zptisobem, z né¢hoz pak celkem lehce
vyplyne tvrzeni véty. Necht tedy P € N je pevny bod, u € Z(A) — Z(N') pevny
(nenulovy) vektor a uy, ..., u, 1 je pevna baze zaméieni Z(N') (pokud existuje, tzn.
pro dim A > 2). Potom

(Piu,uy,... 0, ) (9.4)

y =n—1

je afinni repér v A. Poznamenejme, Ze pii takto zvoleném afinnim repéru ziejmé bod
lezi (respektive nelezi) v A pravé kdyZ jeho 1. souradnice je rovna nule (respektive
je rizna od nuly).

Nyni, necht A, B € A — N, pficemz v soufadnicich vzhledem k (9.4) je A =
la;aq;...5a,_1], B=[b;b1;...;b, 1] . ZFejmé pak a # 0, b # 0 a plati [A, BjNN #
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0o 3tg:0<ty<1, At toAB € N & 3o : 0 < to < 1, a+to(b—a) = 0,
a# b« 0<% < 1. Pfitom mohou nastat dvé moZnosti:

(i)a—b>0,pak [A,BINN £0 < a>0,b<0;

(i) a—b<0,pak [A,BINN #0 < a<0,b>0 .

Dohromady tedy [A, BN N # () pravé kdyZz a - b < 0, odkud [A,B]NN =0
prave kdyz a - b > 0 a relaci ~ pak mizeme vyjadrit takto:

A~ B pravée kdyZz a-b > 0. (9.5)

Z (9.5) je ihned vidét, ze relace ~ je reflexivni a symetricka. Zbyva ovérit tran-
zitivitu. Necht A, B,C € A - N, A = [a;a1;...;a,1], B = [b;b;...;b,-1],
C = [¢;c1;...5¢4-1] vzhledem k repéru (9.4) a necht plati A ~ B, B ~ C. Po-
tom vSak a-b >0, b-c >0, odkud plyne, Ze a- ¢ > 0, a tedy A ~ C.

Tedy ~ je relaci ekvivalence na mnoziné A — N a z (9.5) ihned plyne, Ze rozklad
mnoziny A — N piislusny ekvivalenci ~ ma pravé dvé tiidy. ]

Definice 9.6. Necht N je nadrovina v A. T¥{dy rozkladu mnoziny A — N pii-
slusného ekvivalenci ~ budeme oznacovat P; a P4 a nazyvat oteviené poloprostory
v A vytaté nadrovinou N'. Mnoziny P; = Py UN a P, = P, UN budeme na-
zyvat poloprostory v A vyt até nadrovinou N a nadrovinu N jejich hranici. Body
z P! (respektive z N') budeme nazyvat vnitinimi body (respektive hraniénimi body)
poloprostoru P;, pro i = 1, 2.

Poloprostory na piimce (respektive v roving) budeme nazyvat polopiimkami
(respektive polorovinami).

Poznamka 9.5. Z predchoziho vyplyva, ze kazdy poloprostor je jednoznacné urcen
svou hranici N (tj. nadrovinou) a podminkou, aby dany bod (nelezici v N') lezel,
respektive nelezel, v tomto poloprostoru.

Poloprostor P dany hranici N a vnitfnim bodem A budeme v dalsim oznacovat
symbolem P = (N; A). %

Nésledujici véty nam pak udaji dalsi moznosti explicitniho vyjadieni polo- pro-
stort v A.

Véta 9.7. Necht N je nadrovina prostoru A, necht u € Z(A) — Z(N) je pevny
vektor. Pak poloprostory Py, Py v A, vyt até nadrovinou N jsou tvaru

Pr={X+tu|XeN, t>0}, Po={X+tu|XeN, t<0}. (9.6)

Dikaz. Zvolime-li stejnym zptsobem jako v ditkazu Véty 9.6 afinni repér (9.4), pak
libovolny bod T' € A lze jednoznac¢né vyjadrit ve tvaru

T=P+tu+tiuy+- - +t,1u, ;= (P+tiu, +--+t,1u, ;) + tu.

Ozna¢ime-li nyni X = P+ tju; + -+ t,_1u,_; € N, pak tvrzeni véty plyne ze
vztahu (9.5) v dikazu Véty 9.6. O
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Véta 9.8. Necht N = ayx1+---+a,v,+a = 0 je nadrovina v A,,. Pak poloprostory
P1, Py v A, vytaté nadrovinou N jsou tvaru

P ={X =[z1;... ;2| |y + -+ - + apzn, +a > 0}, (9.7)
Po=A{X =[z1;... ;2] |arx1 + -+ apz, +a <0} .

Dikaz. Necht Y = [y1;...;yn], Z = [21;. .. ;2,) € A, — N jsou dva rizné body.

1. Je-li ﬁ € Z(N), pak piimka Y Z neprotina nadrovinu N (podle Véty 6.1).
Je tedy [V, Z] NN = 0 a body Y, Z lezi ve stejném poloprostoru v A,, vyt atém
nadrovinou A. Na druhé strang, z podminky ﬁ € Z(N) plyne (viz Véta 5.3), ze
ar(z1 —y1) + - + an(zn — yn) = 0, tzn. po Gpravé

az1+ -+ apz, Fa=ay + -+ anyn +a,

a tedy vyrazy (a1y; + -+ -+ apyn +a) a (a121 + - - - + an 2z, + @) jsou oba kladné nebo
oba zaporné.
2. Jeli Y2 ¢ Z(N), pak piimka Y Z protind nadrovinu N v jediném bodé
B=1b;... ;b
.. =
Ale B£Y, B+ 7, tan. existuje A € R : BY = ABZ, A #0, A # 1. Pfechodem

k soufadnicim dostéavame symbolickou rovnici Y — B = \-(Z — B), kterou upravime

1
B=—(Y-X\7 9.8
T3 ) (9.8)
tzn. B = lzf)f)‘Y + %Z =Y + ﬁ(Z —Y), coz jinak zapsano je
A
B:Y+r7y2. (9.9)

Bod B je vsak priisecikem piimky Y Z s nadrovinou N, tzn. a by +- - - +a,b,+a = 0,
odkud po dosazeni z (9.8) vypocitame A

. 1
0= (Zail_)\(yi—/\zi)> +a,

=1

0= iaiyi —)\iaizi—l— (1—XNa,
i=1 i=1

_aiyr T+ apYn T a
a1z1 + -+ apz, +a

Body Y, Z lezi ve stejném poloprostoru v A vyt atém nadrovinou N < body Y, Z

nejsou oddélovany nadrovinou N @ ﬁ > 1 nebo ﬁ <0< A > 1 nebo
0 <A< 1< vyrazy (a1y1 + -+ apyn +a), (@121 + - - - + a2, + a) jsou oba kladné
nebo oba zaporné.

Piidame-li k vySetfovanym bodtm i body leZici v nadroviné N, pak z 1. a 2.

plyne tvrzeni véty. ]
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Poznamka 9.6. Vyjadreni (9.6) nazyvame téz parametrickym vyjdadienim polo- pro-
storii (vytatych v A nadrovinou N'). Uvédomme si, Ze pro toto vyjadieni je nutné
umét kazdy bod afinniho prostoru A vyjadfit v jistém specialnim tvaru (jako soucet
bodu z N a vektoru ze Z(A) — Z(N)), coz miize byt nekdy pro praktické pocitani
nevyhodné.

Vyjadieni (9.7) nazyvame téz neparametrickym vyjadienim poloprostori (vyt a-
tych v A nadrovinou A). Dale budeme pro toto vyjadreni uzivat stru¢néjsiho zépisu

PlEa1I1+"'+anxn+a207
Pyo=airy+ - +a,x, +a<0. &

Véta 9.9. Necht P = (N; A) je poloprostor v A, pricemz nadrovina N je urcena
n body Ay, ..., A, v obecné poloze. Potom bod X € P praveé kdyz

X =t A+ +t, A, +tA kdet;+ - +t,+t=1at>0.

Diikaz. 7Z piedpokladi plyne, Ze AIA;, o ,AIA:L, A1 A je baze Z(A,), pricemsz
A4 e Z(Au) = Z(N). Ponévads A = Ay + 14, je podle Vity 9.7 X € P &
X =A+tA1 A+ - +1t,A1A, +tA1A, t > 0, odkud prechodem k souradnicim a
oznacenim t; =1 —ty — ... — t, — t, dostavame tvrzeni. ]

Disledek 9.1. Necht A, B jsou dva rizné body afinni primky. Pak poloprimka
(A; B) urcend hranici A a vnitinim bodem B md vyjadient

(A;B)={X =rA+sB|r+s=1, s>0}.

Dikaz. Tvrzeni plyne pifimo z Véty 9.9 pro n = 1. [

Na zavér paragrafu se budeme zabyvat specidlnim piipadem priniku dvou po-
loprostorit — a sice prinikem dvou polorovin (tj. poloprostori ve dvourozmérném
afinnim prostoru) takovych, Ze jejich hrani¢ni primky jsou riznobézné.

Definice 9.7. Necht P = (p; A), Q@ = (¢; A) jsou dvé poloroviny v afinni ro-
viné takové, ze jejich hrani¢ni piimky p, ¢ jsou ruznobézné. Pak mnozinu P N Q
nazyvame wuhlem. Poloptimky p N Q, ¢ NP nazyvame rameny tohoto thlu a bod
V' = pnNq jeho vrcholem.
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Poznamka 9.7. Bezprostfednim rozepsanim ve vhodné zvoleném afinnim repéru
lehce zjistime, ze prinikem p N Q (respektive ¢ N P) jsou skuteéné polopiimky,
tzn. predchozi definice je korektni. Uhly budeme obvykle oznacovat malymi feckymi
pismeny, jak jsme zvykli ze stfedni skoly. Jedna se tedy o jistou podmnozinu afinni
roviny, kterou budeme nyni blize charakterizovat. &

Véta 9.10. Necht v afinnd roviné je dan tuhel o tak, Ze V' je jeho vrchol a polopFimky
(V3 A), (V3 B) jeho ramena. Potom je

a={rV+sA+tB|r+s+t=1, s>0, t>0}.

Dikaz. Oznacme P (respektive Q) polorovinu s hrani¢ni primkou V' A (respektive
V' B), obsahujici bod B (respektive bod A). Potom je « = PN Q a tvrzeni véty plyne
primo z Véty 9.9. UJ

Véta 9.11. Necht v afinni roviné je dan tihel « tak, Ze V' je jeho vrchol a polopTimky
(V;A), (V; B) jeho ramena. Potom je
X € a prave kdyz X =V nebo X #V a (V; X)N[A, B #0.
Dikaz. 1. Necht X € a a necht X # V. Potom podle Véty 9.10 je X = rV +
sA+tB,r+s+t=1,s>0,t>0as+t # 0. Jinak napsano je tedy X =
rV 4 (s + 1) (254 + ;5 B). Omatme C = A+ L B. Podle Disledku 9.1 je
X € (V;C),atudiz i C € (V;X). Dale podle Véty 9.9 je C € [A, B]. Pak oviem
Ce(V;X)N[A, B] atedy (V;X)N[A, B] # 0.
2. Je-li X =V, pak zfejmé X € . Necht tedy X # V a (V;X) N [A, B] # 0.
Pak existuje bod Z € (V; X) N [A, B]. Pak ale také X € (V; Z) a plati
X=pV+qzZ, ptqg=1 920,
Z=r1rA4+sB, r+s=1,r>0,5s>0,

(podle Disledku 9.1, respektive Poznamky 9.4). Dohromady dostéavame
X =pV +qrA+qsB,
kde p+qr+gs=p+q(r+s), gqr >0, gs >0, tzn. podle Véty 9.10 je X € . [

Poznamka 9.8. Predchozi dvé véty nam charakterizuji tihel o jednak mnozinové a
jednak geometricky. Ndzorné miizeme rici, Ze tihel a je sjednocenim vSech poloptimek
majicich hrani¢ni bod ve vrcholu tthlu « a protinajicich pevnou tisecku s koncovymi
body na obou ramenech thlu « (viz Obr. 9.2).
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Studujeme-li vzajemnou polohu thlu a a pfimky p, pak celkem jednoduse odvo-
dime, Zze prunikem p N« je bud prazdna mnozina nebo polopiimka nebo tsecka.

Podobné, méame-li dva tihly «a, se spolenym vrcholem V', potom prunikem
aN B je bud jednobodova mnozina {V'} nebo spole¢né rameno uhli «, 8 nebo thel
s vrcholem V| jehoz kazdé rameno je ramenem « nebo /. &

10 Konvexni mnozZiny

Definice 10.1. Podmnozina K afinnfho prostoru A se nazyva konvexni mnozina
(v A), jestlize pro libovolné A, B € K plati, ze [A, B] C K.

Priklad 10.1. Nejjednodussimi piiklady konvexnich mnozin v A jsou prazdna mno-
Zina, respektive tisecka, respektive podprostor afinniho prostoru .4 (plyne piimo z de-
finice podprostoru). Tedy specialné bod a cely afinni prostor jsou konvexni mnoziny.

Q©

Nésledujici obrazek ukazuje mnoziny v roviné, které jsou konvexni a), b), c),
respektive nejsou konvexni d), e), f) — v téchto piipadech je vyznacena tusecka, jejiz
krajni body do dané mnoziny patii, ale ktera neni cela casti této mnoziny.

oav
g0

Obr. 10.1

Vysettujeme-li konvexni mnoziny v jednorozmérném afinnim prostoru (tzn. na
piimce), pak celkem jednoduse ziskame jejich uplnou charakterizaci (volbou afin-
niho repéru na piimce prevedeme viechny tivahy na tvahy o realnych intervalech).
Konvexnimi mnozinami na pifimce jsou totiz pravé prazdna mnozina, cela pfimka,
oteviena polopiimka, polopiimka, tsecka a tsecka bez jednoho nebo obou krajnich
bodi.

Nésledujici véty ukazuji priklady konstrukei dalsich konvexnich mnozin v n-
rozmérném afinnim prostoru A,,.
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Véta 10.1. Poloprostor P afinniho prostoru A, je konvexni mnoZina.

Dikaz. Necht nadrovina N = a1z + - - - + a,x, + a = 0 je hranici poloprostoru P
anecht P = [p1;...;pn), @ = [q1;--. ;qs] jsou libovolné body v P. Podle Véty 9.8
vyrazy Y ., aip; +a, Y ., a;g; + a maji stejné znameénko.

1. Necht >  a;pi+a>0,>"  a;gi+a > 0. Necht Y = [y1;... ;yn] je libovolny
bod tsecky [P, )], tzn. je

Y = P+tPO, 0<t<1.

Potom Y1 aiyita =Y a;-(pi+t(gi—pi))+a= (1—t)-> 0" api+t-> 0 aigi+
a>(1—t)-(—a)+t-(—a)+a=0.Jetedy Y € P.

2. Je-li Y japi+a <0, )" a;q; <0, pak analogicky dostaneme, Ze
VY € [P,Q] = Y € P.
Dohromady dostavame, ze P je konvexni mnozina. O]

Véta 10.2. Necht I je neprazdnd indexovd mnozina a necht KC;, i € I, jsou konvexni
mnoziny. Potom NicrIC; je konvexni mnoZina.

Dikaz. Je-li Nie/K; = 0, pak tvrzeni véty plati. Necht tedy M;erK; # 0 a necht
A, B € NiefK;. Pak A, B € K; pro vSechna i € I, a tedy [A, B] C K;, pro kazdé
i€ 1. Tedy [A, B] C N;erK; a podle Definice 10.1 je M;e/K; konvexni mnozina. O

Poznamka 10.1. Podle Véty 10.2 je mnozinovy prinik libovolného poc¢tu konvex-
nich mnozin opét konvexni mnozina. Na druhé strané zfejmé mnozinové sjednoceni
konvexnich mnozin neni obecné konvexni mnozinou. K libovolné podmnoziné M
afinniho prostoru A vSak existuje nejmensi konvexni mnozina, ktera ji obsahuje, jak
ukazuje nasledujici véta. &

Véta 10.3. Necht M je libovolnd podmnoZina afinniho prostoru A. Necht K(M)
znaci pranik vSech konvexnich mmnoZin, obsahujicich mnoZinu M. Pak K(M) je
nejmenst (vzhledem k mnoZinové inkluzi) konvexni mnozina obsahujici mnoZinu M.

Dikaz. Existuje alespon jedna konvexni mnoZzina obsahujici M, a sice A, a tedy
K (M) je definovano. Tvrzeni pak bezprostfedné plyne z predchozi véty a z vlastnosti
mnozinového priiniku. [

Definice 10.2. Necht M je libovolna podmnozina afinniho prostoru 4. Pak mno-
zinu K (M) nazyvame konveznim obalem mnoZiny M.

Poznamka 10.2. Piimo z definice konvexniho obalu plynou tyto jeho jednoduché
vlastnosti:

1. M je konvexni mnozina < K (M) = M. Specialné je K(0) =0, K(A) = Aa
K({A}) = {A} pro libovolné A € A.
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2. My C My = K(M;) C K(Ms,), pficemz opacna implikace obecné ziejmé
neplati. Opravdu, necht A, B jsou rizné body a C' je vnitini bod usecky [A, B].
Potom K({A,C}) C K({A, B}), pricemz {A,C} ¢ {A, B}.

3. K{A,B})=[A,B],pro A, B € A. &

Véta 10.4. Necht M je libovolnd neprdzdnd podmnoZina v A. Pak
(10.1) K(M) = {t;My + - +t,M,|s € N,M; € M, t; > 0,5 t; =1}.

Dikaz. Ozna¢me mnozinu na pravé strané (10.1) symbolem W. Pak:
1. Zfejmé plati M C W.
2. Dokazeme, ze W je konvexni mnozina. Necht A, B € W libovolné. Pak (pii
vhodném oznaceni) existuje prirozené ¢islo r a body My, ..., M, € M tak, ze
A=piMi+---+pMyspi 20, pr+---+p =1,
B=qM +-+¢M;¢20,qg+-+g¢g=1.

Pro libovolny bod X € [A, B] je
X=MM+uB; \,p>0, A\ +pu=1,
tzn. po dosazeni dostavame
X = (Ap1+ pg) My + -+ (Ap, + pgr) M,

pricemz Ap;+puq; > 0a (Apr+uq)+- - -+Apr+pug.) = AXp1+. .. o)+l +- - +q.) =
A+ p=1. Tedy X € W, tzn. W je konvexni mnozina.

3. Necht K je konvexni mnozina, M C K. Dokazeme, ze pak je W C K. Uvazme
libovolny bod z W, ktery je tedy tvaru

t1M1+"'+tsMs; kde MiEM, t; >0, t1+---F+ts =1, (102)

a dikaz inkluze W C K provedeme indukci vzhledem k s.

(i) Je-lis=1,pak 1My =M, e M CK.

(ii) Pfedpokladejme, ze body z W tvaru (10.2) patii do K. Necht X € W,
X = thl + -+ tSMS + ts+1M5+1, kde Mz € M, tl Z 0, tl + -4+ ts+1 = 1. Je-li
ts = 0 nebo t,1; = 0, pak podle indukéniho predpokladu je X € K; necht tedy
ts # 0, tsy1 # 0. Oznaéme t =ty +---+1t, (> 0), respektive Y = LMy 4 - - + L M.
Pak % > 0, % + e+ % =1, a tedy Y € K podle indukéniho predpokladu. Nyni
X =tY +ts 1 Mgy, pricemz t > 0, tso1 >0, t+ 15401 = 1, a tedy podle Véty 9.5 je
X €Y, Mg4]. Ale K je konvexni mnozina, Y € I, My, € K, a tedy X € K.

Dohromady z 1., 2. a 3. plyne, Ze W je nejmensi konvexni mnozina obsahujici

M, tzn. W = K(M). O
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Poznamka 10.3. Je nutné dobfe porozumét vyznamu vyjadieni (10.1). Index s
zde neni pevny a body My,..., M, které v (10.1) vystupuji, probihaji vSechny
mozné kone¢né podmnoziny mnoziny M (tj. pro s = 1 jednoprvkové, pro s = 2
dvouprvkové, atd.). Pritom mnozina M miZze mit samoziejmé i nekoneéné mnoho
prvku.

Je-1i specialné mnozina M kone¢nd, napf. k-prvkova, tj. M = {My,..., My},
pak zfejmé

K(M):{thl“‘"'—i—tkMk‘tiZO, t1+""|‘tk:1},

nebot (10.1) miZeme formalné zapsat ve vyse uvedeném tvaru piripadnym pridanim
scitanct tvaru 0 M;. &

Definice 10.3. Konvexni obal kone¢né mnoziny bodu z A se nazyva konvexni
mnohostén.

Pro dim A = 1 jsou konvexni mnohostény tsecky, pro dim.A = 2 jsou konvexni
mnohostény konverni mnohouhelniky.

Jestlize My, My, ..., M, € A jsou body v obecné poloze, pak konvexni obal
(k + 1)-prvkové mnoziny { My, My, ..., My} se nazyva k-rozmérny simplex a body
My, My, ..., M, jeho wvrcholy.

Poznamka 10.4. Je-li S k-rozmérnym simplexem v A, pak ziejmé musi byt 0 <
k < dim A. Z predchozi definice déle plyne, Ze kazdy k-rozmérny simplex je konvex-
nim mnohosténem. Napiiklad v afinni roviné (tj. pro dim.4A = 2) je 0-rozmérnym
simplexem bod, jednorozmérnym simplexem tsecka a dvourozmérnym simplexem
trojuhelnik. Konvexnimi mnohostény v roviné jsou navic jesté vSechny vypuklé n-
thelniky (n =4,5,6,...).

Vidime tedy, Ze obecné konvexni mnohostén neni simplexem. Jedinym afinnim
prostorem, v némz tyto pojmy splyvaji, je afinni primka. Lze totiz snadno ukézat,
7e konvexni mnohostény na pifmce jsou pravé body a tisecky (viz Uloha 10.2). <

Véta 10.5. Necht' S je k-rozmérny simplex s vrcholy My, My, ..., My. Pak

Dikaz. Tvrzeni véty plyne ihned z definice k-rozmérného simplexu a z Poznamky
10.3. [

Véta 10.6. Necht v n-rozmeérném afinnim prostoru A, je ddn n-rozmérny simplex
S s wrcholy My, My, ..., M,. Pak S lze vyjadrit jako prinik (n + 1) poloprostori.

Dikaz. Zvolme v A afinni repér

(Mo; Mo M, ..., Mo M) (10.3)
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a vyjadifujme vzhledem k nému v8echny soutfadnice. Uvazujme (n + 1) poloprostori
v A, tvaru

( T 2 07
T2 Z 07
: (10.4)
Tn >0,
k:101+ o+ ...+ x, —1 <O0.
Necht X = [z1;...;x,]. DokdZeme, 7ze X € S < X spliuje soustavu nerovnosti
(10.4).
“="Necht X € §, pak podle predchazejici véty je
X:t0M0+t1M1++tnMn,
kdet; > 0, to+t;+---+t, = 1, coz lze upravit do tvaru X = (1—¢; —...—t,) Mo+

thl + - +tnMn = M() + tl(Ml — Mo) —+ 4 tn(Mn — Mo), tzn.
R —
X = My +t: MMy + - -+ + t, Mo M, ,
odkud dostéavame xy =t; >0,...,2, =t, >0, 21+ -4+ 2x, — 1 = —t; <0, a tedy
X spliwgje (10.4).
; S Va4
“<="Necht X = [z1;...;x,] spliuje (10.4). Ale X = My + x; MMy + --- +
ngOMna odkud X = MO + I’l(Ml — M()) + -4 mn(Mn — Mo) = (]_ — X1 — ...

Tn) My + x1 My + - -+ + x,M,. Pritom z (10.4) plyne, Ze vSechny koeficienty jsou
nezaporné a jejich soucet je ziejmé roven 1. Podle Véty 10.5 je pak X € S. O

Disledek 10.1. Trojuhelnik v roviné je prunikem tri polorovin.

Na zavér paragrafu se alesponn struéné zminime o dalsim dulezitém piikladu
konvexni mnoziny.

Definice 10.4. Necht A € A je bod a uy,...,u, € Z(A) jsou linearné nezavislé
vektory. Pak mnozinu bodu X € A tvaru

X=A+tiu, + - +ty, kde0<¢t; <1, proi=1,...,k,
nazyvame k-rozmeérngm rovnobézinosténem v A a oznacujeme

Rk(Aaglv s agk)a

nebo struéné R;.

Poznamka 10.5. Je-li R(A;uy,...,u;) k-rozmérnym rovnobéznosténem v A, pak
z predpokladu o linearni nezavislosti vektort uy,...,u; plyne, ze 1 < k < dim A.

Tedy na piimce (tj. pro dimA = 1) existuji pouze l-rozmérné rovnobéznostény
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(a sice tusecky), v roviné (tj. pro dim.A = 2) existuji 1-, respektive 2-rozmérné
rovnobéznostény (a sice usecky, respektive rovnobézniky), atd.

Je-li dan k-rozmérny rovnobéznostén Ry = R(A;uy,...,u,) v A,, pak vhod-
nou volbou afinnfho repéru, a sice (A;uy,...,u,, Wy, q,...,W,), kde w4, ..., w,

jsou libovolné vektory ze Z(A,), které doplauji vektory u,,...,u, na bazi Z(A,),
dosdhneme toho, Ze rovnobéznostén R lze charakterizovat jako mmnozinu bodu
X =[z1;... ;2] € Ay, pro néz

0<z; <1, proi=1,...,k ax; =0, proj=k+1,...,n. &
Véta 10.7. Kazdy k-rozmérny rovnobéznostén v A je konvexni mnoZinou v A.

Dikaz. Z predchozi poznamky plyne, Ze libovolny k-rozmérny rovnobéznostén Ry
lze pfi vhodné volbé afinniho repéru vyjadrit jako prunik 2k poloprostori (tvaru

x; > 0, respektive x; —1 < 0, ¢ = 1,...,k) a (n — k) nadrovin (tvaru z; = 0,
j=k+1,...,n), coz jsou vSechno konvexni mnoziny. Podle Véty 10.2 je pak R
také konvexni mnozina. ]

Poznamka 10.6. Podrobnéj$im rozborem lze ukazat, Zze k-rozmérny rovnobézno-
stén R(A;uy, ..., u;) je dokonce konvexnim mnohosténem — je totiz konvexnim oba-
lem 2% bodt tvaru A +tju, +--- + tu,, kde t; = 0 nebo 1,7 =1,..., k. Obr. 10.2
ilustruje tuto situaci pro k =2 (body A, A+u,, A+u,, A+u, +u,) aprok =3
(body A, A4+u,, A+u,, A+u,+u,, A+u,, A+u,+u,, A+u,+u;, A+u,+u,+u,).

Obr. 10.2

Uloha 10.1. M&me konvexni mnohostén K = K ({4, Ay, A3, A;}) v afinnf roving.
Zjistéte, zda bod B, respektive C, patii do K, je-li A = [—1;—1], Ay = [1;2],
A3 =1[2;-2], Ay =[3;1], B=[2;—1], C = [0;1].
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Reseni: Vzhledem k Poznamece 8.3 stacf zjistit, zda existuji redlna cisla tq, to, t3,
t4, splnujici
B - tlAl —|— tQAQ + t3A3 + t4A4 5 (105)

kde t1 +ta+t3+t,=1,t1 >0, t, >0, t3 >0, t4 > 0, respektive
C = tlAl —|— t2A2 —|— t3A3 —|— t4A4 y (106)

kdet; +to+ts+ti=1,8>0,1, >0, ¢ >0, 4 > 0.
Vidime, Ze po rozepsani do soufadnic dostavame v obou piipadech tfi linearni
rovnice a Ctyfi nerovnice pro tq, ts, t3, t4. Konkrétné:
(i) Pro bod B
—t1+ to+2t3+ 3ty = 2
b 2y — st ty=—1% =
t4 to+ tat ty= 1
9—87"t_3—107“ _r—1
[T VR TR
Déle musi byt (vzhledem k (10.5)) » > 0,9—8r > 0,3—10r > 0, 7r—1 > 0, coz vSak
je splnéno pro libovolné realné r s vlastnosti % <r< %. Vidime tedy, ze existuji
t1,t,t3,t4 (zFejmé dokonce nekone¢né mnoho) spliwjici (10.5), a tedy B € K.

— =1ty =

(ii) Pro bod C analogickym vypoc¢tem a dosazenim dostaneme (naptiklad) r > 0,
—1—=8>0,7—10r > 0, 5+ 7r > 0, coz vSak zfejmé neni splnéno pro zadné r,
tzn. neexistuji t, to, 3, t4, splinjici (10.6), a tedy C ¢ K. A

Uloha 10.2. Dokaite, Ze konvexni mnohostény na piimce jsou pravé body a tsecky.

Reseni: 1. Bod, respektive tusecka, jsou zfejmé konvexni mnohostény na piimce.

2. Naopak uvazujme konvexni mnohostén K = K ({Mj, ..., My}) na piimce, kde
M, ..., My jsou navzajem rizné body na této prfimce. Chceme nyni ukazat, ze K je
bud bod nebo tsecka.

Je-li £ = 1, pak K je zfejmé bod. Necht tedy £ > 2 a necht vzhledem k pevnému

afinnimu repéru na dané piimce je My = [m4]|, My = [ma),..., My = [my], pficemz
bez 1jmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze my < mg < --- < my.
Prot=2,...,k — 1 ozna¢me ¢; = T’Z::Zz Ziejmé je 0 < ¢; < 1 a plati
m; = ¢my + (1 — q)my, i=2,...,k—1. (10.7)

Bezprostiednim rozepsanim pomoci souradnic s vyuzitim (10.7) se ukaZe, ze plati
{ttMy+ -+t My | t; >0, ty+ -+ ty =1} = {rMy + sMy|r,s >0, r+s =1}

neboli K ({My;...; My}) = [My, My], coz znamena, ze K je tsecka. A



Kapitola 2
EUKLIDOVSKY PROSTOR

V tomto textu jsme se v Kapitole 1 zabyvali polohovimi geometrickymi problémy
(napiiklad rovnobé&znosti, riaznobéznosti a mimobéznosti podprostori, vzajemnou
polohou bodu na piimce, atd.). Zakladni metoda, kterou jsme pouzivali, spocivala
v tom, Ze jsme geometricky problém prevedli nejprve do algebraické podoby, zde
jej Tesili (vétsinou pomoci tvah o zaméfenich, kdy jsme v podstatné mife vyu-
zivali vlastnosti vektorovych prostori — linedrni zavislosti a nezavislosti vektori,
baze, dimenze apod.) a ziskané vysledky pak opét geometricky interpretovali. Nyni
v Kapitole 2 prichazeji na fadu metrické geometrické problémy (napiiklad urcovani
vzdélenosti bodi, respektive podprostorii, kolmost, vypocet odchylek atd.). Proto
budeme muset na bodovém prostoru zavést navic také metriku, v nasem pripadé eu-
klidovskou metriku, ktera je ddna prostiednictvim skaldrniho sou¢inu definovaném
na zaméreni.

11 Skaladrni souc¢in

S pojmem skalarniho sou¢inu jsme se setkali jiz diive v algebte (viz [Ho94|), a to
tehdy, kdyZ jsme v realnych vektorovych prostorech potrebovali méfit, tzn. zjist ovat
délky vektori, odchylky, tj. velikosti jejich thli, kolmost atd.

Tento paragraf bude rozsifenim odstavce o vektorovych prostorech se skalarnim
soucinem, probiraného v algebie. Z duvodi prehlednosti a navaznosti studované
latky nejprve stru¢éné zopakujeme zakladni vlastnosti téchto prostoru (a to formou
souvislého textu) a ve zbyvajici ¢asti paragrafu pak jiz obvyklym zptasobem uvedeme
nékteré jejich specialni vlastnosti.

Je-1i V' vektorovy prostor nad télesem R realnych cisel a je-li kazdé dvojici vektortu
u,v € V piifazeno realné ¢islo, oznacené (u,v) tak, ze pro libovolnad u,v, w € V|
r € R plati:

69
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(iii
(iv) (u,u) >0, pficemz (u,u) = 0 pravé kdyz u = o.
Pak rikame, ze ve V' je definovan skaldrni soucin. Cislo (u,v) nazyvame skaldrnim
soucinem vektori u,v.

Vektorovy prostor V', v némz je definovan skalarni soucin, nazyvame vektorovgm
prostorem. se skaldrnim soucinem nebo euklidovskym wvektorovym prostorem nebo
stru¢né euklidovskym prostorem.

Vime, ze v kazdém vektorovém prostoru nad télesem R lze vzdy definovat skalarni
soucin, a to obecné vice riznymi zpusoby.

Podivame-li se jesté jednou, podrobnéji, na pravé zavedené pojmy, zjistime, Ze
by bylo mozné mit urcité vyhrady vuci nékterym formulacim. Zcela presné feceno,
skalarni soucin je zobrazeni f : V x V — R spliwjici axiomy (i) — (iv) a odpovidajici
euklidovsky vektorovy prostor je pak usporadané dvojice (V) f). V zéjmu stru¢ného
vyjadrovani se védomé dopoustime urc¢ité nepresnosti tim, ze hovorime o euklidov-
ském vektorovém prostoru V', misto o usporadané dvojici (V, f). Pfipomenme, Ze
podobné jsme postupovali napiiklad pii zavadéni pojmu afinniho prostoru.

Mame-li tedy dan néjaky euklidovsky vektorovy prostor V', pak zfejmé axiomy
(i) — (iv) skalarniho soucinu jsou splnény i v libovolném (vektorovém) podprostoru
prostoru V. To znamené, Ze kazdy (vektorovy) podprostor euklidovského prostoru
V' je sam euklidovskym prostorem. Budeme jej stru¢né nazyvat podprostorem eukli-
dovského prostoru V.

Ptimo z definice skalarniho soucinu plyne, Ze:

(W, v+w)=(u,v)+ (uw);
(u,rv) =7r(u,v);

(0,u) = (u,0) =0;

s t s t
(Zizlwi, 21 qJ'Xj> = ic1 21 Pigi (9, V)
Skalarni sou¢in nam umoziuje definovat délku vektoru a odchylku dvou nenulo-
vych vektort.

Definice 11.1. Pro libovolny vektor u € V' definujeme jeho délku (nebo téz veli-
kost) ||u|| vztahem

ull = ++v/(u,u).

Pro délku vektoru jsme v algebie odvodili zakladni pocetni pravidla:
|ul| >0, pricemz [[ul| = 0 pravé kdyz u = o;
lrull = [r[ - [lull;
|lu+v| <|lull +|lv]| (trojihelnikovd nerovnost);

()| < Jul- vl (Cauchyova nerovnost).
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Poznamenejme, Ze posledni nerovnost se téz nékdy nazyva Schwartzova nerov-
nost.
7. Cauchyovy nerovnosti bezprostifedné plyne, Ze pro libovolné nenulové vektory
u, v plati
[ - [lxl
a tedy existuje pravé jedno redlné ¢islo ¢ splhujici vztahy
(u,v)

cosp=—""— a 0<ep<m, (11.1)
[l - v

jak plyne z nasich znalosti funkce kosinus. Muzeme tedy vyslovit nasledujici definici.

Definice 11.2. Necht u,v jsou nenulové vektory z euklidovského vektorového
prostoru V. Pak realné ¢islo ¢, spliwjici vztahy (11.1), nazyvame odchylkou vektori

u,v.

Dva vektory u, v € V nazyvame ortogondlni nebo kolmé, je-li (u,v) = 0. Piseme
pak u L v nebo v L u. Tento zptisob zéapisu je korektni, jak plyne z komutativnosti
skaldrniho sou¢inu. Piimo z definice ortogonalnich vektora plyne, Ze:

u L u pravé kdyz u =o;

u | x pro kazdy vektor x € V pravé kdyz u = o;

ulw, proi=1,... kprave kdyz u L (riw; + - -+ rpw,) pro Vr; € R.

Kone¢nou posloupnost vektori u,,...,u, € V nazyvame ortogondlni posloup-
nosti, je-li

u Lu;proi#yg;i,j=1,...,k,
nekdy rikame téz strucéné, ze vektory uy, . .., u, jsou ortogondlni. Jednoduse lze uka-
zat, ze kazda ortogonalni posloupnost nenulovych vektort je linedrné nezavisla.

Je-li ortogonalni posloupnost vektorti navic bazi prostoru V', pak ji nazyvame
ortogondlni bdzi prostoru V. Ortogonalni bazi, jejiz kazdy vektor je normovany (tzn.
mé velikost rovnu 1), nazyvame ortonormdlni bazi prostoru V.

P1i praci s euklidovskymi vektorovymi prostory budeme pouzivat vyluéné orto-
normélni béze, coz ma zasadni vyhody pro pocitani skalarniho soucinu (a tedy i
v8ech pojmu z néj odvozenych). Je-li totiz

B=1{e, - -,€,) (11.2)

ortonormalni bazi prostoru V' a x,y € V vektory, jejichz soufadnice v (11.2) jsou
X = (71;...;2y), respektive y = (y1;... ;¥n), tzn. je

X =218 + -+ Tp€,, TeSP. y = Y1€; + - + Un€, ,
pak skalarni soucin (at je ve V' definovan jakkoliv) vektort X,y je tvaru

(X, y) =211+ + TpYn -
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Je jasné, ze pfi pouziti jiné baze nez ortonormalni, je vyjadieni skaldrniho soucinu
Konecné — 1ze dokéazat, ze k libovolné konecné posloupnosti vektortiu, ..., u, € V
existuje ortogonalni posloupnost e, ..., e, € V tak, ze plati

L(u,...,u,) = L(ey,...,e).

Specialné tedy v kazdém nenulovém euklidovském vektorovém prostoru V' existuji
ortogonalni i ortonormalni béze.

Ptripomenme, ze dikaz pravé uvedeného tvrzeni je konstruktivni a jeho algo-
ritmus (ktery je nutno znét!) se nazyva Gramm-Schmidtiv ortogonalizacni proces.

Ve zbyvajici ¢asti tohoto paragrafu nyni uvedeme nékteré dalsi vlastnosti orto-
gonélnich vektoru.

Definice 11.3. Necht W je podprostor euklidovského vektorového prostoru V.
Mnozinu
W+ ={xecV|x Lw, pro kazdy vektor w € W}

nazyvame ortogondlnim dopliikem podprostoru W ve V.
Je-li x € W+, pak fikdme téz, Ze vektor x je kolmij k podprostoru W a piSeme
x 1L W.

Véta 11.1. Necht W je podprostor euklidovského prostoru V. Pak plati:
1. Ortogondlni doplnék W+ je podprostorem ve V.

2. Prostor V je piimym souctem podprostori W a W+,
ten. V=W @ W+,

Diikaz. 1. Zfejmé o € W', a tedy W # 0. Dale, jsou-li x,y € Wt r € R
libovolné, pak je ihned vidét, ze x +y € W+ arx € W+, tzn. W+ je podprostorem
ve V. B

2. Je-li W = {0}, respektive W = V, pak je W+ = V, respektive W+ = {o},
a tvrzeni ziejmé plati. Necht tedy {o} # W # V, necht e,,...,e, je ortonormalni
béaze prostoru V' a necht u,,...,u, (0 < k < n) je baze podprostoru W. P#i tomto
oznaceni je x € W+ pravé kdyz (u;,x) =0, proi = 1,..., k. Necht je

W, =an€ + - tape, i=1,...k,

X =718+ +Tne,.
Potom je x € W+ pravé kdyZ plati

anTy + -+ apr, =0,

g1 Ty + -+ agpr, =0,
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coz je homogenni soustava k linedrnich rovnic o n nezndmych z1, ..., x,, jejiZ matice
mé hodnost k. Podprostorem feseni této soustavy je ziejmé prave W-.

Plati (viz [Ho94|) dim W+ =n — k.

Dale, soucet podprostorit W a W+ je piimy, nebot je-liu € WNW+*, pak u L u,
tzn. u = o, odkud dostévame, ze W N W+ = {o}. Konecng,

dim(WHW*) =dim W +dim W+ =k + (n — k) =n =dimV,
a tedy (viz [Ho94|) V =W @ W+, O

Disledek 11.1. Necht W je podprostor euklidovského prostoru V', necht x € V
libovolné. Pak existuje jediné vyjadreni vektoru x ve tvaru

x=y+z kleyeW, ze W+, (11.3)

Dikaz. Tvrzeni je pfimym dusledkem 2. ¢ésti predchozi véty a definice primého
souc¢tu podprostort (viz [Ho94|). O

Definice 11.4. Necht W je podprostor euklidovského prostoru V', necht vektor
x € V je vyjadien ve tvaru (11.3). Pak y se nazyva ortogondlni projekce vektoru
x na podprostor W a z se nazyva ortogondlni komponenta vektoru x vzhledem k
podprostoru W.

Véta 11.2. Necht W, S jsou podprostory euklidovského prostoru V. Pak plati:
1. (WHt=w;
2. W+S8)t=witnst;
3. WnStr=wt4+ s+,
4. WCSeWtDst,

Diikaz. 1.Inkluze W C (W) je ziejma. Podle Véty 11.1 (¢ast 2.) plati W W+ =
Wt (W)t =V, odkud dim W = dim V — dim W+. Tedy dim W = dim(W*)+ a
podle [Ho94] je W = (W+)+.

2. Inkluze (W + S)* C W+ NSt je ziejma. Naopak necht x € W+ NS+ a necht
u € W + S libovolné. Potom jeu =w + s, kde w € W, s € S, a plati

(x,u) = (x,w +8) = (x,w) + (x,8) =0,

a tedy x € (W + S)*.

3. Uzitim 1. a 2. dostavame (W N S)L = [(WH)L N (SHLE = (WL + SHLE =
W+ + S+

45"WCSeS=W+S = St=W+St=wWinst = s+t cw
uzitim 2. ¢asti véty a definice souctu podprostori.

“«<="Plyne z pravé dokdzané implikace uzitim 1. ¢asti véty. ]
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Definice 11.5. Necht W, S jsou netrivialni podprostory euklidovského vektoro-

vého prostoru V. Je-li
W C S+ nebo W D S+,

pak podprostory W, S nazyvame kolmé (ve V') a oznacujeme W L S.
Je-li specialné W = S+, pak podprostory W, S nazyvame totdlné kolmé (ve V).

Poznamka 11.1. 7 Véty 11.2 (¢ast 4.) bezprostiedné plyne, ze
WCSte SCWh resp. W2 St SOW resp W=S8teS5=W"

Vidime tedy, Zze kolmost i totalni kolmost jsou symetrické relace na mnoziné vsech
netrivialnich podprostora V', a tedy predchozi definice, tak jak byla vyslovena, je
korektni.

Déle poznamenejme, ze uzitim Véty 11.2 (¢ast 4.) a vlastnosti dimenze dosta-
neme néasledujici implikace

C J_ . . < .
{W_S — dimW +dimS <dimV, (11.4)

W28t — dimW +dimS >dimV,

pricemz ostra inkluze implikuje vzdy ostrou nerovnost. Je zfejmé, Ze obecné neplati
obracené implikace! &

Véta 11.3. Necht W, S jsou netrividlni podprostory euklidovského prostoru V. Pak
plati:

W, S jsou totdalné kolmé < W, S jsou kolmé a dimW + dim S = dim V.

Diikaz. “="Necht W, S jsou totalné kolmé; pak ziejmé W, S jsou kolmé a W = S+,
odkud dim V' = dim(S++S) = dim S* + dim S = dim W + dim S.

“<"Necht W, S jsou kolmé a plati dim W + dim S = dim V; pak W C S+ nebo
W D St az predchozi poznamky plyne, Ze ani jedna z inkluzi nemiize byt ostra. Je
tedy W = S+, tzn. W, S jsou totalné kolmé. ]

Véta 11.4. Necht W, S jsou netrividlni podprostory euklidovského prostoru V' ta-
kové, ze W, S jsou kolmé. Pak plati:

1. dimW+4dimS <dimV = WnS={o};

2. dimW +dimS >dmV — W+ S5S=V.

Diikaz. 1. Necht W L S adimW +dimS < dimV. Pak W C S+ nebo W D S+,
oviem vzhledem k (11.4) musi byt W C S+, odkud pak W NS C StNS = {o}, a
tedy W NS = {o}.

2. Necht W L S adimW + dim S > dim V. Pak opét uzitim (11.4) dostavame
W DSt odkud VOW+SDSt®S =V. Obé posledni inkluze musi tedy byt
rovnostmi, coZ vSak znamené, ze V =W + S. ]
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Véta 11.5. Necht W, S jsou netrividlni podprostory euklidovského prostoru V. Po-
tom plati:

W LSveVadmW4+dmS <dmV &
< W, S jsou totdlné kolmé ve (W + 5).

Dtikaz. Necht index u symbolu * znaéi vzdy podprostor, v ném7 konstruujeme
ortogonalni doplnék. Je zfejmé, ze plati

Stwis — SV A (W + 9). (11.5)

“="7 predpokladi a z Véty 11.4 dostavame, ze W N S = {0}, odkud dim W +
dim S = dim(W +.5), respektive W, S jsou netrivialni podprostory ve (W +.5). Dale
z predpokladi (uZitim (11.4)) plyne, Ze W C S1v. Trivialné je W C W+ 9, a tedy z
(11.5) pak dostavame W C S+w+s neboli W, S jsou kolmé ve (W + S). Dohromady
pak podle Véty 11.3 jsou W, S totalné kolmé ve (W + 5).

“<"Necht W, S jsou totalné kolmé ve (W +.5). Pak podle Véty 11.3 je dim W +
dim S = dim(W + S) < dimV. Dale, z predpokladu totalni kolmosti a z (11.5)
dostavame W = S+w+s C SV neboli W L S ve V. O

Uloha 11.1. Naleznéte ortogonalni projekci vektoru x = (4; —1; —3;4) na podpo-
stor W = L(u,v,w), kde u = (1;1;1;1), v = (1;2;2; —1), w = (1;0;0; 3).

Resent: Bude vyhodné nejprve nalézt bazi podprostoru W (vektory u, v, w jsou
podle zadani pouze generatory W). Ale

111 1 1 1 1 1
122 -1]~10 1 1 =21,
100 3 0o -1 -1 2

odkud jiz vidime, Zze bazi W tvoii napiiklad vektory u,v.
Nyni budeme hledat vyjadreni

x=y+z kdey € W, ze W™,

a tedy y = ru + sv, respektive z = x — y, odkud vidime, Ze tloha bude vyfeSena
nalezenim koeficentu r, s. Ale plati

0=(z,u)=(x—y,u), resp. 0= (z,v) = (X~ y,v),

odkud po dosazeni za y a rozepsani dostavame
r(u,u) + s(v,u) = (x,u),
r(u,v) +s(v,v) = (x,v).
Po vy¢isleni vSech skalarnich soucinti a dosazeni fesime soustavu linearnich rovnic

= r=3 s=-2 = y=3u—2v=(1;-1;,-1;5).

dr + 4s =4
4r +10s = —8
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Poznamenejme, ze jako vedlejsi produkt predchozich vypoctia dostavame i ortogo-
nalni komponentu z = x —y = (3;0; —2; —1).

Vysledek: ortogonalni projekci vektoru x na W je vektor y = (1;—1;—1;5)
a ortogonalni komponenta vektoru x vzhledem k podprostoru W je vektor z =

(3;0; —2; —1). A

Uloha 11.2. V euklidovském 4-rozmérném prostoru V jsou dany podprostory W =
L(uy,uy,u3) aS=L(v), kdeu, = (1;1;1;1), uy = (—2;6;0;8), us = (—3;1; —2;2),
v = (L;a;3;0):
1. Naleznéte ortogonalni bazi W a tuto bazi dopliite na ortogonalni bazi
prostoru V.

2. Urcete hodnoty a, b tak, aby podprostory W, S byly kolmé.

Resend: 1. Na vektory u,, U,, u; aplikujeme Gramm-Schmidtiv ortogonaliza¢ni
proces:

e =u = (LL11);

e, =te; + Uy, kde t = —28) — 3 tedy e, = (—5;3; —3;5);

(91 7§1)
gf:h§y+h2y+u&kdeh=:—%§§%=%,b=:—%§§%zv—itﬂw

e; = (0;0;0;0).

Vidime, ze e; = 0 (coz je dusledkem toho, Ze vektory u,,u,, us jsou linedrné
zavislé), a tedy hledanou ortogonalni bazi W jsou (napf.) vektory e, e,.

Pro doplnéni vektori e;, e, na ortogonalni bazi celého prostoru V' bude ziejmeé
stacit nalézt libovolnou ortogonalni béazi f,, f, podprostoru W+ (zdiivodnéte!). Ale
W+ je mnoZina fefeni homogenni soustavy linearnich rovnic, jejiz koeficienty jsou
pravé souradnice vektori e, e, (zduvodnéte!). Vektory f,,f, pak dostaneme orto-
gonalizaci libovolné baze teseni této homogenni soustavy:

11 11 0 1 1 11 0 N
-5 3 =3 5 0 0415 0
To =T, r3 =4r —bs,
Ty =S, xr1 = 3r +4s,
a tedy bézi feseni tvori napiiklad vektory w, = (3;1; —4;0), w, = (4;0; —5; 1). Pak:

fi=w, =(3;1;,-4;0);

_ _ _(wyfy) _ _ 16. _(4.-16. -1,
£, =tf) + Wy, kde t = —TF2¢ = — 435 tedy £, = (153 133 1) -

Vysledek: vektory e;, e, jsou ortogonaloni bazi W, respektive vektory e, e,, £, £,
jsou ortogonalni bézi prostoru V.

2. Vzhledem k tomu, ze dim S = 1, dim W = 2 (a tedy dim S+ = 3, dim W+ = 2),
mohou byt podprostory W, S kolmé jediné v piipadé, ze W C S+ neboli S C W,
Musime tedy uréit ¢isla a, b tak, aby v € L(w,, w,), kde w,, w, jsou vektory béaze
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W+, ziskané v 1. Ale

31 -4 0 3 1 —4 0
40 -5 1| ~---~10 —4 1 3
1 a 30 0 0 —51—-3a 3—9a—12b

Vidime tedy, ze v € L(w,, w,) pravé kdyz —51—3a = 0A3—9a — 12b = 0, tj. pravé
kdyz a = —17, b = 13.
Vysledek: podprostory W, .S jsou kolmé praveé kdyz a = —17, b = 13. A
Ptipomenme znovu, ze v obou tlohéch jsme pfi vypoctech podstatné vyuzivali
umluvy o tom, ze soufadnice vektoru jsou vyjadifovany vzhledem k pevné ortonor-
malni béazi prostoru V.

12 FEuklidovsky prostor, kartézské souradnice

Definice 12.1. Afinni prostor, jehoz zamérenim je euklidovsky vektorovy prostor
(tj. vektorovy prostor se skalarnim soucinem), nazyvame euklidovskym bodovgm
prostorem nebo strucné euklidovskym prostorem a oznacujeme &.

Poznamka 12.1. Vidime, ze euklidovsky (bodovy) prostor je speciadlnim piipadem
afinniho prostoru. Proto muzeme na euklidovsky prostor prenést vSechny pojmy a
vlastnosti afinniho prostoru. Je tedy zifejmy vyznam pojmu: bod euklidovského pro-
storu €, zaméieni Z(E) euklidovského prostoru €, podprostor euklidovského prostoru
E (ptripomenme z Paragrafu 1, Ze podprostory v Z(€) jsou pravé jeho vektorové
podprostory), dimenze euklidovského prostoru £, dimenze podprostoru euklidovského
prostoru &, afinni repér a afinni souradnice v € atd. VSechny tyto pojmy nebu-
deme v euklidovském prostoru znovu zavadét, ale budeme je automaticky prenéaset
z afinniho prostoru. &

Pripomenme jesté, ze strucné vyjadreni euklidovsky prostor muze sice jednou
znamenat euklidovskij bodovyj prostor a podruhé euklidovsky vektorovij prostor, ovsem
ze souvislosti bude vzdy jednoznacéné jasné, o ktery z obou pojmu se jedna.

Definice 12.2. Necht A, B jsou body euklidovského prostoru £. Pak realné ¢islo
H@H nazyvame vzddlenosti bodii A, B a oznacujeme AB. Je tedy

AB = |AB| .

Véta 12.1. Necht A, B,C € £. Pak plati:
1. AB>0;
2. AB =0 prdvé kdyz A= B ;
3. AB = BA;
4. AC < AB+ BC'.
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Dikaz. Tvrzeni plynou ihned z definice velikosti vektort a axiomi skaldrniho sou-
¢inu, respektive z trojuhelnikové nerovnosti, uvedenych v Paragrafu 11. ]

Poznamka 12.2. Mnoziny, v nichz ke kazdym dvéma bodim X,Y je prifazeno
realné &islo XY tak, Ze jsou splnény vlastnosti 1. — 4. z pfedchozi véty, se nazyvaji
metrické prostory a studuji se blize v matematické analyze. Pfedchozi véta nam tedy
mimo jiné fika, ze euklidovsky prostor je prikladem metrického prostoru. %

Posledni ¢éast predchozi véty miiZzeme jesté jednoduSe rozsifit o charakterizaci
toho, kdy v uvedené nerovnosti nastane rovnost.

Véta 12.2. Necht A, B,C € £. Potom plati:

AC = AB + BC pravé kdyz B € [A,C].

Dikaz. Z definice vzdéalenosti dvou bodt, z Véty 12.1 a z trojihelnikové nerovnosti
plyne, 7 AC — AB + BC prévé kdy# B = C nebo AB — tBC, kde t > 0.
Posledni podminka je vSak ekvivalentni podmince, ze body A, C lezi na opacnych
polopiimkéch s hrani¢nim bodem B neboli bod B je bodem tusecky [A, C], coz dava
tvrzeni véty. O]

Definice 12.3. Necht & je euklidovsky prostor, dim& = n > 1, a necht
%= (P;e,...,e,) (12.1)

je afinni repér v &, takovy, ze (e,,...,e,) je ortonormalni baze zaméreni Z(&,).
Pak (12.1) se nazyva kartézsky repér nebo ortonormdlni repér nebo kartézsky sou-
radny systém v &,.

Soutadnice bodi v &, vzhledem k repéru (12.1) se nazyvaji kartézské souradnice.

Umluva 12.1. Vsude dale v této kapitole, nebude-li vyslovné feceno jinak, budeme
soutfadnicemi bodu a vektort vzdy rozumét jejich souradnice vzhledem k pevnému
kartézskému repéru (12.1). O

Poznamka 12.3. Vidime, ze kartézsky repér je specialnim piipadem afinniho re-
péru a plati pro néj tedy vSechny vztahy odvozené v Paragrafu 3, tj. vztahy pro
soufadnice bodu, souradnice vektori, transformacni rovnice atd. Z toho, co bylo fe-
¢eno v predchozim paragrafu o ortonormalnich bazich, je zfejmé, ze hlavni vyhodou
zavedeni kartézskich souradnic bude jednoduché vyjadfovani skaldrniho soucinu a
pojmit z néj odvozenych. Pfipomenme, Ze jsou-li u = (uy;... ;uy,), v.= (v;... ;0,)
vektory ze zaméteni Z(&,), pak pro jejich skaldrni soucin (u,v) plati

(W, v) = wvr + - + Uy - (12.2)
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Mame-li dva body A = [ay;... ;a,], B = [by;... ;b,] € &,, pak jejich vzdalenost
AB vyjadiime pomoci souradnic uzitim (12.2) takto:

AB = /(b —a1)? + -+ (b, — a,)?. (12.3)
Podobné pro odchylku ¢ dvou nenulovych vektori u, v dostaneme vzorec

UV + o+ URUy,
Vil el

& (12.4)

cosp =

Nésledujici véta ukaze, ze i stfed dvojice bodi miizeme charakterizovat pomoci
vzdalenosti.

Véta 12.3. Bod S € & je stiredem dvojice bodiu A, B € € pravé kdyz je
SA=SB=-AB. (12.5)

Dikaz. Je-li A = B, pak tvrzeni ziejmé plati. Necht tedy A # B.

1. Necht S je stfedem dvojice bodi A, B. Potom podle Dusledku 8.1, plati
symbolickd rovnice S = $A + 1B, z niz po rozepsani a uzitim (12.3) dostavéme
SA=1AB =SB, tzn. plati (12.5).

2. Naopak, necht plati (12.5). Pak AS + SB = AB a podle Véty 12.2 je S €

[A,B], tn. AS = tAB, kde 0 < ¢ < 1. Potom vsak |AS| = [t - |AB| neboli
SA =t AB, odkud plyne (podle (12.5)) vzhledem k tomu, ze AB # 0, t = 1. Podle
Véty 8.5 je pak bod S stfedem dvojice bodu A, B. ]

Transformacni rovnice pro soufadnice bodiu, respektive vektort, pii prechodu
od jednoho afinniho repéru k druhému, jak jsme odvodili v Paragrafu 3, budou
opét beze zmény platit i pro dva kartézské repéry. Ukazeme si vSak, ze v pripadé
kartézskich souradnic bude mit matice prechodu A specialni tvar, ktery umozni
jednodussi manipulaci s transforma¢nimi rovnicemi.

Véta 12.4. Necht jsou ddny dvé ortonormdlni baze zaméreni Z(E,)

B=1{e,...,e,), (12.6)

) =n

#'=(e},...,e), (12.7)

)’ En

a necht A = (a;;) je matice piechodu od (12.6) k (12.7) a A’ je transponovand
matice k matici A. Pak plati:

1. AA=E,, kde E,, znac7 jednotkovou matici Fidu n ;
2. Al =A;
3. |Al =+£1.

Dikaz. 1. Z definice matice prechodu plyne, Ze

/ .
€ = a1€ + -+ aye,, pro 1=1,...,n.
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Potom prvek stojici v i-tém Ffadku a j-tém sloupci matice A’A je tvaru:

1, proi=j,
aia,,_kaia"_i_..._'_anian.: e;,e/A = . .
T 1= (enegy) {0,pr02#J,

a tedy je A’A = E,.

2. Z 1. a z Cauchyovy véty plyne, Zze matice A je regularni, tzn. existuje pak
inverzni matice A1, Vynasobime-li rovnost A’A = E,, zprava matici A~!, dostavame
A= AL

3. Z algebry vime, ze |A’| = |A|; pak z 1. wzitim Cauchyovy véty dostavame
1=|E,| = |A'A] = |A'| - |A| = |A]?, odkud |A| = +1. O

Poznamka 12.4. Predchozi véta ma bezprostiedni vyuziti pfi studiu transfor-
macnich rovnic pro soutradnice bodu, respektive vektort, v euklidovském prostoru.
Znéme-li totiz vyjadieni necdrkovanych soutadnic pomoci éirkovangch (tj. vztahy
(3.9), (3.12)), pak u kartézskich soufadnic mizeme opa¢né transformad¢ni rovnice
(tj. vyjadieni cdrkovanych souradnic pomoci necdarkovangch) psat na zakladé 2. ¢asti
predchozi véty prakticky okamzité pomoci transponované matice A’. &

Poznamka 12.5. Z linearni algebry vime, Ze matice pfechodu od jednoho kartéz-
ského repéru k druhému je ortogonalni matice. V dimenzi 2 (v roviné) jsou v8echny
ortogonalni matice tvaru

(09804 —sina) ’ (C?SO& —i—sina) ’ (12.8)
sina cosa sina —cosa
kde « je odchylka zakladnich vektoru e,, €] z kartézskych repéri R = (P;e,e,)

a R = (P;€),e}), viz Obr. 12.1 pro prvni matici, kterd odpovida stejné orientaci
repéri. &

Obr. 12.1
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13 Kolmost podprostori

Definice 13.1. Necht Bj, Bs jsou netrividlni podprostory euklidovského (bodo-
vého) prostoru £. Rekneme, ze podprostory By, By jsou kolmé, jsou-li kolma jejich
zaméteni Z(By), Z(Bs). Piseme pak By L Bs.

Podobné, podprostory By, By nazyvame totdlné kolmé, jsou-li totalné kolma je-
jich zaméteni Z(By), Z(Bs).

Poznamka 13.1. Z definice je vidét, ze kolmost i totalni kolmost podprostort eukli-
dovského prostoru zavisi pouze na zamérenich téchto podprostori. Vysetrovani kol-
mosti a totalni kolmosti bude tedy probihat ve vektorovych prostorech se skalarnim
soucinem, pri¢emz ziejmé podstatné vyuzijeme vysledkii odvozenych v Paragrafu

11. &

Véta 13.1. Necht By, By, By, B jsou podprostory euklidovského prostoru € a necht
B:||B;, dim B; = dim B;, pro i = 1,2. Potom:

By L By pravé kdyz By LB.

Dikaz. Je-li B;||B. a dim B; = dim B}, potom musi byt Z(B;) = Z(B}), proi = 1, 2.
Tedy Z(B,) = Z(B}) a Z(By) = Z(B)), odkud ihned plyne tvrzeni. O

Véta 13.2. Necht B,C jsou podprostory euklidovského prostoru €. Potom:

1. Libovolnym bodem A € & prochdzi pravé jeden podprostor, ktery je totdlné
kolmy k B.

2. Jsou-li podprostory B,C totdlné kolmé, pak jejich prinikem je bod.
Diikaz. 1. Podprostor {4; Z(B)*} je totalné kolmy k B, prochazi bodem A a ziejmé

je jediny s témito vlastnostmi.

2. Necht podprostory B,C jsou totalné kolmé; potom Z(B) = Z(C)*, odkud
plyne, ze dim Z(B) + dim Z(C) = dim Z(€), a tedy podle Véty 11.4 (¢ast 1.) je
Z(B)NZ(C) ={o}. Ale Z(B) + Z(C) = Z(E), tzn. podle Véty 2.3 se podprostory
B, C protinaji. Dohromady dostavame, ze prunikem B, C je O0-rozmérny podprostor,
tzn. bod. ]

Véta 13.3. Necht B je k-rozmérny podprostor v € (0 < k < n = dim &) vyjdadieny
neparametricky

anxry +--+ apr, = by,
(13.1)
Ap1T1+ -+ Qpefn®n = bp_p.
Oznacme a; = (a;1;...;ai), 1 = 1,...,n—k, vektory ze Z(&,), jejichZ soufadnicemsi
jsou koeficienty v jednotlivych rovnicich systému (13.1). Potom vektory a,,...,a,

tvoTi bdzi ortogondlniho doplitku zaméreni Z(B), a tedy

Z(B)*: = L(a,...,a, ;). (13.2)
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Diikaz. Podle Véty 5.3 je zaméfeni Z(B) rovno podprostoru feseni zhomogenizo-
vaného systému k systému (13.1). Pro kazdy vektor x = (z1;... ;2,) € Z(B) tedy
plati a;jz1 + -+ - + @iz, = 0, tj. (a;,,x) =0 nebolia, L x,proi=1,...,n—k.
Tedy a,,...,a, , € Z(B)*, pficemz podle pfedpokladu jsou vektory a,, ..., a,
linedrné nezévislé. Ponévadz dim Z(B)* = n — k, jsou vektory a,,...,a, , bazi
podprostoru Z(B)t. Zbytek tvrzeni je pak trividlni. O

Véta 13.4. Necht plati oznacent predchozi Veéty 13.3 a necht C je podprostor v &,,.
Potom:

B L C pravé kdyz Z(C) C L(ay,...,a, ;) nebo Z(C) 2 L(ay,...,a, ) -
Dikaz. Tvrzeni véty plyne bezprostifedné z definice kolmosti a z Véty 13.3. [

Poznamka 13.2. Pokud by rovnice (13.1) zadéavajici podprostor B byly linearné
zévislé (coz se nékdy v praxi stava), pak jisté neplati 1. ¢ast tvrzeni Véty 13.3, oviem

ziejmé zistavaji v platnosti (13.2) a Véta 13.4 (nebot pak vektory a,,...,a,_, jsou
generatory Z(B)1). &

Déle, je-li dana nadrovina N = a121 + - - + a,x, + a = 0, pak zfejmé vektor
n=(ay;...;a,) je kolmy k Z(N'). Zavedeme pro néj nasledujici oznaceni.

Definice 13.2. Necht N = a;x; + -+ + a,z, + a = 0 je nadrovina v &,. Pak
vektor n = (ay;... ;a,) budeme nazyvat normdlovym vektorem nadroviny N a
kazdou pfimku, jejimz smérovym vektorem je vektor n, budeme nazyvat normdlou
nadroviny N .

Nésledujici véty se zabyvaji specialnimi piripady kolmosti podprostori v £, a sice
kolmosti ptimky a nadroviny, respektive kolmosti dvou nadrovin.

Véta 13.5. Necht p= X = A+ tu je primka a N = a1z, + -+ a,x, +a =0 je
nadrovina v &,. Potom p a N jsou totdiné kolmé prdave kdyz existuje redlné ¢islo k
takové, Ze u = k(aq;. .. ;ay,).

Diikaz. Uvédomme si, Ze dimp + dim N = dim &, a tedy podle Véty 11.3 se v
piipadé kolmosti piimky p a nadroviny N musi jednat o totalni kolmost. Zbytek
tvrzeni pak plyne piimo z Véty 13.4. O

Véta 13.6. Necht N1 =ax1+ -+ apr, +a=0, No=byxy+---+ bz, +b=0
jsou nadroviny v E. Potom:

MLIN, & aby+--+ab,=0 <& n; Ln,.

Diikaz. Podle Véty 13.4 a podle Véty 5.3 je N1 L No & (ay;... ;a,) € Z(N?)
< arby + - +apb, = 0. O
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Poznamka 13.3. Aplikujeme-li predchozi dvé véty na 2-rozmérny (respektive 3-
rozmérny) euklidovsky prostor, dostaneme véty o kolmosti piimek a rovin znamé ze
stfedni skoly. Naptiklad, mame-li dany v roviné dvé primky zadané ve smérnicovém
tvaru rovnic, tj.

m=y=kir+q, p=y=kr+q,

k1 # 0 # ko, miiZzeme tyto rovnice psat v tvaru
m=kr—-—y+a=0, p=hr-y+qp=0

1
a podle Véty 13.6 jsou p; a py kolmé praveé kdyz kiks +1 =0, tj. ky = o coz je
1
vysledek dokazovany na stiedni skole.

Poznamka 13.4. Jednou z nejcastéjsich praktickich tloh o kolmosti je tloha nalézt
k danému k-rozmérnému podprostoru B totélné kolmy podprostor C prochazejici
pevnym bodem Q. K vy¥eSeni této tlohy staci ziejmé nalézt Z(C), pticemz Z(C) =
Z(B)*. V podstaté mohou nastat dvé situace:

a) Podprostor B je zadan parametricky, tzn. B = X = A + tju; + - -+ + tpuy,
kde u; = (ui1;...;Upn), i =1,..., k. Potom Z(B)* je mnoZzinou feseni homogenniho
systému linearnich rovnic

upxy + -+ upr, = 0,

Up1X1 + -+ UppTy, = 0

a hledany podprostor C bude vyhodné vyjadiovat neparametricky. Jeho nepara-
metrické rovnice dostaneme "znehomogenizovanim"ptedchozi homogenni soustavy
rovnic soufadnicemi bodu Q).

b) Podprostor B je zadan neparametricky, tzn.

anry + -+ apr, = by,
B = :

Ap—k,1T1 + -+ Ap—kn = bn—k .

Potom vektory fadkovych koeficientti tvoif bazi Z(B)* a hledany podprostor C bude
vyhodné vyjadfovat parametricky. &

Véta 13.7. Necht B je netrividlni podprostor euklidovského prostoru € a R € £ je
bod nelezici v B. Pak existuje prdavé jedna primka p prochdzejici bodem R, kterd je
kolmd k B a protind B.

Dikaz. Podle Véty 13.2 bodem R prochazi jediny podprostor C totalné kolmy na B.
Pritom BNC je pravé jeden bod P. Potom piimka p = p(R, P) je hledané piimka. [
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Definice 13.3. Primka p, kterda prochézi danym bodem R, protina dany pod-
prostor B a je k nému kolmé, se nazyva kolmice vedend bodem (kolmice spusténd
z bodu) R ma podprostor B. Prusecik pfimky p s podprostorem B se pak nazyva
pata kolmice vedené bodem R na podprostor B (nebo téz kolmy pramét bodu R na
podprostor B).

Poznamka 13.5. Uvédomme si, Ze predchozi definice nic nepfedpoklada o poloze
bodu R. Jestlize bod R nelezi v podprostoru B, pak podle Véty 13.7 kolmice vedené
bodem R na B, respektive kolmy priamét bodu R na B, jsou urCeny jednoznac¢né.
Jestlize v8ak R € B, pak splyva bod R s kolmym primétem R na B, ovSem kolmice
vedena bodem R na podprostor B muze, ale nemusi byt ur¢ena jednoznac¢né. Na-
piiklad je-li B rovina (respektive pifimka) ve 3-rozmérném prostoru a R € B, pak
existuje jedna kolmice (respektive nekone¢né mnoho kolmic) vedena bodem R na B.

&
Uloha 13.1. Naleznéte podprostor C v &, ktery prochazi bodem Q a je totalné
kolmy k roving ¢ = {A4;L(u,v)}. Pritom @ = [—1;2;5;1;4], A = [3;2;1;1;2],
u=(72113), v=(0;4-21;-1).

Resent: Rovina o je zaddna parametricky, a proto bude vyhodné hledat nepa-

rametrické vyjadieni podprostoru C. Ale Z(C) je dan homogenni soustavou linear-
nich rovnic, kterou ziskdme pomoci souradnic vektori u, v, tj.

7(131—|—21’2+ ZL’3+CL’4+3$5:O,
4.3(32—2.’]334-374— .’13'520.

Pravé strany neparametrického vyjadieni C dostaneme dosazenim soufadnic bodu
Q. Pakby=—-74+4+5+14+12=15b,=8—-10+1—4 = —5.
Vysledek: hledany podprostor C ma neparametrické vyjadieni

C = 71‘1+21’2+ x3+$4+3£€5 = 15,
B 4$2—2$3+£L’4— Ty =-5. A

Uloha 13.2. Naleznéte podprostor C v &, ktery prochazi bodem Q a je totalné
kolmy k podprostoru B. Pfitom @ = [1;0;1; 0; 1], respektive

B— 191’1+11{L‘2—4l’3+5l’4+$5 :3,
Trx1 + 2x9 + x4 =1.

Resent: Ziejmé je dim B = 3, a tedy hledanym podprostorem C bude rovina (t;.
dim C = 2). Podle Véty 13.3 viak bazi Z(B)* = Z(C) tvori vektory, jejichZ soufad-
nicemi jsou koeficienty u nezndmych v neparametrickém vyjadreni podprostoru B.
Dostavame tedy okamzité hledané feSeni (v parametrickém tvaru).

Vysledek: podprostor C je urcen parametricky C = X = @ + ru + sv, kde
Q= [1;0;1;0;1}, u = (19;11; —4;5; 1), v = (7;2;0; 1;0). A
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Uloha 13.3. Bodem @ € &; ved te v roviné o p¥imku ¢, ktera je kolméa k pifmece
p=X=A+tu Piitom Q = [2;1;-3], o =3z -2y +2 =1, A = [45;3],
u=(-6;6;1).

Reseni: Predevsim je vidét, ze () € p, a tloha ma tedy smysl. Hledejme piimku
g v parametrickém tvaru za pouziti daného bodu @), tzn. Ze

¢ =X = Q + yw, kde musime nalézt vektor w = (wy; wq; w3) .
Ale podle zadani je w € Z(p), respektive w L u, tzn. po rozepsani

3'LU1 —2w2—i—w3 :0,
—6wy + 6wy +w3 =0,
odkud po vyfeseni (napiiklad Gaussovou metodou) dostavame ws = 2k, wy = —3k,
wy = —$k, tzn. je napitklad w = (—8; —9;6).
Vysledek: primka ¢ ma parametrické vyjadieni

r = 2-28t,
z = —-3+6t. A

14 Vnéjsi a vektorovy soucin

V tomto paragrafu uvedeme nejprve dalsi vlastnosti euklidovskych vektorovych pro-
stort, respektive orientovanych euklidovskych vektorovych prostori, a potom né-
které jejich aplikace.

Umluva 14.1. Nebude-li vyslovné feceno jinak, pak viude v tomto paragrafu pred-
pokladame, ze ve studovaném n-rozmérném euklidovském vektorovém prostoru V,,
je pevné zadana ortonormalni baze

B=(€1,-.. ) (14.1)
v niz vyjadiujeme vsSechny soutadnice. Je-li prostor V,, navic orientovany, pak ori-
entace je zvolena tak, ze baze (14.1) je kladna. O
Definice 14.1. Necht V,, je orientovany n-rozmérny euklidovsky vektorovy pro-
stor a necht u,,...,u, je konefna posloupnost n vektori z V,, pficemz je
u, = (U35 Us ... Upi), pro ¢ = 1,..., n. Pak reélné &islo

Uil U2 ... Uilp

Up1 Up2 ... Upn
nazyvame vnéjgim soucinem vektori u,,...,u, a ozna¢ujeme [u,,...,u,].
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Poznamka 14.1. Rozmyslime-li si diikkladnéji pfedchozi definici, vidime ihned, ze
vnéjsi soudin [uy, ..., u,] je definovan pomoci souradnic vektort u,, ..., u, v pevné
kladné ortonorméalni bazi (14.1) a tudiz je na prvni pohled zavisly na volbé této béaze
(coz by se tedy mélo n&jak projevit v slovnim vyjadieni a v symbolice). Nasledujici
véta vsak ukaze, zZe tomu tak neni, a tedy definice vnéjsiho soucinu je zformulovina

korektné. &

Véta 14.1. Vnejsi soucin vektord uy, ..., u,, €V, nezdvisi na volbé kladné ortonor-
mdlni bdze prostoru V,.

Diikaz. Necht (14.1), respektive

!/ / /
B = (e,...,€,) (14.2)
jsou dvé kladné ortonormalni baze prostoru V,,. Ozna¢me [uy,...,u,] 4, respektive
[u,,...,u,] %, vngjsi soudin vektori u,,...,u, vyjadieny pomoci souradnic téchto

vektora v bazi (14.1), respektive (14.2). Necht A znac¢i matici pfechodu od béaze
(14.1) k bazi (14.2). Podle Véty 12.3 (3. ¢ast) je |A| = £1 a protoze (14.1) a (14.2)
jsou souhlasné baze, je tedy |A| = 1.

Necht nyni u;, = (uy;;ug;...;uy) vyjadieno v béazi (14.1), respektive u;, =
(u)y; uh;s . -5 un;) vyjadieno v bazi (14.2), pro i = 1,...,n. Uzitim transformacnich
rovnic pro soufadnice vektortu (viz (3.12)) dostavame proi=1,...,n

!/ !/ !
ulz Uh ull P uln ull P uln
=Al : |, ten. : [ =A I
/ / /
Uni ul,; Upl v Upp uLy .. ub,
odkud prechodem k determinantim uzitim Cauchyovy véty a toho, Ze |A| = 1,
dostavame
!/ !/
u11 e u1n UH P uln
/ /
Upl .- Upp uhy .. b,
neboli [uy,...,u,]g=[u,...,u,]%. O

Véta 14.2. Necht u,,...,u, je konecnd posloupnost vektori zV,,, v e V, ar € R.
Pak:

L u,..u+yv,.ow] =, ou] v,
pro vSechna i =1,....n.
2. uy,...,mu,,...,u,] =ruy,...,u,] provsechnai=1,...,n.
3. Je-li (kyi;... ;ky) libovolné poiadi indexi 1,2,... ,n a znaci-li t
celkovy pocet dvojic tvoricich inverzi v tomto poradi, pak
[uklv s ’Ekn] = (_1)15[21’ S 7gn] .
4. Vnéjsi soucin [uy, ..., u,| =0 < vektory uy, ..., u, jsou

linedrné zavislé.
5. Vnéjsi soucin [uy,...,u,] je kladny (respektive zdporny) < vektory
u,,...,u, twori kladnou (respektive zdapornou) bdzi prostoru V,,.
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Dikaz. Vlastnosti 1. az 4. plynou ihned z vét o zakladnich vlastnostech determi-
nanti, uvadénych v algebre. Cast 5. pak plyne z 4. a z definice orientace prostoru
V., uvédomime-li si, ze jsou-li vektory uy,...,u, linedrné nezavislé, pak (nebot
dimV,, = n) musi tvofit bazi V,, a vnéjsi soucin je vlastné determinantem matice
piechodu od baze (14.1) k bazi (u,,...,u,). Piitom stale v rdmci Umluvy 14.1
predpokladame, ze baze (14.1) je kladné. O

Poznamka 14.2. Vlastnosti 1. az 5. v predchozi vété jednoznacné urcuji vnéjsi
soucin vektort. Mohli bychom tedy definovat vné&jsi soucin jako zobrazeni

Vopx--xV, >R,
—_———

n—krat

které je

1. linearni v kazdé slozce (vlastnosti 1. a 2.),

2. antisymetrické (vlastnost 3.),

3. spliiuje vlastnosti 4. a 5.

Tato definice by byla evidentné nezavisla na zvolené bazi, ale odvodit z ni sou-
fadnicové vyjadreni vnéjsiho souc¢inu vektori by bylo obtizné. Proto jsme z "technic-
kych"duavodu zvolili opa¢ny postup a definovali vnéjsi soucin pfimo v souradnicich

a teprve odtud snadno odvodili vlastnosti 1. az 5. &
Definice 14.2. Necht u,,...,u; je konecna posloupnost k£ vektori z V,,. Pak
determinant

(w,0,) (u,u,) .. (u,u)

(g, 1)) (Ugy 1) ... (up,uy)

(w1y)  (w,15) oo (g, 1)
se nazyva Grammiv determinant vektori u,,...,u, a oznacuje se symbolem
G(El? s 7uk)

Véta 14.3. Necht u4,...,u, je konecnd posloupnost n vektord z V,,. Pak plati
2

G(uh ce 7En> = [ula s 7un] :
Dikaz. Tvrzeni véty plyne bezprostfedné rozepsanim z definice vnéjsiho soucinu,
uzitim véty o determinantu transponované matice a vztahu (12.2) pro skalarni sou¢in
dvou vektoru. W

Poznamka 14.3. Uvédomme si predevsim, Ze pojem Grammova determinantu je
definovan pro libovolny kone¢ny pocet vektortu. Je-li tento pocet specidlné roven
dimenzi prostoru V,,, pak (podle pfedchozi véty a Véty 14.2 (2. ¢ast)) je Grammuv

determinant G(uy,...,u,) nezaporné realné ¢islo, které je rovno nule pravé kdyz
vektory u,,...,u, jsou linearné zavislé. V dalsim ukazeme, ze Grammiv determi-

nant ma stejnou vlastnost pro kazdou kone¢nou posloupnost vektorii. &
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Véta 14.4. Necht uy,...,u, je libovolnd posloupnost vektori 2V ; respektive z,, . . . , 2,
je ortogondlni posloupnost vektori z V takovd, Ze

Z, =Wy, 2z, =tlagu+ -+ 1,0 w0 1 € R, i=2,... k.

Potom je
G(Eh s 7uk> = (Zl?gl) s (ZkaZk) .

Dikaz. Necht 2 < i < k; pak dosazenim z predpokladu véty dostavame pro libo-
volné j =1,...,k

(Ziagj) = til(ﬂlagj) +ot ti,i—l(Hz‘_pEj) + (Eiauj> )

odkud plyne, Ze zaména vektoru u; vektorem z; v celém i-tém fadku (2 < i < k)
Grammova determinantu G(uy, . .., u;) je ekvivalentni pfi¢teni k tomuto fadku jisté
linedrni kombinace predchozich tadki, coz je iprava, kterd nezméni hodnotu deter-
minantu. Dale podle pfedpokladu je z, = u,, tzn. (u,,u;) = (z;,1;) pro libovolné
7 =1,...,n. Dohromady tedy

(w,n) ... (W) |[(z,0) ... (z,4)

(e, y) -0 (uy, ) (Zp,uy) oo (24,1y)
Podobné, necht 2 < 5 < k; pak pro libovolné i =1,...,k je
(2;,2;) = tjr(z;,0y) + - +t;51(2,0; ) + (z;,1),

respektive z, = u,, tzn. stejnou tvahou jako vySe mizZeme v posledné napsaném
determinantu ve vSech sloupcich misto u; psat z;. Dostavame

(z,11) ... (21,1) (21,21) - (21,2
(Zpwy) ..o (z4 ) (Zy,21) - (24,24)
(z,2,) 0 -+ 0
B (Z,25) - 0
0 0 (2, 2)
kde jsme vyuzili toho, Ze posloupnost z,, ...,z je ortogonalni, tzn. (z;, gj) =0, pro
i # j. Dohromady pak G(uy, ..., u) = (z;,2;) - (21, 2)- O

Ditsledek 14.1. Necht uy,...,u,; je libovolnd posloupnost vektori z V,,. Pak plati:

2. G(uy,...,u;) =0< vektory uy,...,u, jsou linedrné zdvislé.
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Dukaz. Necht z,,...,z, je ortogonalni posloupnost vektori z V,,, ktera vznikne z
posloupnosti uy, ..., u, provedenim Gramm-Schmidtova ortogonalizacniho procesu.
Jak bylo ukazano v algebre, takova posloupnost existuje a ma pravé vlastnosti po-
zadované v predpokladech Véty 14.4. Podle ni je tedy

G(ub s 721@) = (Zlagl) e (ZkaZk)7

odkud jiz plyne 1., nebot (z;,2z;) > 0, respektive 2., nebot (jak vime z algebry)

vektory uy, ..., u, jsou linearné zavislé praveé kdyz alespon jeden z vektori z,, .. .,z
je nulovy. [

V Kapitole 1 jsme v afinnim prostoru zavedli pojem k-rozmérného rovnobéznos-
ténu Ry = R(A;u,,...,u,) daného bodem A a posloupnosti linearné nezavislych
vektord uy,...,u; a dokazali jsme, zZe Ry je konvexni mnozinou. Nyni v euklidov-
ském prostoru budeme definovat objem rovnobéznosténu R a odvodime pomérné
jednoduchy algoritmus pro jeho vypocet. Pfipomenme, Ze na stfedni skole se pocitala
plocha rovnobéznika, respektive objem rovnobéznosténu (coz jsou v nasem pojeti 2-,
respektive 3-rozmérné rovnobéznostény) podle vzorce, ktery by se nepfesné, ale na-
zorné dal vyjadrit obratem velikost zdkladny krdt vyjska. Uvidime, Ze oba tyto vztahy
vyjdou jako specialni pfipady nasich obecnych tvah.

Definice 14.3. Necht Ry = R(A;uy,...,u;) je k-rozmérny rovnob&znostén v £.
Pak objem rovnobéznosténu Ry oznacujeme symbolem |Rj| a definujeme induk-
tivné takto:

Pro k=1 je [Ri| = [Ju,].

Je-li definovan |R; 41| pro 2 < i < k, pak

Ril = [Ri-1| - ||z ,

kde z, = Yi,lii, pricemz X; = A+ u; a Y;_; je kolmy prumét bodu X; na
podprostor B,y = {A4; L(u,,...,u, 1)}

) =

Poznamka 14.4. Uvédomme si, ze Véta 13.2 zarucCuje existenci a jednoznacnost
bodu Y;_;. Explicitné zapsano je

Yi1=8B_1NCi—1,
kde C;_; = {Xi;L(ul)"'vuifl)J_}‘ %

Poznamka 14.5. Predchozi definice zavadi objem k-rozmérného rovnobéznosténu
pro libovolné £ > 1. Je nutno si uvédomit, ze pro k£ = 1 je Ry tsecka a jeji objem
je totozny s délkou tsecky. Pro k = 2 budeme misto 2-rozmérného rovnobéznosténu
pouziva obvyklejsi nazev rovnobézZnik a misto pojmu objem rovnobéznika budeme
pouzivat nazev obsah rovnobéeznika. &
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Z predchozi definice tedy plyne, Ze objem rovnobéZnosténu R, muZeme (pro
k > 2) vyjadiit ve tvaru

Rl = Il [l - flzol - - - Nzl (14.3)

kde vetory z,,...,z; jsou konstruovany postupné, zptisobem popsanym v definici.
Je ihned vidét, ze vztah (14.3) je nevhodny k praktickym vypocétam, pro které bude
vyhodnéjsi pouzivat néasledujici vétu.

Véta 14.5. Necht Ry = R(A;uy,...,u;) je k-rozmérny rovnobéznostén v €. Pak
pro jeho objem platy

Dikaz. Je-li k = 1, pak |Rq| = |[u,]| = v/(u;, u;) = /G(u,) a tvrzeni plati. Necht
tedy je k > 2. Pak umocnénim vztahu (14.3) dostavame

Ril* = (0, 1,) - (29,2) - - - - (21, 24) , (14.4)

kdeproi=2,....kjez, =Y, ii, pricemz X; = A + u,;, respektive Y;_; € B,_; =
{A;L(uy,...,u;_)} a plati

Zi J—ulv"'uui—l' (145)
Nyni nejprve dokazeme, ze posloupnost vektori
Uy,Zy,...,2%; (14.6)

spliuje predpoklady Véty 14.4. Ale zfejmé (pro i = 2, ..., k) plati

z;, = Vi Xi =Y, A+ AX, = tipug + -+t 0, +u,, (14.7)

odkud vzhledem k (14.5) plyne, Ze z; 1 u, az; L z, pros = 2,...,i — 1, a tedy
posloupnost (14.6) je ortogonalni.

Dostali jsme tedy posloupnost vektori (14.6), ktera spliiuje predpoklady Véty
14.4 a podle této véty plati

G(Hla'”’l—lk) = (1—11721) : (22’22) """ (Zkvgk)’

coz spolu s (14.4) dava |Ri|* = G(uy,...,u;), odkud odmocnénim dostavame do-
kazované tvrzeni. O

Disledek 14.2. Necht R, = R(A;uy,...,1u,) je n-rozmérny rovnobéznostén v
n-rozmerném euklidovském prostoru &,. Pak objem rovnobézZnosténu R, je roven
absolutni hodnoté vnéjsiho soucinu vektori uy,...,u,, tzn.

) =n’

Ron| = [[wy, - 1, ]}
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Dikaz. Tvrzeni plyne piimo z pfedchozi véty a z Véty 14.3. [

Definice 14.4. Necht V,,, n > 2, je orientovany euklidovsky vektorovy prostor.
Necht u,,...,u, ; € V,, aw €V, je vektor takovy, ze pro kazdy vektor x € V,, je

n—1

(W, x) =[uy,...,u, 4,x]. (14.8)

)y =n—17 2

Pak vektor w nazyvame vektorovym soucinem vektori u,,...,u, ; a oznacujeme
W=y X X W, .

Poznamka 14.6. Pfipomeinme, Ze podle Umluvy 14.1 jsou viechny soufadnice vy-
jadFovany v pevné kladné ortonormalni béazi (14.1) prostoru V,,. Vyjadiime-li nyni
vztah (14.8) v soufadnicich, dostaneme

Uip . Uip-1 1
Wiy W, = u? - UZ?_I f2> (14.9)
Up1 -+ Upn—1 Tn
kde w; = (uys;ugi; .. jup) proi=1,...,n— 1, x = (x1;...;2,), W = (wy;...;w,).

Vidime, Ze soutfadnice vektoru w v (14.9) ziskdme rozvojem vySe uvedeného
determinantu podle posledniho sloupce Laplaceovou vétou (w; je tedy algebraickym
dopliitkem prvku ;). Z toho je zfejmé, Ze vektorovy soucin vektorti w vzdy existuje,
je urCen jednoznacné a zavisi na poradi vektort u,,...,u, ;.

Vektor w je definovan pomoci svych soufadnic v béazi (14.1). Pfi prechodu k jiné
kladné ortonormalni bazi budou jeho soutfadnice samoziejmé jiné. Ziistava tedy otaz-
kou, zda se pak jedna opét o tentyz vektor, tzn. zda je predchozi definice korektni.

Ale pro kazdy vektor x € V,, jsou skalarni sou¢in (w,x) i vné&jsi soucin vektort

[u,...,u, ;,x] nezavislé na volbé kladné ortonormalni baze prostoru V,,, a tedy i
vektorovy soucin vektori je na volbé kladné baze nezavisly. &
Véta 14.6. Necht uy,...,u, ; € V,, a necht w znaci vektorovy soucin vektori
u,,...,u, ;. Potom

W = 0 <= vektory u,,...,u, ; jsou linedrné zdvislé.

Dikaz. Tvrzeni ihned plyne z toho, Ze (viz algebra) hodnost matice je rovna ma-
ximalnimu fadu nenulového minoru, respektive maximalnimu poctu linedrné neza-

vislych sloupcii. O
Véta 14.7. Necht u,,...,u,,_, jsou linedrné nezdvislé vektory ve V,,, n > 2, a necht
w je jejich vektorovy soucin. Oznacme W = L(uy,...,u,_ ;). Pak plati:

1. L(w) = W+t (to znamend, Ze podprostor generovany vektorovym soucinem
vektord uy,...,u,_, je roven ortogondlnimu dopliiku podprostoru generova-
ného vektory uy,...,u, ).
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2. |wl = |[uy,...,u, {lw| (to znamend, Ze velikost vektorového soucinu w
vektoriuy,...,u, 4 je rovna absolutni hodnoté vnéjsiho soucinu téchto vek-
tori ve W ).

3. uy,...,u, |,w (vtomto poradi) tvoii kladnou bazi prostoru V.

Dikaz. 1. Uzitim Véty 14.2 (4. ¢ast) a rovnice (14.8) dostavame okamzité rovnost
(w,u;,) = [u,...,u, ;,u] =0, tzn. w L u, pro kazdé i = 1,...,n — 1. Potom
jew € Wi, atedy L(w) C W+. Podle predpokladu véty je dimW = n — 1, tzn.
dim W+ = 1 = dim L(w), odkud jiz dohromady dostévame, ze L(w) = W=,
2. Necht
Vi sV (14.10)

) In—1

je libovolna kladna ortonormélni baze W. Z 1. ¢asti plyne, ze pro vhodné k € R

( # 0) jo
Vi,V 1, kW (14.11)

» Xn—1»

kladnou ortonormalni bazi celého prostoru V. Necht wu, = (uy;...;up—14), i =
1,...,n —1, v bazi (14.10) podprostoru W. Pak v bazi (14.11) celého prostoru V,,
je zrejmé

. : 1
w, = (U143 Un—1,4;0), proi=1,...,n — 1, respektive w = (0;...;0; E)
Oznac¢ime-li [uy,...,u,_;]Jw vnéjsi soucin vektori uy,...,u,_; ve W, respektive
[uy,...,u, , W]y, vnési soucin vektora uy,...,w ve V,,, pak je
U1 cee Ulp—1
[ula 7Hn—1]W - :
Up-11 -+ Un—1n—1
U1l N U1n—1 0
=k- ’ . i :k'[glﬂ"'yun—lﬂﬂvn
Un—1,1 Up—1,n—1 0
1
0 0o 1
1 1
=k-(Ww,w)=k-— = —.
(—7 —) k2 k
v 1 [ I O
Ale ziejme [|w]| = |3, a tedy [|w|| = |7] = |[w, ..., u,_]wl.

3. Z predpokladu véty, uzitim (14.8) a Véty 14.6 dostavame, Ze
[217 cee 7Hn_17ﬂ] - (EJE) > 07

a tedy podle Véty 14.2 (5. ¢ast) vektory uy, ..., u,_;, w tvoii kladnou bazi prostoru

)y =n—17" XX

Va. ]
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Disledek 14.3. Necht R,-1 = R(A;uy,...,4,,_1) je (n — 1)-rozmérny rovnobéz-
nostén v euklidovském prostoru &,,, n > 2. Pak objem rovnobézinosténu R,_1 je roven

velikosti vektorového soucinu vektori uy,...,u, ;, tzn.
Ryl = [ay > xu,
Dikaz. Tvrzeni plyne piimo z 2. ¢asti predchozi véty a z Diusledku 14.2. ]

Poznamka 14.7. Podrobnéjsim rozborem bychom mohli ukizat, Zze vektorovy sou-
¢in w vektort u,, ..., u,_; je jednoznac¢né charakterizovan ¢tyfmi vlastnostmi vysloveny-
mi v predchozich dvou vétach. Pro n = 3 se timto zptsobem vektorovy soucin
vétsinou dokonce definuje. V dalsim se budeme blize zabyvat préavé timto, tj. 3-
rozmérnym piipadem. Je tedy pro dva vektory u, v € V3 vektorovy sou¢in uxv € Vs
jednoznacné ur¢en nasledujicimi vliastnostmi (podle Vét 14.6 a 14.7 a Disledku 14.3):

(1) u x v = o pravé kdyz vektory u, v jsou linearné zavislé.
Jsou-li vektory u, v linearné nezavislé, je

uxvlu,uxvly,

|lu x v|| je roven obsahu rovnobéznika uréeného vektory u,v (viz Véta 14.7 (2.

(2)

(3) vektory u,v, u X v (v tomto poradi) tvori kladnou bazi V3,

(4)

¢ast) a Dusledek 14.2). O

Véta 14.8. Necht u = (uy;ug;ug), v = (v1;v9;v3) jsou vektory z Vz. Pak plati

( )

Dikaz. Prepisme vztah (14.10) pro n = 3 a vektory u, v. Dostéavame

U2 U3
V2 U3

us U1
U3 V1

Uy Uz
V1 U2

I

)

U U1 I1
U2 V2 Uy U1 U1 U1
u202x2:uv U3 U uvx3:
3 Us 3 Us 2 V2
Uz V3 I3
U U3 U3 Uy Uy Uz
= T
vy 3 vz vy T
a odtud pirimo plyne tvrzeni véty. O

Dalsi vlastnosti vektorového souc¢inu ve V3 popisuji nasledujici véty.

Véta 14.9. Necht u,v,w € V3, r € R libovolné. Pak plati:
1. vxu=—(uxyv).
2. (ru)xv=ux(rv)=ruxy).
goux(v+w)=uxy)+uxw);
viw)xu=(vxu)+(wxu).

(
4. (uxv,w)=[uv,w.
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Diikaz. Casti 1., 2. a 3. véty vyplyvaji okamzité z Véty 14.2 a Definice 14.4. Mi-
zeme je dokazat snadno také tak, Ze vektory u, v, w vyjadiime pomoci soufadnic a
pouzijeme Vétu 14.8, respektive bézna pravidla pro pocitani se souradnicemi vek-
tort.

Cast 4. je specialnim pripadem (14.8), pro n = 3. ]

Véta 14.10. Necht u,u’,v,v',w € V3. Pak plati:

1. (uxy)xw=(uw)yv—(v,wu

(w,u') (u,v)
(v,u') (v,v)

Dikaz. Tvrzeni dokdZzeme rozepsanim tak, ze vSechny vektory vyjadiime pomoci
soutadnic a pouzijeme Vétu 14.8, respektive bézna pravidla pro pocitani se soutrad-
nicemi vektort. [

2. (uxyv,u' xv)=

Disledek 14.4. Pro nenulové vektory u,v € Vs plati
[u x vl = [luf - [lv][ - sine, (14.12)
kde ¢ je odchylka vektori u,v.

Dikaz. Pro nenulové linedrné zavislé vektory je tvrzeni ziejmé.
Pro linedrné nezévislé vektory u,v dostaneme z druhé ¢asti predchozi véty a
(1Ll piiv' =u, v =v

lux vi[* = fufl- [[v]* - (w,v)* = [[ul® - [|v]* = [[a]|® - [|v]* - cos® ¢
= [lul® - Iv[*(1 = cos® ) = [Jul* - [[v]|* - sin® .
Odmocnénim dostaneme pozadované tvrzeni. O

Obr. 14.1

Poznamka 14.8. Objasnéme si tvrzeni pfedchozi véty v nazorné roviné, kde je
obsah rovnobéznika R (A;u, v) dan jednak jako velikost vektorového soucinu ||jux v]|
(viz Poznamka 14.7), jednak jako sou¢in délky podstavy |[u|| krat vyska v (dusledek
Poznamky 14.6). Ale z vlastnosti pravouhlych trojuhelniki je v = ||| - sin ¢, kde ¢
je odchylka vektorti u,v. Odtud dostaneme okamzité (14.12). &
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Poznamka 14.9. Jak jiz bylo fe¢eno, pro u,v € V3 je u x v € V3. Vidime tedy, Ze
vektorovy soucin je mozno chépat jako operaci na mnoziné V3. Pfitom tato operace
neni komutativni (plyne z Véty 14.9) a neni ani asociativni, nebot napiiklad pro
vektory e, e, dané kladné ortonormalni baze e, e,, e; je

(e, xe)xe,=0xe,=0,

e x (e xXe)=e Xe;=—-€#0.

Na druhé strané je ale operace vektorového souc¢inu oboustranné distributivni
vzhledem k operaci s¢itéani vektoru (plyne z Véty 14.9).

Pripomenme, ze vektorového souc¢inu miizeme s vyhodou pouzit v rtznych si-
tuacich pfi Teseni tloh v 3-rozmérném euklidovském prostoru. Mame-li napriklad
zadanu piimku p neparametricky

_Jar+ ay+ azz+a =0,
a bl$+b2y+b32+b :O,

pak vektor u, urcujici primku p, vypocteme nejsnéze jako vektorovy soucin obou
normalovych vektori (a1, as, as) a (b, b, bs), tzn.
> . O

o

Uloha 14.1. Naleznéte viechny hodnoty parametru a, pro které jsou piimky p, g
kolmé. Pritom:

_J4r—-y+az—-2 =0, 2+ y— 2—-3 =0,
b= ay— z+7 =0, 1= 3r—ay—4z+1 =0.

a1 ag

by by

G2 as

by bs

as ai

bs by

Y

’

Resent: K okamzitému vyTeseni tlohy sta¢i znat vektory urcujici dané primky.
Je-li totiz Z(p) = L(u), Z(q) = L(v), pak z definice kolmosti bezprostiedné plyne,
ze p L q pravé kdyz (u,v) = 0. Vektory u, v v8ak nejrychleji zjistime jako vektorové
souciny normalovych vektort rovin urcujicich obé zadané primky. Tedy je

(-1 al | a 4] 14 =1\ _ . o
E-( a _17_1 an a>_<]‘ CL,4,4(I)7
1 -1 (-1 1] |1 1
!—(_a 4l -4 3’,3 _a)—(—4—a,17—a—3).

Potom (u,v) = (1 — a?)(—4 — a) + 4 + 4a(—a — 3) = a® — 13a. Je tedy (u,v) =0
prave kdyz a® — 13a = a(a® — 13) = 0, tzn. a = 0 nebo a = v/13 nebo a = —/13.
Vysledek: ptimky p, g jsou kolmé pro t¥i hodnoty parametru a: a = 0, a = /13,

a=—+/13. A
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15 Vzdalenost podprostort

S pojmem vzdalenosti jsme se setkali jiz v Paragrafu 12, kdy jsme definovali vzda-
lenost dvou bodii. Na stiedni Skole se kromé toho vysetiuje vzdalenost bodu od
piimky (v roving), respektive vzdalenost bodu od roviny, a vzdélenost dvou rovno-
béznych rovin (v 3-rozmérném prostoru). My se v tomto paragrafu budeme zabyvat
obecné pojmem vzdalenosti dvou podprostort a nékterymi jeho specialnimi pripady.

Definice 15.1. Necht B, C jsou podprostory euklidovského (bodového) prostoru
E. Pak vzddlenosti podprostori B, C nazyvame nezaporné realné ¢islo v(B,C), defi-
nované

v(B,C) = min{XY|X € B, Y €C}.

Poznamka 15.1. Ve specialnich pripadech z definice plyne:

1. Jsou-li B = {B}, C = {C} body, tzn. 0-rozmérné podprostory v £, pak ziejmé
v({B},{C}) = BC. V tomto pifpadé budeme misto v({B},{C}) psat strucngji
v(B, (). Podobné, je-li jeden z podprostoru O-rozmérny, napiiklad B = {B}, pak
budeme psat v(B,C) a hovofit o vzdalenosti bodu B od podprostoru C.

2. Jestlize se podprostory B, C protinaji, pak (volbou X =Y € BNC) je ziejmé

v(B,C) = 0.
Obecné vSak definice vzdalenosti podprostorii nezarucuje, ze vySetfované mini-
mum viubec existuje. Kladnou odpovéd na tuto otdzku da nasledujici véta. &

Véta 15.1. Necht B = {B; W}, C = {C; S} jsou libovolné podprostory v £. Pak
jejich vzddlenost je rovna velikosti komponenty vektoru @ vzhledem k souctu za-
mérent (W + S).
Dtikaz. Necht
BC=y+z kdeye W+, z€(W+S)*. (15.1)
Podle disledku Véty 11.3 toto vyjadieni existuje a je jednoznac¢né. Chceme nyni
dokazat, ze v(B,C) = ||z]|.
) Pro libovolné body X € B, Y € C ukizeme, 7 XY > |z Ale XY =
XB+BC+CY = (XB+CY +y)+z, piicemi je ziejmé (XB +CY +y) € W+,
L) & Py A
atudizz L (XB+CY +y). Potom XY~ = (XY, XY) = (XB+CY +y) +z
— e — - <
(XB+CY +y) +2) = |[XB+CY +y|* + 2] 2 |l2]P. Tedy je XV > |z

b) Nalezneme dva body X, € B, Y,y € C, pro néz uvazované minimum nastane,
tzn. pro néz XYy = ||z||. Podle (15.1) je y € W + 5, tzn. existuji vektory w € W,

s€ Stak,zey =w+s. PotomB?:ﬂ+§+g, neboli C'= B+ w + s+ z, odkud
C—-s=(B+w)+z.

Oznac¢ime-li B+w = Xy, C —s =Yy, pak X e B, Yy € Caz = Xo%. Je tedy
z]| = | XoYoll = XoYo. 0
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Poznamka 15.2. Predchozi véta ndm umoziuje vypocet vzdalenosti jakychkoliv
dvou podprostori v £ (v€etné protinajicich se podprostora B,C, pro néz vzhledem
k Vété 2.3 musi vyjit z = o, a tedy v(B,C) = 0). Ponévadz vsak popsany vypocet
miize byt nékdy dosti pracny, budeme se nyni zabyvat specialnimi typy podprostori
(body, pfimkami, nadrovinami), pro néz odvodime jednodussi vztahy k nalezeni
vzdalenosti. Nékteré z nich pak pro dim & = 2 (respektive dim & = 3) daji vzorce
pro vzdalenost, zndmé ze stfedni skoly. &

Véta 15.2. Necht R je bod a B je podprostor euklidovského prostoru £. Necht Q)
je pata kolmice vedené bodem R mna podprostor B. Pak pro vzddlenost bodu R od

podprostoru B plati o
v(R,B) = RQ.

Diikaz. Je-li R € B, pak tvrzeni ziejmé plati; necht tedy R ¢ B. Necht podprostor
B je zadan bodem B a zaméfenim W, tzn. B = {B;W}. Necht RB =y + z, kde
yeW,ze W+, Oznaéme Q = R + z, tzn. z:@

Podle Véty 15.1 (kde R uvazujeme jako O-rozmérny podprostor se zaméfenim
{o}) je v(R, B) = ||zl| = | RG|| = FQ.

Zbyva dokazat, ze zvoleny bod ) je pravé pata kolmice vedené bodem R na
podprostor B. K tomu ale stac¢i si uvédomit, ze ze vztahu R? =y+tzplyne B—y =
R+z=Q € B a ddle, 7e primka ¢ = {R; L(z)} je kolma k B (nebot z € W),
pricemz ¢ N B = Q. [

Véta 15.3. Necht B,C jsou dva rovnobéziné podprostory v £ takové, Ze dimB <
dimC. Pak plati

v(B,C) = v(By,C), kde By je libovolny bod z B.

Ditkaz. Je-li B C C, pak tvrzeni zfejmé plati; necht tedy B ¢ C. Vzhledem k
piedpokladiim véty to vSak znamena, ze BNC = (). Necht @ je pata kolmice vedené
bodem By na podprostor C a necht X € B, Y € C JSOU libovolné body Budeme
dokazovat, 7e XV > Bo@. Plats XY = XB + BOQ + QY (XB, + QY) + BoO,
pri¢emz m L (XBO -+ QY) onevadz X—BO> e Z(B ( ) a Cﬁ/ € Z(C). Potom
IXY |2 = (XBy+ Q) + BoO, (XBy+ OF) + @ HXBO+QYH2+ 1BoG2 >

| Bo@||?>. Odmocnénim dostavame XY > ByQ = v(By,C), odkud podle definice
vzdalenosti plyne tvrzeni véty. O

Disledek 15.1. Necht B,C jsou rovnobézné podprostory v £ takové, Ze dimB =
dim C. Pak jejich vzddlenost v(B,C) je rovna vzddlenosti libovolného bodu jednoho z
techto podprostori od druhého podprostoru.

Dikaz. Tvrzeni je bezprostfednim dusledkem ptedchozi véty. ]
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Véta 15.4. Necht R = [ry;... ;1) je bod a N = ayxy + -+ + apzy +a = 0 je
nadrovina v euklidovském prostoru E,. Pak pro vzddlenost bodu R od nadroviny N
plati

_ayry - Fapr, +al

a[%_l_..._FG/%

v(R,N)

(15.2)

Ditkaz. 7 Véty 15.2 plyne, ze v(R,N) = RQ, kde Q je pata kolmice ¢ vedené
bodem R na nadrovinu N.

Hledejme nejprve souradnice bodu (). Ziejmé je ¢ = X = R + ta, kde a =
(ai;...;a,) je normalovi vektor nadroviny N. Pak existuje tg € R takové, ze Q =
R + tpa, piicemz viak Q € N, tzn.

ar(ry + toar) + -+ + ap(ry, + toa,) +a =0,

airy+ -+ a,ry, +a

odkud po tpraveé dostavame tg = — Je ted
PO Up 0 PR y
Q ary + -+ apr, +a ary 4+ -+ apr, +a
=" A1y y Ty — a,
! ai+---+a2 ! 24 +a2
Potom
U(R,N):W:
(11 + -+ + apry, + a)?a? (a1r1 4 -+ - + anrn + a)2a2
= 5 22 + .4 5 3 _
(af +---+a2) (a>+ - +a2)

_ Jlari+ - Faprp +a)*(af + -+ @)
- (af +--- +a7)? -
_ayry -+ apry + al

@+ +al

]

Definice 15.2. Necht p, ¢ jsou dvé mimobézky v euklidovském prostoru &,, n > 3.
Pricka p, q, ktera je k obéma mimobézkam kolmé, se nazyva osa mimobézZek p, q.

Poznamka 15.3. Jsou-li p = {A;L(u)}, ¢ = {B; L(v)} dané mimobézky v &,,
n > 3, pak mnozina vSech vektori w € L(u,v, AB), které jsou ortogonalni k u i
v, je pravé podprostor L(u, v)* C L(u,v, AB), ktery je ziejmé jednodimenzionAlni.
Jinak Teceno, existuje (az na nasobek nenulovym redlnym ¢islem) jediny nenulovy
vektor w € L(u, v, 1@) takovy, ze w L u, w | v. Ponévadz vsak jisté w ¢ L(u,v),
pak podle vysledku Ptikladu 6.1 existuje pravé jedna osa mimobézek p, q. &

Nasledujici véta ukaze, jak se vyuzije osy mimobézek pri vypoctu jejich vzdale-
nosti.
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Véta 15.5. Necht p,q jsou mimobézky v E,, n > 3. Pak vzddlenost v(p,q) je rovna
vzddlenosti priseciki mimobézZek p,q s jejich osou.

Diikaz. Necht P (respektive Q) jsou priseciky mimobézek p (respektive q) s jejich
osou. Necht X € p, Y € ¢ jsou libovolné body. Dokazeme, 7e XY > PQ.

Platt XY = XP + PO + QY = (XP + QY) + PO, pricemz zicjmé PG L
(XP + QY). Potom viak |XY[2 = (XP + QY) + PO,(XP + QY) + PO) —
||)ﬁ>j + WHQ + ||1@||2 > ||1@||2, odkud odmocnénim dostavame XY > PQ, coz
podle definice vzdalenosti dvou podprostori dava tvrzeni véty. O

Metody popsané v predchozich vétach jsou nékdy pomérné pocetné pracné. Prac-
nost je v podstatné mite ovlivnéna zpusobem zadéni podprostorti. Nasledujici véta
dava pro parametrické urceni podprostoru velice jednoduchy a rychly zpisob vypo-
¢tu, ktery je pouzitelny v libovolném piipadé.

Véta 15.6. Necht B = {A;L(uy,...,u,)}, C = {B;L(vy,...,v,)} jsou dva pod-
prostory v &,. Pak
\/G(ﬂl, . ,Em,zﬁ)

v(B,C) =
56 VG(w,, ... . w,)

kde posloupnost vektori w, ..., w,. je bdzi prostoru L(uy,...,u,, vy, ..., V,).

, (15.3)

Dikaz. Uvazujme dva rovnobézné podprostory Dy = {A; L(wy,...,w,,)} a Dy =
{B; L(wy,...,w,,)}. Ztejmé B C D; a C C Dy. Z Véty 15.1 plyne, ze v(B,C) =
v(D1,Ds) (plyne z toho, ze Z(B) + Z(C) = Z(Dy) + Z(D3) = L(wy,...,W,,)).
Zbytek tvrzeni vyplyva z Véty 14.5. V ¢&itateli zlomku (15.3) je objem (m + 1)-
rozmérného rovnobéznosténu, ktery je urcen vektory wy,...,w, , AB, a ve jmeno-
vateli je objem m-rozmérného rovnobéznosténu, ktery je urcéen vektory wy, ..., w, .
Podil téchto objemu je tedy "vyska'"rovnobéznosténu, ktera udéva vzdalenost rov-
nobéznych podprostort, ve kterych lezi odpovidajici "zakladny". V nasem piipadé
je to vzdélenost podprostora D; a Ds. O

Disledek 15.2. Necht p = {A; L(u)} je primka a R je bod v E,, n > 2. Pak

G(u, AR)

v(p, R) = Tl (15.4)

Pro n = 2 je navic

Pron =3 je navic



15. Vzdalenost podprostorti 100

Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni je disledkem Véty 15.6, protoze G(u) = ||ul|?.

Druh& a tfeti ¢ast tvrzeni vyplyva z toho, Ze ¢islo 1/G(u, 1@ udava obsah

rovnobézniku Ry = R(A;u, 1@ ale na zakladé Diusledku 14.2 je tento obsah v

roviné roven absolutni hodnoté VneJ51ho soucinu vektoru [u, zﬁ Podobné, podle
Poznamky 14.7 (4) je tento obsah v prostoru roven velikosti vektorového soucinu

u x AR. O

Disledek 15.3. Necht p = {A; L(u)}, g = {B; L(v)} jsou mimobézky v &,, n > 3.
Pak

G(u,v, AB)

v(p,q) = ey (15.5)
Pro n =3 je navic
v(p,q) = @
lu x v]|

Dikaz. Toto tvrzeni je disledkem Véty 15.6.
Pron = 3 potom tvrzeni vyplyva z Dusledku 14.2 a Poznamky 14.7 (4). Opravdu,

¢islo ¢/ G(u, v, /ﬁ) udéva objem rovnobéZznosténu Rz = R(A;l_l,z,zﬁ), ale na
zékladé Dusledku 14.2 je tento objem roven absolutni hodnoté vnéjsiho soucinu
vektoru [u, v, z@] Podobné ¢islo /G (u,v) udava obsah rovnobézniku uréeného
vektory u a v a podle Poznamky 14.7 (4) je tento obsah roven velikosti vektorového
soudinu u X V.

Situace v &3 viz Obr. 15.1. O]

P

Obr. 15.1

Uloha 15.1. Jsou dany roviny o = {B;L(u,,u,)}, 0 = {C L(vy,v,)}. Urcete
vzdalenost rovin p,0 (v zavislosti na parametru a), je-li B = [2;—1;0;—1; 2],
u, = (1;0;0;1;0), uy = (2;-1;0;0;1); ¢ = [0;2;1;1;3], vy = (1;1;1;1;0), vy =
(0515 —1;4; a).

Resent: Nejprve zjistime, jak zavisi vzajemnéa poloha rovin g, o na hodnoté para-
metru a. Pouzijeme Vé&tu 6.9, tzn. vySetiime hodnosti matic sestavenych z vektori
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U, U,,V,,Vy, Tesp. Uy, Uy, Vy, Vy, BC'. Dostaneme

1 0 010 100 1 0
2 -1 00 1 011 0 0
1 1 11o0f_..._foo0o1 -2 1
0 1 -1 4 a 000 0 a+2]|’

-2 3 125 000 0 7

odkud plyne:

1. a # =2 = roviny p, o jsou riznobéiné, a v(g, o) =

2. a = —2 = roviny p, 0 jsou mimobé&zné.

élohu tedy dale fesime jen pro a = —2.

a) Metoda urceni vzdalenosti podle Véty 15.1.

Ozna¢me W = L(u,,u,)+L(v,,v,). Vidime, Ze napiiklad vektory u = (1,0, 0, 1, 0),
v =(0;1;1;0;0), w = (0;0; 1; —2; 1) tvoii bazi W. Hledame vyjadieni B? =y+z,
kdey € W,z € W, tzn. pak B

ZIJ@—tlu—tﬂ—tzﬂ,

odkud po dosazeni a vynasobeni obou stran skalarné vektorem u, respektive v,
respektive w, dostaneme systém 3 linearnich rovnic o neznédmych tq,1s,t3, ktery
fesime:

0 = 0 - 2t1 + 2t3 y

0=14 — 2ty — t3, :>t120,t2:2,t3:0.

0=2+2t; — ty— 6t3,

Tedy z = BC - 2v = (—2;1;—1;2;5), odkud pak v(p,0) = ||z|| = V/35.
b) Metoda urceni vzdalenosti podle Véty 15.6.

2 0 =2 0
0 2 1 4
0 4 2 43
2 0 -2
_ _ _ V490 _
Glu,v,w)=| 0 2 1 |=14. Odtud v(p,0) = E = V/35.
-2 1 6
Vysledek: pro a = —2 je v(o,0) = /35; pro a # —2 je v(p,0) = 0. A

Uloha 15.2. Na piimce p v & naleznéte bod Q majici stejnou vzdalenost od bodu
A, B. Piitom A = [—1;1;1;1], B = [3; —1; —2; 2], respektive

Ty + X9 + x4 :7,
T1 +2$3+l‘4 :7,
2$1—J]2+3CL’3+ZE4 =9.

&S
Il
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Reseni: Nalezneme parametrické vyjadreni primky p:

1 10117 1 10117
1 021 |7)|~-~l0-120]0],
2 -1 31|09 0 031]|5

odkud x5 =t, tj. x4 = 5 — 3t, x9 = 2t, 1y = 2+t (zde si povSimnéte toho, Ze volba
x3 = t je mnohem praktic¢téjsi nez obvykla volba x4 = ¢, ktera by okamzité vedla k
pocitani se zlomky). Tedy

T :2—|— t,

. To = 2t,
b= r3 = t,
Ty :5—3t,

a tedy @ = [2 + t;2t;t;5 — 3t] pro pevné t € R, které ur¢ime tak, aby platilo
QA = @B, neboli (coz je zde totéz) m2 = Q_B2. Tedy (3 +¢)*+ (2t —1)* + (t —
12+ (4-3t)2 = (=1+ )+ (2t + 1)* + (¢t + 2)* + (3 — 3t)%, odkud po tGprave
dostavame: —12t = —12, tzn. t = 1.

Vysledek: @ = [3;2;1;2]. A

Poznamka 15.4. Je uziteéné si rozmyslet, jak je to obecné s reSitelnosti predchozi
ulohy. Zfejmé tato tloha nemusi mit vzdy jediné reSeni tak, jak tomu bylo vyse.
Staci si totiz uvédomit, ze mnozina bodi v £, majici od danych dvou ruznych bodu
stejnou vzdalenost, je jista nadrovina N (ukdZe se bezprostiednim rozepsanim).
Je-li pfimka p zadana tak, Zze p | NV, pak dand tloha nem4 FeSeni, respektive ma
nekone¢né mnoho Feseni (podle toho, zda p € N, respektive p C N). O

16 Odchylka podprostorti

Jednou ze zakladnich metrickych uloh stifedoskolské geometrie v roviné a ve 3-
rozmérném prostoru bylo zjist ovani odchylky dvou pfimek, odchylky dvou rovin
a odchylky primky od roviny. V tomto paragrafu budeme provadét analogické tlohy
v n-rozmérném euklidovském bodovém prostoru £, presnéji feceno, budeme urcovat
odchylky nékterych specialnich podprostori (piimek a nadrovin) a popiSeme obecny
algoritmus nalezeni odchylky libovolnych dvou podprostort v £. Pfipomenme si nasi
drivéjsi amluvu o tom, Ze soutradnice bodt, respektive vektort, jsou vzdy vyjadro-
vany v pevném kartézském repéru.

V Paragrafu 11 jsme definovali (Definice 11.2) odchylku vektoru v euklidovském
vektorovém prostoru. Nékdy (zejména v algebte) se misto terminu odchylka vek-
tori u, v pouziva téz terminu whel vektori u, v, ktery vSak z naseho hlediska neni
zcela adekvatni, nebot pojem tuhlu byl zaveden v Paragrafu 9 v jiné souvislosti. Je
vSak mozné pomoci odchylky zavést pojem miry uhlu, jak ukidZeme na zavér tohoto
paragrafu.
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Poznamka 16.1. Vztah (11.1) pro odchylku vektori budeme cCasto pouzivat ve
tvaru

(u,v) = |lufl - [lv]| - cos ¢,

ktery se na stiedni Skole pouziva k definovani skalarntho soucinu. &

Piimo z definice odchylky vektort plynou jeji jednoduché vlastnosti. Jsou-li
u,v € V nenulové vektory, ¢ jejich odchylka, pak ziejmé:

1.gJ_X(:>g0:g.

2. flu—vf* = Jlul* + [[vl* - 2(w,v) = uf* + [[¥[]* = 2- [al - [[¥]| - cos ¢, (coz
lze interpretovat jako kosinovou vétu pro trojuhelnik ABC, kde u = 1@ , v=AC,
atedy u—v =CB).

3. luxv| = |lul - [|v]| - sin (viz Disledek 14.4).

u
72'_
@
—>
<~ —
Obr. 16.1

Uvazme déle, Ze je-li ¢ odchylka nenulovych vektort u, v, pak pro realné ¢isla
r,s # 0 je odchylka vektoru ru, sv rovna bud ¢ nebo (7 — ¢) (podle toho, zda
¢isla r, s maji stejné nebo opaéna znaménka, jak plyne z (11.1) a z vlastnosti funkce
kosinus, viz také Obr. 16.1). Proto je tfeba odchylku jednorozmérnych podprostort
ve V' definovat nésledovné.

Definice 16.1. Necht u,v € V jsou nenulové vektory. Pak odchylkou jednoroz-
mérnych podprostori L(u), L(v) ve V rozumime realné ¢islo ¢ splitujici vztahy

cosp =—— a 0<p<
[all

|(u,v)|
-]

NN

v||

Oznacujeme ¢ = < (L(u), L(v)).

Poznamka 16.2. Ponévadz kazdy jednorozmérny podprostor ve V' lze napsat ve
tvaru L(u), pro vhodné o0 # u € V, jedna se skuteéné o definici odchylky jednoroz-
mérnych podprostori ve V.

Aby byla pfedchozi definice korektni, je tfeba ukazat jeji nezavislost na volbé
vektori baze podprostori L(u), L(v). Necht tedy L(u) = L(u'), L(v) = L(v'). Pak
existuji realna cisla r, s # 0 tak, Zze u’ = ru, v/ = sv a plati

(', v)] [y, sv)| [rs] - [(w, v)| |(u, v)|

- Al frall - flsvll el fal - dst- vl - vl
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Dale budeme nyni pomoci odchylky jednorozmérnych podprostori ve V' definovat
odchylku libovolnych netrivialnich podprostori ve V. &

Definice 16.2. Necht W, S jsou netrivialni podprostory euklidovského vektoro-
vého prostoru V. Pak odchylku podprostori W, S ozna¢ujeme symbolem < (W, .S)
a definujeme takto:

(i) Je-i W NS = {o}, pak klademe
$(W,5) = min{ §(L(w), L(v))lu € W,v € S,u,v # o}.

(ii) Je-li W NS # {o}, oznacime P = WN(WNS)*H, Q =SN(WnNS)L. Potom
plati PN Q = {o} aje-li P # {0} a Q # {o}, klademe

(W, 5) = 5(P,Q).
Je-li P = {0} nebo @ = {0}, klademe (W, S) = 0.

Poznamka 16.3. Existence minima potifebného v predchozi definici plyne z Wei-
erstrassovy véty (viz [DoDol). Diikaz tohoto tvrzeni nepatii do ramce téchto skript.

o

Poznamka 16.4. Pripomenme, Ze netrividlnim podprostorem ve V rozumime pod-
prostor rizny od {o} a od V.

Ovéime si vypoctem, Ze je skutecné P N Q = {o}, jak se tvrdi v definici. Ale
PnQ=wnWnsSHtnsSnWwWnsS)t=WwnsS)n(Wns)+=1{o}.

Konecné, je nutné se presvédcit o tom, ze v pripadé jednorozmérnych podprostori
W, S obé predchozi definice splyvaji. Ale, je-li v tomto pripadée W NS = {o}, pak
je to ziejmé, respektive je-li W NS # {0}, pak musi byt zfejmé W = S, odkud
(WnNS8)t =Wt atedy P=S = {o}. Podle obou definic je shodné < (W, S) = 0.

Vidime tedy, ze predchozi definice je korektni a nyni ji obvyklfm zptisobem po-
uzijeme k definovani odchylky netrivialnich podprostort euklidovského bodového
prostoru. &

Definice 16.3. Necht B,C jsou netrivialni podprostory euklidovského bodového
prostoru &£. Pak odchylkou podprostorii B, C rozumime odchylku jejich zaméteni
Z(B), Z(C) a oznacujeme ji symbolem < (B,C).

Poznamka 16.5. Vidime, Zze odchylka podprostori B, C zavisi pouze na jejich za-
méfenich a nikoliv na bodech urcujicich tyto podprostory. Jinak feceno, jsou-li
B',C’" podprostory v £ takové, ze B' || B a dimB’ = dim B, respektive C’ || C a
dimC" = dimC, pak je <(B',C") = <(B,C). Je zfejmé, ze predpoklad o rovnostech
dimenzi byl v obou pripadech podstatny a nelze jej vynechat! &

Poznamka 16.6. Druhé c¢éast Definice 16.2 odchylky podprostoru je ponékud ne-
nazorna. Jestlize se ale nad ni hloubéji zamyslime, zjistime, Ze se jedna o zobecnéni
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definice odchylky dvou rovin v &;. Pfipomenme, Ze na stfedni $kole se odchylka
dvou rtznobéznych rovin o = {A; W} a g = {B;S} v & definovala tak, Ze se se-
strojila rovina v kolma na anN . Ale Z(y) = (WNS)+, a potom < (o, 8) = <(p,q),
kde p = anvyagq = BN~ V nafem piipadé Z(p) = P = WnN (W NS)*L a
Z(q)=Q=SN(WnNS)* atedy dostavame piesn¢ druhou ¢ast Definice 16.2. <

Déle se budeme nejprve zabyvat otazkou nalezeni odchylky pro nékteré specialni
podprostory v €. Uvidime, Ze pro dim £ = 2, respektive 3, budou ziskané vysledky
odpovidat vysledkiim odvozenym na stiedni Skole.

Véta 16.1. Necht p=X = A+tu, ¢ = X = B + tv jsou dvé piimky v & a necht
@ znaci jejich odchylku. Potom

cos o = LB Y|
[l - v
Dikaz. Tvrzeni ihned plyne z predchozich definic. O]

Véta 16.2. Necht B,C jsou dva rovnobéiné (netrividlni) podprostory v €. Potom
J(B,C) =0.

Dikaz. Necht B = {B;W}, C = {C;S}, B || C. Potom je W C S nebo S C W.
Necht W C S;potom {0} # WnNS a (WNS)t =W tzn. P = Wn(WnNS)*t = {o},
odkud podle definice je < (W,S) =0, neboli x(B,C) = 0.

V piipadé S C W analogickym zptsobem dostaneme stejny vysledek. ]

Véta 16.3. Necht p = {A; L(u)} je primka, B = {B; W} je (netrividlni) podprostor

v E. Potom
T

S(0.B) 7 je-liune W+,
p,B) =
J(L(u),L(v)), jeliug¢g W,

kde v znaci ortogondlni projekci vektoru u na podprostor W.

Diikaz. Podle Definice 16.3 je < (p,B) = <(L(u), W), tzn. budeme pocitat od-
chylku vektorovych podprostora L(u) a W.

1. Necht u € W+; potom L(u) N W = {o}, pfitemZ pro libovolny nenulovy
vektor w € W je w L u, tzn. pak (L(u),L(w)) = 7, a tedy dostavame, Ze
3, B) = 4(L(u), W) = 3.

2. Necht u ¢ W+; necht u=y+z, kdey € W,z e W+ (tzn. y je ortogonélni
projekce vektoru u na podprostor W) Z¥ejmé je Yy # 0 amohou nastat dva pripady:

a)u € W, pakaleu =y, atedy <(L(u),L(y)) = 0, respektive L(u) C W a tedy
J(L(u), W) = 0, podle Véty 16.2. Dohromady pak v tomto piipadé dostavame, ze
<):(p7 B) = <):(L(H>>W) = <<L<H)7L(X))

b) u ¢ W, pak ale je L(u) N W = {o}. Necht w je libovolny nenulovy vektor z
W. Potom uzitim Cauchyovy nerovnosti dostavame

((w,w)| = [(y + 2 w)| = [(y, w) + 0] < [ly| - [[w]|
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Ozna¢me < (L(u), L(y)) = ¢, respektive (L(u), L(w)) = 1. Potom je

. W .
cosyy = 1w Iyll-lwl_liyl- lyl
el Al = afl - flswl| -yl
_u—zy) _ Jwy)|
-yl ulf- flyl ’

odkud (vzhledem k tomu, ze 0 < ¢, ¥» < 7) plyne, ze ¢ < 9. Tedy dohromady

3(L(u), L(y)) = min{ §(L(u), L(w))|lw € W,w # o} = $(L(u), W) = <(p, Bé

Véta 16.4. Necht p = X = A+ tu, kde u = (u1;. .. ;uy,) je primka, N = ajxq +
<o+ apx, +a =0 je nadrovina v € a necht ¢ znaci odchylku primky p a nadroviny
N. Pak plati

lajuy + -+ - + anuy|

. 16.1
Vai+ a2 Jud o+ (16:-1)

sin g =

Diikaz. Ozna¢me a = (ai;... ;a,). Pak podle Véty 13.3 je Z(N)t = L(a), a
existuje tedy vyjadreni vektoru u ve tvaru

u=y+ka, kdey € Z(N).

Potom vSak (u,u) = (y + ka,y + ka) = (y,y) + (ka, ka). Nyni mohou nastat 3
pripady:

1.y = o. Pak u = ka = (kay;...;ka,), tzn. u € Z(N)* a podle Véty 16.3 je
¢ = 5. Ale pak

layuy + -+ 4 aniy| B \kai + - + ka2
Vai+ 4+ a2 i+ w2 Jad + e+ a2 JER2ad 4+ k2a2
m

:1:' _—
81112,

tzn. plati vztah (16.1).

2.k=0.Paku=y e Z(N), tzn. L(u) € Z(N), a tedy p || N. Pak podle Véty
16.2 je ¢ = 0. Zaroven je u L a, tzn. aju; + - - - + ayu, = 0, odkud je jiz zfejmé, Ze
plati (16.1).

3.y #0ak # 0. Potom podle Véty 16.3 je ¢ = < (L(u), L(y)), a tedy je

COSng _ ‘(Haz)P _ (X+/@7X)2 _ (Z,X)Q _ (Haﬂ) — (kéa kg) B
[ul2llyl> (wu)(y,y) (u)(yy) (u,u)
_,__(kaka? . @oyka) L (wa)

(u,u)(ka, ka) (u,u)(ka, ka) (w,u)(a,a)’
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a tedy -
u,a

(u,u)(a,a)
Protoze vsak 0 < ¢ < 7, dostavame odtud (po odmocnéni a rozepséani skalarnich
soucini do soufadnic) dokazovany vztah (16.1). O

=1 —cos’p=sin’p.

Véta 16.5. Necht N1, N, jsou nadroviny v E,, n > 2, necht a, respektive b, je
normdlovy vektor nadroviny N7, respektive Ny. Pak plati

IV, N2) = (L(a), L(b)) -

Dukaz. Je-li N} || Ny, pak L(a) = L(b) a véta ziejmé plati. Necht tedy nadroviny
N1, N2 nejsou rovnobézné. Oznactme Z(N;) = W, Z(N3) = S. Pak dostaneme
dim(WNS) =dmW +dimS —dim(W+S)=n—-1+n—-1—n=n—2, a tedy
dim(W N S)+ = 2.

1. Predpokladejme, ze dim £ > 2. Potom W NS # {0} a oznacme P = WN(WN
S)t, Q = SN(WNS)E. Plati dim P = dim W +dim(WNS)* —dim(W +(WnNS)+L) =
n—1+4+2—n=1;apodobné dim @ = 1. Existuji tedy vektory u,v € Z(&) takove,
ze P = L(u), Q@ = L(v) a podle definice je

FWNLN2) = S(L(u), L(v)).- (16.2)

Podle predpokladii véty jea € W+ C (W N S)L; b e St C (WNS)L Dostavame
tedy, Ze a,b,u,v € (W N S)*L, piicemz jsou nenulové a plati a 1 u, b 1 v. Tedy
napiiklad vektory

—_
‘ ~

T

u
IEY

[l
tvoif ortonormélni bazi podprostoru (W N S)+L. Je-li v této bazi b = (by; bs), pak je
v = (—kby; kby), pro vhodné k € R (ponévadz b L v) a dale zifejmé a = (||al|,0),
u = (0, [[uf]). Ozna¢me nyni g (L(a), L(b)) = ¢, 4(L(u), L(v)) = ¢. Pak plati

=

COS @ = lall - b0 = il respektive
lal - /03 +03 /b7 + b3
- kb b
cosp— —al kbl ol
lall - /K203 + k203 /b2 + b3

tzn. cosp = cos®, piicemz 0 < p,¢ < 7, odkud dostavame ¢ = 1. Je tedy
J(L(u), L(v)) = <(L(a), L(b)), coz spolu s (16.2) dava dokazované tvrzeni.

2. Predpokladejme, ze dim& = 2. Potom W NS = {o} a navic v tomto pii-
padé Ni, N jsou pifmky, a tedy W = L(w), S = L(s) pro vhodné nenulové vek-
tory w,s € Z(&). Podle definice je (W, S) = <(L(w), L(s)). Nyni se analogicky
jako v 1. dokéze, ze <(L(w),L(s)) = <(L(a), L(b)). Potom vsak je <(W,S) =
5(L(a), L(b). :
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Dusledek 16.1. Necht N7 = a1z1+- - -+anxn+a =0, No = bz +- - -+b,z,+b =0
jsou nadroviny v € a necht ¢ znact jejich odchylku. Potom
larby + -+ - + ayby|

Va4 a2 o0
Dikaz. Toto tvrzeni plyne bezprostiedné z predchozi Véty 16.5 vzhledem k tomu,
ze (a1;. .. ;a,), respektive (by;. .. ;b,), je normalovy vektor nadroviny N, respektive
No. ]

V predchozich vétach jsme odvodili vztahy pro vypocet odchylky dvou podpro-
stortt v € pro nékteré specialni piipady (dvé piimky, dva rovnobé&zné podprostory,
pfimka a podprostor, dvé nadroviny). Z Definic 16.2 a 16.3 je ihned vidét, ze k vy-
feSeni obecného piipadu by nam stacilo umét ur¢it odchylku dvou podprostori v
&, jejichz zaméreni maji nulovy prinik. Pro tuto situaci skuteéné existuje pomérné
jednoduchy algoritmus. Rozebereme nejdiive geometricky, jak bude tato situace vy-
padat, a z geometrického rozboru odvodime algoritmus vypoc¢tu odchylky i v tomto
obecném piipadé.

Predpokladejme tedy, ze Wy, .S; jsou dva podprostory ve V,, takové, ze W, NS, =
{o}. Podle Definice 16.2 je

I (Wi, 51) = min{ g (L(u), L(v))|lu € Wi, v € S5}

CoS =

Predpokladejme, Ze nenulové vektory u € Wy, v € S; jsou pravé ty vektory, které
urcuji odchylku ¢ = (W, S;). Potom

S(Wk,81) = <(L(w), S) = (W, L(v)) = $(L(u), L(v)).
Podle Véty 16.3 je

T € St
_ L 75 — 29 H .
7= TS {q(u,u’% ué S,

kde u’ je ortogonalni projekce vektoru u na podprostor ;. Podobné

_ _ % vew:,

o= W Lv) {4(272’), vEWr,

kde v’ je ortogonélni projekce vektoru v na podprostor Wy. Dostéavame tedy, Ze
vektory u € Wy a v € S; urcuji odchylku podprostori Wy, S; jen tehdy, kdyz
v € L(u) au € L(v). V piipads, ze Wy L S, tj. Wi C S; nebo St C W,
jsou vektory u’ a v/ nulové a odchylka podprostort je rovna Z. Uvazujme tedy déle
situaci, kdy Wy, S; nejsou kolmé, tj. u’ # o # v'.

Vzhledem k definici odchylky jednodimenzionélnich podprostoru tak dostavame,
ze vektory urcujici odchylku Wy, S; musime hledat mezi takovymi vektory, Ze orto-
gonalni projekce u” vektoru u’ na podprostor Wy, lezi v L(u) a podobné ortogonélni
projekce v” vektoru v’ na podprostor S; lezi v L(v), tj.

I

u’ = su, vi=rv. (16.3)
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Obr. 16.2

Rozeberme situaci pro vektor u. Z Obr. 16.2 je zfejmé, ze 0 < s < 1 a z vlastnosti
pravothlych trojuhelniki je cosp = /s, kde ¢ = < (L(u), L(v)). Opravdu méame
cosp = Wl o soucasné cos p = Lzl — Ll - oqtud |s|] =s= Iwll® o2 Q.

flull flu'] [u’|] (lull

Pro vektory spliwujici (16.3) je odchylka minimalni pro maximalni s.

Problém urceni odchylky podprostori Wy, S; se tedy redukuje na problém nale-
zeni vektorti u € Wy nebo ekvivalentné v € S, takovych, ze plati (16.3). Z téchto
vektort potom vybereme ten vektor, ktery odpovida maximalni hodnoté s, respek-

tive r.

Véta 16.6. Necht u,,...,u, je ortonormdlni bdze Wy a v,,...,v; je ortonormdlni
bdze S;. Potom ortogondlni projekce vektoru

(16'4) u=uwuu + - +u, € Wy, resp. v=uv, +---+uyv, €9,
na podprostor Sy, respektive Wy, je vektor
(16.5) W =ujvy+---+uyv, €85, resp. v =vju; +--- +vju, € Wy,

takovy, Ze

ul (w,v)) - (g, vy)\ fw

= : : ;

u; (u,vy) - (4 v) Uk
respektive

vy (w,v,) -+ (u,v)\ (o

g (W vy) - () Ui

Dikaz. Rozlozme vektor u € Wy na ortogonalni projekci a komponentu vzhledem
k podprostoru 9, tj.

=

=du+y, €S, yeSt.

Dosazenim z (16.4) a (16.5) dostaneme

/ !/
uiay + - Fugly, = u vy oty +y
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a skalarnim nasobenim vektory v,, 7 = 1,...,[, dostaneme ihned dokazované tvrzeni
ve tvaru i
u; = Z(Hjazi)uj :
j=1
Pro vektor v € S; postupujeme obdobné. ]
(. vy) -+ (u,vy)
Matice A = : : je tedy matici linearnfho zobrazeni z S; na
(wp, vy) - (v
W), daného zuzenim (na podprostor S;) ortogonalni projekce na Wy, a vyjadieného v
ortonormalnich bazich u,,...,u, a v4,...,v;. Matice A’ je potom podobné matice

linearniho zobrazeni Wy na S; daného zuZenim (na podprostor Wj) ortogonélni
projekce na 9.

Jako disledek dostavame, ze slozenim ortogonélni projekce Wy na .S; a ortogo-
nalni projekce S; na Wy, je linearni zobrazeni na W, s matici AA’. Potom ale vektor
u”, ktery je obrazem vektoru u € W, v tomto zobrazeni, je dan soufadnicové

uy Uy
= AA

uy up,

Podminka u” = su pak davéa, Ze hledany vektor u je vlastnim vektorem matice
AA’) tj. jeho souradnice (uq;...;ux) v bazi uy,...,u, musi spliiovat homogenni
soustavu rovnic

(AA" = AEy)(u) = (o),

kde A € R a Ej, je jednotkova matice fadu k. Ale tato soustava ma nenulové feSeni
praveé tehdy, je-li
|AA"— \E,| =0. (16.6)

Z vlastnosti matic (dikazy téchto tvrzeni presahuji ramec téchto skript) jsou vSechny
kofeny Ai;...; A\x predchozi rovnice redlné (nemusi byt navzajem rizné) a spliuji
0 < \; < 1. Z vyse uvedeného rozboru vyplyvéa, ze

cosp = +/s

kde s je nejveétsi z kofeni rovnice (16.6).

I kdyZ se uvedeny postup nalezeni odchylky ¢ zdé byt celkem jednoduchy, uz pri
povrchnim rozboru se ukaze, ze ma svoje uskali (napiiklad nalezeni kofenu rovnice
(16.6)). To jsou v8ak uvahy, které jiz presahuji ramec tohoto textu.

Na zavér tohoto paragrafu se jesté alespon stru¢né zminime o tom, jak je mozno
merit uhly, tzn. o zavedeni miry thlu, o niz ukdzeme, zZe je aditivni. VSechny nasSe
uvahy budeme provadét v euklidovské roving, tzn. ve dvourozmérném euklidovském
prostoru.
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Pripomenme, Ze tihel jsme definovali v Paragrafu 9 jakozto prinik dvou polorovin
v afinnf roving, jejichz hrani¢ni pfimky byly riznobézné. takovy thel byl pak jedno-
znafné urcen svym vrcholem V' a dvéma polopiimkami (V; A), (V; B), nazyvanymi
ramena thlu. Dodejme k tomu, Ze pfimim thlem s vrcholem V' budeme rozumét
polorovinu P takovou, ze V' je bodem jeji hrani¢ni primky. Obé polopfimky s pocat-
kem V', obsazené v hrani¢ni pfimce, budeme pak nazyvat rameny tohoto piimého
ahlu.

Pod pojmem tihel budeme nyni rozumét bud thel definovany v Paragrafu 9 nebo
primi thel.

Jak jsme jiz Tekli, budeme chtit ukazat, ze mira hlu je aditivni. Pro tento ucel
bude tfeba nejprve Tici, co to znamena, ze ihel a se déli na dva jiné uhly.

Definice 16.4. Necht je dan thel a s rameny (V; A), (V; B). Rekneme, 7e thel
a se deli na ihly o' a o, jestlize existuje bod C € a, C ¢ (V; A), C ¢ (V; B) tak,
ze o' je thel s rameny (V;A), (V;C) a o” je thel s rameny (V;C), (V;B) (viz
Obr. 16.3).

Poznamka 16.7. Necht
€1,€ (16.7)

je kladné ortonormalni baze zaméteni V' euklidovské roviny. Necht x € V' je normo-
vany vektor (tzn. ||x|| = 1), pficemz x = (z1;x9) v bézi (16.7). Plati tedy

X =218 + 12€y. (16.8)

Jestlize p zna¢i odchylku vektori x, e,, pak po skalarnim vynéasobeni (16.8) vektorem
e, respektive e,, dostavame

. Sing&, pr0$220,
11 = (X;€,) = cos ¢, respektive 5 = (X,€,) = _
—singp, prozs <0.

V zavislosti na znaménku soutfadnice x5 tedy dostavame
x = (cosp, Esinp). O (16.9)

Nyni uz je vSe pripraveno k tomu, abychom mohli definovat miru thlu a ukazat
o ni, ze je aditivni.

]ﬁﬁnice 16.5. Necht « je thel s rameny (V; A), (V; B). Pak odchylku vektort
VA, ﬁ nazyvame mirou thlu « a ozna¢ujeme symbolem m(a).

Véta 16.7. Necht a je thel, ktery se déeli na ihly o a . Potom plati

m(a) =m(a’) +m(a”).
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),

Diikaz. Necht « je thel s rameny (V; A), (V; B); necht o je thel s rameny (V; A
V; A),

(
(V; C), respektive o je thel s rameny (V;C), (V; B), kde C € a je bod, C ¢ (V;
C ¢ (V;B).

Zvolme normalové vektory u, respektive v, resp. w, tak, aby tyto vektory byly
kladnymi nasobky vektori V' C, respektive V' A, respektive VB (viz Obr. 16.3), a
oznatme ¢, respektive ¢, respektive ¢”, odchylku vektori v, w, respektive u,v,
respektive u, w. Potom je tedy m(a) = ¢, respektive m(a/) = ¢, respektive
m<&//) — (p//'

Déle zvolme kladnou ortonormalni bazi (16.7) tak, aby e, = u (vime, Ze to
lze jisté provést). Potom vSak druhé soufadnice vektorti v a w musi mit opacnéa

znaménka a ze (16.9) plyne, ze
v = (cos ¢, £siny’), w = (cosp”, Fsiny”).
V obou ptipadech vsak dostavame
cos = (v,w) = cos ¢ cosp” — sin ¢’ sin " = cos(¢’ + ")

uzitim souc¢tovych vzorci. Odtud pak vyplyva, ze ¢ = ¢’ + ¢”, neboli m(«a) =
m(a’) +m(a), coz jsme méli dokazat. O

Uloha 16.1. Naleznéte odchylku ¢ pifmky p = {A;L(u)} a podprostoru B =
X = By, + vy + vy, jeli A = 21323, u — (503,05 B = [1;1;1;1),

vy = (1;1;4;5), vo = (5:3;4;-3), vy = (2, —1;1;2).

Reseni: Predeviim si uvédomme, Ze zadévani bodi A, B je pro feseni tlohy
naprosto nepodstatné, nebot odchylka ¢ zavisi pouze na zamérenich obou podpro-
stort.

Vektory v,,v,, vy jsou linearné nezavislé, tzn. dim B = 3 a B je nadrovina v &;.
K vypoctu ¢ bude zfejmé mnohem vyhodnéjsi pouzit Vétu 16.4 nez obecnéjsi Vétu
16.3. Nalezneme tedy nejprve normalovy vektor n nadroviny B:

1 14 5 114 5 T3 = —21y4,
5 34 3] ~---~|0 18 14 odkud: xy = 224,
2 -1 1 2 00 1 2 T = 14,

atedy n = (1;2;—2;1).

~ . . o |_5| 1 i v
Podle Véty 16.4 pak je sinp = v — 20 @ tedy ¢ = r A
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Uloha 16.2. Naleznéte odchylku ¢ podprostorti B,C, kde B = {B; W}, C = {C; S},
B=[2101], W = L(u,0y), u; = (L ;1;1), u, = (1; =11, -1), € = [1;0; 151},
S = L(vy,vy), vi = (2,2;1;0), vy = (1, —2;2;0).

Regent: Vidime, 7e B,C jsou dvé roviny (nikoliv rovnobézné) ve 4-rozmérném
euklidovském prostoru; nejedna se tedy o zadny ze specidlnich piipadi popsanych
ve Vétach 16.1 — 16.5. Pti vypoctu ¢ budeme pracovat opét pouze se zamérenimi
W, S a budeme postupovat podle definice odchylky.

(i) Nalezeni prianiku W N S.
kiu, + kouy = kv, + kyvy = kiu; + kouy — kv — kgvy = 0, tzn.:

1 1 -2 -11]0 1 1 -2 —-11]0
1 -1 -2 210 0 -2 0 3]0
1 1 -1 =207 1o o 1 =110l
1 -1 0 010 0 0 0 010

tzn. k3 = ky (napt. k3 = ky = %), a tedy W NS # {o}, pficemz napiiklad w =
vy +1v, = (1;0;1;0) je bazi W N S.
(ii) Nalezeni podprostort P =W N(WNS)LH, Q=SSN (WnS)*
Bezprostiedné z (i) plyne, ze (W N S)* ma napiiklad bazi z, = (1;0;—1;0),
z, = (0;1;0;0), z3 = (0;0;0;1). Potom kiz; + kazy + kszy = kuu; + ksu, ==
k12, + kozy + k3zg — kyu; — ksu, = o, tzn.

100 -1 -1 |0 100 -1 -1 |0
10 -1 10 010 -1 17]0
-1 00 -1 =1 |0 001 -1 11]0])"
001 -1 1,0 000 1 17]0
tzn. ky = —ks (napf. ky = %, ks = —%), a tedy dim P = 1, pricemz naptiklad

a=1u —iu, = (0;1;0;1) je bézi P, tzn. P = L(a).
Dale k12, + kozy + k3zg = kav, +ksvy = k12 + kozy + k3zg — kav, — ksvy, = 0O,

tzn.

100 -2 -1 0 100 -2 -1 0
010 —2 2 0 010 -2 2 0
-1 00 -1 =2 |0 001 0 0/ 0]
001 0 0 0 0 00 1 1 0
tzn. ky = —ks (napt. ky = 1, ks = —1), a tedy dim @ = 1, pfi¢emz napiiklad

Yy
b=v, —v, = (1;4;-1;0) je bazi Q, tzn. Q = L(b).
(iii) vypocet odchylky .
Podle definice odchylky podprostort, respektive definice odchylky jednodimen-
zionalnich podprostori, dostavame:
(@b 4 2
laf - bl v2v18 3

cos p =
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2 2
Vysledek: pro odchylku ¢ podprostortu B a C plati cos ¢ = 3 neboli p = arccos 3
JAN

Uloha 16.3. Naleznéte odchylku ¢ podprostort B,C takovych, ze Z(B) = W =
L(uy, u,), respektive Z(C) = S = L(vy,v,). Pitom u; = (1;0;0;0); u, = (0;1;0;0),
vy = (23;1;6), vy = (3;2,—6; —1).

Resent: Ziejmé je dimW = 2, dim S = 2, tzn. B,C jdou dvé roviny (nikoliv
rovnobézné) ve 4-rozmérném euklidovském prostoru.

(i) Nalezeni priuniku W N S.

kia, + kouy = ksvy + kyvy = kyuy + kouy — k3vy — kyvy, = o, tzn.

10 -2 =310 10 -2 -3 0
01 -3 -2 |0 01 -3 —2 |0
00 -1 6|o|~|oo -1 6 o] 2tedyWnS={o}.
00 6 10 00 0 1|0

(ii) vypocet odchylky .

Vidime, Ze se jedné o obecny piipad odchylky dvou podprostori, k jejimuz vy-
po¢tu uZijeme obecny algoritmus. Nejdifve ovéfime, zda W L S. Mame W+ =
L((0;0;1;0), (0;0;0; 1)), odkud ihned vidime, ze S ¢ W+ a W+ & S a W, S nejsou
kolmé. Dale u,,u, je pfimo ortonormalni bédze W, respektive vektory v,,v, jsou
ortogonalni, tzn. staci je pouze normovat a pak

( 2 3 1 6 ) ( 3 2 -6 -1 )

w, = ) ) ) Wy = ; ; ;

T2 5v2 5V 5v2) T \5v2 5v2  5v2 52

je ortonormalni baze S. (Zde poznamenejme, ze v obecném piipadé je nutné nejprve

najit ortogonalni bazi W, respektive S, pomoci Gramm-Schmidtova ortogonalizac-
niho procesu.) Potom

D
I
=
I=
E
B
E
N
N———
(@

w [\
N
5

[\ w
N

S
S

odkud vypocteme

13 12
r_ | 50 50
AA"= 12 13
50 50
a fesime rovnici |[AA" — AEs| = 0, tj.
13 12
=2\ =
50 50 | _
12 13 '

50 50
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Po rozepséani a tpravé dostavame 10022 — 52\ + 1 = 0, odkud pak

52 £ /2704 — 400 52+ 48

) -
1.2 200 200

1

S
“fS
o

tzn. \; = %, A %. Nejveétsim z Cisel Aq, Ao je tedy %, tzn. pak cosp =
dostavame ¢ =
Vysledek: odchylka podprostori B,C je rovna —.

>

™
1



Kapitola 3
CVICENTI

Tato cast skript obsahuje soubor 415 cviceni, sdruzenych do 172 celkd, a jejich
vysledky. Cviceni nebyla zamérné prirfazovana k jednotlivym paragrafiim, ale tvori
samostatny celek, pricemz vsak jejich razeni v podstaté odpovida sledu probirané
latky. Pritom jsou zastoupeny piiklady algoritmického i testovaciho charakteru i
cviceni ditkazova. U kazdého algoritmického cviceni je uveden vysledek (pozor na to,
Ze Casto je mozno vysledek vyjadfit nekoneé¢né mnoha formalné riznymi zptsoby,
a je tedy uvedeno jenom jedno z téchto vyjadieni). U testovych cviceni je uvadéna
odpovéd pouze v piipadé, kdyZ je negativni, tzn. pozadovany piiklad neexistuje.

U cviceni, v nichZz pracujeme se souradnicemi, jsou souradnice vzdy vyjadieny
v patficnych repérech tak, jak to vyzaduje typ tlohy a v souladu s imluvami pro-
vedenymi v textu. Déale, u cviceni, z jejichz zadani je patrny typ prostoru i jeho
dimenze, nebudou casto tyto idaje vyslovné specifikovany. Z davodi dspory mista
budou jednotlivé rovnice v soustavach linearnich rovnic obvykle zapisovany vedle
sebe a nikoliv pod sebou, jako tomu bylo v pfedchozim textu.

1. Je zaddna mnozina A (vZdy jako podmnozina mnoziny R™), vektorovy prostor
V (vzdy bude tvaru R", pficemz R' = R) a zobrazeni * : A x A — V, které
libovolnym dvéma bodim A = (as;... ;a,), B = (b1;... ;bn) € A pfifazuje vektor
ABeV.

Rozhodnéte, zda A je afinnim prostorem, a pokud tomu tak neni, uved te, ktery
z axiomu afinniho prostoru neni splnén:

a) A=RS V=R AB = ( bl—al,bg—az,bg—ag,bg—ag);

) A=R%V =R? ﬁ (by — a1, b5 — a%), k pfirozené é&islo;

) A=R%V =R? AB = (by — ay, (1)2 — ay)¥), k pfirozené ¢&islo;
) A=R2V =R2 AB — (a1 - bi,as - by):

a6 o

116
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= {(al,aQ) €R2HG1’ <1, ‘G/Q‘ < 1}, V:R2,

= (bl —ahbz—az);

{(ay,a2) ER*|ay = a3}, V=R, f@:al—bl;

{(al,CLQ) €R2|CL2:CL%}, V =R, 1@:(12—62;

{(ay,as) € R?*|a? + a3 = 1}, V:R,f@:al—bl;
{(a1,a) € R*|a? — a2 = 1,a; < 0}, V:R,E:ag—bg;
{(ar,a2) € R*|a? — a3 =1,ay <0}, V =R, B:al—bl;
(a1, az) € R*|4a? — 9a3 = 1}, V—R,E:@—bg;
(al,ag) ER2|6L2 > O} V = R2

A
A
A=
A=
h) A=
A=
A=
A=
A=
A (log 32, a1 — by _E+E)'

{
{

Resent: a) ne, neplati (1); b) pro k liché — ano, pro k sudé — ne,
neplati (1); ¢) pro k = 1 — ano, pro k > 1 ne, a sice pro k
liché neplati (2), respektive pro k sudé neplati ani (1) ani
(2); d) ne, neplati (1) ani (2); e) ne, neplati (1); f) ano; g)
ne, neplati (1); h) ne, neplati (1); i) ano; j) ne, neplati (1);
k) ne, neplati (1); 1) ano.

2. Necht A je afinni prostor; A, B,C, D € A. Dokazte, 7Ze plati:

) AL =CD e AC = BD;
Ez@@ﬁz@%.

3. Necht A je afinni prostor; A, B € A; u,v € Z(A). Dokazte, Ze plati:
(A+u)—(B+v)=(A-B)+u-v).

4. Necht A znaéi 2-rozmérny kanonicky afinni prostor (viz Piiklad 1.2, pron = 2) a
necht A’, respektive A”, znaci afinni prostor ze Cviceni 1 (b) (kde k je liché p¥irozené
¢islo), respektive Cviceni 1 (1). Urcete ty podmnoziny R? které jsou podprostory
alesponi dvou z uvedenych prostori A, A", A”.

Reseni: Trividlng Fesent: viechny jednobodové podmnoziny v R2
a celd mnozina R?, respektive je-li k = 1, pak kazdy pod-
prostor v A. Netrividlni veseni: {(a1;as) € R?*|ay = t,
pro pevné t}; pak pro ¢ > 0 jsou tyto mnoZiny podpro-
story A, A', A", respektive pro t < 0 podprostory A, A’
Konecng, {(a;;as) € R?|a; = t, pro pevné t} jsou podpro-
story A, A’.

5. V afinnim nézorném prostoru udejte priklad
a) dvou podprostortu B,C takovych, ze BN C neni podprostorem,

b) bodu Ay, Ay, Ag, Ag, které jsou v obecné poloze,
C) bodu Bo, Bl, B2 tak, aby dlm(Bo, Bl; BQ> = 3.
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Redeni: ¢) neexistuje.
6. V afinnim nazorném prostoru je déna piimka p a rovina p. Charakterizujte moz-
nou vzajemnou polohu p¥imky p a roviny p v pfipadé, ze dim(p + o) = 3, respektive
dim(p + o) = 2.

Resent: dim(p + ¢) = 3 pravé kdyz p, ¢ jsou ruznobé&zné nebo

rovnobézné ruzné; respektive dim(p + g) = 2 pravé kdyz
p Co.
7. Necht By = {By; Wi}, By = {Bg; Wa} jsou podprostory v .A. Potom B; a B, jsou
. . Y .

totozné praveé kdyz W, = W, a ByBy € W;. Dokazte.
8. Necht o = {By;Wi}, 0 = {By; W5} jsou dvé neprotinajici se roviny ve 4-
rozmérném afinnim prostoru A. Potom je dim(W; + W,) < 4. Dokazte.
9. Necht v A,, n > 2, je ddna piimka p = {A; L(u)} a nadrovina N' = {B; W}.
Jestlize se p a N neprotinaji, pak u € W. Dokazte.
10. Necht v A,, n > 2, jsou dany nadroviny N7 = {By; Wi}, Ny = {Bq; Ws}.
Jestlize se nadroviny N, N2 neprotinaji, pak W, = W,. DokaZte.
11. Necht B,C, D jsou podprostory afinniho prostoru A takové, ze kazdé dva z nich
se protinaji. Dokazte, ze plati:

a) BN({C+D)2(BNC)+ (BND),

b) B+ (CND)C(B+C)n(B+D)
a dale ukazte, ze obecné neplati opacné inkluze.

12. Necht B je k-rozmérny podprostor v A a necht Agy, Ay,..., A1 € B. Pak
téchto k£ 4 2 bodt neni v obecné poloze. Dokazte.

13. V afinnim prostoru 4, jsou dany tii afinni repéry:

Z = (Pie,e,€5,€4), %o = (AU, Uy, uy,0y), B3 = (B;vy,V,, V3, v,),
pficemz je dano u; = (2;—1;—-2;1), u, = (—1;2;2; -1), uy = (3, -2;-3;1), u, =
(1115 1), v, = (—T:11:13: —6), vy — (13: —15; —18:7),
vy =(0;-7,-8;5), v (7, 10; — 12, 5) vzhledem k afinnimu repéru %1, respektive
B = [0;0;0; ] aX = [1 2; —2; 1] vzhledem k afinnimu repéru %,, respektive ¥ =
[_ —

2; —1; 1, 2] vzhledem k aﬁnnlmu repéru %3. Naleznéte:
a) soufadnice bodu X vzhledem k afinnimu repéru %s;

b) soutradnice bodu Y vzhledem k afinnimu repéru %s.

Redeni: a) X = [—8;—8;—5;6]; b) Y = [—5; —3;11; —10].
14. V afinnim prostoru Aj jsou dany afinni repéry 2 = (P;e,, e,,e;), Z' = (P'; €}, €}, €}),
pfi¢emz je (v pevném afinnim repéru v . A3) P = [2;1;2], P' = [3;5;1], e; = (1;2;0),
e = (0:1;1), 3 = (1;0;1), €] = (3;7;4), ey = (1;3;1), €4 = (0; —4; —1). Napiste
transformacni rovnice pro soutradnice bodu

a) pii prechodu od repéru # k repéru %',

b) pfi pfechodu od repéru 2’ k repéru %.
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Resent: a) x = 2x’+y’—z’+2, y=3r"+y =2, z=a" -2 -1,
b) & = 3(=a/ +y' + 2 + 1),y = 5(5¢' = 3y’ — 2"~ 9),
=5 —y +2 = 3)

15. Necht e, e,, e; je kladna baze orientovaného vektorového prostoru V3. Rozhod-
néte, zda vektory uy, u,, us tvori kladnou nebo zapornou bézi prostoru Vs, je-li:

a) u; = (1;2;3), uy, =(2;3;1), uy = (3;1;2) v bazi e,, e,, €5;

b) u = (-1 130)7 u, = (1;-2;1), uy = (2;1;1) v bézi e, ey, e5;

C) u, =e; +e +e; uy = 2e +e,+3e;, u; = 4e, + 3e, + 5e3;

d) u, =2 te,u,=—¢€ +e,+2e; u;=2e +e— e,

Resend: a) zaporna; b) kladna; c) nenf béze; d) zéporna.
16. Necht u,,u,,u,, u, je kladné baze orientovaného vektorového prostoru V. Roz-
hodnéte, zda vektory:

a) uy,us, Uy, U,

b) EZaglauzhEg»

c) u;,uy,uz U,
tvori kladnou nebo zéapornou bazi prostoru V.

Resend: a) kladna; b) kladna; ¢) zaporna.
17. vektorovy prostor R* je orientovan prohlaSenim béze uy, u,,u;, u, za kladnou,
kde u; = (1;2;3;4), u, = (0;1; —1;1), uy = (0;0; 2; 1), u, = (1;2;1;0). Rozhodnéte,
zda vektory W, Wy, W, W, tvori kladnou nebo zapornou bazi R*:

a) = (1;2;-2;3), wy = (—2; =5; 1,0), wy = (3; =3;2; —1),
M (—2;0; —4; 1)
b) w, =(L151;1), wy = (1;-1;1;1), wy = (1;1; —1; 1),
w, = (1;1;1;—1);
c) w; = (1;0;0;0), w, = (0;1;0;0), wy = (0;0;1;0), w, = (0;0;0; 1);
d) w; =(1;2;3;6), wy = (3;7; 1;11), wy = (2, 1,4, 7), wy = (4;2;2;8).

Resent: a) zapornd; b) kladn4; c) zaporné; d) neni baze.
18. V orientovaném vektorovém prostoru R? jsou dany dvé posloupnosti vektori
u,,u,,u,, respektive vy, vy, v,. Zjistéte, zda se jedna o béze prostoru R? a pokud
ano, zda jsou tyto baze souhlasné ¢i nesouhlasné.
a) 1w =(0;0;1), u, = (1;0;0), ug = (0;1;0);
v, =(1;-2;1), vy = (—1;1;0), vy = (2; 15 1).
b) 1, = (1;0;0), u, = (0;1;0), ug = (0;0;1);

V; =U,, Vo, = U3, V3 = U;.

c) = (1;1;-2), u, = (2;1;3), uy = (—2;1; —20);
=(2,1;0), vy = (—1;1;2), v5 = (2;1; =3).
d) u =(1,2, 1), uy = (2;3;0), uy = (—1;0;1);
v, = (21-2), vy = (3 1;—1), vy = (1,0; 1)
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Regeni: a) nesouhlasné; b) souhlasné; ¢) nesouhlasné;
d) v, vy, V4 neni baze.
19. V A3 napiSte parametrické i neparametrické vyjadieni
a) roviny o = {A4; L(u,v)}, kde A=[0;0;1], u = (1;0;1), v = (1; -1;0),
b) roviny p, kterd prochazi body A = [1;2;3], B = [2;3;4], C' = [2;2; 3],
) prmky p={A; L(w)}, kde A = [1;1;1], u = (1; 1;1),
) primky p, ktera prochéazi body A = [3;2;1], B = [1;1; 3],
e) prusenice rovin p =22 -3y —32=9,0 =x —2y+ z = —3.

@)

o

Resent: a) X = A+ tu+rv, respektive x +y — 2+ 1 = 0;
b) X = A+t(1;1;1) +r(1;0;0), respektive y — z + 1 = 0;
c) X = A+ tu, respektive t —y =0, z — z = 0;
d) X = A+t(2;1; —2), respektive t+2—4 =0, 2y+2z—5 =
0;
e) X =[0;0;—3] +t(9;5; 1), respektive 2z — 3y — 3z = 9,
rT—2y+z=-3.
20. Napiste neparametrické vyjadieni podprostoru B v Ay, je-li:
a) B={A;L(u,v,w)} kde A=[1;-1;3;4], u = (1;0; -3;0),
v=(0;-L1L3), w=(0;1;1;—1);
b) B=X=][1;-1;0;2] +¢(3;2;0;0) + r(1;0; 1; —1);
c) B=X=[11;1;1]+t(1;1;1;1).

Resent: a) 3wy — 2w + x3 — x4 = 4
b) 2xy — 3y — 203 =5, x3 + 14 = 2;
c)xy —xe=0,21 —x3=0, 217 — x4 = 0.
21. Napiste parametrické vyjadieni podprostoru B v Ay, je-li:
a) B=x1+a3+x4=2; 11 +2x3—14=0;
b) B=ux+2x — 23+ 204 =3; 21+ 29 — 223+ 324 = 1;
c) B=uxy=1.

Resent: a) X = [1;0;0;1] 4 £1(0;1;0; 0) + to(—1
b) X = [~1;2;0;0] 4+ t1(3; —=1;1;0) + to(—
¢) X = [0;1;0; 0] +t1(1;0;0; 0) +5(0; 0; 1;

;05 1, O)
4;1;0;1);
0) +t3(0, 0;0;1).
22. V Aj je dan podprostor B. Je-li dan parametricky (respektive neparametricky),
pak naleznéte jeho neparametrické (respektive parametrické) vyjadient:
a) B=X=1[2;1;-3;3;1] +r(1;1;2;1;3) + s(1;2;1; 3; 1);

) B=X=[1;-2;,-1;3;0] +r(1;-3;2; —3;2) + s(—2; 1;1;2; —1);
) B=x1=1; 29=2; x3=3; w5=25;
) B =2 +4xs + 3x3 — x4 + 205 = 2;

3x1 + w9 + x5 — x4 + 225 = 1.

Q. o T
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Resent: a) 31 —xg—x3 =8, 1 —2x9+ 14 = 3, br1 —2m9 — 5 = T;
b) z1+xetx3 = —2, 3x1—4w9+51y = 26, 11420 — 25 = —1;
c) X =[1;2;3;0;5] + ¢(0;0;0; 1, 0);
d) X =[-1;0;0; —4;0] + t1(1;1; 0;6;0) + t2(0;0; 1;3; 0)+
t3(0;0;0;2;1).
23. V Aj; urcete neparametrické vyjadieni roviny o, ktera
a) prochazi bodem M = [4;0; —1] a obsahuje ptimku p = {A; L(bbu)},
kde A = [2;1;2], u = (-2;1;3),
b) obsahuje piimky p = {4; L(u)}, ¢ = {B; L(v)}, kde A = [3;-1;2],
u=(52;4), B=[8 L6], v=(3;1;-2),
c) obsahuje pfimky p=z—y+5=0;24+y—2—1=0
aq={A;L(u)}, kde A= [1;-2;0], u = (2;3;1).
Regent: a) nekonend mnoho rovin tvaru z+4(3t+2)y—tz—4—t = 0,
pro libovolné t € R; b) 8z — 22y + z = 48; ¢) neexistuje.
24. V afinnim repéru (P;e,, e,) v Ay je dana rovnice pifimky p =2x +3y —1 =10
a déle bod P’ = [1; 3], respektive vektory €| = (1;1), e, = (—1;2).
Urcete rovnici pfimky p v afinnim repéru (P’; €], €}).
Resent: p = 5z’ + 4y’ + 10 = 0.
25. V afinni roviné jsou dany afinni repéry 2 = (P; e, e,), respektive 2’ = (P'; €}, €}),
piicemz P’ = P+2e, —e,, €] =€, —3e,, €, = —e; +e,. Necht dale je A =[-1;3],
p = 3z+5 = 0 vzhledem k repéru #, respektive B = [0; 3], ¢ = 22/+y' = 0 vzhledem
k repéru #’. Potom:
a) urcete souradnice bodu A a rovnici piimky p vzhledem k repéru #’;
b) urcete soufadnice bodu B a rovnici ptimky ¢ vzhledem k repéru #.
Reseni: a) A =[—0,5;2,5], p= 32’ — 3y + 11 = 0;
b) B=[-1;2],g=5z+3y —7=0.
26. V A, zadejte neparametricky roviny o, o tak, ze
a) 0,0 se neprotinaji,
b) prinikem g a o je bod,
c) prunikem p a o je piimka.
27. Udejte priklad bodu ve 3-rozmérném afinnim prostoru A, které generuji rovinu
0 = 1 + x3 = 0 a pritom nejsou v obecné poloze.
28. V 5-rozmérném afinnim prostoru A udejte priklad
a) dvou rovin g, o, jejichz souc¢tem je A,
) bodu Ay, Ay, A3, Ay, As, Ag, které jsou v obecné poloze,
) bodu Ay, Ag, As, Ay, As, Ag, které nejsou v obecné poloze,

Qo T

) dvou nadrovin N7, N3, které se neprotinaji,

piimky p a roviny ¢ tak, aby dim(p + o) = 4,

- D
~

piimky p a roviny o tak, aby dim(p + p) = 3.
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29. Dokazte, ze pfimky p = {A;L(u)}, ¢ = {B; L(v)} se neprotinaji, a sestrojte
3-rozmérny podprostor obsahujici obé tyto piimky. Pfitom A = [8;2;5;15; —3], u =
(7;—4;11;13; =5); B = [~7;2; —6; =5; 3], v = (2;9; —10; —6; 4).

Reseni: B =p+gq,tj. B={A;L(u,v, @)}

30. Urcete prunik a soucet podprostoru By, Bs, je-li:
a) Bl = {B17 (u1722)}7 82 = {827 L(!laXQ)}a kde
B =[40:1;-2], u; = (0; ; =1;2), u, = (1; -2, =3;0);

By =[1;2:1;1], v, = (1;0: = 1;0), v, = (2;1;0; —1);
b) Bl_$1+l’3+$4—2 I‘1+JI3—$4—0 B2—{AL( )} kde
A=11;0;1;0], u = (1;2; —1;0);

c) Bi=xi+as+x3+x4=0; 27— x4 =0;
By =xota3=4; 19+ 13+ 14 =2;

d) Bi=xi—xe+a3+224+1=0; Bo=X=A+tu+ sv, kde
A=[L-L15-2],u=(71;4;-5), v = (2;3; =T7;4).

Resent: a) BN By =10, By + By = A;
b) Blﬂgzz@, 81+BQZ{A W} kde
WZL((O;l;O'O) ( 1'0,1,0) ( 1, )),
Bl+82:{[ 2747()’ ]7L<(17 27 a]- 7(07 1717())’
(1;0;050))};
d) Blm82282, Bl+62261.
31. Naleznéte parametrické i neparametrické vyjadieni priniku a sou¢tu podpro-
storit By = {By; L(u;, uy)}, By = {Ba; L(v,, ¥y, ¥3)}, kde
By = [2;1;4;0;0], u; = (1;0;1;1;0), uy = (0; =1; = 1525 1);
By = [3;0;1:3;2], vy = (1;1;0;0;1), vy = (1, —=1;0;3; 1), vy = (1;0; =2; 15 1).
Reseni: BiNBy = X = (2;0;3;2;1] +¢(1; —1;0;3; 1) };
By + By = 311 — 619 + 13 — 424 + 325 = 4, odkud jiz lehce
obdrzime zbyvajici vyjadieni.
32. Ve 4-rozmérném afinnim prostoru udejte ptriklad primek p, g, které jsou
a) rovnobéZné ruzné, b) ruznobézné, ¢) mimobé&zné.
33. V 5-rozmérném afinnim prostoru udejte priklad piimky p a 3-rozmérného pod-
prostoru B tak, ze

a) pCBhB, b) p| B a B neobsahuje p,

c) p,B jsou ruznobézné, d) p,B jsou mimobé&zné.

34. V 5-rozmérném afinnim prostoru udejte ptiklad rovin g, o, které jsou
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a) rovnobézné ruzné,

o

) ruznobézné a protinaji se v piimce,

o

) raznobéZné a protinaji se v bodé,

[oW

) mimobézné a maji spoleény smér,

e) mimobé&Zné a nemaji spoleny zadny smér.
35. V afinnim prostoru A udejte priklad mimobéznych piimek p, ¢ a bodu M, re-
spektive vektoru w, tak, ze

a) dimA=3aM¢p+q, b) dimA=4aM¢p+yq,
¢c) dmA=3aw¢ Z(p+q), d) dmA=4awé¢Z(p+q).
Resent: a) neexistuje; c¢) neexistuje.
36. Ve 3-rozmérném afinnim prostoru zadejte mimobézky p, q tak, ze
a) neexistuje jejich pricka rovnobézna s vektorem w = (0;0; 1),
b) neexistuje jejich pficka prochazejici bodem M = [0;0;0].
37. Udejte priklad nadrovin N, s v A (dim A = 5) tak, Ze
a) N, N jsou mimobé&zné,
b) prinikem A7, N3 je rovina,
¢) prinikem Ni, N3 je 3-rozmérny podprostor v A.
Resent: a) neexistuje — viz Véta 6.5; b) neexistuje — viz Véta 6.5.
38. Existuji-li v A dvé nadroviny, jejichz prunikem je rovina, co pak plati o dimenzi
prostoru A?
Resenit: dim A = 3 nebo dim A = 4 — viz Véta 6.5.
39. Necht B, By jsou podprostory v A. Udejte libovolnou
a) nutnou, ale nikoliv dostate¢nou podminku pro to, aby B; || B,
b) dostate¢nou, ale nikoliv nutnou podminku pro to, aby B || Bo.
40. Necht p, g jsou mimobézky v A; M € A bod. Udejte libovolnou
a) nutnou, ale nikoliv dostate¢nou podminku,
b) dostate¢nou, ale nikoliv nutnou podminku

pro to, aby neexistovala ptricka mimobézek p, ¢ prochazejici bodem M.

41. Dokazte, Ze v libovolném 3-rozmérném afinnim prostoru A jsou primka a rovina
bud rovnobézné nebo riznobézné.

42. Necht p = {A;L(u)}, ¢ = {B; L(v)} jsou mimobézky ve 3-rozmérném afinnim
prostoru A a necht M € A je bod nelezici na zadné z nich. Dokazte:
— =
a) existuje jediné pricka p, g prochazejici M < AM, BM ¢ L(u,v);
b) vynechame-li pFedpoklad, ze dim . A = 3, pak tvrzeni a) neplati.
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43. Necht B,C jsou podprostory v A takové, ze B || C a Z(B) C Z(C). Dokazte, ze
pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:

(i)  B,C se neprotinaji;

(i) pro libovolné B € B a libovolné C € C je BC' ¢ Z(C);

(ili) existuji body B € B a C € C tak, ze BC ¢ Z(C).
44. Necht B,C jsou podprostory v A, které nejsou rovnobézné. Dokazte, ze pak
nésledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i)  B,C jsou riznobézné;

(ii) pro libovolné B € Ba C €C je BC e Z(B)+ Z(C);

(iii) existuji body B € B, C € C tak, ze BC ¢ Z(B)+ Z(C).
45. Necht B, By, B jsou podprostory afinniho prostoru A takové, ze By || By, BN
By # 0, BN By # (). Dokazte:

a) BN By, BN B, jsou rovnobézné podprostory v A,

b) vynechame-li predpoklad, ze BN By # (), pak tvrzeni a) neplati.

46. V Aj urcete vzajemnou polohu zadanych piimek, respektive rovin:
a) p=X=[1,-3;4] +t(2;2;—-1); ¢ = X = [3;0; —1] + r(0; 1; 3);
b) p=X=[1;2,3|+t(1;-1;2);qg=x—y—2+4=0,2+y—3=0;
c) p=r+2y—z=12—y=0;
g=3r—y—z=—-1,3xr—4y+ 22 =8;
d) p=X=[4;7;—11] + (1, -8;3);

0=X=[0L-1]+r(212) +5(1;2;5);
e) p=X=[L4-3]+tL-3i4);0=2—-y—2=0;
f) p=s+y+2=3,40+32=3;0=20+2y+22z=1;
g) 0=X=16;1;0] +1t1(4;3;1) + to(—1;3;5);
o=X=[3;0;1] + r1(1;2;2) + r2(3; 1; —1);
h) 0=X=[358+7(201) +s(3;-1;0); c =2+ 3y — 22+ 1 =0;
i) 0=2r+3y+42+45=0;, co=x—y—2z+1=0.

Resend: a) mimob&zné; b) totozné; ¢) riiznob&zné; d) riznob&zné;
e) p C o; f) rovnobézné rizné; g) totozné; h) rovnobézné
rizné; i) riznobézné.
47. V As vySetiete vzajemnou polohu zadanych piimek, respektive rovin. Pokud se
protinaji, pak urcete jejich prunik:



CVICENI 125

a) p=X=[1;,-23]+t(1;-3;1); ¢ = X = [1;2; —1] +7(0; 1;3);
b) p=X=[2;3;2]+¢(1;2;2); g=2x+2y—32=1,y — 2 = 2;
c) p=2r—y=L2r—2=2q=2r—y—2z2=1,y=1;
d) p=X=[-2;1;0] +¢(2;-1;2);
0= X =[1;2;2] 4+ r(1;0;0) + s(1;3; =2);
e) p=X=[1;1;-2]+t(-1;3;0), 0=3x+y+5z+7=0;
f) p=r—y—2=-24y—2=110=3x—y+22z=25;
g) o0=X=1[1;0;=-2] +t1(1;2; =2) + 12(2; 3; 1);
o=X=[0;-3;1] +r1(1;0;4) + r5(0; 1; —1);
h) o=X=1[1;,2,0] +7(2;—-1;2) + s(3; 1; —1);
c=3r+3y—2+3=0;
o=r+y—2—3=0;, o= —-2y—2+3=0.

i)
Resent: a) mimobézné; b) rovnobézné riuzné; c) riznobézné, pri-
secik [1;1;0]; d) riznobézné, prusecik [2;—1;4]; e) rov-
nobé&zné rizné; f) riznobéiné, prisecik [2;3;1]; g) rizno-
bézné, prisecnice X = [1; —1;3] +¢(1; 1;3); h) riznobézné,
prusecnice X = [0;0; 3]4+(23; —14; 27); i) riznobézné, pru-
seCnice X = [1;2;0] +¢(1;0;1).
48. V A3 napiSte parametrické vyjadieni podprostori B, C zadanych jako afinni obal
bodt, je-li B = (By, By, Bs), C = (C1,C5,C3), a zjistéte jejich vzajemnou polohu.
Pritom By = [1;3;—1], By = [—1;5;—4|, B3 = [3;1;2]; C; = [0;1;2], Cy = [1;1; 1],
Cs = [0;1; 1].
Reseni: B= X = By +1(2,-2;3); C = X = C; +r(1;0;—1) +
s(0;0; 1), raznobézné, prusecik X = [3;1;2].
49. Necht o= —y+2=0,0=3xr—y—2+2=0,71=4x—y—2z+k =0 jsou
roviny v afinnim prostoru As. Zjistéte, pro které k se tyto roviny protinaji v jediné
piimce a tuto pfimku urcete.
Reseni: k=3, p=X = [—1;—1;0] + ¢(1;2; 1).
50. Naleznéte piimku p v A3, ktera je rovnobézné s rovinou o, riznobézné s piimkou
q ={A; L(u)} a prochézi bodem M. Pfitom:
a) o=xv+y—z2+7=0A=[0;0;0], u=(1;1;3), M = [1;1;4];
b) 0=18z—8y—192=0; A=[2;3;5], u=(1;-12;6), M = [1;1;1].
Reseni: a) p= X = [0;0;2] +t(1;1;2); b) neexistuje.
51. Je ddna rovina o = X = [1;0;0; 1] +7(5;2; —=3; 1) +s(4; 1; —1;0) v A4. VySetiete
vzajemnou polohu roviny o a pfimky p v Ay, je-li:
a) p=X=[3L-41]+t(-1121);
b) p={A;L()}, kde A= [3;0; =4 1], u = (=1 1;2;1);

c) p=x1—29+2=0,2004+23+1=0, 23+224—3=0.
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Resent: a) mimobézné; b) ruznobézné, prisecik [2;1; —2;2]; ¢) p C
0.
52. V afinnim prostoru A4 vySetiete vzajemnou polohu:
a) piimek p = X = [5;7;4; —5] + ¢(2;3; 1; —2),
g=21—12=0, 214+ 223 =05, 311 — 214 =5
b) primky p = X = [0;0;6;5] + ¢(1;2; —3;0)
a roviny o = X = [1;0;0;2] 4+ r(1; —1;0;0) + s(1;2;0; —1) ;
c) rovin p =X = [0;3;1;3] + t1(1;1; —2; —2) + £5(1; 5; —4; 0);
0 =X = [~9;2 15 5] + 11 (5; —1;0;2) + r(3; 1,2, 0) ;
d) rovin p =z — 29 + x4 =2, 207 — x5 = 0
0=2x3+924 =35, 11 — x4 = -2
e) primky p=X =[3;2;0; —2] + k(1;1; —1;1)
anadroviny N = X = [2;1; ;1] +r(1;1; 1;1) + s(1;1;1; = 1)+
t(1;1;—-1;-1);
f) primky p = X = [0;0;0;3] + ¢(1;1; 1;0) a nadroviny N = x4, =0;
g) nadrovin Ny =2z + 29 — 23 =1, No =321 — 29 + 25 — 24 = 2.

Regeni: a) protinaji se v bodé [1;1;2; —1]; b) mimobé&iné; c)
protinaji se v bodé [1;0;1;—1]; d protmap se v piimce
X =[1;24;3]+4(24,-9;2);¢) p C N3 ) p | N g) proti-
najise vroviné X = [0;0; —1; —3]+r(1; O 2;5)+s(0;1;1;0).
53. Naleznéte primku r, kterda protina pifimku p, rovinu ¢ a prochézi bodem M.
Pritom
p=X=1[0;0;—6; =7] +t(1;1;2; 1);
o=X=[2;1; ;1] +7r(1;2;-1;1) + s(—1;2;1;2); M = [7;—2;—1;0].

Reseni: r = X = [1;1; —4; —6] + t(7; —6: 5; 7).

54. Je dana piimka p = X = [0;1;0;1] 4+ ¢(1;0; —1;1) a rovina ¢ = z1 + 23 = 0;
T1 + T2 + x3 + x4 = 1. Naleznéte:
a) rovinu o, ktera obsahuje p a je rovnobézna s o;

b) nadrovinu N, ktera obsahuje p a je rovnobézna s o.

Redeni: a) neexistuje; b) N = X = [0;1;0; 1] + r(—1;0;1;0)
+5(0; —1;0;1) + ¢(1;0; —1; 1).

55. Ve 4-rozmérném afinnim prostoru Ay
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a) urCete parametry a, b tak, aby piimka p lezela v roviné p, kde
p=X=[1;2;1;2] + t(1;a;0;2);
0=X=[1;1;2;b] + r(1;2;1;2) + s(1; 15 2; 2);

b) urcete hodnotu parametru a tak, aby roviny g, o byly mimobézné, kde
0=X =[3;-1;1;=3] + t:(2; 1;1; =3) + £2(0; 0; 1; a);
o =X =[1;-1 =14 +r(1;2;2; =3) + r2(1; 1;0; 2);

c) uréete hodnoty parametri a,b tak, aby roviny o, o byly rovnobézné, kde
0=T1+ a0+ a3+ =1; 21+ 200+ 23 — T4 = 2;
o =x1+x3+axry =0; 221 + dry + brs — 4wy = 5;

d) urcete parametry a, b tak, aby ptimky p, ¢ byly riznobéiné a naleznéte
pak jejich prusedik, je-li p = X = [3;2;1;0] + ¢(0; a; 1;b),
qg=X =[-2;4;4; 1] +r(5; —5; —6; 4).

Reseni: a) a =3, b=2; b) a = —4; C) =3,b=
d) a=1, b= —1, prasecik [3; —1; —2;3].

56. Vysetiete vzajemnou polohu piimky p = X = [4 :3;a]+t(2;2; —1; —1) aroviny
0=X=1[3;-1;—-1;6] +r(—2; 1; =2; 1) + s(4; ,O) v zéavislosti na parametru
a.

Reseni: pro a # % mimobézné, pro a = % riznobézné, prisecik
(34, _38. 103 97)

247 247 240 241

57. Vysetiete vzajemnou polohu podprostoru B,C v A, a urcete jejich prunik, je-li:

a) B=X=[-2;10;—-1;2; 1] + #(2; —8;3; —5; 1),
C=X=[1;1;2,—-1;3] +r(1;-1;0;2; 3) + s(0; 2; —1; 3;5) ;

b) B=X=[L111;1] + 42835 —9),
C=X=[1;1;2,-1;3] + (1 1023)+S(0;2;—1;3;5);

c) B=X=1[2,-3;1;5;0] +r(3;—2;1;0; 1) + s(—1;5; —2;0;3) ,
C=X = [0:—1;0:4: 1] + £(1;2; 4, 0; —2) + (6; 3; 4; 0 3) ;

d) B=X=[-2;-3;2;0;5] +r(1;—1;1;1;3) + s(—1;2;1;2; —2) ,
C=X=[-1;0;3;38 +t(1;1;-3; —3; 1) + q(0;1;2;3; 1) ;

e) B=X=1[2;0;2;0;1] +7(2;1;0;0;0) + s(0;0; 1;2; 3) ,
C=X =[1,0,0;1;0] +¢(1;0;0;0;0) + ¢(1; 1;0; 0; 0)
k(1;1;0;0;1);

f) B=X=1[1;2;1;0;1] +r(1;1;0;0; —1) + s(0; 1;1; 1;0) ,
C=x1+29+24—3=0, z14+a0+23—25—2=0;

g) B=x1+2:—1=0, C=x4+25—2=0.
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Reeni: a) riznob&mé, prinikem je bod [0:2;2;—3;0]; b)

rovnobézné rizné; c¢) mimobézné, maji spoleény smér
(5;1;0;0;5); d) raznobézné, prinikem je primka X =
[—2; —1;6;6;7] + £(0;1;2;3;1); e) mimobézné, maji spo-
letny smér (0;0;—2;1;0); f) riznobézné, priunikem je
bod [0;2;2;1;2]; g) ruznobézné, priunikem je podpro-
stor X = [1;0;0;2;0] + r(—1;1;0;0;0) + s(0;0;1;0;0) +
t(0;0;0; —1;1).
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58. V A jsou dany mimobézky p = {A; L(u)}, ¢ = {B; L(v)} a bod M. Urcete

pruseciky P, () obou mimobézek s jejich prickou prochézejici bodem M, je-li:

a) A=I[3-14],u=(1;-12);
B=[-1;2;-2], v=(2;0;1); M = [1;3; —2];
b)  A=[3;3;3], u=(22;1); B=[1;6,0], v=(1;1;1); M = [4;5;3];
c) A=I[318],u=(243);
B =[0;2;-5], v = (5 —1;2); M = [4;0; —1];
d) A=[L111), u=(1;21;0);
B =1[2;2;3;1], v = (1;0;1;3); M = [4;5;2;7];
e) A=[1;301], u=(0;21;2);
B =[2;40;2], v = (1;1;1;2); M = [0;2;1;1];
f) A=1[0;2;-5—10], u= (1;1; -1;-1);
B =10;0;-1;0, v=(1;1;-1; -2); M = [8;9; —11; —15].
Reseni: a) P = [1;1;0, Q = [1;2;—1]; b) P = [5;5;4],
Q = [0;5-1]; ¢) P = [,=35], @ = [51;-3]; d)

P = [2;3;2;1], Q [1;2;2; —2]; e) neexistuji; f) P
[12;14; —17; =22], Q = [4;4; —5; —8].

59. V A jsou dany mimobézky p = {A;L(u)}, ¢ = {B; L(v)} a vektor w. Urcete
pruseciky P, () obou mimobézek s jejich prickou rovnobéznou s vektorem w, je-li:

a)

NS

.
@ A

= [1;-2;5], u = (1;3; —1);
~1;1;-5], v :(1'1‘2),ﬂ (1:—2;3);

A

B

A=[21;1,u=(1,-1;2); B=11;3 ] v=1(0;1;1); w=(1;1;4);
A=10;9;-2], u= (I 0 0); B =[1;2; 1], v = (1, =1;1);

w = (1;2;0);

A=[1231], u=(0;1;0;2); B =[22;2;1], v = (1;0;2; —1);
w = (L1;2;1);

A=[2102, u=(=10;1;2); B=[201;1], v = (1, 1;1;1);
w = (0;2; 1;4);

A=[71125, u=(0;1;1;-1); B =[52;2;4], v = (2;3;0;1);
w— (11

I
—~
\.I—‘
—_
e
=
~—
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Reseni: a) P =[2;1;2], Q = [1;3; —1]; b) neexistuj;
c) P= = [0; 3; —2]; d) neexistuji;

60. V Az naleznéte parametrické vyjadieni pricky mimobézek p, g, kterd je rov-
nobézna s rovinami g, 0. Pritom p = X = [=5;2;2] +#(2;0;1); ¢ = 2z — 2 = 0,
5x—8y+924+100 = 0; o = X = [3;0;0]+7(3;2;0)+5(1;0;2); 0 = x—4y—32+12=0

Reseni: X = [—27:2; —9] + t(1;1; —1).

61. Stanovte Cislo m tak, aby roviny o1 =z —y+2=0, o =3x—y—2+2=0a
asz =4x —y — 2z +m = 0 patfily do téhoz svazku rovin.

Reseni: m = 3.
62. Jaka podminka musi byt splnéna, aby tifi roviny oy = x —ay + bz = 0, ag =

—br+y—az=0aa3=br—ay+ z=0v Ajz patfily do téhoz svazku rovin? Jaka
je podminka, aby byly navic tyto roviny rizné?

Reseni: b = 1, a libovolné, nebo a+b = —1 nebo a = 1, b libovolné;
roviny rizné < a+b=—1,a # +1,a # 0, a # —2.
63. Dokazte, ze tfi roviny oy = 2v +y — 72 -7 =0, o =2 — 2z -4 =0 a
as =2+ y+ 92+ 8 = 0 patii do téhoz trsu rovin 2. druhu. Urcete spoleény smér
téchto rovin.

64. Ve svazku nadrovin v A uréeném nadrovinami N; = 21 + 229 — 424 +2 =0 a
N3 = x5 + 313 — x5 — 4 = 0 naleznéte nadrovinu, ktera prochézi spoleénym bodem
nadrovin 1 + 2o —4 =0, 29+ 23— 1 =0, 23+ 24 +2 =0, 24 —25+3 =0 a
$1+£L’3+l’5+4:0.

Reseni: N = 281, — 431y — T3w3 — 1122, + 4375 + 228 = 0.

65. V Aj urcete rovnici roviny, ktera obsahuje pfimkup = 2z—2 =0, 2+y—2+5=10
a

a) prochézi bodem A = [1;2;1],

b) je rovnobé&Zna s primkou g = X = [0;2; —1] + ¢(7; —1;4).

Reseni: a) o = —13z +y + 62 4 5 = 0;
b) a = —-3x — b5y +4z—25=0.

66. V A3 urcete rovnici roviny, kterd obsahuje pifimku p = 3z — 4y + 2z — 12 =
0,4x — Ty — 3z +4 = 0 a je rovnobé&zna s pifmkou ¢ = X = [1;7; 5] + ¢(82;0; 79).

Reseni: a = —79x + 147y + 82z — 184 = 0.

67. V A; urcete rovnici roviny, ktera je urcena body A = [1;2;3], B = [1;5;2]
spole¢nym bodem rovin o = 2x—y+2—1=0, f =22—-3y+2+5=0, y=x—2=0.
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Regent: p=6r—y—32+5=0.
68. V Aj jsou dany ¢tyfi roviny a =2x+y—2—-2=0, =20 —-3y+z2+1=
0, v=x+y+2—3=0, § =z +y+ 2z =0. Dokazte:

a) ze zadné tii z téchto rovin nepatii do téhoz svazku rovin;

b) Ze v8echny roviny nepatii do téhoz trsu rovin.
69. Pro roviny ze Cviceni 68 urcete roviny, které jsou rovnobézné s jednou rovinou
a patii do trsu rovin, ktery je urc¢en zbyvajicimi tfemi rovinami.

Resent: o =2x+y—2—-56=0,=xr—-3y+2+36=0,

y’zx—i—y—i—z—%:& V=x+y+22—-4=0.

70. V Aj urcete rovnici roviny, ktera patii do svazku rovin uréeného rovinami oy =

20 — 3y +2—3 =0, ap = v+ 3y + 22+ 1 = 0 a prochazi prusecikem rovin
L1=2c+y—2+43=0,0=3r—2=0af3=2y+22=0.
Regent: p=20x+15y+72+7=0.
71. Nakreslete pifimku a na ni body A, B, C tak, aby:
) (GAB) =3 b)) (ABO=r o (BAO)-=
d) (A;C,B)=—1, e) (A;B,C)=-1, f) (B;C,A)=3.

Y

DO | —

72. Necht A, B, S jsou tii navzajem rizné body na piimce. Pak bod S je stfedem
dvojice bodu A, B pravé kdyz (A; S, B) = % Dokazte.

73. V afinnim prostoru Az jsou dany dvé mimobézky p,q a pevné realné cislo A,
0 # X\ # 1. Zjistéte, co vyplni vSechny body X € Ajs, pro néz plati: existuji body
P € p, Q € q tak, ze body P,Q, X lezi na piimce a je (X; P, Q) = A.

Resent: body vyplni rovinu.

74. V afinnim prostoru A3 jsou dany t¥i navzajem mimobézné piimky p, q,r. Dale
je dano pevné realné ¢islo A\, 0 #£ X # 1. Urcete, kolik existuje trojic bodu P,Q, R
takovych, ze P € p, Q € q, R € r, body P,Q, R lezi na jedné piimce a plati
(7 P, Q) =\

Reseni: pravé jedna.

75. V afinnim prostoru A (dim.A = n > 2) je dan bod A a nadrovina N tak, Ze
A ¢ N. Dale je dano pevné realné &islo A\, 0 # X # 1. Zjistéte, co vyplni vSechny
body X € A, pro néz plati: existuje bod N € N tak, ze body A, N, X lezi na pfimce
aje (X;A N) =\

Reseni: body vyplni nadrovinu rovnobé&znou s N.

76. Necht A, B,C, X jsou ¢tyfi navzajem ruzné body lezici na piimce. Dokazte, Ze

pak plati: (X;A,B) - (X;B,C)-(X;C,A) = 1.
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77. Urcete parametry z,y tak, aby A, B,C € A, byly tfi navzijem ruzné body
lezici na jedné piimce a pak vypoctéte délici pomér A = (C; A, B). Pfitom:
ba) A=[2; 1;—2], B =z;11;y], C =[1;0;-3];

b) A= lz; LB—Hﬂﬁ,C—FZL%

c) A:H$ﬂa3 -1 ]02%&%

d) A:[2717x] B = [ ] C:[3§3§3]§

e) A=[1112] :[ —1], € =[1;y;5; —4];

f) A= BQ<—10].B:4xJ, —2.1], C =[1:2y;1;2);

g) A=1[2;1;2;1], B:[Oy,Q 2], C =14;3;2;2x];

h) A=][1;,-1;6y;0], =[1;1;z;2], C=][1;2;3;3].

Redeni:a)z =12,y =8, A = +: b) nelze; ¢) x zg,y 2, A =2
d) nekoneéné mnoho hodnot tvaru z = ¢, y = 46—9; A = 1;
e) x =1,y =3, A=2; ) nelze;
g) nekonecne mnoho hodnot tvaru x = t, y = —1; potom
A=
h) nekonecne mnoho hodnot tvaru x = 2t+2, y = ¢; potom
A=3.

78. Je dana ptimka p = {A; L(u)} arovina ¢ = {B; L(v, w)}. Na pfimce p naleznéte
bod C' tak, aby (C; A, P) = A, kde P je prusecik piimky p a roviny p. Pfitom:

a) A=[2;2;-1;11], u=(2;1;0;1);

B = [7;0;0;0], v = (1;0;0; —1), w = (0;0; 1;0); A = §;
b) A=[2 130, u=(-1;1;21);

B=11;0;1;0,, v=(1;1;—-1;1), w = (2;0;1; 1), A = 3;
c) A=132;1,0],u=(-1;1;3;2);

B=14;0;2;1], v=(2;0;1;1), w = (0; 1;0; —1); A = —1.

Resent: a) C'=[10;6; —1;15]; b) nelze, nebot A = P;
¢) nelze, nebot p, ¢ jsou mimobézné.
79. Naleznéte stred S dvojice bodu A, B, je-li:
a) A=[1;23;4;5], B=1[50;947;
b) A=1[2;1;0;1;1], B=1[2;1;0;1;1].
Resent: a) S =1[3;1;6;4;6]; b) S=A=B=1[2;1;0;1;1].
80. V afinni roviné udejte piiklad dvou riznych polorovin P, R tak, ze
a) P NR jeopét polorovina,
) PNTR je podprostor,
) PNR je thel,
) PNR =10,

P NR # 0 aneni polorovina ani podprostor ani thel.

Qo T

@
~
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81. V 5-rozmérném afinnim prostoru A udejte piiklad dvou ruznych poloprostoru
P, R takovych, ze

a) PNTR je poloprostor, b) P NR je nadrovina,

¢) PNR je piimka, d) PNR=0.

Resend: c) neexistuje.
82. Dokazte, ze dva body R = [ry;...;7.], S = [s1;...; 8, patii do téhoz polo-
prostoru v A, vyt atého nadrovinou N = a1z + - -+ + a,x, + a = 0, praveé kdyz:

(ayr + -+ aprp,+a)-(a181+ -+ aps, +a) >0.

83. V afinnim prostoru A je dana piimka p = {A; L(u)} a nadrovina N tak, Ze se
protinaji v bodé C'. Dokazte, Ze neexistuje bod B € p tak, aby body A, B lezely v
opacnych poloprostorech v A, vyt atich nadrovinou N a platilo (C; A, B) = %

84. Naleznéte prunik tsecky [A, B] a roviny o, je-li

a) A=[-1;1;1]; B=[3;1;-2];
0=X =1[1;0;0] + r(1;1;0) + s(0; 1; —1);
b) A=[L1L3; B=[401]; 0 =X = [3; 4] +7r(1;2;2) + 5(2;3; 1);
c) A=1[513]; B=[1;-3;4; 0=2x -3y —42z+5=0;
d) A=[-11;2]; B=10;3;2]; 0=2—-2y—2+6=0.

Reseni: a) bod [2;1; —2]; b) 0; c) tisecka [A, B]; d) bod [=%; 3;2].

85. Rozhodnéte, zda body A, B jsou, respektive nejsou, oddélovany nadrovinou N,
je-li:
a) A=[7;583]; B=[3;278];
N=X=[1;2;2;1] +r(2; —1;1;0) + s(1;0; 1;0) + £(0; 1;1; 1);
b) A=[3;-2-3;1); B=[9;—-2;3;-8];
N =32 — Tag + 1lag + 1324 — 17 = 0;
c) A=I[ZL67;B=[1-329;
N=X=[3;1;2,7+r(1;2;2;1) + s(0; 7; 1; 1) + t(—1; 5; 3;4).

Regeni: a) jsou; b) nejsou; ¢) nelze rozhodnout, nebot B € .

86. Rozhodnéte o vzajemné poloze bodu A, B,C v poloprostorech v A vyt atych
nadrovinou N, je-li
a) A=[5211-1]; B=[-16;3;0;1]; ¢ = [0;1;0;1;0];
NESEl—$2+ZE4+$5+3:O;
b) A=[L2211]; B=[8;7;6;54]; C =[4;3;2;2;3];
N =X =[5;5;5;5;5] + t1(1;1;1;0; 1] + 2(1; 15 1;0; 0)+
t3(1;1;0;0;0) + t4(1; 0;0; 0; 0).
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Resent: a) A, C patii do stejného poloprostoru, B do opacného
jako A, C;
b) B € N; A, C patii do stejného poloprostoru.
87. Jsou dany ¢tyii body A = [2;3;0;1], B = [-2;1;2;3], C = [1;2;1;-3], D =
[4;2:1; —18]. Urcete vzajemnou polohu:
a) usecky [A, B] a polopiimky (C; D);
b) secky [A, B] a polopiimky (D;C).

Regeni: a) disjunktni; b) protinaji se v bodé [0;2; 1;2].

88. V afinni roviné udejte piiklad tii polorovin tak, Ze:

a) jejich mnozinovym sjednocenim je konvexni mnozina;

b) jejich mnozinovym sjednocenim neni konvexni mnozina;
c) jejich pranikem neni konvexni mnoZzina;
d) jejich pranikem je konvexni mnohostén;

@)

) jejich prunikem neni konvexni mnohostén.
Reseni: c) neexistuje.

89. Ve 3-rozmérném afinnim prostoru A udejte piiklad mnozin My, M, tak, ze:
a) Ml g./\/lg aK(Ml) QK(MQ),
b) M; &€ My a K(M,) 2 K(M,).

Reseni: b) neexistuje.
90. Ve 4-rozmérném afinnim prostoru A udejte priklad k-rozmérného rovnobéznos-
ténu, pricemz:

a) k=1; b) k=3; c) k=5.
Redeni: ¢) neexistuje.

91. V afinni roviné naleznéte konvexni mnozinu C, pro niz plati:
a) existuji piimky p, q,r, s tak, ze p C K, ¢ N K je polopiimka,
r N IKC je otevienéd polopiimka, s N KC je tsecka;

b) plati podminky a) a navic existuje piimka ¢ # s tak, ze t N K je usecka.

Reseni: a) K je oteviena polorovina sjednocené s tseckou, ktera
je ¢asti hrani¢ni pfimky uvaZzované oteviené poloroviny; b)
neexistuje.

92. Necht I je neprazdna indexova mnozina a necht C; (i € I) jsou konvexni
mnoziny, které jsou vzhledem k inkluzi linearné usporadany (tzn. pro libovolné i, j €
I'je KK; € K nebo K; € K;). Potom mnozinové sjednoceni UK; (i € I) je také
konvexni mnozina. Dokazte.
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93. Necht K je podmnozina v A. Pak K je konvexni mnozinou préavé kdyz je kon-
vexni mnozinou prunik I N p, pro kazdou piimku p z A. Dokazte.

94. Necht A € A je bod, M C A libovolna podmnozina v A. Dokazte, ze plati
K{A}UM)={X € A| X € [A, B], kde B € K(M) libovolné}

a dale ukazte, ze pozadavek B € K (M) nelze zeslabit na B € M.

95. Necht v afinnim prostoru A, je dano (n + 2) konvexnich mnozin Ky, ..., K, .2
takovych, ze kazdych (n+ 1) z téchto mnozin ma neprazdny prinik. Potom vSechny
mnoziny Ky, ..., K, maji neprazdny prunik. Dokazte.

96. Zformulujte predchozi cvi¢eni pro afinni rovinu (tj. pro n = 2) a pomoci o-
brazku ukazte, Ze neni mozno vynechat predpoklad konvexnosti zadanych mnozin

Kl,...,IC4.

97. Necht v afinnim prostoru A (dim.A = n) je dano s konvexnich mnozin K,
.., K, kde s > n + 2. Necht kazdych n + 1 mnozin z mnozin Kq,...,, mé
neprazdny prunik. Potom vSechny mnoziny Ky, ..., Ky maji neprazdny prinik. Do-
kazte.

98. V afinni roviné je dana mnozina M. Rozhodnéte, zda M je konvexni mnozinou,
je-li:

;9] |2 + 2y — 3 > 0};

[z; 9] 2% —y < 0};

[z;y]|2? — y* =3 > 0}

Q

)
b)
c)

Reseni: a) neni konvexni; b) je konvexni; ¢) neni konvexni.

M
M
M

{
{
{

99. V afinni roviné je dan bod A = [2;0] a pfimka p = X = [0;0] + ¢(1; 1). Rozhod-
néte, zda body X = [2;1], Y = [1;2], Z = [4;1] lezi v mnoziné K({A} Up).

Reseni: X lezi, Y nelezi, Z nelezi.

100. V afinni roviné jsou dany body A = [—2;3], B = [-1;0] a pfimky p = X =
[4:1]4+t(7;2), ¢ = x4+ Ty — 10 = 0. Popiste mnozinu M = K({A}Up)NK({B}Uq)
a rozhodnéte, zda M je konvexni mnohostén, respektive simplex, respektive rovno-
béznostén.

Reseni: M = K({[0; —2], [ 22, [=5: 2], [=28; 2]}): M je kon-

3721 3021
vexni mnohostén, neni simplex, je 2-rozmérny rovnobéz-

nostén M = R([0; —1]; (7;2), (7; —1)).

101. Naleznéte systém linearnich nerovnosti urcujicich konvexni mnohostén
K({A1,...,As}), jestlize Ay = [0;0;0;0], Ay = [1;0;0;0], A3 = [0;1;0;0], Ay =
[1;1;050], A5 = [0;0; 1;0], Ag = [0;0;0;1].
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Resent: 2120, 29>20, 23>0, 24 >0, x1 +ax3+24—12>0,
J]2+ZL‘3+CL’4—1 SO
102. V A3 je dana konvexni mnozina K systémem linearnich nerovnosti: x > 0;
y>0,2>20y—2<0;2—-3<0;2+2—6<0;2x+3y+ 32— 18 < 0. Ukazte, ze
IC je konvexni mnohostén a naleznéte kone¢nou mnozinu M bodiu z Az takovou, Ze

K =K(M).

Reseni: M = {[0;0;0],[0;2; 0], [6; 2; 0], [6; 0; 0], [0; 2; 3], [2; 2; 3],
13; 1;3],[3;0; 3], [0; 0; 3] }.
103. Ve 4-rozmérném euklidovském vektorovém prostoru V' udejte priklad
a) podprostoru W takového, ze W+ = L((1;1;1;1));
b) vektoru x a podprostoru W tak, ze ortogonélni projekci x na W je o;
c) podprostori W, S, které nejsou kolmé;
d) podprostori W, S, které jsou kolmé, ale nejsou totalné kolmé;

e) podprostora W, S, které jsou totalné kolmé.

104. Dokazte, ze v euklidovském vektorovém prostoru V' plati:
a) (u,x)=(v,x) pro libovolné x € V< u =v;
b) ulve lu—vl®=uaf*+I[v/*
) Jull=lvle@+v)lu-y).

105. Necht uy,...,u,, w jsou vektory z euklidovského vektorového prostoru V ta-
kové, ze w Lu, proi=1,... k. Pak jew L L(uy,...,u;). Dokazte.

106. Jestlize Gramm-Schmidtuv ortogonaliza¢ni proces aplikujeme na posloupnost
u,,...,4u; linedrné nezavislych vektort, pak vysledné ortogonalni posloupnost ey, ..., €,
neobsahuje zadny nulovy vektor. Dokazte.

107. O vektorech u, v ovérte, ze jsou ortogonalni a dopliite je na ortogonalni bazi
celého prostoru, je-li

a) u= (1‘ =22;-3), v = (2, -3;2;4);

Reseni: a) (2;2;1;0), (—5;2;6;1); b) (1;—2;1;0), (25;4; —17; —6).

108. Pomoci Gramm-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu naleznéte ortogonalni
bazi podprostoru W, generovaného vektory:

a) u=(1;22;-1),v=(1;1;-5;3), w = (3; 2,8 —7);
b) u=(L1-1-2), v=(58-2-3), w=(3938).

Regeni: a) (152:2; —1),(2;3; —3:2), (2; —1; —1; —2);
b) (1,1, =15 =2),(2;5; 15 3).
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109. Naleznéte ortonormalni bézi podprostoru W = L(u, v, w) obsahujici nasobek
vektoru x, je-li:
a) u=(1;-1;24), v=(1;-2;23), w = (2 -2;57),
(45 —5;9;0);
(1;-22;3), v = (1, -2;2;0), w = (—1;1;0;0),
(—1;2;-2;0).

b)

M= 1M
I

Regeni: a) nelze, nebot x & W
b) 5(=1;2;-2;0), (0;0;0; 1), 5(=2; 15 2;0).
110. Naleznéte béazi ortogonalniho doplitku W+ podprostoru W, je-li:
a) W = L(u), kde u = (1;2;3;0);
) W =L(u,v), kde u = (1;0;1;0), v = (0; 1;0; 1);
) W=L(uv,w),kdeu=(1;1;1;1), v=(1;1;1;0), w = (1; 1;0; 0);

) W=L(uv,w), kde u=(1;2;-1;1), v = (1; 1, 2; 3),
w = (1;3; —4; -1).

o o

o

Resent: a) (0;0;0;1), (=3;0;1;0), (~2; 150, 0);
b) (1;0; =1;0), (0; 1;0; =1); ¢) (1;—=1;0;0);
d) (=5;2;0;1), (=55 3; 1;0).

111. Naleznéte ortogonalni projekci y a ortogonalni komponentu z vektoru x na
podprostor W = L(u, v, w), je-li:

a) x=(52-22;u=(2;11;-1), v =(1;1;3;0), w = (1;2;8; 1);

b) x=(14;=3;—6;-7), u = (=3;0;7:6), v = (1;4; 3;2),

X
w = (1;-5;3; -3).

Resent: a)y = (3;1;-1;-2), 2z = (2;1; -1;4);

b)y = (5;2;-9;-8), z=(9; —5;3;1)
c)y =(0;-3:5;2), z = (2, —2; —2;2).

?

Y

112. Naleznéte ortogonalni projekci vektoru x na podprostor W zadany systémem
homogennich linearnich rovnic, je-li:
a) x=(7;—4;-1;2); W =2z + 29 + 23+ 324 = 0,
35(]1+2172+2[E3+I4:O, ZE1+2$2+2$3+9I4 :07
b) x=(-3;0;-5;9); W = 31 + 225 + 23 — 224 = 0,
51‘1 + 41’2 + 31‘3 + 2274 = 0, I + 21’2 + 31‘3 + 10£L‘4 = O

Resend: a) (0;—3;—3;0); b) (1;2; —5;1).
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113. Zjistéte, zda podprostory W, S jsou kolmé, respektive totalné kolmé, je-li:
a) W L((2,1,0,1,0) (1;3;—1;1;0));

L((1;1;1;-3;8),(—1;1;1;1; 1));

L((l 2;0;0; O),(O 1;2;0;1));

L((4;-2;1;0;0),(2; —1;0;0; 1), (—2; 1; —1;0;1));

= L((1; 1,1, 1;1),(=1;2;0;1; 1), (0; =15 2;2; 1));

= L((1;2;3;4;5),(—1;0;1;2; 3 ,(1,1,1,1,1)).

Regeni: a) nejsou kolmé; b) kolmé, ale nikoliv totalné kolmé;
¢) totalné kolmé.

%‘f%

114. Dokazte, ze matice A je matici pfechodu mezi dvémi ortonormalnimi bézemi
2-rozmérného euklidovského prostoru pravé kdyz A je tvaru

A:< COS & Sln(%) nebo A — <C?SOZ SlHOé>’ kde a € R

—sina  cosa sina —cosa
Ndvod: pouzijte obrazku na obdélce skript a Poznamky 16.7.

115. V &; udejte priklad podprostortu B, C, které
a) jsou kolmé, nejsou totalné kolmé a protinaji se;

o

) jsou kolmé, nejsou totalné kolmé a neprotinaji se;

(@]

) jsou totalné kolmé a protinaji se;

[oW

) jsou totalné kolmé a neprotinaji se.
Resend: d) neexistuje.

116. V &, je dana rovina o =z = 0, 24 — 1 = 0. Udejte piiklad:
a) dvou riznych podprostort, které jsou totalné kolmé k p;
b) podprostoru, ktery je kolmy, ale neni totalné kolmy k p;

c) roviny o, ktera je kolmé k o, a prianikem o N o je primka.
Regeni: ¢) neexistuje.

117. V 5-rozmérném euklidovském prostoru £ udejte piiklad bodu A a podprostoru
B tak, ze bodem A prochézi nekone¢né mnoho podprostori

a) kolmych k B; b) totalné kolmych k B.
Redeni: b) neexistuje.

118. Naleznéte pfimku p, kterd prochézi bodem @), lezi v roviné p a je kolméa k
pfimce ¢. Pritom Q = [-1;1;-1; o =21+ 2s+23+1 =0, g = 21 + 225 = 0,
To — X3 + 1=0.

Reseni: p= X = [—1;1; —1] 4+ (0;1; —1).
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119. V Aj urcete rovnici roviny, kterd obsahuje spoleény bod tii rovin o = 2x +
y—2—-2=0,8=2-3y+z2+1=0,y=x+y+2-3=0a

a) je rovnob&zna s rovinou p = x +y + 2z = 0,

b) je kolméa na vektor (2; —1;3).

Reseni:a) p=x+y+22—4=0;b) o =2 —y+32—4=0.

120. Naleznéte hodnoty parametru k, pro néz jsou pifimka p a rovina o kolmé
a) p=X=[0;1;0] +t(1;2;3); 0 = (k +4)x1 + (2 — k)29 — ka3 = 5;
b) p=X=[21;0]+t(-1;1;2); o= (k+ Day + (k + 2)xy — kxs = 1.

Regend: a) k = —2; b) neexistuje.

121. Naleznéte pricku mimobézek p, q, ktera je kolma k p i ¢g. Pritom
a) p=X =858 +4(1;2-1); ¢ =X = [-4;3;4] + r(=T7;2;3);
b) p=X=[1;-20+t2;3;1);g=x+y—2=1, -3x+y+2=09.
Reseni: a) X = [3:1;1] +£(2;1;4); b) X = [—1;4;2] + t(—5;3; 1).

122. Naleznéte pricku mimobé&zek p, ¢, ktera je kolma k nadroviné N. Pfitom

p=X=[L0; L1 +t(-1;1;2;1); g = X = [3;1;3;4] + (2, —1;1;0);
N=x,+29—23+22,—7=0.

Reseni: X = [0;1;3;2] +t(1;1; —1;2).
123. Urcete hodnotu parametru k tak, aby piimky p = {A; L(u)}, ¢ = {B; L(v)}

byly kolmé, piipadné najdéte jejich prisecik. Pritom A = [3;6;5; 10,
u=(L23+k3), B=[2115, v=(L-1k1).

Resent: pfimky jsou kolmé pro k = —1, —2; pfitom pro k = —1
jsou mimobézné a pro k = —2 riznobézné s prusecikem
[1;2;3;4].

124. Naleznéte rovinu, ktera je kolmé k prfimkam p, ¢q. Pritom
pP=X=1[30,0 -1+ 420, -1 -1); ¢ = X = [2; =2 1, 7] +7(0;4; =2, =3).

Reseni: nekoneénd mnoho rovin, majicich zaméfent
L((2;3;0;4), (1, 1;2; 0)).
125. Naleznéte parametrické vyjadieni primky p prochazejici bodem A, ktera lezi v
roviné g a je kolméa k roviné o. Pfitom:
a) A=[L0;0;1]; 0= X = [L;1; 0] +r(0;1;1; 1) + s(1;0; 1;1);
c=xr1+x0—23+224,—1=0; z1 +3x3+ x4, = 0;
b) A =[1;0;0;—1]; zadani g, o je stejné jako v a).

Resent: a) neexistuje, nebot A ¢ p;
b)p=X=1[1;0;0; 1] + t(5;2;7; 7).
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126. Naleznéte parametrické i neparametrické vyjadreni roviny o, kterd prochazi
bodem @ a je totalné kolma k roviné po. Pritom:
a) Q=1[01;0;1; 0 =X = [1;2;3:4] +r(L; - L —1;1) + 5(2;2; 3; —1);
b) Q=[86;42;0=m+1=1, 21+ 22+ 24 =2.
Reseni: a) 0 = X = [0;1;0;1] + r(1;1; —=2; =2) + s(1;5; —4;0),
respektive 0 = 11 — 29 — 23+ x4 = 0, 221 + 229 + 323 —
b) o =X =[8;6;4;2]+r(1;1;0;0)+s(1; 1;0; 1), respektive
oc=x1—29—2=0, 23—4=0.
127. Udejte priklad pfimek p, ¢ a nadrovin N', N’ v &, takovych, Ze:
a) v(p.q)=3; b) wv(p,N) =2
c) vWN,N') =1, d) v(WN,N")=0.
128. Necht R je bod, B = {B; W} je podprostor v £ takovy, Ze uy, ..., u, je baze
zaméfeni W. Dokazte, ze pro vzdalenost bodu R od podprostoru B plati

v(R,B) = \/G(ul,...,gk,ﬁ>

G(Hla s 72143)
129. Necht p = {A;L(u)}, ¢ = {B;L(v)} jsou dvé piimky v &. Dokazte, ze
G(u, AB
pro jejich vzdalenost plati v(p,q) = %, je-li p || g, respektive v(p,q) =
u,u
G(u,v, AB) ip |
—=—=—" 2 neni-li .
Gu,v) P

130. Na pifimce p=x+y+ 22— 1 =0, 3z + 4y — 2 — 29 = 0 naleznéte bod majici
stejnou vzdalenost od bodu A = [3;4;11], B = [-5; —2; —13].
Resend: [2;5; —3).
131. Urcete vzdalenost primky p = X = [1;6; —6;4] + t(1; —5;8;5) a roviny ¢ =
X = [6;3;—5;5] +r(1; —2;2;2) + s(2; —1; —2; 1).
Resent: 3.
132. Urcete vzdélenost rovin p,0 v £, je-li:
a) 0=X = [4;53;2] +1:1(152;2;2) + 2(2;0;2; 1);
o=X=[1;-2;1;=3] +r1(2; =2; 1;2) + ro(1; —2; 0; —1);
b) o=z + a9+ 223 —4 =0, 221 + 3x9 + 424 — 9 = 0;
0'5271—21‘2—21'4—{—25:0, (L’1—ZL'3—|—£E4—15ZO;
c) 0=X=1[50—-193]+#(1;1;0;-1;—1) + #5(1; —1;0; =15 1);
o=X=[3;2,—-4;7;5] +r1(1;1;0; 1; 1) + 15(0; 3; 0; 1; —2);
d) 0=X=1[42;22,0] + t:(1;2;2; =1 1) +£2(2; 1; =2 1; = 1);
c=x1—22=0,21 —2x3+24+25+1=0,23+24 —25—4=0.
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Regend: a) 3; b) 10; ¢) 5; d) 0.
133. Urcete vzdélenost piimek p,q v &, je-li

a) p=X=[%-201+14-3;1); ¢ =X =[0;—-7;2] + r(—2;9;2);
X =[6:3; =3 +£(=3:24); ¢ = X = [-1; =T 4] + r(=3;3; 8);

b) p=

c) p=X=1[2,-2;1;7] +t(0;4; —2; —3);
q=X=[3;0;0; =1] + r(=2;0;1;1);

d) p=X=[7;581] +1(2;0;3;1);
q=x1 —4r3 = —7, 29+ 213 =05, x4 = 3.

Regend: a) 7; b) 13; ¢) 5; d) 6.

134. Naleznéte hodnotu parametru k tak, aby primky p, ¢ byly rovnobézné a urcete
pak jejich vzdalenost. Pritom:

p=X=[0;3k—T7;2;—k — 1] + t(2; 8 — 3k; 1; k);
q=X =2k +3;5;2k + 3; 1] + r(k; 2,k — 1;2).

Reseni: k = 2; v(p,q) = 3.
135. Urcete vzdalenost bodu R od podprostoru B, je-li

a) R=[2;1;4;,-5]; B= X = [1;-1;1;0] + t(0; 1;2; —2);

b) R=1[-9;2;1;-5]; B=X =[1;2;0;0] +r(—1;1;1;3)+

s(0; —2;1; —1);
c) R=1[4;2;-5;1]; B=2x) — 219 + 3+ 224 = 9;
25[)1 — 41'2 + 2%3 + 3{E4 = 12,

d) R=1[21;-1;0]; B=3z1+23—x4+6=0.

Reseni: a) v/3; b) 2¢/30; ¢) 5; d) V11
136. Na pifmce p = {A; L(u)} naleznéte bod B tak, aby v(A, B) = v/6 a body
A, B byly oddélovany nadrovinou N. Pfitom A = [0;1;—1;10], u = (2;1;0;1),
NE{E1+4$2—3I3—$4+4:0.

Reseni: B = [—2;0;—1;9].
137. V orientovaném 4-rozmérném euklidovském prostoru udejte priklad vektort

a) u,;,u,,us, 4y takOVYCh, ze [21722723724] = _17

b) H1aH2723 takov;’/ch, ze G(HlaE%ES) = _17

c) uy,u,,u; nenulovych tak, Ze jejich ortogonalnim doplitkem je o.

Reseni: b) neexistuji.
138. Jak se zméni hodnota Grammova determinantu G(uy, ..., u,), jestlize

a) zaménime vektory u; a u;;

b) vektor u; vynasobime redlnym ¢islem r;

¢) k vektoru u; pficteme r-nasobek vektoru u; (j # i).
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Redeni: a) nezméni se; b) vynasobi se r%; ¢) nezméni se.
139. Spoctéte vnéjsi soudin [u,, u,, us, u,l, je-li:
a) u = (3—-1;5:2); 1, = (2;0;7;0), ug = (=3;1;2;0),
u, = (5;—4;1;2);
b) = (10,0 —1), 1, = (%3, 4:7), uy = (=3;4;5;9),
u, = ( 47 5 )
= (

c) 1:2:1;0), up = (3;5;2;1), ug = (2;1;2;3), uy = (0;-2;1;2).

Res:em: a) —106; b) 216; c) 0.

140. V orientovaném vektorovém prostoru R? jsou dany baze u, = (1,-2;1), u, =
(0;1;1), uy = (1;0; 1), respektive v; = (1;1;1), v, = (0;1;0), v4 = (1; 1;k), k # 1.
Urcete parametr k tak, aby obé baze byly nesouhlasné.

Reseni: k > 1.
141. Ve Vg spoctéte vektorovy soucin u x v vektori u, v, je-li:
a) u=(1;3;4), v=(-12;0);
b) (12, -1), v = (3;4;5);
c) (=12, -2), v = (2; —4;4).

Regent: a) (—8;—4:5); b) (14; —8; —2); ¢) (0;0;0).

u=
u

142. Ve V, vypoctéte vektorovy soucin vektoru uy, u,, us, je-li:

a) u = (L11;1), u, = (1;1;1;0), uy = (1;1;0;0);

b) u; = (2, 1, 1, =2), 4y, = (1;2;-3;1), uy = (1; —1;4; =3);

Resent: a) (1;—1;0;0); b) (0;0;0;0); c) (—2;—1;4;3).
143. V euklidovské roviné spoctéte obsah rovnobéznika, ktery je urcen vektory u =
(2;3), v = (1; —4).

Reseni: 11.
144. Ve 3-rozmérném euklidovském prostoru spoctéte objem rovnobéznosténu ur-
¢eného vektory u = (1; =3;1), v = (2;1; =3), w = (1;2; 1).

Reseni: 25.
145. Ve 4-rozmérném euklidovském prostoru spoc¢téte objem k-rozmérného rovno-
béznosténu Ry = R(A;uy, ..., u;), je-li:

a) k=2 u, = (1,1,2,2) u, = (2;1;-1;1);
b) k:37 21:<27071a0) (1 2a170) Uz = (0;1;1;_1);
c) k=4 u = (7:6;7;6), uy = (7;6; =7; =6), ug = (9;8;9; 8),

u, = (9:8-9; —8)-



CVICENI 142

Resent: a) v61; b) v/30 c) 16.
146. Necht u,v,w € V3. Dokazte, ze potom plati:
a) (Uxv,w)=(u,vxXw);
b) ux(vxw)+vx(wxu)+wxuxy)=o;
c) [uxv,vxwwxul=[uyvw?
d) u+v+w=0 = uXv=vXxw=wXxu
147. V 5-rozmérném euklidovském prostoru udejte priklad
a) piimek p,q, které se protinaji, a je <(p,q) = 60°;
b) primek p, g, které se neprotinaji, a je <(p,q) = 60°;
¢) piimky p a nadroviny N tak, ze <(p, N') = 90°;
d) nadrovin Ni, N> tak, ze (N7, Ns) = 30°.
148. Necht ¢, respektive ', znac¢i odchylku vektoru u,v, respektive u’,v’. Je-li
u=ru v =sv a r-s>0, pak je p = ¢'. Dokaizte.
149. Necht p je pfimka, B je netrivialni podprostor v £ a necht C je podprostor v
&, ktery je totalné kolmy k B. Dokazte, ze pak je < (p,B)+ <(p,C) = 3.
150. Necht ¢ znaci odchylku vektoru u, v, je-li:
a) ¢ ==060° |lul| =5, ||v|| = 8, pak naleznéte ||[u+ v| a |[[u— v|;
b) ¢ =30° |lul| = V3, [lv]| = 1, pak
naleznéte odchylku ¢ vektori u + v, u — v;

¢) ¢ =2m |lul| =2, |lv|]| =5, pak uréete parametr k tak,
aby vektory a = 3u — v; b = ku + 17v byly ortogonalni.

Resend: a) |lu+v| = V129, |lu — v| = 7; b) costp = \/g; c)
k = 40.
151. Uréete koncovy bod B tsecky [A, B], je-li A = [3;2;7], AB = 15 a pro odchylky
primky AB a soufadnych os plati: sina : sin 8 :siny =3:4:5.
Redent: 4 fedent: [15;11;7]; [<9; —=7;7]; [15; —7:7]; [<9;11; 7).
152. Naleznéte odchylku ¢ piimky p = {A; L(u)} a podprostoru B, je-li:

a) u=(1;2;-2;1); B=X = [1;1;1;1] + ¢(2; —2; 1, —1);
b) wu=(-3;15;1;-5); B= X =[0;0;0;0] + r(1; —5; —2; 10)+
s(1;8; —2; —16);
c) u=(1;3;-1;3); B=3z; +x3—4x, =0, 221 —x9 — 324+ 1 =0;
d) u=(2 2,1,1) B = (A, B,C), kde A =10;0;0;0],
B =13;4 —1], C =10;1;—1;2];
e) u= (31 \/_ ~2); BEXZ 12151 +7(=11:-1;0)+
s(=1;2; — )+t(2, 1;2;1);
f) u=1(2;0;2;-1); B=32; — 229+ 223+ 24— 7=0.
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= 7T'd) cos p = i'e) g; f)

Regent: a) g; b) Ve c) T 7k

T
e
153. Naleznéte odchylku ¢ piimky p = {A; L(u)} a nadroviny N, je-li:
a) u= (200,21 N=w+a9 +x3+25—7=0;
b) u=(0;1;-1;0;0); N = X =[2;1;1;2;2] + t1(2;1;0; 1; - 1)+
t2(3;2;0;0; 1) + £3(0; 1,05 1; 0) + £4(1; 0; 05 15 3).
7T
e
154. Naleznéte odchylku ¢ rovin o = {A; L(u,,u,)}, 0 = {B; L(vy,v,)}, kde
a) w = (LL11), uy=(1;-1;1; 1),
vy = (1;0;0;0), v5 = (1;1;0;0);
b) u; = (1;2;0;0), u, = (0;1;0;0), v; = (L; 1 1;1), vy = (2, =2;5;2).

Redend: a) %; b)

« 8
Reseni: a) %; b) cosp = 9

155. V &5 jsou dany roviny o = 5 — 2y + 52 = 3, 0 = 22 +y — 72 = —2. Naleznéte
rovinu 7 tak, aby < (7, 0) =< (7,0) a rovina 7 prochézela pruse¢nici rovin g, 0.

Resent: 2 feSenf: 7 = Tr—y—2z=1,resp. 7T =3x—3y+ 12z = 5.

156. Urcete odchylku ptimky p =2 +y+32 =0,z —y — 2z = 0 a roviny o
2t +y+z+1=0.

« s
Reseni: —.
esent 3

157. Je déana primka p =2xr — 2y +2 =0,z —3y — 22 = 0 arovina 0 = X =

[1; —=1;5] + r(1; —2; 1) + s(—2;4;3). Primkou p prolozte rovinu g tak, ze odchylka
J(0,0) = 60°.

Reseni: neexistuje.

158. V &; urcete odchylku
a) rovinp=2r—y+z—1=0,0=x+y+22+3=0;
b) prisecnic roviny ¢ = x +y + 2z + 2 = 0 s rovinami
c=rx—y—7=0ar7r=r—y+2z—1=0;
c) roviny 9 =2z +y — 2z + 1 =0 a prisecnice rovin
c=3r—y+z=0,71=xr—-2y+32+4=0.
T

—;¢) 0.

. T
ResSeni: a) —; b
eSent: a) 3 ) &



CVICENI 144

159. V &; naleznéte bod M

a) lezici na pfimce p=x +y+ 2z =2, © + 2y — z = 1 stejné vzdalent
odrovinp=x+2y+z=—-laoc=x+2y+z2=3;

b) lezici na prusecnici rovin p=x +y+2z2=1,0 =3z +4y — 2z =29
a stejné vzdaleny od bodia A = [3;4;11], B = [-5; —2; —13];

c) soumérné sdruzeny s bodem A = [—6;7; 10] podle roviny
o=z+2y+ 3z =—4;

d) soumérné sdruzeny s bodem A = [10;3; 4] podle piimky
p=X=[3;2;1] + t(5;4; 2);

e) lezici na prisecnici rovin p =2r+y+z2=-8, 0=x—4y—2z=5
a majici od roviny 7 = 3x — 6y + 2z — 10 = 0 vzdalenost 5.

Regeni: a) [3;—1;0]; b) [2:5; =3]; ¢) [—12; —5; —8]; d) [6;9; 2];

e) 2 feSeni: [—5; —7;9], respektlve[ 2.2, -6).

160. V &; naleznéte primku p

a) prochézejici bodem A = [4; —1; 3] kolmou k roviné
o=3r+2y—z=21,

b) prochézejici prisecikem piimky g = X = [12;9;1] 4+ ¢(4;3;1)
aroviny p=3r+ 5y — 2z =2 kolmou k rovinée 0o =2 —y+ 6z =4,

c) prochézejici poc¢atkem P kartézského repéru protinajici primku
qg=X = [4;3;1] + t(1;4; —3) tak, ze odchylka p, ¢ je 30°,

d) prochézejici bodem A = [1;7;9] kolmou k piimce
g=2r+y—z=-3, x—y+4z =0 tak, ze <(p,0) = 30°,
kde o = X = [2;1;2] +r(1;1; —2) + s(2; 2; —5) .

Reseni: a) X = A+1(3;2;—1); b) X = [0;0; —2] + t(1; —1;6);
c) 2 feSeni: X = P+t(5;7,—2), resp. X = P+ t(2 —5;7);
d) 2 feseni: X = A+t(4;1;1), resp. X = A+1(1;0;1).

161. Ve svazku piimek uréeném piimkami py = x+y+4=0ap, =3x—2y—2=0
naleznéte piimky, které sviraji odchylku 7 s pfimkou p;.

Reseni: p=5x+6=0, p/ =5y + 14 = 0.

162. V &; naleznéte rovinu o
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a) prochézejici poc¢atkem P kartézského repéru a kolmou k rovinam
c=2r—y+dz=-3, 71r=rx+3y—z2="1,

b) obsahujici pfimku p = X = [2;3; —1] + ¢(5; 1;2) a kolmou k roviné
c=x+4y—32+7=0,

c) prochéazejici kolmicemi vedenymi bodem R = [—3;2; 5] na roviny
o =4x +y — 3z = 0, respektive
T=X=[0;2;1] +r(1;1;-3) 4+ s(1;2; —1),

d) rovnobéznou s rovinou o = 3x — 6y — 2z + 14 = 0 a majici od ni
vzdalenost 3,

e) obsahujici pfimku p=5z+y+2=0,y — 2+ 4 =0, pficemz
J(0,0) =45°, kde 0 =4x —y+ 82— 12 =0,

f)  prochéazejici bodem A = [3;0;0] a majici od pocatku P vzdélenost 2
a dale <(o,0) =45°, kdeo =2 —2+1=0,

g) prochézejici pocatkem P a kolmou k roviné
o =br—2y+5z—10=0, pficemz < (o, 7) = 45°,
kde 7= X =[0;1;1] + r(4; —1; 1) + s(4; 3; —1).

Reseni: a) 2z —y — 2z = 0; b) 11z — 17y — 192 = —10;
¢) bx + 19y + 13z = 88; d) 2 feseni: 3z — 6y — 2z =7,
respektive 3z —6y—2z = —35; e) 2 feSeni: 20z+y+7z = 12,
respektive y — z = —4; f) 2 feSeni: 2z + 2y — z = 6;
g) 2 feSeni: x — z = 0, respektive = + 20y + 7z = 0.

163. Jsou dany body A = [—4;1;2], B = [3;5; —1]. Urcete bod C, vite-li, ze stied
dvojice bodi AC lezi na pifmece p = X = [1;0;1] + ¢(1;1;0) a stied dvojice bodu
BC lezi vroviné p=x1 — 29+ 723+ 1=0.

Resent: nekoneénd mnoho bodi lezicich na piimce p = X =
6; —1; 0] +¢(2;2;0).

164. Jsou dany body A = [2;—1;7], B = [4;5;—2]. Urcete délici pomér bodi
(C; B, A), kde C je prusecik piimky AB s piimkou p = X = [4; 1;4]+ +t(1;2; —3).

Regeni: (C; B, A) = 2, pficemz C = [0; —7; 16].
165. Zjistéte, zda M je konvexni mnozina v A (dim A = 3), je-li:

a) M = {[zi;za; 23] |2F + 225 + 23 < 2},

b) M = {[xy;ze; x3] | 23 + 2235 — 22 < 2}

Resend: a) je konvexni; b) nenf konvexni.

166. Zjistéte, zda body B, resp. C, resp. D patii do konvexnitho mnohosténu IC =
K({A1, Az, A3, Ag}), kde Ay = [3;1; 1], Ay = [=2;2;0], Az = [2;2; 1], Ay = [1;0; 4],
B=[-1;2;1], C =[0;2; 3], D = [1;1;1]
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Reseni: B nepatii do K; C, D patii do K.

167. V & (dim £ = 3) zadejte primku p a body A, B tak, aby tloha nalézt na piimce
p bod R majici stejnou vzdéalenost od bodu A, B méla jediné (respektive nekonecné
mnoho, respektive zadné) feSeni.

168. Urcete, kterda zrovin p =2 —y—3=0,0 =2r+y — 2+ 1 = 0 ma vétsi
vzdalenost od pocatku P kartézského repéru.

Reseni: rovina p.

169. Vypoctéte vzdalenost danych rovnobéznych rovin o = o +y+ 2 —1 = 0,
c=x+y+z2z=0

V3

Reseni: v(p,0) = ~——.

3

170. Naleznéte kolmici p vedenou bodem R = [4; —1; 3] na rovinu ¢ = 3x+2y — 2z =
21 a urcete kolmy primét bodu R na p.

Reeni: p= X = [4; —1; 3] + 1(3;2; —1); kolmy primét [7; 1;2].

171. Je-li normélovy vektor roviny ¢ = ayx + asy + azz + a = 0 normovany, pak pro
vzdélenost bodu R = [ry;72; 73] od roviny o plati

(R, 0) = |ayry + asry + azrs + al .
Dokazte.

172. Najdéte pricku » mimobézek p = X = [4;1;4] + t(1;—-1;0); ¢ = x + z = 3,
5 —y = 0, kterd je kolma k roviné p = 2z + 2y + 2z = 0.

}?eéem’: r=X = [1_10; %; %] +t(2;2; 1>.
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afinni kombinace bodi, 21 Gramm-Schmidttav ortogonaliza¢ni pro-
afinni obal mnoziny, 8 ces, 72
afinni podprostor, 5 Grammuv determinant, 87

afinni podprostor generovany body, 8 o

afinni podprostor generovany mnozinou, hran¥cn1 bod poloprostoru, 58
3 hranice poloprostoru, 58

afinni pifimka, 1

kanonicky afinni prostor, 2
afinni prostor, 1

finnt N kartézské soutadnice, 78
allnnl repe, kartézsky repér, 78

aﬁnm: r0v1£1a, 1. kartézsky souradny systém, 78
afinni souradnice bodu vzhledem k re- Kladna baze, 18

péru, 12

) S ; kolmé bodové podprostory, 81
afinni soufadnicovy systém, 11

kolmé vektorové podprostory, 74
kolmé vektory, 71

barycentrické souradnice, 21 _
kolmice spusténéd z bodu na podprostor,

Bersteinovy polynomy, 22

Bézierova krivka, 22 84
Bézierova plocha, 23 kolmy pramét bodu na podprostor, 84
bod X je pied bé)dem Y. 55 kolmice veden& bodem na podprostor, 84

bod X je roven nebo je pred bodem Y, konvexnf mnozina, 62
55 konvexni mnohotihelniky, 65

konvexni mnohostén, 65
konvexni obal mnoziny, 63
krajni body tsecky, 56

bodovy repér, 21
body jsou oddélovany nadrovinou, 57
body nejsou oddélovany nadrovinou, 57

body v obecné poloze, 8 lezet mezi body, 56

Cauchyova nerovnost, 70 matice prechodu, 15

délka vektoru, 70 matice pfechodu od baze % k béazi ', 11
metricka tloha, 69

metricky prostor, 78

mimobézné podprostory, 34

mira thlu, 111

délici pomér bodi, 49
dimenze afinntho podprostoru, 5
dimenze afinniho prostoru, 1

euklidovsky bodovy prostor, 77

euklidovsky vektorovy prostor, 70 nadrovina, 6

nazorna rovina, 2
Fergusonova kubika, 23 nazorny prostor, 2
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neparametrické rovnice podprostoru, 26  polorovina, 58
neparametrické vyjadieni poloprostoru, 60 pravidlo pravé ruky, 18

neprotinajici se podprostory, 7 protinajici se podprostory, 7
nesouhlasné baze, 17 pricka mimobézek, 39
norméla nadroviny, 82 pricka podprostori, 39
normalovy vektor nadroviny, 82 piimka, 6

normovany vektor, 71 prirozené usporadéani, 54
obecné rovnice podprostoru, 26 rameno thlu, 60

objem rovnobéznosténu, 89 rovina, 6

obsah rovnobéznika, 89 rovnice svazku nadrovin, 46

odchylka bodovych podprostori, 104 rovnobézné podprostory, 33
odchylka jednorozmérnych podprostorti, rovnobéznik, 89
103 rovnobéznostén (k-rozmérny), 66
odchylka vektort, 71 riiznobézné podprostory, 34
odchylka vektorovych podprostori, 104
opacné usporadani, 54
orientace afinniho prostoru, 18
orientace vektorového prostoru, 18
orientovany afinni prostor, 18
ortogonalni béze, 71
ortogonalni dopliiek podprostoru, 72
ortogonalni komponenta vektoru, 73
ortogonalni posloupnost, 71
ortogonalni projekce vektoru, 73
ortogonalni vektory, 71
ortonormalni baze, 71
ortonormalni repér, 78
osa afinnich soufadnic, 11
osa mimobézek, 98
osa svazku rovin, 44
oteviend usecka, 56
otevieny poloprostor vyt aty nadrovinou,
58

Schwartzova nerovnost, 71
simplex (k-rozmérny), 65
skalarni soucin vektoru, 70
smérnicova rovnice primky, 83
soucet podprostort, 9

souradné osa afinniho repéru, 11
souradnice bodu v afinnim repéru, 12
souradnice vektoru, 12
souhlasné baze, 17

spojeni podprostort, 9

stfed dvojice bodi, 51

stfed svazku primek, 44

stfed trsu rovin, 47

svazek nadrovin 1. druhu, 44
svazek nadrovin 2. druhu, 44
svazek pfimek 1. a 2. druhu, 44

totalné kolmé bodové podprostory, 81
totalné kolmé vektorové podprostory, 74
transformacni rovnice prechodu, 15
trojihelnikova nerovnost, 70

trs rovin 1. druhu, 47

trs rovin 2. druhu, 47

parametrické vyjadreni podprostoru, 20
parametrické vyjadieni poloprostoru, 60
parametry bodu, 20

parametry nadroviny ve svazku, 46
pata kolmice, 84 tihel, 60

po;atek aﬁnmhohr/epfe’rlfl,blld . tthel se déli na uhly, 111
podprostor prochazejici bodem, tisecka, 56

polopfimka, 58, ) . usecka s krajnimi body, 56
poloprostor vyt aty nadrovinou, 58
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usporadani podle velikosti, 54
uspofadani urcené afinnim repérem, 55

vektor kolmy k podprostoru, 72

vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem,
70

vektorovy soucin vektori, 91

velikost vektoru, 70

vnéjsi soucin vektori, 85

vnittek tsecky, 56

vnitini bod poloprostoru, 58

vrchol thlu, 60

vrchol simplexu, 65

vrchol svazku primek, 44

vrchol trsu rovin, 47

vzdalenost bodu, 77

vzdalenost podprostori, 96

zakladni vektory afinniho repéru, 11
zaméteni afinniho prostoru, 1
zaporna béze, 18
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