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Uvod

Mily ctenari,

sbirka ptikladd, kterou se chystéte Cist, je dopliiujicim studijnim materidlem k predmétu
Uvod do globélni analyzy, vyucovaném na Ustavu matematiky a statistiky Masarykovy
univerzity. Vznikla jako projekt Fondu rozvoje MU pro rok 2016 a autofi si velice vazi
podpory, které se jim pro tvorbu studijniho materidlu od univerzity dostalo. Chtéli bychom
také pod€kovat garantovi projektu profesoru J. Slovdkovi za veSkerou jeho pomoc pfi
realizaci sbirky.

Nasim cilem je pfibliZit Vam rozsahlou teorii tohoto kurzu ve formé piikladd s podrob-
nymi feSenimi. Na zacatku kazdé kapitoly jsou nejprve uvedeny definice, véty a lemmata,
které jsou v téméf nezménéné formé, a také bez dikazl, prevzaty ze skript profesora I. Ko-
lare [1]. Na nékterych mistech jsme si dovolili text obohatit o drobné komentére, zejména v
pasézich, jez mohou byt problematické, nebo u kterych vidime potenciél nenésilné rozsitit
perspektivu studenta. Budeme radi, pokud pro Vs budou piiklady srozumitelné a obo-
hacujici, avSak uroven, kterou jsme se snazili vytvorfit, vyzaduje zaroven jistou pili na
strané studenta. Aby byl prichod textem co nejhladsi, doporuc¢ujeme vénovat se také studiu
literatury, zejména vySe zminénym skriptim, kterd pfi tvorbé sbirky slouzila jako hlavni
referencni zdroj.

Piejeme Vam piijemné Cteni a v pripadé nalezeni chyb budeme vdécni, kontaktujete-li
nds na univerzitni mail.
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Hladka zobrazeni ¢iselnych prostoru

Definice 1.1.

Necht U C R” je oteviend mnozina a f: U — R. Rikdme, Ze f je funkce r-krat diferen-
covatelna nebo funkce tridy C”, ma-li spojité parcidlni derivace az do fadu r véetné ve
vSech bodech U.

Pozndmka. Funkce tiidy C° znamend spojitou funkci. Funkce tiidy C* se nazyva hladka
nebo nekonec¢né diferencovatelna. O funkci analytické, tj. takové, kterd je v kazdém bodé
rozvinutelnd v mocninnou fadu, fikdme, Ze je tfidy C®. Plati implikace

feC?=fecCc”

Véta 1.2.

Funkce A : R — R definovana piedpisem

je hladk4.

Véta 1.3.

Pro libovolné redlné ¢islo ¢ > 0 je funkce y.: R — R definovand predpisem

_ A
20 = 320 A =)

hladka.

Pozndmka. VSimnéme si, Ze funkce z véty 1.3 nabyva pouze hodnot 0 nebo 1

XC(I):{O r=0

1 t>c

a je neklesajici.

Definice 1.4.

Euklidovskou normu vektoru x € R” definujeme vztahem

[l = /@) o+ (112 (1.5)
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Pomoci normy déle miizeme definovat otevienou n-dimenzionalni kouli se stfedem v bodé
a a polomérem r
B(a,r) ={xeR"|[x—a|| <r}. (1.6)

Topologicky uzévér koule zna&ime B (a,r).

Véta 1.7.

Uvazujme funkci pu: R" — R zdvisejici na tfech parametrech a € R", r > 0, ¢ > 0,
definovanou predpisem

px)=1=x(lx=al|=r), (1.8)
pak plati

e funkce u je hladka,
e 0<pu(x)au(x)=0prave tehdy, kdyz x ¢ B(a,r+c)

e U (x) < 1VxeR", pficemZ u (x) = 1 pravé tehdy, kdyZ x € B(a,r) .

Definice 1.9.

Nosic¢em hladké funkce f: U — R, kde U C R” je oteviend, rozumime uzavér mnoziny
bodi, v nichZz f ma nenulovou hodnotu.

Pozndmka. Pro funkci u tedy plati, Ze je konstantni v jistém okoli bodu a a jejim nosi¢em
je kompaktni mnoZzina B (a,r +c).

Nasledujici véta se nazyva Whitneyho a popisuje vyznamnou charakteristickou vlast-
nost hladkych funkci.

Véta 1.10.

Kazda uzaviend mnozina S C R” je mnoZinou nulovych bodl né&jaké nezdporné hladké
funkce f: R" — R.

Definice 1.11.

Necht 7 je libovolnd indexova mnoZina. Oteviené pokryti (Vy), o € I, oteviené mnoZiny
U C R" nazyvame lokalné konecné, jestlize ke kazdému bodu x € U existuje okoli, majici
neprazdny prinik pouze s kone¢né mnoha mnozinami pokryti (V).

Nasledujici véta je jednou z mnoha verzi tzv. véty o rozkladu jednotky. Jejim uzitim
jsme schopni globalizovat lokdlni konstrukce.

Véta 1.12.

Necht (V) , o € 1, je lokdlné kone¢né pokryti oteviené mnoziny U C R”. Pak na U existuje
soustava nezapornych hladkych funkci (fy), o € I, takovd, Ze plati
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a) fo (x) # 0 pravé tehdy, kdyz x € Vy,

b) Yoe fo(x)=1VxeU.

Pozndmka. Od nynéjSka budeme znaceni f: U — V vyuZivat vyhradné pro zobrazeni mezi
otevfenymi mnoZinami U C R",V C R¥, pokud nebude fe€eno jinak.

Definice 1.13.

Uvazujme zobrazeni f: U — V, které je dano k-tici funkci
=) = ) (1.14)
které nazyvame slozky zobrazeni f. PiSeme také
YW=fP(x),i=1,...n, p=1,...,k (1.15)

nebo stru¢né také y = f (x). Rikdme, Ze f je diferencovatelné zobrazeni tiidy C” jestlize
vSechny jeho slozky jsou funkce tfidy C”, r = 1,... 00, @. Hladké zobrazeni znamena
zobrazeni tfidy C*, tj. takové, které je diferencovatelné do libovolného fadu.

Véta 1.16.

Uvazujme oteviené mnoziny U C R*,V C RE,W C R™ a dvojici zobrazeni f: U —
V, g: V — W tfidy C". Pak sloZené zobrazeni go f: U — W je také zobrazeni tfidy
Cc.

Pozndmka. Pro prehlednost pfi indexovych vypoctech si zafixujeme nasledujici rozmezi
indext

iL,j=1,...,n, p,q=1,...k, s,t=1,...m. (1.17)

Vyskytne-li se tedy v textu znaceni (xi) , minime tim n-tici soufadnic v prostoru R", obdobné
( fP (xl)) znadi soufadné vyjadreni k-tice slozek zobrazeni f: U — V a analogicky pro
ostatni indexy.

Definice 1.18.

.. 2 o . . . « <
Matici (%) nazyvame Jacobiho matice zobrazeni f v bodé a € U. Hodnost této
matice oznacujeme Rk, f a nazyvame ji hodnost zobrazeni f v bod¢ a. Specidlné, je-li

M p 7 2z L e v . L s
k = n, pak determinant det (%) nazyvame Jacobian (Cteme jakobidn) zobrazeni f

v bodé a.

Véta 1.19.

Jacobiho matice sloZeného zobrazeni g o f v bodé€ a je souc¢inem Jacobiho matic (8g‘(§){ ,E"”)

2 (752)
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Definice 1.20.

Necht U,V C R" jsou oteviené mnoZiny. Bijektivni zobrazeni f: U — V nazyvame di-
feomorfismus tiidy C”, jestlize f i inverzni zobrazeni f~': V — U jsou t¥idy C",r > 1

Pozndmka. Difeomorfismus mezi otevienymi mnoZinami miZeme chapat jako soustavu
kiivocarych souradnic.

Véta 1.21.
Jestlize f: U — V je difeomorfismus, pak pro Jacobian plati
ofrP
det (];—(a)) #0VacU. (1.22)
xl

Z matematické analyzy vime, Ze kruZnici nelze vyjadfit jako graf jediné funkce. Zaroven
vSak vime, Ze z obecného tvaru

(x—x0)> 4+ (y—yo) —* =0

Ize vyjadiit proménnou y pomoci kladné a zaporné vétve odmocniny. Poté mizeme popsat
kruznici po ¢astech pomoci grafu kladné a zdporné ¢asti y. Zobecnénim této uvahy do-
spéjeme k otdzce lokdlntho vyjidieni geometrického objektu zadaného soustavou rovnic
pomoci grafu néjakého zobrazeni. Podminku existence takového zobrazeni, které miize byt
v rovnicich obsazeno implicitné, popisuje nasledujici véta o implicitnim zobrazeni.

Véta 1.23.
Necht G” (x!,....x"y' ...y ) p=1,....k, jsou funkce tfidy C",r > 1 , definované na
jistém okoli W bodu (a ,o.d" bl b) € R, které spliiuji
G? <a1,...,a”,b1,...,bk>=o (1.24)
oGP (a',....a" b,... b
det ( (@@ ) £0) . (1.25)
dy?

Pak existuje okolf U bodu (a',...,a") € R" a okoli V bodu (b,...,b") € R takovd, ze
U xV C W ake kazdému bodu (x',...,x") € U existuje pravé jeden bod (y',...,*) €V,
pro né&jz plati

G? (xl,...,x",yl,...,yk>:0. (1.26)

Takto urcené funkce y? = f? ()c1 b ,x") jsou rovnéz tfidy C”.

Lemma 1.27.

Necht f: U — R" je zobrazeni tiidy C", U C R". JestliZe Jacobidn f je nenulovy v kaZzdém
bodé¢, pak f (U) je oteviena mnoZina.




Hladkd zobrazeni ciselnych prostorii 5

Véta 1.28.

Necht f: U — R" je zobrazeni tiidy C", U C R". JestliZe existuje a € U, ve kterém je
Jacobidn f nenulovy, pak také existuji okoli U C U bodu a, okoli V C R” bodu f(a), pro
néZ je zizené zobrazeni f|;: U — V difeomorfismus.

Definice 1.29.

Zobrazeni f: U — R¥, U C R", nazveme imerse, je-li Rk, f = n pro viechna a € U.

9f"(a)

Pozndmka. Hodnost Jacobiho matice (T) je nejvySe rovna minimu dimenzi n a k,

proto pro imersi plati n < k.

Véta 1.30.

Je-li f: U — RF imerse, pak pro kazdé a € U existuji okoli U bodu a, okoli V bodu f(a)
a kfivocard soustava soufadnic 3 na V takova, Ze ziZené zobrazeni f|; ma tvar

jl=xl,. =45 =0,..5=0. (1.31)

Definice 1.32.

Zobrazeni f: U — V mezi otevienymi mnoZinami U C R",V C R¥, nazveme submerse,
jestlize Rk, f = k pro vSechnaa € U.

Pozndmka. Ze stejného divodu jako v piipadé imerse musi v piipadé submerse platit n > k.

Véta 1.33.

Je-li f: U — V submerse, pak pro vS§echna a € U existuje okoli U bodu a, spolu s kiivocarou
soustavou soufadnic X na U takovou, Ze zizené zobrazeni f ’U ma tvar

1_ =l k _ ok

y =X,...,) =X". (1.34)
Shriime vyznam pojmi imerse a submerse do ndsledujici pozndmky. Kazda imerse ma

lokélné tvar vlozenf R" — R™™ (x!, ... x") — (x',...,x",0,...,0). Kazd4 submerse md

lokélnég tvar projekce RFF™ — RE (. xk kT k) s (a1, oK.

Cviceni 1.35.

Urcete piiklad zobrazeni, které

1. a) patii do t¥{dy C?, ale nepatii do C! 2. patif do tifdy C”
b) patii do C!, ale nepatii C? c) patii
do C? 3. patii do t¥idy C"*!, ale nikoliv do C”
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4. je hladké 1 analytické 6. je hladké, invertibilni, ale nikoliv di-
feomorfismus
5. je hladké, ale neni analytické 7. je difeomorfismus .

Resent. 1. Zobrazen{ patiici do t¥idy C je napiiklad funkce absolutni hodnoty f (x) =
|x|. Ta je spojitd, v nule v§ak nemd derivaci.

Zobrazeni tiidy C! je kupiikladu f(x) = (sinx7x%>. Ackoliv je jeho prvni slozka

f1(x) = sinx hladkd, druhd slozka f>(x) = X je tfidy C!. Obdobné f(x,y,z) =
<x2—|— y—i—z4,x%,ex) je zobrazeni tfidy C>. Obecné: nechf i je index uréujici, do
které tfidy ndlezi slozka zobrazeni. Pak tfida zobrazeni je podle 2.8 urcena tfidou
s nejmensim i.

2r+1 el L . , , ~
2. Funkce f(x) = X2 mé r spojitych derivact, r-td m4 tvar

I (x) = @2r+ 1D x7

symbolemn!! =n-(n—2)---- 1 myslime dvojity faktoridl. Pfitom f+1 (x) = 1 (2r+

=1 ... , , . g ,
1)!!1-x72 jiz v 0 neni definovand a tedy ani diferencovatelna.

3. Tento pifipad neni mozny. Trividlné: ma-li zobrazeni f kaZdou svou sloZku spo-
jité diferencovatelnou az do fadu r+ 1 vcCetné, pak je kazda slozka i r-krat spojité
diferencovatelnd, proto f musi nalezet do C".

4. Funkce zadand polynomem f (x) = ajx! +axx® +- - - +a,x" je hladkd. Libovolné zob-
razeni, které ma ve svych sloZkach polynomiélni funkce je hladké zobrazeni, které
je analytické. Rozvoj do mocninné fady polynomu je polynom sam. DalSim pfikla-
dem je exponencidlni funkce f(x) = €%, coZ je také hladké i analytické zobrazeni,
S rozvojem ve tvaru

0 2 x3 x4

N x" X
e :%H:1+x+i+§+ﬂ+'”

5. Hladké zobrazeni je diferencovatelné do libovolného fadu. Mzeme proto sestrojit
Taylordv rozvoj. Otazkou je, zda-li vyslednd mocninna fada ve vhodném okoli li-
bovolného bodu konverguje (bodové) k plivodni funkci. Pfikladem spliiujicim naSe
podminky je funkce z véty 1.2

/W):{ol t<0

t>0

kterd je hladkd, nikoliv vSak analytickd, k ¢emuZ je potfeba netrividlni diikaz. Tento
piiklad uvddime bez feSeni pouze pro ilustraci faktu nerovnosti mnoZin C* # C%.
Poznamenejme jesté, Ze hladké neanalytické funkce komplexni proménné neexistuji.
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6. Funkce f(x) =x" uvaZovand na definiénim oboru [0,) je hladkd a invertibilni.
Inverze je f~'(x) = x%, kterd viak neni v 0 diferencovatelna (derivace funkce f~!
jde v limité zprava k nekone¢nu). ProtoZe inverze neni diferencovatelnd, nemtize byt
f difeomorfismus.

7. Exponencidlni funkce f(x) = ¢, s inverzi f~! = Inx, je piikladem hladkého dife-
omorfismu intervalu (0,c0). Obdobné pro zobrazeni f(x,y) = (fi(x,y), f2(x,y)) =
(x2 +y2+1,e” ) Matice jeho parcidlnich derivaci mé tvar

ofi  Of
aa_f; é)_j‘i - ( ny 2¥y)
55 ye¥  xe

a je nenulovd na mnozin& R?\ {(0,0)}. Véta 1.28 nam ¥ikd, Ze pro kazdy bod R?
existuje vhodné okoli, na kterém lze f zuZit na difeomorfismus.

o
Cviceni 1.36.
Ukazte, Ze translace a linedrni izomorfismy R” jsou difeomorfismy.
Reseni. Translace je popsdna vektorem posunuti, oznaéme jej U = (uj,...,u,). Takto
ziskdme nové soufadnice pfictenim U k ptivodnim soufadnicim
1 1 1,1
(x ,...,x") > (y ,...,y") = (x +u ,...,xn+u”)

JelikoZ nové proménné y' jsou funkce v pivodnich proménnych, tj. y' =y’ (xl, e 7x”),
miZeme spocitat matici parcidlnich derivaci (%) Ta bude rovna jednotkové matici,
protoZe hodnoty u; jsou konstanty

oy _ Xt

dx/ dx/ 77

kde 8} je Kroneckerovo delta. Determinant matice je konstantné roven jedni¢ce pro libo-
volny bod prostoru R”. Podle véty 1.28 je translace difeomorfismem.

Z linearni algebry vime, Ze linearni izomorfismus R” miZeme popsat pomoci redlné matice
nxn

aii ain
A= :
anl nn
a obraz je dan soucinem s matici
1 1 1
(x ,...,x”) — (anx +dapxt, o anx +---+a,mx") )

Jednoduse vidime, 7e matice parcilnich derivaci novych soufadnic (y) = (a;x! +--- +
aj,x") podle plivodnich soufadnic (x/) je rovna matici A. Jeji deteminant je nenulovy
podle piedpokladu, jelikoZ A miiZe reprezentovat linearni izomorfismus pravée tehdy, kdyz
detA # 0. Proto je kazdy linearni izomorfismus difeomorfismem. o



Hladkd zobrazeni ciselnych prostorii 8

Cviéeni 1.37.

Rozhodnéte, na jakych mnoZinach jsou nésledujici zobrazeni difeomorfismy: transformace
ze standardnich soufadnic do

1. polarnich 3. stérickych
2. cylindrickych 4. hyperbolickych
Resent. 1. Polarni soufadnice popisujici rovinu R? majf tvar

x(r,p)=rcos¢,
y(r,p) =rsing,

kde r je délka privodice (tj. vzdalenost popisovaného bodu od pocéétku) a ¢ je thel
sevieny mezi privodi¢em a kladnou ¢asti osy x. Spo¢teme matici parcidlnich derivaci

ox Iy :

or 29| _ (cos @ —rsin (p)
9y 9y i ’
2 9 sin@  rcos @

Determinant matice je roven
J=cos@-rcos@ —(—sing-sing) = r(cosz(p—ksin2 (p) =r

Nenulovost Jacobidnu nuti podminku r > 0. Dale aby souradnice byly bijekce,
musime thel ¢ omezit na interval [0,27). Poté podle véty 1.28 jsou na mnoziné
(0,00) x [0,27) poldrni soufadnice difeomorfismem.

2. Cylindrické soufadnice popisujici body R? vypadaji nasledovné

x(r,¢,z) =rcos @,

y(r@,z) =rsing,

2(r9,2) =z
kde r > 0 je délka pravodice (vzdalenost bodu (x,y,z) od pocitku soufadného sys-
tému), ¢ € (0,27) je dhel mezi pruvodi¢em a kladnou &ésti osy x (méfeny pro
hodnotu z = 0, pfipadné mizZeme uvazovat projekci privodice do roviny xy). Jaco-
biho matice soufadnic je

dx Iy ox .

3r %q) gz cos¢p —rsing O
LA = i

ar Jp o9z | = |Sing@ rcosg 0
dz 9dz 9z 0 0 1
dr do Jz

Laplaceovym rozvojem podle tietiho fadku ihned vidime, Ze hodnota Jacobidnu je
stejnd, jako pro polarni soufadnice

J=r.

a podle 1.28 jsou cylindrické soufadnice difeomorfismem na (0,0) x (0,27) X

(_oovoo)'
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3. Sférické soutadnice v R3 jsou

x(r,,0) =rsinOcos @

y(r,¢,0) =rsin0Osin@
z2(r,0,0) =rcos0 ,

kde r je délka pravodice, 0 je uhel, ktery svira privodi¢ s kladnou ¢asti osy z a ¢ je

uhel, ktery svira kolma projekce privodice do roviny xy s osou x. Jacobiho matice
pro tyto soufadnice je

Jx

dx Iy ox . o

dr 96 J¢ sin@cos¢® rcos@cos¢ —rsinfsin@
J= % g—z 3—5) = | sinOsin¢g rcos@sing@ rsinOcos@

dz 9dz  Jz cos @ —rsin @ 0

ar 96 ¢

Determinant spo¢teme Laplaceovym rozvojem podle tfetiho fadku

detJ = r*cos 6 - det <COS Ocosp —sinfsin QD)

cosB@sin@ sin6cos @
+r?sin @ - det (Sl.n 0 cosp —sm Osin q))
sin@sin@ sinBcos @

=r?cos6 (sin 6 cos 6 cos® @ + sin O cos O sin’ (p)

+r%sin6 (sin2 6 cos” @ + sin® 6 sin’ (p)

= r?sin 6 cos O + > sin O sin” O

=r2siné .
Nenulova hodnota nastane pro » > 0, 0 € (0,7). Zajima-li nds, na jaké mnoZiné
jsou tyto soufadnice difeomorfismus, potiebujeme nejen J # 0, ale také aby uhel ¢

nabyval pouze hodnot z intervalu [0,27) (z podminky bijekce). Podle véty 1.28 jsou
na mnozing (0,00) x (0,7) x [0,27) sférické soufadnice difeomorfismus.

. Hyperbolické soutadnice maji tvar

x(u,v) =ve

y(u,v) =ve ™

a difeomorfné zobrazuji (R\ {(0,0)}) x (0,e0) na (0,00) x (0,00), coZ je v souladu
s vétou 1.28 vzhledem k hodnoté Jacobidnu

_ uve e\ u— | u—u\
J =det (—uve” e“) =uy (e +e ) =uy

Cviceni 1.38.

Udejte priklad zobrazeni, které je
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1. imerse,
2. submerse.

Reseni. Kazdy difeomorfismus je imerse. Parametrizaci piimky v R” mizeme chépat jako
imersi p: R — R", 1+ (p'(t),...,p"(t)). Analogicky plocha dand grafem hladké funkce
g: RZ 5 R3, (x,y) — (x,9,f(x,y)) je imersi R? (nebo vhodné podmnoZiny) do R3.

Kazdy difeomorfismus je také submersi. Zdkladnim piikladem submerse je dile projekce
na prvnich k-slozek : R* — R¥, (x!,... . x") — (x!,...,x}), k < n. Zobrazeni f: R?\
(0,0) = S, (x,y) — (x_y)2 které zobrazuje R? bez pocitku na jednotkovou kruznici se

\/ X34y

sttedem v pocatku je submerse. o

Cviceni 1.39.

Naleznéte difeomorfismus oteviené koule B (a,r) s R".

Reseni. Nejprve si uvédomime, Ze sloZeni difeomorfismii je opét difemorfismus, coZ je
disledkem véty 1.16. Nalezneme tedy vhodna zobrazeni, pomoci kterych hledany difeo-
morfismus posklddame. Nejprve uvazujme

¢: B(0,1) > R",

definované na oteviené jednotkové kouli se stfedem v nule B(0,1) = {x € R",||x|| < 1},
zadané predpisem

X
l—)—z,
V1= |lx]]

pomoci normy 1.4, jejiZ inverze je

o ' R"—=B(0,1),
y

==
vl

Ovéfme, e se jednd skute¢n& o difeomorfismus. Zobrazeni ¢ i ¢! jsou tiidy C*. Dife-
rencovatelnost se muze pokazit ve jmenovateli, ten je vSak v obou piipadech na patii¢nych
defini¢nich oborech hladky, jelikoZ na defini¢nim oboru ¢ plati 1 — ||x||> > O (koule je jed-
notkovd a oteviend, tj. ||x||> < 1) apro ¢! je taktéZ 1 + ||y||*> > 0. Jediny problém ndm &inf
euklidovska norma, kterd neni v nule diferencovatelnd. Tento problém miiZeme vyfesit tak,
Ze odmocninu (kterd je zdrojem problému) ve funkci || — || nahradime v libovolné malém
okoli nuly hladkou rostouci funkci, kterou poté pomoci rozkladu jednotky se zbylou ¢4sti
odmocniny “slepime”. Toto intuitivni odivodnéni nebudeme rozvadét podrobné, abychom
se neztratili v pfiliSnych formalnich argumentech a poprosime proto ¢tenéie o shovivavost.
Dile budeme symbolem || — || chdpat novou normu, kterd byla v okoli nuly vhodné nahra-
zena a @ chdpeme definovanou vzhledem k této normé. Ovéime, e slozeni f a f~! dava
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identitu.
_ _ X _ y
RIS RS
(1—|lx[2) (1+y][2)?
X Yy
_ (1-[lP)? _ (14lblP)?
(1 || ||2)é (1 || ||2)5
+ X I | P
(1—|lx|2) 2 1+
X Yy :
P2 P2
1
2 IR 2
( ) ( 1+\|y||2)
=X =Yy

V levém sloupci jsme pfi odstran&ni normy vyuZili 1 — ||x||> > 0 a v pravém 1+ |[y||* > 0.
Mime tedy k dispozici difeomorfismus mezi B (0, 1) a R". Z ptikladu 1.36 ddle vime, Ze li-
nedrni izomorfismy a translace jsou také difeomorfismy, miZeme proto sloZzenim vhodného
posunuti s proSkalovanim vytvofit difeomorfismus ¢ mezi otevienou kouli s libovolnym
sttedem i polomérem a jednotkovou B (0, 1), tj.

¢: B(a,r) — B(0,1)

Hledany difeomorfismus je pak ddn sloZzenim ¢ o ¢



Podvariety ciselnych prostoru

Pfirozenym zobecnénim kiivky nebo plochy v R” je pojem m-rozmérné podvariety v R".

Definice 2.1.

Podmnozinu M C R” nazveme m-rozmérna podvarieta tfidy C", v R", m < n, v jestlize
pro kazdy bod x € M existuje jeho okoli W spolu s difeomorfismem y: W — V C R" tfidy
C", ktery zobrazi W N M na otevienou podmnoZinu U C V uréenou rovnicemi

K =0,...x"=0. (2.2)

Pozndmka. Podvarietu v R"” budeme ve vétsing piipadi stru¢né nazyvat pouze podvarietou,
nicméné budeme mit stidle na paméti, Ze se jednd o objekt existujici vnofeny v redlném
prostoru vhodné dimenze. Divod této pozndmky je, Ze v dalSich kapitolach se budeme
setkdvat s pojmem (hladké) variety, jejiz definice jiZ nezavisi na vnofeni do jiného prostoru.

Z predeslé definice vyplyva, Ze m-rozmérnou podvarietu mizeme lokalné chapat jako
¢ast m-rozmérného linearniho podprostoru v R", kterd byla zakiivena. Informaci o zptisobu
zakiiveni v sobé nese pravé y.

Definice 2.3.

Zuzeni difeomorfismu y z definice 2.1 zaddva zobrazeni ¢: W "M — U, které nazy-
vame lokalni soustava sourradnic na podvarieté M. Inverze k ¢, chapand jako zobrazen{
¢~': U — R", se pak nazyva lokalni parametrické vyjadieni podvariety M.

Difeomorfismus ¥ nam fikd pouze lokalnég, jak dostat ze zaktivené podvariety linedrn{
podprostor, coZ zejména miiZze znamenat, ze ~"narovnani”’celé podvariety nemusi byt mozné
(). z definice neplyne existence globalniho difeomorfismu mezi podvarietou a linedrnim
podprostorem). Mezi piiklady této situace patii napiiklad vilec, Moebiova paska, sféra,
Kleinova lahev, rota¢ni paraboloid nebo tfeba torus.

Nasledujici véta popisuje zplisob zadani podvariety pomoci systému rovnic.

Véta 2.4.

Uvazujme bod b € R"™™ a zobrazeni f: U — R"*™™ tiidy C", U C R". Jestlize f ma
v kazdém bodé mnoziny f~!(b) maximélni hodnost, pak f~!(b) je m-rozmérnd podvarieta
tiidy C”.

Definice 2.5.

_]2—
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Necht ¢; a ¢, jsou lokdlni soustavy soufadnic na podvarieté M (zadané ziuZenim difeomor-
fismi z definice 2.3) definované na W) a W,. Déle uvazujme oteviené mnoziny U, a Uy
v R™ zadané obrazem priliniku defini¢nich obort Wi "W, "M pfi ¢y, ¢,

Uiy = o1 WiNWanNM), Upyy = o (Wi NWaNM) .

Pak sloZené zobrazeni ¢ := ¢r 0 @ L Uy — Usy nazyvame prechodové zobrazeni mezi
dvojici lokalnich soutadnic (¢, @,).

Pozndmka. Vysvétlime si pfedeSlou definici a pomoci ni si vytvofime konkrétnéjsi pred-
stavu o podvarietdch. Z 2.1 vime, Ze kazd4 podvarieta je lokdlné vyjadfitelnd pomoci
né¢jakého difeomorfismu jako oteviend podmnozina R”. Definice 2.5 ndm fik4, Ze mame
k dispozici nejen lokdlni popis podvariety, ale také zpiisob, jak “slepit”jednotlivé jeji
¢asti. Plati tedy: podvarieta jako celek obecné nevypadd jako R” (neni difeomorfni s R").
Vhodné okoli kazdého bodu podvariety je ztotoZnitelné s otevienou podmnozinu v R”.
Popisy (lokani soufadnice) na téchto okolich jsme schopni ztotoZnit na jejich priniku.

Véta 2.6.

Kazdé prechodové zobrazeni ¢;» dvojice lokdlnich map (¢, @) je difeomorfismus tiidy
C" oteviené mnoZziny Ujp C R™ na otevienou mnoZzinu Up; C R™.

V nésledujicim zobecnime pojem diferencovatelnosti zobrazeni mezi redlnymi prostory
na podvariety. Nejprve vSak definujme pojem spojitého zobrazeni mezi podvarietami.

Pozndmka. Ptipominame, zZe R" ma strukturu topologického prostoru. Topologie je ge-
nerovand otevienymi koulemi. Déle plati, Ze podvarieta M C R" je topologicky prostor
vzhledem k topologii podprostoru.

Definice 2.7.

Zobrazeni f: M — N mezi podvarietami se nazyva spojité, jestlize je spojité v topologic-
kém myslu.

Definice 2.8.

Uvazujme podvariety M C R*, N C R* t¥idy C". Pak f: M — N nazyvime zobrazeni
tiidy C°, s < r, jestlize pro kazdé a € M existuji okoli U C M bodu a, okoli V C N bodu
f(a) s vlastnosti f(U) C V alokéln{ soufadnice

0:U—>Wi CR" y: VW, CR

takové, Ze slozené zobrazeni
yofod~': W — W,
je tiidy C*.
Pozndmka. Definice zobrazeni tiidy C° mezi podvarietami tfidy C” (pak nutné s < r)
nezavisi na volbé lokalnich soufadnic.
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Véta 2.9.
Necht M C R”, N ¢ R¥, P C R! jsou podvariety tfidy C". Déle necht

f:M—N,g:N—P
jsou zobrazeni tfidy C°, s < r. Pak i sloZené zobrazeni
gof:M—P
je tfidy C°.

Pripomindme, Ze je-li pocet proménnych mensi neZ 4, pak je oznacujeme pismeny
X,y,z, indexy u téchto pismen poté znaci mocniny.

Cviceni 2.10.

Rozhodnéte, jsou-li nésledujici mnoziny podvariety euklidovského prostoru. Jestlize ano,
urcete jejich dimenzi a do jaké tfidy naleZi.

1. Bernoulliho lemniskéta.
2. Obecny vektorovy prostor a obecny afinni podprostor v R”.

3. Reseni rovnice X" = sin (xlx2 . .x”) a graf libovolné hladké funkce.

2

4. Podmnozina R3 zadan4 rovnicemi x> +y> 4+ 7> =r>, x—y=0,kde r > 0

Reseni. Vétsinu piikladi spoéteme aplikaci véty 2.4 a rozepiSeme si tedy zptisob uZiti.
Zobrazeni f: U — R"™™ U C R", z uvazované véty, je (n — m)-tici funkci

fs<x1,...,x"), s=1,....n—m

abodb e R""™ tj.b= (bl ,-..,b""™) je (n—m)-tici &isel. MnoZina £~ (b) je tedy zadan4
soustavou (n —m) rovnic

fs(xl,...7x”):bs, s=1,....n—m.

Tvrzeni déle iikd, Ye na mnoZiné f~!(b) je hodnost zobrazeni f maximalni. Hodnost
zobrazeni, Rk, f, jsme si v predeslé kapitole definovali jako hodnost odpovidajici Jacobiho
matice (%) . Vzhledem k dimenzim vime, Ze hodnost této matice musi byt n — m.

1. Bernoulliho lemniskata je rovinné kiivka, kterd je urena dvéma body A;, A; na
ose x, které jsou oba ve vzdalenosti a od poc¢atku. Bod P, leZici na lemniskaté, musi
splitovat vztah ||PA|| - ||PAs|| = a?.

JelikoZ tato kfivka protne v bodé (0,0) sebe samu, nemiiZe existovat okoli W C R?
tohoto bodu, jehoz prinik s kiivkou bude difeomorfni oteviené usec¢ce. Divod je, Ze
kazdy difeomorfismus je spojitou bijekci a v nasSem pripadé urcité nebude splnéna
podminka injektivity. Z véty 2.4 proto obménou plyne, Ze musi existovat bod, ve
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kterém hodnost zobrazeni f nebude maximdlni. Naleznéme tento bod. Lemniskatu
1ze v kartézskych soufadnicich popsat rovnici

2
(x2+y2) = 24? (x2 —yz) , a>0
a plati a® > x2. PiepiSeme rovnici do tvaru f (x,y) = 0
2a%x% — 2azy2 —xt— 2xzy2 — y4 =0

a spocteme Jacobiho matici, kterda bude mit pouze jediny radek, jelikoz zobrazeni f
ma pouze jednu slozku.

af'N _(9f of\ _ 2 3 2 2 2 3
<8xi> = <8x’8y) —(4a x—4x —4xy”, —4a"y —4x y—4y) .

Aby matice méla maximalni hodnost (tj. 1) v kazdém bod& R?, alespoti jeden slou-
pec musi byt vzdy nenulovy. Zkoumejme podminky na proménné, poloZime-li oba
sloupce rovny nule. Zaéneme druhym

0= —4a2y - 4x2y — 4y3 = —4y (a2 +x° —|—y2) .

Vyraz v zavorce je vZzdy vétsi roven nule, protoze predpokladame a > 0. Musi proto
platit y = 0, coz dosadime do prvniho sloupce

0 = da’x —4x> = 4x (a2 —x2) .
ProtoZe a®> > x?, dostdviame x = 0. V bodé& (0,0) m4 f nulovou hodnost.

2. Z definice podvariety vyplyva, Ze pro libovolné n je R" podvarietou dimenze n. Na
tomto prostoru totiZ mame globalné definované standardni soufadnice (xl, e ,x”).
Jinak feceno, chceme-li nalézt difeomorfismus z definice 2.1, sta¢i vzit identické
zobrazeni na celém prostoru. Nyni uvazme obecny vektorovy prostor V dimenze
n. Z linearni algebry vime, Ze vektorové prostory stejné dimenze jsou izomorfni.
Volba baze ve V zaddvd globdlni soufadnice na V a zdrovenn jednoznacné urcuje
difeomorfismus s R” (linedrni izomorfismus dany matici pfechodu od zvolené baze
ke standardni).
Obecny vektorovy prostor dimenze n je tedy podvarieta dimenze n. Piipad afinniho
podprostoru vyfesime tak, Ze si uvédomime, jak geometricky z afinntho podprostoru
ziskat vektorovy podprostor. Volbou poc¢éitku v afinnim podprostoru jednoznacné
uréime vektor posunuti jako rozdil tohoto bodu a nuly. ProtoZe kazdé posunuti je
difeomorfismus a slozeni difeomorfismti je difeomorfismus, libovolny afinni podpro-
stor je podvarietou. Jeji dimenze je rovna dimenzi zaméfeni. Jelikoz afinni podpro-
stor Ize vyjadit jako feSeni rovnice aijx' +axx> +...a,x" + ¢ = 0, tj. rovnice tvaru
f (x1 b ,x”) =0, kde f je hladk4, jedna se o hladkou podvarietu.

Ix2.

3. Rovnici x* = sin (x . .x") prepiSeme do tvaru f (xl, o ,x") =0

sin (x]xz...x”) —x"=0.
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Pro piehlednost zaved'me substituci z = x'x?--- - x"*, ve které parcidlni derivace maji
tvar
af
2 n
—— =x"...x"cos(z
3l (2)
af
1.3 n
=5 =xx...x"cos(z
9.2 (2)
af
1 n—1
——=x ...x" cos(z)—1
5 (2)
Jacobiho matice sestdvajici z jediného fadku vypada ndsledovné
(x2 ..x"cos (z),x'x> .. .Xcos(z),...... X2 xeos (z) — 1) .

Ukédzeme, Ze vzdy alespon jeden sloupec bude nenulovy. Nechf je 1. az (n—1).
sloupec nulovy. Pak musi platit budto x! = x> = --- = x = 0 anebo cos (z) =0, coz
ddva v obou piipadech na poslednim sloupci hodnotu —1. Jedn4 se tedy o (n— 1)-
rozmérnou podvarietu, kterd je hladkd, nebof f (xl, . ,x”) = sin (xlx2 . .x”) —x" je
hladkd funkce.

Z analogického divodu plati, Ze pro libovolnou funkci f € C” je jeji graf

{(X17,..,xn,f(x17'..7xn))} CR'H—I

n-rozmérnou podvarietou tiidy C”. Rovnice grafu je
f(xl,...,x”) = o F(xl,...,x”H) =f—x"t1=0

a odpovidajici (jednorddkovd) Jacobiho matice funkce F ma v prvnich n sloupcich
parcidlni derivace funkce f a v poslednim jednicku. Stejny argument miZeme pouzit
pro f € C=, tedy graf hladké funkce je hladkou varietou dimenze n.

4. Ulohu vyfe$ime dvéma zpisoby. A¢koliv se prvni z nich odkazuje se na vysledek
jiné kapitoly, popiSeme si jeho myslenku. Rovnice x* + y* +z> = r? popisuje dvou-
dimenziondlni sféru se sttedem v bodé 0 a rovnice x —y = 0 popisuje rovinu na které
lezi pfimka y = x a osa z. MnozZina zadana feSenim obou rovnic je prinik roviny se
stérou, coZ je kruZznice o poloméru r, se sttedem v bodé 0. V nésledujici kapitole
uvidime, Ze libovolnd kruZnice je podvarietou dimenze 1 tak, Ze sestrojime lokalni
soufadnice.

Druhy zptisob vyuziva vétu 2.4. Uvazovana funkce je tvaru

f(X,y,Z) = (f](-x,y,Z),fz(x,y,Z)) = (x2+y2—|—z2—r2,x—y)

a jeji Jacobiho matice je velikosti 2 x 3. Vypada nésledovné

If*\  [(2x 2y 2z
ax) \1 -1 0

Druhy tadek je vZdy nenulovy a prvni se vynuluje pouze v bodé 0, avSak tento
bod rovnici sféry nespliiuje, proto bude mit matice na zadané mnoZiné maximalni
hodnost. Podle véty 2.4 se jednd o dvourozmérnou podvarietu, kterd je hladka. ¢
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Cviéeni 2.11.

Ukazte, Ze je-li M C R" oteviend podmnoZina, pak je M hladkou podvarietou dimenze n.

Reseni. Ve cviteni 2.10 jsme si ve druhém bod& ukdzali, Ze samotné R” je hladkou
podvarietou dimenze n. Nechf M je oteviend podmnozina v R". Podle 2.1 potiebujeme
ukdézat, Ze ke kazdému bodu a € M existuje jeho okoli, které je difeomorfni s otevienou
podmnozinou v R". To je vSak trividlni, protoze samotné M sestava z bodu, které jiz

soufadnicovy popis maji "zdédény”’z okolniho R". Okoli je samotné M a difeomorfismus
je dan identitou. o

Cviceni 2.12.

Dokazte, Ze mnozina vSech linedrnich izomorfismt prostoru R” je hladkou podvarietou.
Urcete jeji dimenzi.

Reseni. Nejprve si uvédomime, Ze linedrni izomorfismy prostoru R” odpovidaji redlnym
maticim n X n s nenulovym determinantem. Prostor v8ech t€chto matic se znaéi GL (n,R).
Kazdy prvek A € GL (n,R), A = (ai j) sestdva z n® slozek a; . Disponujeme proto injek-
tivnim zobrazenim

GL (n,R) >R" |

které je ddno ztotoZznenim A s n>-tici redlnych &isel

(aij) — (ai,a12,...,ain,a21,a2, ... s Anl,An2s - -5 Ann) - (2.13)

Determinant je poté funkci
det: GL(n,R) CR” - R,

kterd je hladk4. To plyne z formulky pro determinant, jejiZ tvar zndme z linedrni algebry

det(A) = ) sgn(o) ﬁai,ci ;

oS,

kde S, je mnoZina vSech permutaci na n prvcich. Prava strana rovnice je polynom v pro-
ménnych g;; a z matematické analyzy vime, Ze polynomy ve vice proménnych jsou hladké
funkce. Pro nds to zejména znamend, Ze miZzeme mnoZinu izomorfismi vyjadfit jako vzor
oteviené mnoziny spojitého zobrazeni

GL (n,R) =det™ ! (R\ {0}) .

. .. 2. _ g e
Je tedy GL (n,R) oteviend podmnoZzina v R™, jelikoZ vzor oteviené mnoZiny pfi spojitém

zobrazeni je oteviend mnozina. Podle 2.11 je proto mnozina vSech linedrnich izomorfisma

prostoru R” hladka varieta dimenze n. o

Cviceni 2.14.

Ukazte, Ze mnoZina vSech redlnych matic s determinantem 1 je hladkou podvarietou.
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Reseni. VyuZijeme vysledki a podobné tivahy jako v piikladé 2.12. JiZ vime, Ze prostor
vSech matic n X n miZeme injektivné zobrazit do R™ pomoci zobrazeni 2.13. Déle vime, Ze
determinant je hladké zobrazeni z matic do redlnych ¢isel. MnoZina vSech redlnych matic
s determinantem 1, ktera se znaci SL (n,R), je pak vzorem jednicky tohoto zobrazeni

det: SL(n,R) CR” - R,
SL(n,R) = det™ (1) .

Ukazeme, Ze Jacobiho (jednoradkovd) matice pro zobrazeni det ma na SL(n, R) maximaln{
hodnost. K tomu nam sta¢i ukazat, ze pro kazdé A € SL(n,R) existuje dvojice i, j, pro

kterou plati
ddet(A
24et) 2o,
8a,~ j
tj. Jacobiho matice bude mit alespon jednu nenulovou hodnotu a tedy maximalni hodnost.
Laplaceiiv rozvoj determinantu matice A = (a;;) podle i-tého fddku vypada ndsledovné

det(A) = (—l)iJrlailMil + (—1)i+2ai2Mi2 44 (—1)i+”a,~nM,-

kde M;; je minor (nebo také kofaktor) odpovidajici prvku a;;. Jestlize pfedpokladame
sporem, Ze

ddet(A) i
N (=)Mo =0
aaij ( ) 1y
pro fixni i a libovolné j, tj. plati
ddet(A ddet(A
—e( ):Milz-..:—e( ):Mzn:0~
da; dain

Jsou-li v§ak vSechny minory pro dany fadek nulové, pak je Laplacetv rozvoj podle tohoto
fadku roven nule, coZ by znamenalo det(A) = 0. To je spor s pfedpokladem A € SL(n,R).
Ukazali jsme, Ze Jacobiho matice ma maximalni hodnost v libovolném bod€ A mnoZiny
SL(n,R), kter4 je proto podle 2.4 hladkou podvarietou dimenze n”> — 1. o

Cviéeni 2.15.

Rozhodnéte, je-1i obecny n-thelnik, n > 3, podvarietou roviny.

Reseni. Cviceni vyfeSime tak, Ze uvdZime Cést n-thelnika, o které dokdZeme, Ze neni
podvarietou. To bude znamenat, Ze ani samotny n-uhelnik neni podvarietou.

Nechf uvazovand ¢ast n-uhelnika obsahuje néjaky vrchol V' a dvé k nému prilehlé hrany
hi, hy s otevienymi konci. Z predeslé kapitoly vime, Ze rotace a posunuti neovlivni, je-li
zkoumany objekt podvarietou, ¢i nikoliv. Bez ijmy na obecnosti proto uvazujme ¢ast 11V hy
v R? v takové poloze, Ze vrchol V bude v bodé 0, 4| zarovndna s osou x a hy svirajici s hj
thel a € (0,7) \ 7 (pfipad o = § bychom opét vyresili rotaci). Lomend ¢ara iV hy neni
podvarietou, jelikoz je grafem funkce, kterd v bodé 0 neni diferencovatelna. Predpis této
funkce, oznacme ji f, by byl definovén po Castech dvéma linedrnimi funkcemi se zlomem

s vz

v bodé 0: jedna ¢ast zavisld na uhlu sviraném hranami n-thelnika, druha ¢ast konstatné
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nulova. Presny tvar po ¢astech linedrni f nds v§ak nezajimd. Podstatny je pouze bod zlomu,
ve kterém funkce nebude spojité€ diferencovatelnd, jelikoZ svirany thel je z predpokladu
nenulovy (tj. derivace zleva a zprava v bodé 0 nebudou stejné). Chceme-li 41 Vi, C R?
popsat jako podvarietu v souladu s 2.1, nebude to nikdy moZzné z nasledujicitho divodu.
Dva rtizné soufadné popisy néjakého okoli bodu V, jeden dany funkci f a druhy libovolny,
oznacme jej g, se od sebe musi lisit hladkym pfechodovym zobrazenim y takovym, Ze
slozeni fowog~! je pfinejmensim diferencovatlné zobrazeni. Avsak kompozice zobrazeni
zachovavd mensi ze stupiiii diferenovatelosti, coz kvili f bude nula. Vidime, Ze h;Vhy
nemtze byt podvarietou, tedy ani obecny n-ihelnik neni podvarietou. o

Cviceni 2.16.
Ukazte, ze je-li f: M — N zobrazeni tiidy C" mezi podvarietami tiidy C°, pak je r < s.

Reseni. Uvazujme zobrazeni f: M — N ze zadéni. Aby f bylo tfidy C”, musi podle 2.8
existovat pro kazdy bod a € M jeho okoli U C M, spolu s okolim V C N pro bod f(a),
splitujici f (U) C V, a ddle lokdni soufadnice ¢ na U a wna V tak, Ze zobrazeni yo fo ¢!
je tiidy C". Situaci si miZzeme nakreslit do komutujiciho diagramu

f

U
o

¢ (U)

p— v (V)

Stupeni diferencovatelnosti slozeného zobrazeni je roven nejmenSimu stupni sklddanych
zobrazent, pfitom oba difeomorfismy i ¢ ve sloZeni wo fo¢~! jsou z pfedpokladu tiidy
C*, podle definice 2.1. Proto plati » < s. o

Cviceni 2.17.

Rozhodnéte, je-1i podmnoZzina v R2, tvofend dvéma kruZnicemi (s nenulovym polomérem)
spojenymi v jediném bodé, podvarietou.

Reseni. Ulohu miZeme vyfesit topologickym argumentem. Z definice podvariety vime,
Ze pro libovolny jeji bod existuje vhodné okoli a na ném difeomorfismus f na jednodusSe
souvislou podmnoZinou v R". Z topologie vime, Ze jednodusSe souvislou mnoZinu lIze
homeomorfné zobrazit na celé R". Jelikoz kazdy difeomorfismus je zdrovenn homeomorfis-
mem, musi byt lokdln¢ kazda podvarieta euklidovského prostoru homeomorfni R”. Necht
tedy M je mnoZina tvofend dvéma kruZnicemi spojenymi v jediném bodé¢, ktery oznacme
x. Pfedpoklddejme sporem, Ze M je podvarieta v R? a uvaZme libovolné okoli U bodu x.
Z topologie vime, 7e R?, ze kterého vyjmeme bod, ma jedinou komponentu souvislosti.
Jestlize vyjmeme z U bod x, vzniknou Ctyfi komponenty souvislosti. To je spor, protoZe
R? bez (libovolného) bodu je homoemorfni okoli U bez bodu x. Avsak pocet komponent
souvislosti je invariantem homeomorfismu. Situace tedy nemiZe nastat a M nemiZe byt
podvarietou v R, o
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Definice 3.1.

n-dimenziondlni topologicka varieta je separabilni topologicky prostor M se spocetnou
bazi, ktery je lokdlné homeomorfni R”, tj. Vx € M existuje okoli U, oteviend mnoZina
V C R" a homeomorfismus ¢ : U — V.

Definice 3.2.

Kazdy homeomorfismus ¢ : U — V,kde U € M aV € R" jsou oteviené mnoziny, se nazyva
lokalni mapa na M. Soufadnice ¢ (a), kde a € U, se nazyvaji soufadnice a v lokdlni mapé
. Jestlize 0 € V, pak se ¢! (0) nazyvi stied lokalni mapy ¢.

Definice 3.3.

Necht M je topologicka varieta a @1, ¢, dvé lokdlni mapy na mnoZindch U; a U,. Induko-
vané zobrazeni Q) = @, 0 <(p1*1 ‘V12> : Vi2 — V21 se nazyva prechodové zobrazeni mezi

lokalnimi mapami @; a ¢,. Obcas se také toto zobrazeni oznacuje jako zména souradnic
na prekryvu.

Definice 3.4.

Dvé lokalni mapy ¢; : Uy — Vi a @ : U — V; na topologické varieté M se nazyvaji
C’-relované, jestlize pfechodové zobrazeni @i, je C"-difeomorfismus.

Definice 3.5.

C" atlas o7 natopologické varieté M je mnoZina C”-relovanych lokalnich map @y : Uy — Vi
takovych, Ze jejich defini¢ni obory Uy pokryvaji M. Takovy atlas se ¢asto oznacuje ndzvem
diferencialni struktura.

Pozndmka. MiZeme uvazovat i atlasy na R”, s nimiz neni kompatibilni identita idgn.
Takové atlasy se poté nazyvaji netrivialni diferencialni struktura.

Definice 3.6.

Mapa ¢p : Up — Vj je kompatibilni s C" atlasem .7, jestlize kazdé pfechodové zobrazeni
0o : Voo, — Vo je C"-difeomorfismus.

—20—
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Definice 3.7.

Atlas 7 na topologické varieté M se nazyva aplny, jestliZe obsahuje vSechny kompatibilni
loké4lni mapy.

Véta 3.8.

Necht o7 je libovolny C" atlas na M. Jestlize pfiddme vSechny kompatibilni lokdlni mapy,
obdrzime uplny atlas.

Definice 3.9.

Rekneme, Ze spojité zobrazeni f : M — N je tfidy C*, jestliZe pro kazdou mapu ¢ : U — V
kompatibilni s atlasem .27 a v§echny mapy y : W — Z kompatibiln{ s atlasem % spliiujici
f(U) € W, je indukované zobrazeni wo ¢! : V — Z t¥idy C*.

Definice 3.10.

Diferencialni varieta tiidy C” je topologicka varieta s C" atlasem 7.

Véta 3.11.

Spojité zobrazeni f : M — N mezi dvéma C” varietami je téidy C* ((s < r), jestlize pro
vSechny x € M existuji lokdlni mapy ¢ na M a y na N takové, Ze indukované zobrazeni
¢~ o fow je tiidy C* na okoli bodu x.

Véta 3.12.

Necht M, N a P jsou C” varietya f : M — N, g : N — P jsou C* zobrazeni. Pak kompozice
gof:M — P jetaké C* zobrazeni.

Definice 3.13.

C* difeomorfismus dvou n—dimenziondlnich C" variet M| a M> je bijektivni C* zobrazeni
f My — M, takové, Ze inverzni zobrazeni f -1 M, —» M, je také C°.

Definice 3.14.

Soucin dvou C” variet M a N s atlasy &/ a & je C" varieta dand kartézskym soucinem
topologickych variet M x N a diferencidlni strukturou o/ x Z.

Pozndmka. 1kdyz jsou atlasy o7 a Z tplné, atlas <7 x %8 nemusi byt nutné uplny.

Definice 3.15.

Necht je M n—dimenziondlni C” varieta. PodmnoZina N C M je k—dimenziondlni C*
podvarieta, jestlize N je k—dimensional C* varieta.
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Pozndmka. Rekneme, e variety nebo zobrazeni jsou hladké, jestlize jsou C*. Od ted
budeme budeme slovo hladké vynechavat.

Cvicéeni 3.16.

Jsou nésledujici zobrazeni lokalni mapy?
l. f:R=R, f(t)=t**)keN
2. f:R—=R, f(t)=t*"1 keN
3. f: (—a,a) =R, f(r) =tan(¥),a eR

Resent.

1. Nejprve si vSimnéme, Ze zobrazeni neni injektivni. Obrazem tohoto zobrazeni je
interval [0,o0). Toto ale neni ani oteviend mnoZina v R! Déle, obrazy otevienych
mnoZin obsahujicich 0 nejsou oteviené, protoze f ((—a,a)) = [0,a*)

2. Tyto zobrazeni jsou lokdlni mapy. Jsou injektivni a kazd4 oteviend mnoZina se
zobrazi na otevienou mnozinu.

3. Tento piiklad ukazuje, Ze R je C*—difeomorfni otevienému intervalu (—a,a). Zob-
razeni je injektivni a obrazy otevienych mnoZin jsou oteviené mnoZiny.

Cvicéeni 3.17.

MiZe existovat atlas na sféfe S pouze s jednou mapou?

Reseni. Kdyby takovd mapa @ : S — R” §la zkonstruovat, musela by byt homeomorfismem
na oteviené mnoziny v R”. Jelikoz ale S" je kompaktni, ¢ (S") by byla jak uzaviend, tak
oteviend mnoZzina v R”, tudiz ¢ (§") = R". To vSak nelze, protoZze R" neni kompaktni.
Proto nelze zkonstruovat atlas na " obsahujici pouze jednu mapu. o

Cviceni 3.18.

Uvazme oteviené mnoziny U a V jednotkové kruZnice S v R? dané jako
U ={(cosa,sinex) : @ € (0,27)}
V={(cosa,sina):ac(—m,mxn)}

Dokazte, ze o7 = {(U, ), (V,y)}, kde

0:U—R, ¢(cosa,sina) =a
y:V—-R y(cosa,sina) =

je atlas na S'.
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Reseni. Jak jde vidét napiiklad z obrazki, plati U UV = S'. Zobrazeni ¢ a y jsou ho-
meomorfni na (0,27), respektive (—7, ), proto (U, @) a (V, y) jsou lokdlni mapy na S'.
Piechodové zobrazeni yo ¢! je déno

o, o€ (0,m)

o — (cosa,sina) —
o—2m, o€ (m2m)

To je difeomorfismus na U NV, proto < je atlas na S'.

Chart U Chart VvV
1f - 1f ‘

0.5} | 0.5/
> 0f > 0
-0.5} ] -0.5}
-1k E -1

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Obréazek 3.1: Mapy U aV na S!
o
Cviceni 3.19.

Zadejte atlas na vélcové ploSe
M = {(x,y,z) eR: 2+’ =r0<z< h}
kde h,r e R™
Reseni. Do atlasu musime vloZit mapy popisuji kruznici § } = {(x, y) € R2: %2+ y2 =72 }
Toto jsme vSak provedli jiz v pfedchozim piikladu. Proto jsou U x (0,4),V x (0,h) oteviené
mnoZzina v M a definujme atlas na M pomoci
o ={(U x (0,h);¢ xid),(V x (0,h);y xid)}
Ptrechodové zobrazeni mezi mapami je
(yxid)o(pxid) ™' = (yop ') xid

coz je C*—difeomorfismus a tedy .7 je atlas na M. o



Hladké variety a hladkd zobrazeni 24

Pozndmka. Tento postup muZe byt rozsifen na soucin libovolnych dvou variet M = M x
M,;.

Cviceni 3.20.

Pro kazdé kladné redlné &islo r uvazme zobrazeni ¢, : R — R, kde ¢, (t) =1 if t <0
a ¢, (¢t) = rt ift > 0. Dokazte, Ze atlasy { (R, ¢,) } urCuji nespocetné mnoho diferencidlnich
struktur na R. Jsou tyto diferencidlni struktury navzdjem difeomorfni?

Reseni. Pro kazdé kladné redlné r je ¢, homeomorfismus, tudiz {(R,¢,)} je atlas. Aby
Jsme urcili, zda jsou diferencidlni struktury ekvivalentni, musime ovéfit pro jaké r a s jsou
zobrazeni ¢, a ¢y C"—relované. Musime tedy spocitat ¢, o ¢!, které je

t, t<0
i, >0

(¢ro s_]) (t)= {

Tyto funkce jsou nespojité pro r # s, tudiz diferencidlni struktury jsou rtzné. Nicméné
uvazme zobrazeni

t—t, t<0
t—t, t>0

¢:Rr—>Rs:{

Toto zobrazen{ je difeomorfismus, protoze ¢ o0 ¢, ! je identita, kterd je C*. o
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Definice 4.1.

Draha na M je hladké zobrazeni f : I — M, kde I € R je otevieny interval.

Pozndmka. Draha se nékdy nazyva i jako hladky pohyb, protoZe neobsahuje pouze infor-
mace o ,trajektorii®, ale i o vlastnim ,,pohybu*, ktery vytvafi. Jestli je f (I) € M kfivka a f
je jeji parametrizace, pak fikdme, Ze madme parametrizovanou krivku na M.

Pozndmka. Jestli je M je oteviend podmnozina U C R”, pak k draze f(¢) : I — U existuje

te¢ny vektor w v kazdém 1o € I. Tento vektor miizeme chdpat jako vektor zafixovany
v bodé f (19).

Pro jednoduchost dale budeme pfedpoklddat, ze O € 1.

Definice 4.2.
Necht a € U je bod a f;, = a+tb je dréha, kterd pro dostate¢né€ malé ¢ lezi uvniti U. Poté
%(to) = b. Dvojce (a,b) se nazyva teény vektor k U v bodé a. MnoZina vSech te¢nych

vektort se nazyva teény prostor mnoziny U v a a znaci se T,U = R". Sjednoceni te¢nych

prostort ve vSech bodech TU = |J T,U = U x R”" se nazyva te¢ny bandl.
acU

Pozndmka. Také budeme pouZivat znaceni f pro %.

Pozndmka. Definice te¢ného prostoru a tecného bandlu je mnohem abstraktnéjsi, pokud je
M topologicka varieta.

Pozndmka. Funkce h : I — R ma nulu prvniho fddu v ¢y € I, pokud

_ dh(n)
dr

h(to)

Definice 4.3.

Dvé dréhy f,g: I — M se dotykaji v 1o, jestlize f (o) = g (fo) a pro kazdou hladkou funkci
¢ : M — R, indukovand funkce ¢ o f — @ o g : I — R ma nulu prvniho fadu v #,.

Véta 4.4.

Dvée dréhy f,g: 1 — M se dotykaji v 0, pokud f(0) = g(0) = a a existuje soutadnicovy
systém x' v néjakém okoli bodu a takovy, Ze

df (0) dg'(0)
d  dr

_25_
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Tato véta ndm umozZiuje definovat te¢ny vektor jako tfidu ekvivalence drah, které se
dotykaji.

Definice 4.5.
T¥ida ekvivalence A drah f(¢) na M spliiujicich f(0) = a a nulou prvniho fidu v 0 se
nazyva tecny vektor na M v bodé a. Zna¢ime A = d];(to). Mnozina vSech takovych tfid
ekvivalence je teny prostor T,M.
Definice 4.6.
Derivace funkce ¢ ve sméru A je ddna
d(¢of)(0) _ ¥~ 9e(a)df(0)
Ap=—""""—"-= .
¢ dr X axt  dt

Definice 4.7.

Nechf ¢,y : M — R jsou dvé funkce, pro které plati ¢(a) = y(a) a Ap = Ay pro kazdé
A € T;M. Pak maji tyto funkce shodny diferencial. Tuto tfidu ekvivalence znacime jako

d, .

Pozndmka. Jestli maji dvé funkce shodny diferencial, poté plati:

e ¢(a)=yl(a)

2¢(a) _ dy(a)

* gxi - g/xi
Véta 4.8.

Prostor vSech diferencialit 7,/ M je n—dimenziondlni vektorovy prostor, protoze plati
o (dg®) + (day) =da (@ + )
o k (da9) =dy (ko)

Tento prostor se nazyva koteény prostor k M v bod¢ a a jeho prvky se nazyvaji kovektory.

Véta 4.9.

Tecné vektory v a jsou linedrni zobrazeni 7, M — R.

Definice 4.10.
Necht f je zobrazeni na variet¢ N a A = % € T,M, kde h je n¢jakd drdha na M. Pak
foh:I— N jedrdhanaN atecny vektor dfod—ht(’(’) =Y, % % z4avisi pouze na te¢ném

vektoru A. Proto je zobrazeni T, f : T,M — Ty(,)N linearni. Toto zobrazeni se nazyva tecné
zobrazeni f v bod¢ a. Zobrazeni Tf : TM — TN, spliujici T f = U ey Tuf se nazyva
tecné zobrazeni f. TeCné zobrazeni se také znaci f.
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Véta 4.11.

Pro sloZeni dvou zobrazeni plati

T(gof)=(Tg)o(Tf)

Véta 4.12.
Jestli je f: M — N hladké zobrazeni, pak je zobrazeni T f : TM — TN také hladké.

Véta 4.13.

Jestli je M m—dimenziondlni podvarieta v R", pak TM je 2m—dimenziondlni podvarieta
vTR" =R" x R"

Definice 4.14.

Hodnost zobrazeni f v bod¢ a, zna¢ime Rk, f, je hodnost linedrniho zobrazeni 7, f.

Cviceni 4.15.

Uvazme zobrazeni f : R? — R, (x,y) = x> +xy+y> +1
1. Spoctéte tetné zobrazeni f, : T,R* — Ty, R
2. Pro které body je f. injektivni?
3. Pro které body je f. surjektivni?

Reseni.

1. Prvné ureme te¢né zobrazeni na bazovych vektorech

1. (i >:8f(l?)£ :(3x2—l—y)£‘
ox|, ox 0ty | p(p)

f*(z >:mz ~ (240 2]
9, dy 0ty M| p(p)

JelikoZ je fi linedrni zobrazeni, staci, kdyZ ur¢ime, jak plsobi na libovolny vektor
v € T,R?. Obraz vektoru a,<- + aya% € T,M je

0 0 B ’ ’ 0
[« <ax$ +aya—y> = [ax (3x —I—y) +ay (3y +x)} 5 o)

2. f. nemutiZe byt injektivni, protoze dimR? > dimR.
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3. Jestli f, neni surjektivni v bodé p, pak se obraz kazdého vektoru zobrazi na nulu.
Mnozina takovych bodi je

P={(x,y) cR?: x+3y2:O,3x2—|—y:O}

Po vyteSeni prislusnych rovnic dostaneme P = { (— %, — %) ,(0,0) } Tedy f. je surjek-
tivni na R? / P.

Cviceni 4.16.
Necht g : R? — R?, (x,y) — (xzy +y%,x— 2y3,ye")

1. Spoctéte g,y
2. Najdéte g. (43— 3 sy

3. Najdéte podminky na o, o, o takové, aby vektor <ax% + aya% + O‘Za%) 00) byl
8(0,

obrazem néjakého vektoru pomoci zobrazeni g..

Reseni. 1. Jako v predchozim piikladu spocitime te¢né zobrazeni na bazové vektory,
coZ ndm umozni najit matici linedrniho zobrazeni. V tomto pfipadu je matice

2xy x242y
Sy = | 1 —6
ye* e’
2. Spoctéme te¢né zobrazeni na 4% — %
2 —x2_
P P 2xy x —|—22y 4 8xy —x ; 2y
8« 48_ — 5 =1 —6y 1 = 4+ 6y
X y X X - . X
et et gy T N W=D
3. Matice te¢ného zobrazeni v bodé (0,0) je
00
g0 =110
01
Proto hledand podminka je o, = 0.
o

Cviceni 4.17.

Uvazte kiivku o v R? definovanou jako x = cost, y =sint, t € (0,7) a zobrazeni f : RZ —
R, f(x,y) = 2x+y>. Najdéte vektor v te¢ny k & v bod& 7 / 4 a spoctéte vf.
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Reseni. Mame o’ (t) = (—sint,cost), proto

o' (n/4)

V29 V20
"2 29y (

29

£.4)
Dale
V20f  V20f
/ f— S ——— —_—
G(n/4)f_< 28x+28y i i
(£2)
o
Cviceni 4.18.

Uvazte drahu v R? danou jako o (1) = (x(¢),y (1)) = (> — 1,> —t). Spoctéte o (t) a o’ (1)

pro t = £1. Porovnejte ziskané vysledky.
Reseni. Mame

o(1)=0(=1)=(0,0)
Derivaci je ¢/ (t) = (2¢,3t> — 1). To ndm davd

o' (1) = (2,2)
o' (—1) = (-2,2)

Vysledek jde vidét na nasledujicim obrazku.
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{¢0-
190

S0
T

S0

Obrazek 4.1: Dréha o (¢)

spolu s te¢nymi vektory v = +£1.

30



Vektorova pole

Definice 5.1.

Vektorové pole na M je hladké zobrazeni X : M — TM takové, Ze po X = idy

Definice 5.2.

Derivace ve sméru vektorového pole X hladké funkce f: M — R je zobrazeni X f :
M — R dané piedpisem (Xa) (a) = X (a) f, kde X (a) je derivace ve sméru vektoru X (a).
V lokélnich soufadnicich mame

Xf=Y X(a) a—)’;
i=1

Véta 5.3.

Pro kazdou dvojici vektorovych poli X, Y na M existuje pravé jedno vektorové pole [X,Y]
na M takové, Ze pro kazdou funkci f na M plati

X Y[f=X(Yf)-Y(X[)

Takové vektorové pole se nazyva Lieova zavorka poli X a Y. V soufadnicovém vyjadieni
je toto pole déno jako

S  CEN) AN
xoyl= ) (X oxt - 8xi)$

i,j=1

Véta 5.4.
Pro kazdé k,l € R, kazdé vektorové pole X, Y, Z a kazdou funkci f ona M, plati

kX 4+1Y,Z] = k[X,Z] +1[Y,Z]
X,Y] = — [V,X]
X, [¥,Z]] + [Y,[Z,X]] + [Z,[X,Y]] = 0

XY= fIX Y= (Y )X

Definice 5.5.
Vektorové pole X : M — TM aY : N — TN jsou f—relovana, jestlize (Tf)oX =Y o f.

_3]-
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Lemma 5.6.

Vektorové pole X a Y jsou f—relovand pravé tehdy, kdyZ pro kazdou funkci 4: N — R
plati

X (hof)=(Yh)of

Véta 5.7.

Necht X1, X, jsou vektorovd pole na M a Y1, Y> jsou vektorova pole na N takovi, Ze X1, Y,
a Xy, Y, jsou f—relovand. Pak Lieovy zdvorky [X;,X5] a[Y, Y] jsou f—relované.

Definice 5.8.

Rekneme, Ze vektorové pole X je teéné k podvarieté N, jestlize X (x) € TyN pro kazdé
xX€N.

Véta 5.9.

JestliZe jsou vektorovd pole X, Y te¢né k N, pak je i [X,Y] te¢né vektorové pole k N.

Definice 5.10.

Dréha f : I — M je integralni kiivka vektorového pole X, jestlize

df (1)
S =X (f (e
o (f (1))
Pozndmka. V lokdlnich soufadnicich mdme X = Y7 X (x) £, tedy kazdd integrdlni

kiivka vektorového pole X je feSenim systému diferencidlnich rovnic
dxi
dr

Vsimnéte si, Ze pravd strana neni zdvisla na ¢.

X! (xl,...,x")

Definice 5.11.

Pro kazdé x € M existuje pravé jedna maximalni integralni kiivka f,, : R D I, — M, pro
kteru plati f, (0) = x. Maximan{ znamend, Ze I, nelze roz§ifit na vétsi interval. S ohledem
na existen¢ni vétu feSeni diferencidlni rovnic vime, Ze je mnoZina

RxM>D 92X =] L x{x}
xeM

oteviend a muzeme tedy definovat tok vektorového pole X jako hladké zobrazeni

FI*: 92X =M, FIX(t,x)=FIX(x)=f.(t) .
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Véta 5.12.

Pro dplné vektorové pole X plati pro vSechnaz,s € R
FIX =FL o FIX

Pozndmka. Pokud X neni Gplné vektorové pole, véta stale plati pro dostate¢né mald z,s € R.

Definice 5.13.

Nosi¢ vektorového pole X je uzavér mnoziny bodi, ve kterych je X nenulové.

Véta 5.14.

Kazdé vektorové pole X s kompaktnim nosicem K je uplné na libovolné varieté¢ M.

Definice 5.15.

k—dimenziondlni distribuce S na M ke pravidlo, které kazdému bodu x € M pfifazuje
k—dimenzionélni vektorovy podprostor S (x) C T,M.

Pozndmka. Vektorové pole X € S, jestlize X (x) € S(x) pro kazdé x € M.

Definice 5.16.

Distribuce S je hladka, jestlize pro kazdé x € M existuje okoli U spolu s k hladkymi
vektorovymi poli X, ..., Xy takovymi, Ze vektory Xj (x), ..., Xy (x) tvofi bazi S (x) pro kazdé
xeU.

Pozndmka. Odted budeme uvaZovat pouze hladké distribuce.

Definice 5.17.

k—dimenziondlni podvarieta N C M se nazyva integralni varieta distribuce S, jestlize
TN = S(x) pro kazdé x € N.

Definice 5.18.

Distribuce S je integrabilni, jestlize pro kazdé x € M existuje integrdlni podvarieta S
obsahujici x.

Definice 5.19.

Distribuce S je involutivni, jestliZe pro vSechny vektorové pole X;, X, definované na
U C M, které patii do distribuce S, také jejich Lieova zdvorka [X|,X,| patii do S.
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Véta 5.20.

Distribuce je integrabilni pravé kdyz je involutivni.

Véta 5.21.

Necht S je involutivni distribuce. Pak pro kazdé x € M existuje lokdlni soufadnicovy systém

v, ...,y v n&jakém okoli U takovy, ze aiyl aiyk tvoif bazi Sna U.

Cviceni 5.22.

Necht f: R?> — R je C* funkce definovand jako f(x,y,z) = x> +y* — L kterd definuje
diferencidln{ strukturu na C = f~!(0). Uvazte vektorovd pole na R?

L X= (2 1) o e
2.Y :x% —}—ya% +2xz23%
Jsou tecna k C?

Reseni. Vse, co musime udélat, je spocitat ptisluSné derivace f ve smérech danymi vek-
torovymi poli ve vSech bodech C. Je vyjdou nulové derivace, hodnota funkce se nezméni
ve sméru vektorového pole X a tedy implicitni rovnice f(x,y,z) = 0 zdstane zachovana.

1.

af af af
— (¥ —-1)=2L it i
Xf= (x 1) o +xy )y +xz e

=2 (¥ +y*—1)

Vidime, Ze X f je nula na C, tedy X je te¢né k C.

2.
af  df 20f
Y — X - 2 _— =
f xax+yay+ Xz 9z
— 2 (x2 +y2)
Toto vektorové pole neni te¢né, protoze Y f| = 2.
o
Cviceni 5.23.
Uvazte vektorovd pole
¥ d n d v d
=xy—+x"—, Y =y—
Yox T o Ty

na R3 a zobrazeni f : R® — R, f(x,,z) = x*y. Rozhodnéte nebo spoctéte:
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1. Je tato distribuce involutivni?
2. [X,Y]1,10

X)1.1.0)
f)

3. (

4. (Xf)(1,1,0)

5. f« (Xa.10)

Resent. 1. Prvné spocitdime Lieovu zdvorku vektorovych poli. Pfi pocitini Lieovych
zavorek je velice uziteCné vycislit Lieovu zdvorku na néjaké testovaci funkci f
s pouZzitim identity

X Y] f =X (Y f)=-Y(Xf)
V naSem piipadé dostaneme

= o5 5) (050)~o3) (050 %)

_x29f+292f_ L AN )
Yoxay T Yozay Pox Y oxay oy T ox

Vidime, ze distribuce neni involutivni. MiZeme zkonstruovat bazi

NN
AL R0 = (05055 )

ve které jsou vektory linedrné nezdvislé.

2. K spocitani hodnoty Lieovy zdvorky jednoduse vycislime vektorové pole v (1,1,0),
coz dava

X, Y] 00 =~ e

3. (fX)(l,l,O) :f(la 170)X(1a1a0) = <%+‘%> (1,1,0)

4 (Xf)(1,1,0) = (g +x 2‘3{)(17170) = (%) (1.1,0 =2

Y

1
af Jdf 0
5. fe (X)) = (3.%.%) 0] =2

kde ¢ znaci kanonickou proménnou na R.

Cviceni 5.24.

Necht X = 2% — a% +3 a% je vektorové pole.Jak toto vektorové pole vypada v R? s pouZitim
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1. vélcovych soufadnic (r, ¢,7)

X =rcos@
y=rsin¢g
2=z

2. stérickych soufadnic (r,¢,0)

x=rsinOcos @
y=rsinfOsin@

z=1rcosO
Reseni.

1. Nejprve spocitame Jacobiho matici transformace

cos @ —rsing 0O
J=1 sin¢g rCcos ¢ 0
0 0 1

Vektorové pole je ve vélcovych soufadnicich déno jako

d d d
X :fl(r,(P,Z)E_ +f2(rv¢7z)_+f3(r7¢’z)a_z

J¢
Tedy
cos ¢ —rsing 0O N 2
sin ¢ rcos ¢ 0 Ll=1-1
0 0 1 Vi) 3

To ndm d4 systém rovnic pro komponenty f;

ficos¢ — forsing =2
fising + forcos¢ = —1
=3

Tento systém se da jednoduSe vyfesit a feSenim je nasledujici vyraz pro X ve valco-
vych soufadnicich

_ 2sin¢ +cos¢i+3i

, d
X:(2005¢—sm(]))§ . 30 3%z
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2. Stejné jako v pfedchozim piipadé€ nejprve spocitdme Jacobiho matici

sin B cos ¢ —rsin@sin @ rcos 0 cos @
J = sinBsin¢ rsin @ cos ¢ rcos 0 cos @
cos O 0 —rsin @

Ve sférickych soufadnicich je vektorové pole ddno jako

8
X=fi(r¢,0 ) +f2(r¢, ) ¢+f3(r¢ )
a my mame vyftesit ndsledujici systém rovnic
sinBcos¢  —rsinBsing  rcosOcos¢ fi 2
sin @ sin ¢ rsin 0 cos ¢ rcos 0 cos ¢ Ll=1|-1
cos 0 0 —rsin@ f3 3

Po vyfeSeni systému ziskdme komponenty vektorového pole

f1=(2cos¢ —sin@)sinO + 3cos 6
(2cos¢ —sin¢)cos O —3sin O
fa=
.
)

2(sin@ — cos
rsin 0

fr=

Cviceni 5.25.

Pro kazdé vektorové pole najdéte piislu$né integralni kiivky a rozhodnéte, jestli jsou tplné
nebo ne.

1. X—ay+e az

_ a—xd
2. X=e"5
Resent. 1. Knalezeni integralnich kiivek musime vyfesit systém diferencidlnich rovnic
x(t)=0
/
y(t) =1
Z (t fd ex(t)

Reseni prochizejici bodem (x0,¥0,20) je

¥ (1)
y(1) = o+t
)=

7 (t) = ™t + 79

Toto je definované pro vSechna r € R a tedy vektorové pole je tplné.
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2. Diferenciélni rovnice pro integrdlni kiivku pro toto vektorové pole je
X (1) =1
tedy
e =r4C
Integralni kiivka prochazejici xg je
x(t) =log(t+€*)

Toto vektorové pole neni diplné, je definované pouze prot > —e™.

o
Cviceni 5.26.
Uvazte distribuci 2 na R? zadanou jako
d 2 d d 2 0
X:——F—xZ _’Y:_+—yz =5
ox 14+x2+y20z dy 14+x2+y%20z
1. Je & involutivni?
2. Spoctéte lokdlni tok X a Y.
3. Jestli je Z involutivni, najdéte pfislusnou integralni plochu.
Resent. 1. Abychom zjistili, jestli je distribuce involutivni, musime spocitat Lieovu

zévorku bazovych vektorovych poli. V tomto pifipadé mame [X,Y] =0 € span(X,Y)
a tudiz ¥ je involutivni.

2. Nejprve spocitame lokdlni tok pro X. Okamzité mdme x = xo+7 a y = yp. VSe, co
zbyva je urcit z, pro které mame
7 2(xp+1)

2 14 (xo+1)2+y}

Resen{ této rovnice prochazejici (xo,y0,20) je

I (x41)2+)?
1+ x5+ 3
To nam dava lokalni tok
1+ (x41)>+y°
(Pt(x,y,z): (X+t,y,z 1+x2+y2

Lokdlni tok pro Y se dostane stejné. Nejrychlejsi cesta je ale vS§imnout si, Ze pokud
prehodime x a y, dostaneme stejné rovnice. Tok proto je
1422+ (y+9)?
14-x2 +y?

Vs (x,9,2) = (x,y+s,z
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3. Jsou dv€ mozZnosti, jak miZeme urcit integralni varietu. Prvni moZnost je jednoduse
slozit pfislusné toky, coz ndm da y (¢,s) = (o @) (x0,Y0,20). Tento vysledek je
nicméné madlo zajimavy. Lep$i cesta je najit kovektor, ktery anihiluje &. Tento
kovektor bude patfit do konormélového bandlu integrdlni podvariety a tedy musi byt
nulovy, pokud se omezime pouze na kotecny bandl integralni podvariety. V tomto
pripadé mame

Oc:2xzdx+2yzdy—(1+x2+y2)dz
Tento kovektor miZe byt dile zjednodusen
oa=zd(1+x*+y*) — (1+x*+y*)dz=
2 b4
TN LY S S
(2 ()

Tento kovektor bude nula tehdy a jen tehdy, kdyZ budeme derivovat konstantu, tudiz

<z —
Ty = const.
o
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1.7

0.0 0.0

Obrazek 5.1: Integralni podvarieta a distribuce 2.



Tenzory a tenzorova pole

Tenzory

V této Casti se budeme zabyvat algebraickym studiem multilinearnich zobrazeni. VSechny
vektorové prostory budeme uvaZovat konecné dimenziondlni.

Definice 6.1.

M¢jme r+ 1 vektorovych prostort Vi, ..., V,, W. Zobrazeni

f:Vix--xV, =W

se nazyva multilinearnti, jestliZze je v kazdé sloZce linedrni, tj. pro kazdéi € I = {1,...,r}
a kazdé vektory vi € Vi, ...,vi_1 € Vi_1,vit1 € Vig1,. .., v, € V, dostdvdme linedrni zobra-
zeni

f(vlv"'avi—lv_vvi—O—l?'"7vr) Vi W

Prostor v§ech multilinedrnich zobrazeni zna¢ime L (Vi,...,V,;W). V piipadé V| = --- =
V, = V hovofime o protoru vSech r-linearnich zobrazenich z V do W.

Na L(Vy,...,V,;W) lze zavést strukturu vektorového prostoru.
Tvrzenti 6.2.
Pro libovolné multilinedrni zobrazeni f,g € L(Vi,...,V,;W) definujeme jejich soucet
(f+8) iyeeesvi) = Ff iy ) + 801y, vy) (6.3)
a pro libovolné k € R definujeme skaldrni ndsobek
(kf) viyeeesvr) =k (f(v1y..yvr)) - (6.4)
Vzhledem k témto operacim je L(Vy,...,V,;W) vektorovym prostorem.

Specidlnim piipadem predeslé definice je r = 1, W = R, ktery se uvaZuje v nasledujici
definici.

Definice 6.5.

Prostor L(V,R) vSech linedrnich funkci na V nazgyvame dualni prostor k V a zna¢ime
jej V*. Prvky dudlniho prostoru nazyvame linearni 1-formy nebo také kovektory. Prostor
(V*)* nazyvame druhy dudl a znaime jej V**.

_4]—
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Tvrzeni 6.6.

Pro libovolny vektorovy prostor V konec¢né dimenze plati (nekanonicky) V = V* a dale
plati (kanonicky pomocfi evaluace) V = V**.

Pozndmka. Pojem kanonického izomorfismu v pfedesSlém tvrzeni znamend, Ze mezi vSemi
moznymi izomorfismy existuje jeden vyznacny, ktery neni zavisly na volbé popisu uvazo-
vaného abstraktniho prostoru.

Definice 6.7.

Pro vektorovy prostor V definujeme jeho r-tou tenzorovou mocninu &V jako prostor
vsSech r-linearnich zobrazeni z V* do R, tj.

RV i=L(V*,...,V5R) .
Prvky @'V nazyvame tenzory stupné r

Zvolime-li bazi {ey,...,e,} ve V, pak soufadnicové vyjadieni vektoru v vzhledem k této
bazijev =Y | v'e; (vSimnéme si pozice indexil soufadnic nahote), kde n je dimenze V.

Definice 6.8.
Ve V* definujeme dudlni bazi {d',...,d"} uréenou vztahy
: , 1 i=j
d'(e;) =6/ = . 6.9

1-formu u € V* mtizeme vyjadit v soufadnicich vzhledem k dualni bazi (d') nasledovné
=Y ud (6.10)
i=1
(vSimnéme si pozice indexd soufadnic dole) a pro libovolné v € V plati
mw:iwﬁ (6.11)
i=1
Pfipomindme, Ze kazdy vektor v € V lze chédpat jako 1-formu na vektorovém prostoru

V*
v:V =3 R

Definice 6.12.

Pro libovolnych r vektort vy, ..., v, definujeme jejich tenzorovy soucin
n@-ovne @V
pomoci predpisu hodnoty na r-tici 1-forem
V@ @v)(up,...,uy) =ug(vy) - u-(vi) ER, (6.13)

kde u;(v;) je hodnota vektoru v; pfi 1-formé u;.
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Nyni zavedeme tensorovy soucin libovolnych r a s tenzort nad V.

Definice 6.14.

Pro libovolné A € ®"V a B € ®*V definujeme jejich tenzorovy soucin A® B € @V
pfedpisem hodnoty na r + s kovektorech

(A®B) (uyy... upys) =A(uy,... ,ur)-Bluy,...,us) . (6.15)

Definice 6.16.

r-linedarni zobrazeni A se nazyva symetrické, jestlize plati

A(vl,...,v,) :A(Vo-(l),...,vo-(r)) (6.17)

pro libovolnou permutaci o € P, kde P, je grupa vSech permutaci r-prvkové mnoZiny.

Definice 6.18.

Podmnozina SV C @’V vSech symetrickych r-linedrnich zobrazeni z V* do R nayvame
r-ta symetricka tenzorova mocnina prostoru V.

Tvrzeni 6.19.

r-ta symetricka tenzorovd mocnina S’V je linedrni podprostor v Q" V.

Definice 6.20.

Pro r-linedrni zobrazeni A: V* x --- x V* — R definujeme jeho symetrizaci
Sym: ®rV — SV

predpisem

1
Sym(A) (uy,...,u,) = 5 Y. A(ugy,--ug()) - (6.21)

Definice 6.22.

r-linearni zobrazeni A se nazyva antisymetrické nebo také alternujici, jestliZe pro libo-
volnou permutaci o € P, plati

A(vi,...,vr) =3gn(0)A (Vo(1)s- - Vo(r) (6.23)
kde sgn(o) je znaménko permutace.

Pozndmka. Symetrické/antisymetrické tenzory lze popsat tak, Ze prohodime-li dva argu-
menty téchto multilinedrnich zobrazeni, pak se zachovd/zméni znaménko vysledné hod-
noty.
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Definice 6.24.

Podmnozinu A"V C Q" V vsech antisymetrickych r-linearnich zobrazeni z V* do R nazy-
vame r-ta vnéjsi tenzorova mocnina prostoru V.

Tvrzeni 6.25.

r-td vnéjsi tenzorova mocnina A"V je linedrni podprostor v Q" V.

Definice 6.26.

Pro r-linearni zobrazeni A: V* x --- x V* — R definujeme jeho antisymetrizaci nebo také
alternaci .
Alt: @Q V=AYV

predpisem

1
Al (A) (u1, ... up) = = Y sgn(0)A (ug(1y, - tig(r)) - (6.27)

T
r (IS

Pozndmka. Pro A € @*V plati Sym (AV) = 1 (AU +A) a Alt(AV) = 1 (AT —AT).
Dtsledkem je, Ze v tomto specidlnim piipadé r = 2 mame rozklad libovolného tenzoru
A= (A’J ) na symetricku a antisymetrickou ¢4st

A = SymA + AltA (6.28)
iy 1, .. 1 N
(AY) = 5 (A7 +AT) + 3 (A —AT) (6.29)
Definice 6.30.
Provy,...,v, € V definujeme jejich vnéjsi soucin vektoru predpisem
VIA- AV, =Alt(y ®---Qv,) EA'V . (6.31)
Véta 6.32.
Pro kazdé o € P, plati
Vc(l)/\"'/\vc(r) :sgn(G)-vl/\---/\vr . (6.33)

Definice 6.34.

Pro libovolné tenzory A € A"V, B € A*V definujeme vnéjsi soucin tenzori A AB € A"
predpisem

ANB=AIt(A®B) . (6.35)
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Véta 6.36.
ProA € AV, B € A°V plati

AAB=(—1)"BAA. (6.37)

Pozndmka. Uvazujme vektorovy prostor V s bazi a = {vi,...,v,} a vektorovy prostor W
s bazi 3. Pfipomindme, Ze linearni zobrazeni f: V — W muiZeme reprezentovat vzhledem
k t&mto bazim matici (@) (kde i je fadkovy a j sloupcovy index). Hodnotu a’; miizeme
chapat jako soufadnicové vyjadieni (vzhledem k bazim «, ) zobrazeni f a ziskame ji jako
i-tou soufadnici (v bdzi ) obrazu j-tého vektoru béze a, tj. (f(v;))".

Definice 6.38.

K linedarnimu zobrazeni f: V — W je definujeme dualni zobrazeni
ffowr—=svr
predpisem
[T v) =u(f()) (6.39)
kdeveVauecW*.

Definice 6.40.

Pro linearni zobrazeni f: V — W definujeme r-tou tenzorovou mocninu zobrazeni
of: @V @W
pomoci piedpisu proA € "V

(A: VX x V= R) — (Ao (f*x-- X ) : Wi x - xW* = R) .

Véta 6.41.
Plati (& f) (S'V) C SV a (®"f) (A'V) C A'V.

Pozndmka. Uvédomme si, Ze A"R" je prostor dimenze 1, coZ lze jednoduse odvodit kom-
binatorickymi dvahami ohledné baze tohoto prostoru. To zejména znamen4, Ze libovolny
prvek A € A"R" je definovan svou jedinou soufadnici A'".

Véta 6.42.

Necht f = <a§~> : R" — R” je linedrn{ zobrazeni, A € A"R". Pak pro obraz B = ®"f(A)
pfi indukovaném zobrazeni ®” f: A"R" — A"R" plati

B = det (a}) A" (6.43)
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Definice 6.44.

Tenzorovou mocninu typu (r,s) vektorového prostoru V nazyvame prostor v§ech multili-
nedrnich zobrazeni

Llvs...viv,... ViR
—_—
r-krét s-krat

a zna¢ime jej Q;V nebo také Q" V @ ®°V*. Prvky tohoto prostoru nazyvime smiSené
tenzory.

Pozndmka. Speciélni piipady predeslé definice jsou r = 0 a s = 0, které odpovidaji Q" V
a ®’V*. Prvkam téchto prostort se pak fika ¢isté tenzory

Analogicky jako v pfedeslém zadefinujeme tenzorovy soucin dvou rtiznych vektorovych
prostori pomoci multilinearnich zobrazeni.

Definice 6.45.

Pro vektorové prostory V, W definujeme jejich tenzorovy soucin V @ W predpisem
VW =L(V*W*R) . (6.46)

Pozndmka. Specialnim pripadem piedeslé definice pro volbu W = V* je prostor ®i V.

Lemma 6.47.

Existuje jediné linedrni zobrazeni
1
C:Q,V—R
takové, ze pro kazdy prvek tvaru v u, v € V, u € V* plati
Cveu)=u(v). (6.48)

Pomoci zobrazeni C z piedeslého lemmatu miZeme definovat zobecnéni pojmu stopy
matice, tzv. kontrakci tenzoru.

Definice 6.49.

Pro A = (A’j) € ®!V definujeme kontrakei tenzoru typu (1, 1) jako &islo
n .
CA)=Y A;. (6.50)
i=1

Pozndmka. Chéapeme-li A jako matici, pak C(A) je jeji stopa.
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K tomu, abychom kontrakci mohli pouZivat na obecné tenzory typu (r,s) pouZijeme
nasledujici dvahu. V libovolném A € ®} V muzZeme zafixovat jeden z argumentd tohoto
bilinedrniho zobrazeni a druhy nechat volny, coz da linedrni zobrazent, t;.

A:V*xV =R /
\ A=) : V= R Au,—) € V*

Pomoci libovolného v € V a u € V* takto miZeme ziZit defini¢ni obor tenzoru A +—
A(—,v) € @,V respektive A — A(u,—) € @V a snizit jeho stuped. Zcela analogicky
muZeme pro tenzor A € @V zafixovat viechny argumenty kromé pozic k, [ kde 1 <k <r
a1 <1< s aziskat tak tenzor A typu (1,1)

A(= ) V¥ 5 R~A(—,v) €V

1
A(—7—) :A(ul,...,uk,—,uk+|,...,u,,vl,...,vl,_,le,.--,Vs> € ®1V'

Na A pak miiZeme pouZit kontrakci definovanou v 6.49 coZ vede k ndsledujici definici.

Definice 6.51.

Pro A € ®;V definujeme kontrakci Cf (A) tenzoru A na k-ty dolni faktor a /-ty horni
faktor predpisem

CH(A)=C(A) . (6.52)

Pozndmka. Kontrakci na k-ty horni a /-ty dolni index lze podle predeslého chépat jako

stopu zobrazeni A. V soufadnicich pak pro A = (A?l'.f.i;') vypada kontrakce ndsledovné

n

k(AN _ i1l

G (A)= Y AGIS (6.53)
h=

kde s¢itaci index A se vyskytuje na k-té pozici horniho a /-tém misté spodniho multiindexu.

Operaci kontrakce miZeme v piipadé dostatecného rozsahu indext (r, s > 2) iterovat.

Tenzorova pole

Nejprve si zadefinujeme kote¢ny bandl 7*M, ktery je pro nds nezbytny k definici obecnych
tenzorovych poli, kterd Ziji pravé v tenzorovém soucinu mocnin te¢ného a kote¢ného
bandlu. S te¢nym bandlem TM jsme se setkali jiz ve ¢tvrté kapitole tohoto textu. Jako
mnoZina je dan sjednocenim te¢nych vektorovych prostord, tj. TM = | J,¢ps T:M. Strukturu
hladké variety ’dédi’z hladké struktury bazové variety M. Analogicky pro 7M. Jako

mnoZzina je to sjednoceni kote¢nych prostori

"M =) T;M, (6.54)
XeEM
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vzhledem ke které disponujeme projekci
T:T°M M ,T;M v x. (6.55)

Pro otevienou mnozinu V C R” plati TV =V x (R")*. Pro lokdlni mapu ¢: U — V na
M mame te¢né zobrazeni T,@: TeM — Ty)V = {@(x) x R"}, x € U a k nému dudln{
zobrazeni T @: {@(x) x (R")* — T}M. Zobrazeni T, ¢ je linedrni izomorfismus, proto
méme k jeho dudlu inverzi (T*) ™' @: T*M — {@(x) x (R")*. Uvazime-li nyni sjednoceni
pies viechny body x € U, ziskdme bijekei (T*) ' @: 1 (U) = V x (R")*, pomoci niz
miizeme pienést oteviené podmnoZiny z V x (R")* na 7~ !(U), které pak tvoi{ bazi topo-
logie na T x M. Tedy vidime, jak zavést na 7*M strukturu topoligckého prostoru. Obdobné
zavedeme hladkou strukturu pomoci prechodovych zobrazeni ¢i5: Vi, — V5 atlasu na M
ato tak, Ze bod po bodu uvazime dudl tecného zobrazeni inverze, tj. 7," @12 : Vi X (]R”)* —
Va1 x (R")*. Pfechodovd zobrazeni T, @y, jsou tfidy C*, protoze @y jsou také t¥idy C*.
Dohromady jsme na T*M zavedli strukturu hladké variety.

Definice 6.56.

Varietu 7*M nazyvame kote¢ny bandl variety M.

Pozndmka. Pro libovolné zobrazeni f: M — N mezi varietami mame pojem tecného zob-
razeni v bodé x € M, které v ptipadé funkce f: M — R vypada nasledovné T, f: T,M —
TR = R. Pak pomoci dudlniho zobrazeni (7, f)" definujeme piifazeni x — (df)(x) :=

(Tef)" 4.
df: M —-T*M ,
x+— (df)(x) .
Zobrazeni df nazyvame diferencidlem funkce f. Jeho hodnota v bodé x je tedy dudl
k te¢nému zobrazeni f v bod¢ x.

Dalsi krok k definici tenzorovych poli je bandl dany tenzorovym soucinem tenzorovych
mocnin TM a T*M. Podobné jako v pfipade tecného a kote¢ného bandlu ukdZeme, Ze na
tento prostor miizeme hladkou strukturu ptetdhnout z podkladové variety M.

V predeslé sekci této kapitoly jsme si ukdzali, jak pro dany vektorovy prostor V sestrojit
jeho libovolnou tenzorovou mocninu. Nechf tedy r, s jsou libovolné a V. =T.M, x € M.
Pak mame @ TM = Q" T.M ® @’ T,)M a definujeme mnoZinu

R M=) Q. M. (6.57)

xeM

Automaticky mame k dispozici projekci p: @ TM — M, jelikoz kazdy objekt A € Q' TM
je definovdn nad jistou podmnoZinou S C M, tj. p(A) = S. Ddle pro otevienou mnozinu

V C R" mame . .
—_ n
X TV=VxQ R

a pro lokdlni mapu ¢ : U — V sestrojime bod po bodu indukovné bijektivni zobrazeni

(& (Te) @ (2 (T79)™): 7' =V x Q R, (6.58)
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které chapeme jako soufadnice a pomoci néhoz miZeme indukovat topologii na @} 7M.
Bize topologie je dana vzorem p~!(U) otevienych podmnoZin U C V x @!R". Na zavér
pomoci hladkého ptfechodového zobrazeni ¢, mezi dvéma soufadnymi popisy na M indu-
kujeme hladké prechodové zobrazeni (@ (T9),) ® (®° (T*@12)" ') mezi soutadnicemi
6.58. Takto jsme ziskali strukturu hladké variety.

Definice 6.59.

Varietu &} TM nazyvame tenzorovy bandl typu (r,s) variety M.

Nyni jiz jednoduSe mizZeme zavést pojem tenzorového pole jako hladkou sekci tenzo-
rového bandlu.

Definice 6.60.

Hladké zobrazeni A: M — @, TM spliujici poA = idy, kde p je projekce z obecného
tenzorového bandlu na podkladovou varietu M, p: Q;TM — M, nazyvame tenzorové
pole typu (r,s) na varieté M.

Pozndmka. V lokdlnich soufadnicich (x') na M miZeme tenzorové pole A typu (r,s)
vyjadrit pomoci hladkych funkci A’jll'.'.'.’J’.S (x). Podivdme-li se na hodnotu tenzorového pole
v libovolném bod€ x € M, ziskame tenzor. Pole pak v sob& obsahuje informaci, jak se

soutfadnice tohoto tenzoru bod od bodu (hladce) méni.

Definice 6.61.

Bud f: M — N hladké zobrazeni. Po bodech definujeme zobrazeni mezi tenzorovymi
bandly

QTf=J&Tf: K TM— R TN, (6.62)

xeM

kde @ Tyf: @ TuM — @ Ty()N je tenzorovd mocnina te¢ného (linedrniho) zobrazeni
T, f ve smyslu definice 6.40.

Chceme-li definovat indukované zobrazeni v opacném sméru, tj. mezi tenzorovymi
mocninami kote¢nych bandlli, musime vzit v potaz, Ze teCnd zobrazeni nejsou obecné
bijekce. Postupujme tedy ndsledovné. Uvazujme surjektivni hladké zobrazeni f: M — N
a déle tenzorové pole A typu (0,s) na N, tj. A: N — QT N. Ze surjektivity f mame pro
kazdé y € N vzor x € M, f(x) =y a te¢né zobrazeni v bod¢ x, T.f: T,M — T,N. Dile
v bod¢ y je pole A multilinedrni zobrazeni A(y): T,N x --- x TN — R a miZeme jej sloZit

s?k?ét
se zobrazenim (7, f)®, definovanym standardn& jako

(T)Cf)s: \chxx']}fj EMXXEMHTS,NXX]},N

J/

V -~

TV B
s-krét s-krat s-krét
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Dostdvame tak komutativni diagram

(T.f)*

TM X ---xT,M

~

AW)o(Tf)" ™ ~ ‘R A(y)
ve kterém vidime, jak miizeme bod po bodu z pole A na N pies zobrazeni f naindukovat
pole na M. To vede na nédsledujici definici.

Definice 6.63.

Bud' A € Q, TN auvazujme surjektivni hladké zobrazeni f: M — N.Pullback pole A typu
(0,s) podél zobrazeni f definujeme bod po bodu nédsledovné

[TA(x) =A(f(x) o (Tef) (6.64)
Nové€ vzniklé pole stejného typu (0,s) se znali f*(A) a v bodé x € M definuje tenzor

f*(A)(x). Specidlné pro tenzorové pole typu (0,0), tj. funkci g: N — R definujeme f*g =
gof: M—R.

Lemma 6.65.

Budte g: Q - M a f: M — N hladka zobrazeni. Pak pro pullback tenzorového pole
A€ @,TN plati

(fog)"A=g"(f"A) . (6.66)

Definice 6.67.

Diferencialni k-forma na M nebo také vnéjsi k-forma je antisymetrické tenzorové pole
typu (0,k) na M, tj. tenzorové pole A: M — A¥T*M, které je v kazdém bodé M antisyme-
tricky tenzor.

Definice 6.68.

Pro diferencidlni k-formu A: M — AKT*M a I-formu B: M — A'T*M definujeme jejich
vnéjsi soucin A AB: M — AFHT*M bod po bodu

(AAB)(x) :=A(x) AB(x) . (6.69)
Pozndmka. Specidlné, je-li f vnéjsi O-forma na M (tj. je to funkce), pak f ANA = fA. Jinak

N 24

feceno, vnéjsi soucin funkce s formou je prondsobeni formy funkei.

Véta 6.70.
Pro hladké zobrazeni f: M — N a diferencidlni formy A, B na N plati
f(AAB) = (f*A)A(fB) . (6.71)

Na z4vér si oznaéime prostor viech diferencidlnich k-forem na M symbolem QM.
Specidlné pro k = 0 je QM = C* (M, R) prostor viech hladkych funkci na M.
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Cviceni
Nekolik nasledujicich cviceni bude pro mnohé ctenéie opakovanim latky z kurzu linedrni

algebry, nicméné pojmy z této oblasti a manipulace s nimi jsou pro nasledujici kapitolu
stéZejni, budeme jim proto vénovat jistou pozornost.

Cviceni 6.72.

Dokazte tvrzeni 6.6 a urcete kanonicky izomorfismus mezi vektorovym prostorem V' a jeho
druhym duédlem V**.

Reseni. Pfipomeiime pojem dudlniho prostoru V*. Je to vektorovy prostor sestdvajici z li-
nedrnich 1-forem na V, tj. linedrnich zobrazeni z V do ptislusného télesa skalard. V naSem
piipadé (pracujeme nad redlnymi &isly) V* = L(V;R) = {u: V — R| u je linedrni}. Proces
dualizace v pripadé kone¢né rozmérnych prostord zachovava dimenzi, coz miizeme vi-
dét naptiklad tak, Ze sestrojime bdzi. Zejména mdme k dispozici dudlni bazi, definovanou
vzhledem ke zvolené bazi {ey,...,e,} naV vztahem f(e )= 3; (Kroneckerovo delta). Du-
alni {f!,..., f"} md stejny pocet prvkii jako piivodni bize na V atedy n = dimV = dimV*.
PouZijeme-li dualizaci znovu, ziskdme prostor V** = {a: V* — R|a je linedrni} majici
opét dimenzi n. Vime tedy, Ze V = V** a zbyva popsat kanonicky izomorfismus mezi
témito prostory, ktery je dan tzv. evaluaci. Kazdy (pevné zvoleny) vektor v € V miZeme
chapat jako linedrni 1-formu na V*, totiz pro libovolné u € V* mame prfifazeni

Ev,(u) =u(v), (6.73)

které posild u: V — R na pfisluSnou hodnotu v bodé€ v. Linearita zobrazeni Ev, plyne
z linearity 1-formy u, tedy Ev, € V**. Vidime, Ze kazdému v € V jsme schopni pfiradit
prvek druhého dualu

Ev:V V™, (6.74)
v Ev, (6.75)

a to navic jednozna¢né - injektivita plyne ihned z pfedpisu 6.73: Ev, =0 = u(v) =0Vu €
V* = v =0. Ev je tedy izomorfismus, jelikoZ je to injektivni linedrni zobrazeni mezi
vektorovymi prostory stejné dimenze. Nezavisi na volbé zvolené bize na prostorech V
a V**, proto je kanonicky. o

Pozndmka. Operaci (—)* miZeme chdpat jako zobrazeni z mnoziny vSech vektorovych
prostort do sebe sama, které libovolnému vektorovému prostoru prifadi jeho dudl. Je do-
konce vice, tzv. funktor, konkrétné endofunktor kategorie Vect. Kanoni¢nost izomorfismus
Ev lze pak v feci teorie kategorii vyddfit podminkou pfirozeného izomorfismu funktoru
druhého dualu, (—)**: Vect — Vect, s identickym funktorem na Vect.

Cvicenti 6.76.

Pomoci tenzorové mocniny redlného vektorového prostoru V vyjadrete
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1. Prostor skalard R.
2. Prostor vektord V.
3. Prostor 1-forem V*.
4. Prostor bilinearnich foremna V.
5. Prostor skaldrnich soucintina V.
Reseni. 1. Prostor skaldri R miZeme popsat jako nultou tenzorovou mocninu. Podle
definice 6.7 mame
0
QRQV=L|V"...,V5R
—_——
0-krat
Pfipometnime nyni definici multilinearity. Ta fikd, Ze vzhledem ke kaZzdému indexu
indexové mnoZziny soucinu plati jisté podminky (jinak feceno: jisté podminky plati
v kazdé sloZce soucinu). Nase indexovd mnoZina pro soucin je prdzdnd a Zadnd
podminka tedy nebude porusena pro libvolné zobrazeni. MiiZeme proto fici, Ze
kazdé zobrazeni z prazdného soucinu je linearni. Z teorie mnoZin déle vime, Ze
soucin ptes prazdnou mnozinu odpovida jednoprvkové mnoZziné
Vix .o x V= {x}
—_——
0-krat
a vSechna zobrazeni z jednoprvkové mnoZiny do R je samotné R. Dohromady mame
0
R V=R.
2. Prostor vektorti V je prvni tenzorovd mocnina. Diky ztotoznéni V =2 V** z tvrzeni
6.6 mdme ihned z definice 6.7
1
QR V=L(V":R)=V"*=V.
3. Prostor 1-forem V* miZeme popsat jako prvni tenzorovou mocninu nad dudlnim

prostorem V*. Postupujme argumentem pomoci dimenzi. Z predeslého vime, Ze
®'V =V, proto ®' V md dimenzi stejnou jako V. Jelikoz V je abstraktni vektorovy
prostor, miiZzeme na jeho misto v tenzorovém umocnovani dosadit libovolny jiny
vektorovy prostor a vlastnost zachovani dimenze nebude porusena. Aplikujeme-
li tuto dvahu na dudl V*, musi platit dim (®1 V*) = dim (V*). JelikoZ vime, Ze
konec¢nérozmérné vektorové prostory jsou az na izomorfismus uréeny svou dimenzi,

musi také platit
1 * ~v k
RV=Q'v=v

Pfi tomto zptsobu feSeni pravdépodobné v hlavé ¢tendfe vyvstala myslenka postu-
povat analogicky jako v predeslé ¢asti prikladu pfimo z definice 6.7, tj.

RV =LV R) = L(ViR) = V" .
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Chceme-li v§ak byt disledni, méli bychom prozkoumat vztah L (V**;R) = L(V;R),
jehoz platnost nemusi byt na prvni pohled zcela zfejma i pfesto, Ze je velmi ocek4-
vatelnd. Ovéteni by se dalo provést naptiklad pomoci univerzdlni viastnosti, kteréa je
soucasti kategoridlni definice tenzorového soucinu.

4. Prostor bilinearnich forem na V/, tj. bilinearnich zobrazeni z V do R, miZeme snadno
vidét jako druhou tenzorovou mocninu, coZ plyne bez hlubsich tvah piimo z definice
6.7.

Bilin (V;R) = {B: V xV — R| B je bilindrni} = (X),V .

5. Prostor skaldrnich soucinii na V mulZeme popsat jako faktorprostor druhé ten-
zorové mocniny podle vhodného podprostoru (vhodné relace). Skaldrni soucin
je totiz pozitivné definitni symetrickd bilinedrni forma (mnohé definice nevyza-
duji pozitivni definitnost, coZ bychom nazvali pseudo-skalarnim souc¢inem). Necht
N=<u®v—vQulu,y € V*> N C @,V je linedrni podprostor, pak prostor viech
skaldrnich soucini Ize popsat jako (Q, V) /N.

o

Cviceni 6.77.
Dokazte vztah 6.11.

Reseni. Bud {ey,...,e,} bazeveV a{dy,...,d,} dudlni bize ve V*. Vzhledem k témto bi-
zimmdy € V soufadné vyjadfeniv =}' | vie;au € V' md vyjadieni Y.}, u;d’. Z linearity
1-forem pak v soufadnicich plati

u(v) = (Zn: ”jdj> <Zn: Vi€i> = zn: up'd’(e;) = Zn: u_jvi5lJ = Zn:uivi.
j=1 i=1 i.j=1 i.j=1 i=1

coz jsme chtéli ukazat. o

Cviceni 6.78.

Ukazte, Ze pro r-tenzor ¢ tvaru ¢ =v| ® - - ® (av; + b)) @ - - - @ v,, kde a, b jsou skaldry,
plati

A=a(V®@ - QVi® Q) +b(v Q- QTR QV,) . (6.79)

Re§eni. Uzitim definice 6.13, jednoduchy vypocet po dosazeni libovolného argumentu
(uy,...,u,) dava

o (uyy...oup) =vi(uy)...(avi+bv)(u;) ... v (ur)
=vi(ur)...(avi(u;) +bvi(u;))...v-(ur)
=avy(uy)...vi(u;)...ve(up) +bvi(uy) ... v(w;)...ve(uy)
=V @ QVi®- @V (up,...,uy) +ovi Q- QV; @ Qv (Uy,...,ur)

Tento vysledek je platny pro libovolny argument (uy,...,u,), proto 6.79 plati. o
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Cviéeni 6.80.

Urcete soufadnicové vyjadieni tenzorového soucinid vektorti v,w € V, kde dimV = 2. Dale
urcete, do jakého prostoru naleZi prvek dany soucinem A ® v, kde A je matice 2 x 2.

Resent. 1. Necht {e;,er} je bize ve V, vzhledem ke které piSeme souradné vyjadieni
v=vle; +v%er, w=wle; +w?ey. Soudin vw je prvkem ®2V. Ten muzeme

popsat bazi {e] ® e, e] Rea,ex R e1,ex ey }. Pak s ohledem na 6.79 plati
vaw= (vle; +ver) @ (wle; +wey)
= vlwlel Xe1+ V1W2€1 X en —|—v2wlez X eq —I—V2W2€2 X en

V soufadnicich mizeme psat v w = (viw!,viw? 12wl v2w?).

2. Matice 2 x 2 miizeme chdpat jako tenzor typu (1,1), tj. A € @1 V. Ve druhé &asti
cviceni 6.76 jsme vidéli, ze prvek vektorového prostoru je zdroven prvkem prvni
tenzorové mocniny, tj. v € @' V. Dohromady pak A®@v € @3 V.

o

Cviceni 6.81.

Pomoci bize € = {ey,...,e,} ve V zkonstruujte bdzi na r-té tenzorové mocniné ®"V
a ur¢ete dimenzi tohoto prostoru. Dale uvaZzte prvek ve tvaruA = v; ® - -- ®v,, kde vSechna
v; jsou z V a vyjadrete jeho soufadnice. Naleznéte také soufadnicové vyjadieni tenzord
Be® ' VaCe®,V.

Reseni. V piikladu 6.80 jsme vid&li, jak vypadd baze prostoru ®R?V. Analogicky miZeme
postupovat v pfipad€ prostoru @" V. Bize bude mit tvar a = {e; @+ ®e;,[e;; €V, 1 <iy <
n,...,1 <i, <n}.Jak vidime, sestdva z tenzorového soucinu r bazovych prvki prostoru
V, pfiCemZ na i-t€ pozici mize byt jakykoliv prvek a prvky se mohou v soucinu opakovat.
Na r pozicich mame n moznosti, jak zvolit vektor ¢;. Dimenze prostoru Q" V, tj. pocet
prvku baze a, je r".

Dile vzhledem k € vyjaddfeme vektory zadévajici A. Pro libovolny vektor v; plati v; =

7:1 v{ ej. Dosadime-li toto vyjddfeni do souCinu, ziskame

Zv{ej ®-® Zv{ej = Z Vil e, @ e, (6.82)

1<ii<n,...,1<i,<n

odkud vidime, Ze soufadnice tenzoru A vzhledem k « na pozici iy ...i, je vil1 ...v?. Sou-
fadnice obecného tenzoru B, ktery miZe byt souétem jednoduchych tenzori (napiiklad
B=(vi® @)+ (V] ®---®V,) (viz 6.79) miZeme spocitat tak, Ze se¢teme soufadnice
jednoduchych tenzorti. B tedy ma na pozici i . .. i, soufadnici B ir =il . vir 451 i
PiSeme stru¢né, stejné jako v pripadé vektori ¢i matic, soufadnicové vyjadieni tenzort do
zdvorek B = (B'"), tj.

B= Y B ®---we, . (6.83)

1<ii <n,...,1<i,<n
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Obdobné postupujeme pro C € @, V, pfitom bdzi & na ),V konstruujeme z dudlni baze
{d',....d"},a={d"®---@d"|dieV* 1<i;<n,...,1 <i, <n}. Vzhledem k této
bazi pak piSeme C = (Cj,. j,), 4.

C= Y Ci.id"®--@d" . (6.84)

1<ii <n,...,1<i,<n

Cviceni 6.85.
Pro libovolné A € ®"V a B € ®*V urete soufadnice r+ s tensoru A ® B.

Reseni. Vyjadifme-li A vzhledem k bazi o = {e;, @ ®e; | 1 <iy <n,...,1 <i,<n},
A= (A"+r), a Bvzhledemk bdzi = {e;, ®- - ®e, | frm[o]—— <iy <n,...,1 <i, <n},
B = (B/1+J5) pak soufadnice soucinu jsou A ® B = (A'1+IrB/1-+Js), coZ plyne piimo z 6.79
(jako specidlni pfipad: vytknuti skaldru z tenzorového soucinu). o

Cviceni 6.86.

Pro tenzor A € ®"V uréete hodnotu vyrazu A(uy,...,u,), j. vy&islete A v libovolném
argumentu (up,...,u,), kde (nutné z definice A) u; € V* pro vSechna i.

Reseni. Jiz vime,ze na®"V mizeme jako bazi volit @ = {ei,®---®e;, |1 <ij<n,...,1<

ir <n}avzhledemk ni psat A =Y <; <, 1<;,<,A""""e; ®--- @e;,. Na kazdy scitanec
této sumy mizeme pouZit definujici rovnost 6.13 a ziskat tak

A(ul,...,ur): ( Z Ailmireil®"'®ei,)(ula---aur)

1<ii1<n,...,1<i,<n

_ Z (Al]lrell®.®elr(ul’_,ur))
1<ii <n,...,1<i,<n

— Y (A" e (uy). .. e (uy))

1<ii <n,...,1<i,<n

- Z (Ail“""u’.l1 ...ui’)

1<ii <n,...,1<i,<n

ij . . . -
kde u;/ je soufanice vektoru uy na pozici i;. o

Cviceni 6.87.

V soufadnicich vyjadrete libovolny antisymetricky tenzor B € A"V. DokaZte, Ze plati
Bil...ir — Sgn(G)Bio-“),..iG(r) , (688)

kde o je libovolnd permutace r-prvkové mnoZiny.
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Reseni. V piikladu 6.81 jsme vidéli, jak na r-té vn&j$i mocniné V vypad4 jedna moZna béze,
konkrétné @ = {e;, A---Ae;, |1 <ij <--- <i, <n}.Libovolny tenzor B € A"V md vzhledem
k o soufadné vyjadfeni B =Y <; -..c; <, B'""re;, A+ Ae; . UvaZujme novou mnoZinu
generdtorli § = {eg(;,) A+ Neg(iy|1 < iy <--- <ir <n}, pro pevn€ zvolenou permutaci
o € P,. Tato mnoZina je opét bazi v A"V a podle véty 6.32 se prvek eq(; ) A -+ Aeg(;,) lisi
od ¢;; \---Ae; pouze znaménkem, pfitom rozsah indexi je stejny. Tenzor B pak vzhledem
k této bz 1ze napsat jako B =Y | <, «...<;, <, B® 1 9eg iy Av-- Aeg(; ). TelikoZ je kazdy
tenzor geometrickym objektem, nezdleZi na ndmi zvoleném zplisobu popisu, a plati proto
rovnost

Z Bil...ireil /\"'/\ei, =B = Z BO'(il)...G(ir)eG(il)/\_,,/\ec(ir) .
1<) <--<iy<n 1<ij <-<iy<n

Pravou stranu rovnice miiZeme upravit podle véty 6.32

Z Bil-"ireil AR /\eir — B et Z Bo-(il)"'o(ir)sgn(c)eil AR /\eir .
1<ij<-<ir<n 1<ij<-<ir<n

Porovndnim koeficientd pak ziskdvdme pozadovany vysledek Bl = sgn(c)BC(1)--0(ir)
o

Cviceni 6.89.

Urcete pullback ndsledujicich forem na R3: @ = xyzdy, 8 = @ A (e*dx+e’dy) a u =
dx Ady A dz podél zobrazeni f: R? — R, (u,v) — (u?,2uv,e").

Reseni. Na R uvazujeme soufadnice x,y,z a odpovidajici soufadnice dx,dy,dz na kotec-
ném bandlu 7*R3, vzhledem ke kterym mame vyjadieny formy @, 6, 1. Poznamenejme,
ze narozdil od obecného pfipadu variet jsou tyto soufadnice definované globalné a vyja-
dieni forem je tedy platné na celé varieté R>. K vypocti uZijeme vztah 6.70. Dile budeme
potfebovat vztah f*(do) = d (f* @), platny pro libovolnou formu @, jez je je uveden jako
tvrzeni v ndsledujici kapitole. Na zavér si uvédomime, Ze f* je linedrni, coZ plyne pfimo
z definice 6.63. Zacnéme s vypoctem
o= f"(xyzdy)
= u2uve™ (d(2uv))
= 2uve™ (2vdu + 2udv)

= 4V e du + 4utve™dy .
Dale pro f*0 méame
ffO=r"(oAn(efdx+e'dy)) = ffo A f*(fdx+'dy) .
JelikoZ f*w jiZ zname, provedeme vypocet druhého soucinitele zvlast

fF(efdx+e'dy) = ¢ 2udu -+ &2 (2vdu + 2udv)
=2 (e”zu + ezwv) du + 2ue®™dy .
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Dosadime do ptivodniho vypoctu pro f*0 spolu s vysledkem pro f*®
0= (4u3v26”Vdu + 4u4ve“"dv) A (2 (e”2u + ezwv) du + 2uezwdv) i

Rozndsobime, pfi¢emz vyrazy tvaru do A do se nuluji a 1-formy spolu antikomutuji, tj.
du Adv = —dv A du. Déle tedy mame

150 = 8u*tv?e ™ du A dv + 8utve™ (e”zu + ez"vv>
= —8u’ve" "M du Ady .

Nez se pustime do posledniho vypoctu, zkusime odhadnout vysledek. Forma yu = dxAdyA
dz je 3-forma na R3. Jelikoz kazd4 (n + 1)-forma na n-rozmérné varieté je nutné nulova
a pullback zachovava stupeti formy, bude f*u 3-forma na R?, tj. méla by byt nulova.
Ovérme si tuto tvahu vypoctem.

Fou = £ (dendynds)
= d(u*) Ad(2uv) Add(e™)
= 2udu A2 (vdu + udv) Ae"" (vdu + udv)

— —
[0 o

=4ue™dunoaNoe =0,
0

¢imzZ jsme hotovi. o



Integrovani vnéjsSich forem

Vnéjsi diferencial

V této Casti si zadefinujeme diilezitou operaci na prostoru diferencidlnich k-forem (déle jen
k-forem). Pfipomindme, Ze funkce f: M — R miZeme chdpat jako O-formu, jeji diferenciél
df je pak 1-formou. Pojem R-linearniho zobrazeni budeme vyuZivat (jako jsme to délali
implicitné doposud) pro zobrazeni, které je linearni vzhledem k redlnym ¢islam.

Véta 7.1.

Existuje jediné R-linedrni zobrazeni d: QM — QM| k=0,1,...,n, takové, Ze plati
ndsledujici tfi podminky

1. pro kazdou funkci f € Q°M je df jeji diferencial,
2. d(@A @)= (doAe)+(—1)*(wAde) pro w € QM, ¢ € Q'M,
3. pro kazdou funkci f € Q°M plati d(df) = 0.

Definice 7.2.

Zobrazeni z véty 7.1 nazyvame vnéjsi diferencial.

Pozndmka. Vnéjsi diferencidl je operace, kterd kazdé k-formé ptidéli (k4 1)-formu. VSim-
néme si také, Ze pro funkci f je f A @ = fw, ¢imzZ se druhd podminka z véty 7.1 redukuje na
d(fw) =df A @+ fdo. Nejpodstatn&jsi ¢ast této pozndmky je fakt (odvoditelny pomoci
technik matematické analyzy), Ze vSechny tfi vlastnosti vySe uvedené véty plati i pro zizeni
forem na libovolnou otevienou mnoZinu U C M. Toho se da efektivné vyuZit pro dikaz

véty vypoctem v lokdlnich soutradnicich.

Véta 7.3.

Pro kazdou k-formu w plati

d(dw) =0 . (7.4)

Véta 7.5.

Pro kazdé hladké zobrazeni f: M — N a kazdou [-formu w na N plati

d(f*o) = f(d) . (7.6)
_58_
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Definice 7.7.

k-formu @ na M nazveme uzavienou, jestlize plati dow = 0. Nazveme ji exaktni, jestlize
existuje (k— 1)-forma ¢, pro kterou plati dp = .

Podle véty 7.3 mizeme ihned vidét, Ze kazda exaktni forma je také uzaviend. O opacné
implikaci hovoii nasledujici véta, uvadéna z historickych ditvodl jako lemma. Je dileZitym
vysledkem popisujicim souvislost mezi exaktnimi a uzavienym formami.

Véta 7.8.

(Poincarého lemma). Jestlize @ € QFR” spliiuje dw = 0, pak existuje ¢ € Q*~1R” takov,
ze  =do.

Pozndmka. Predesla véta tika: kazd4 uzaviend k-forma na R” je exaktni. Pro orientaci
uvedme, Ze Poincarého lemma je ¢asto formulovdno v obecnéjSim tvaru zahrnujicim
topologicky pojem jednoduché souvislosti.

Véta 7.9.

Necht je w uzaviend 1-forma na R” takova, Ze pro f,g funkce na R” plati df = @ = dg.
Pakg=f+c, ceR.

Tvrzeni 7.10.

Necht ZKM znaéi prostor viech uzavienych k-forem na M a BM prostor viech exaktnich
k-forem na M. Pak plati

1. Z*M i B*M jsou vektorové prostory,

2. B*M je vektorovy podprostor v Z¥M.

Definice 7.11.

Vektorovy faktorprostor H*M = Z*M / B*M nazyvime k-ty de-Rhamiiv prostor (nebo také
k-ta de-Rhamova kohomologicka grupa) variety M. Pro k = 0 klademe H°M = Z°M.
Prvek H*M zna¢ime [®)].

Pozndmka. Reprezentanti tidy [@] € H*M jsou tvaru @ + d¢, kde @ je uzaviena k-forma
a @ je (k—1)-forma.

Véta 7.12.
Necht f: M — N je hladké zobrazeni, ® € Z*M. Pak predpis

o] =[f o] (7.13)

uréuje linedrni zobrazeni f*: H*N — H*M.
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Véta 7.14.
Necht f: M — N, g: N — P jsou hladkd zobrazeni. Pak plati
(gof) =rFog”. (7.15)

Nasledujici véta ukazuje, Ze de-Rhamovy kohomologie v sobé nesou podstatnou infor-
maci o varieté¢ a miiZou byt pouZity jako ndstroj klasifikace.

Véta 7.16.

Je-li f: M — N difeomorfismus, pak f#: HXN — H*M je linedrni izomorfismus.

Tim, Ze jsme v definici 7.11 s geometrickym objektem (varietou M) zasociovali alge-
braicky objekt (vektorovy prostor H*M) jsme ziskali o varieté novou informaci. Nasledujici
lemma a véta s ni souvisejici ukazuje, Ze algebraickou strukturu nad M miZeme dale obo-
hatit o jisty typ ndsobeni, indukované z vnéjsiho soucinu.

Lemma 7.17.
Necht @ € QM a ¢ € Q'M.

1. Jsou-li @ 1 @ uzaviené, pak také w A ¢ je uzaviend.

2. Je-li w exaktni a @ uzaviend, pak je @ A @ exaktni.

Véta 7.18.

Necht ® € H*M, ¢ € H'M. Pravidlo [®] A [@] = [® A @] urCuje bilinedrni zobrazeni H*M x
H'M — H'M.

Definice 7.19.

Necht dimM = n auvazujme HM = H'M @ - - - ® H"M, pfimy soucet vektorovych prostord.
Dale uvazujme prvky @, ¢ € HM, které mlizeme zapsat ve tvaru formalniho souctu @ =
o+ + 0, =@+ + @, kde w;, ¢; € H'M pro vSechna i. Pak vzhledem k sou¢inu

ONQ= (0 +++ @) A (@ ++ @), (7.20)

ktery rozndsobujeme po jednotlivych séitancich, hovoiime o de-Rhamové okruhu AM
variety M.

Pozndmka. V soucinu (@ +-- -+ ®,) A (@1 + - - - + ¢,) mliZe nastat pro @;, A Qj, a w;, A @;,
rovnost i1 + j1 = ip + j». V tomto piipad€ oba prvky secteme. Uvédomme si, Ze nastane-li
pro omega; + @; nerovnost i + j > n pak je vysledek soucinu nutné roven nule.
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Véta 7.21.
Necht X,Y jsou vektorova pole na M, ® € Q' M. Pak plati
doX,)Y)=XoY)-YoX)—-o([X,Y]) . (7.22)

Pozndmka. Rozeberme si jednotlivé ¢leny ve vzorci 7.22. Je-li @ 1-forma, miZeme ji
aplikovat na vektorové pole a ziskat tak funkci, kterou poté miZeme derivovat ve sméru
vektorového pole, coZ je vyznamem symbolu X @(Y). Symbol [X,Y] je hodnota Lieovy
zavorky na dvou vektorovych polich, coZ je opét vektorové pole a miZzeme jej také vycislit
na formé, coz je @ ([X,Y]). Na zavér si uvédomime, Ze dw je 2-forma a jako argumenty
ma dvé vektorovd pole, to je vyznam pro do (X,Y).

Integrovani vnéjSich forem

Integrovani vnéjsich forem tzce souvisi s orientaci variety. V piipad€ vektorovych prostort
se orientace definuje tak, Ze zvolime bazi a prohlasime ji za kladnou. VSechny ostatni baze,
které se od plivodni lisi matici pfechodu s kladnym determinantem prohldsime taktéz
za kladné baze. Ostatni baze pak chipeme jako zaporné. Pro variety zavedeme definici
analogicky pomoci te¢nych prostori.

Definice 7.23.

Orientaci variety M rozumime takovy vybér orientaci vSech jejich te¢nych prostori, Ze
ke kazdému a € M existuje lokalni mapa ¢: U — V, a € U, takova, Ze %h, ey %h je
kladnd baze v T,M pro vSechna x € U.

Véta 7.24.

Na souvislé varieté M existuji nejvyse dvé orientace.

Pozndmka. Narozdil od situace ve vektorovych prostorech nemdme z definice 7.23 ani
z véty 7.24 zaruceno, Ze globdlni vybér orientace vZdy existuje. To vede k nasledujici
definici orientovatelnosti.

Definice 7.25.

Varietu M nazveme orientovatelna, jestlize existuje jeji orientace. V opacném piipadé
hovofime o neorientovatelné varieté. Orientovatelnd varieta s vybranou orientaci se nazyva
orientovana.

Definice 7.26.

Standardnim n-rozmérnym simplexem (kratce jen n-simplexem) A, C R” rozumime
podmnozinu zadanou rovnici x4 42" <1, ¥ >0Vi=1,...,n. PodmnoZinu s; C A;
splitujici rovnici x' = 0 nazyvdme i-t4 sténa A, a podmnoZinu zadanou rovnici x! +--- +
X" = 1 nazyvame 0-ta sténa.
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Abychom simplexy mohli chdpat geometricky jako objekty, které nelezi nutné v prvnim
hyperoktantu (analogie kvadrantu pro n > 3) soufadného systému, zavddime obecné&jsi
definici.

Definice 7.27.

Podmnozinu D; C R” nazveme k-rozmérny simplex, k < n, jestlize v R” existuje takova
afinni soufadnd soustava y',...,y", v niZ je Dy uréena vztahy y**! =0,...,y" =0, y' +
ey <L Y >0Vi=1,.. . k.

Pozndmka. Dy, je standarni k-rozmérny simplex v afinnim podprostoru zadaném rovnicemi
Y1 =0,...,y" =0, ktery identifikujeme s R¥ pomoci soufadnic y!,...,y* z definice 7.27.
Vsimnéme si také, Ze i-td sténa simplexu A, je (n — 1)-rozmérny simplex. Zcela analogicky
pro Dy bude i-td st€na (k — 1)-rozmérnym simplexem. Postupujeme-li takto aZ na piipad
1-stén, ziskdvime hrany simplexu, O-stény jsou vrcholy simplexu. k-rozmérnou sténou
k-simplexu rozumime simplex sam.

Definice 7.28.

Hranici n-simplexu nazyvame sjednoceni viech jeho (n — 1)-rozmérnych stén a znacime ji
dA,,. Dopln&k hranice nazyvame vnitiek n-simplexu a zna¢ime ji A2 = A, \ dA,. Orientaci
simplexu rozumime orientaci prostoru R”, ve kterém je simplex vnofeny. Orientaci (n —
1)-stény orientovaného n-simplexu definujeme pomoci principu vnéj$i normdly ((n— 1)-
sténa sdili orientaci afinniho podprostoru, ve kterém leZi; orientace tohoto podprostoru je
takovd, Ze doplnime-li b4zi jeho zaméteni o normalu vnéjsi vzhledem k simplexu, ziskdme
bazi okolniho R”, jejiz orientace je shodna s ptivodni orientaci R").

Nyni zobecnime definici simplexu na hladkou varietu, abychom pomoci té€chto objektt
poté mohli zavést pojem integrélu diferencidlni formy.

Definice 7.29.

Nechf M je n-rozmérna varieta. Podmnozinu o; C M nazveme krivoc¢ary k-simplex (zkra-
cené jen k-simplex, bude-li z kontextu jasné, o ¢em je fec), jestlize existuje takové jeji
okoli U a takova lokalni mapa ¢: U — V, Ze ¢ (o) je standardni k-simplex v podprostoru
zadaném rovnicemi x*t1 =0,... x* = 0.

Pozndmka. Pro standardni simplex mdme pojmy stén, hranice, vnitfku a orientace. Ty
miizeme pomoci lokdlni mapy, kterou kiivocary simplex ztotoziiujeme se standardnim
(viz. pfedchozi definice), pfenést na varietu a ziskat tak stény s;, hranice d oy, vnitiek G,?
1 orientaci pro kiivocary simplex. Orientace n-rozmérné variety urcuje orientaci kazdého
n-simplexu o,,. Déle si v§imnéme, Ze G/? je k-rozmérnou podvarietou v M.

K definici integrdlu pouZzijeme nasledujici ptipravnou tvahu. Nechf @ je n-forma na
n-rozmérné variet¢ M, o, C M orientovay n-simplex. Necht ¢: U — V je lokalni mapa,
ktera prevadi o, na A, se zachovanim orientace. Pak pullback ziZeni formy @ pfi mapé ¢
je n-forma @y := (9~1)" (0|y) na V C R". Jelikoz wy € A"T}R" a dim (A"T;R") = 1 je
tato forma tvaru @y = a(',)dx1 A---ANdx", kde ap = ag (xl Yo ,x”) je funkce na V.
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Definice 7.30.

Integral n-formy @ na orientovaném n-simplexu o,, C M definujeme predpisem

/a):/m/a(pdxl...dx", (7.31)
On Ay

kde prava strana rovnice je klasicky vicendsobny integral v R".

Véta 7.32.

Definice 7.30 nezévisi na volbé lokdlni mapy ¢.

K diikazu predeslé véty pfipomeneme lemma popisujici zptisob transformace vicena-
sobnych integrald.

Lemma 7.33.

Necht W,W jsou dvé okoli A, a f: W — W, y' = fi(x) je difeomorfismus takovy, Ze
f(A,) = A,. Pak pro kazdou hladkou funkci b(y) = b(y',...,y") na W plati

[ [par av = [ [pr00)
A An

Tvrzeni 7.35.

det(af.>’dxl...dx”. (7.34)
dxJ

Necht w, ¢ € Q"M, c,d € R. Dale nechf o, je kfivocary orientovany simplex na M a ozna-
¢me —o0, simplex s opacnou orientaci. Pak plati

/(cco+a’go):c/a)+d/<p (7.36)

Gﬂ Gn Gl’l
/a):—/a). (7.37)
76}1 G}’l

Obdobné jako v pfipadé integrovani n-forem na variet€ dimenze n budeme pro definici
integrovani k-forem, k < n potiebovat ptipravnou dvahu. Nechf M je n-dimenziondln{
varieta, oy C M je orientovany k-simplex a ¢: U — V, 0, C U lokdlni mapa z definice
7.29, ktera ztotoZiiuje o se standardnim Ay. Pak ¢! (V N ]Rk), kde R¥ C R" je podprostor
orovnicth x¥**1 =0,... x" = 0, je k-rozmérna podvarieta v M a oy je orientovany k-simplex
na ni. Ozna¢me ji N. K nésledujici definici potfebujeme pullback formy @ podél vlozeni
podvariety iy : N — M, tj. k-formu iy, na N.

Definice 7.38.

Integral k-formy o na orientovaném k-simplexu oy C N C M definujeme predpisem

/a) = /i}“\,a) ) (7.39)
O O
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Tvrzeni 7.40.

Definice 7.38 nezavisi na podvarieté N.

Tvrzeni 7.41.

Necht w,p € QM, 6, C M je orientovany k-simplex, —o; k nému opa¢né orientovany
simplex, kde k < n = dim(M) a c,d redlné konstanty. Pak plat{

/(ca)+d(p):c/a)+d/<p (7.42)

Ok O O
/w:—/a). (7.43)
— O Oy
Definice 7.44.
k-rozmérnym polyedrem P na variet¢ M rozumime koneénou mnoZinu {le, ..o}

k-simplext na M takovych, Ze prinikem libovolnych dvou z nich je bud spolecna sténa
dimense mensi nez k nebo prazdnd mnozina. Rekneme, Ze P je orientovany, jsou-li v§echny
k-simplexy , které jej tvori, orientované. Znac¢ime pak P = le +---+ oy

Pozndmka. Hranice d oy orientovaného k-simplexu je soucet jeho orientovanych (k — 1)-
stén s;, tj. dox = 59 + 51 + -+ + 5,. Analogicky hranici polyedru piSeme ve tvaru dP =
do) +---+daj".

Definice 7.45.

Integral k-formy @ pres orientovany k-polyedr P definujeme predpisem

/w=/w+---+/a). (7.46)
P k

Véta 7.47.

(Obecna Stokesova véta). Nechf P je orientovany k-rozmérny polyedr na varieté M, dP
je jeho hranice orientovand podle principu vnéjsi normély a @ je (k — 1)-forma na M. Pak

plati
/a) = /da) . (7.48)
JdP P

Cviceni 7.49.

Necht o je k-forma na variet¢ M dimenze n. Spoctéte soufadné vyjadieni vnéjsi derivace
do.
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Reseni. Uvazujme vyjadieni @ v lokélnich soufadnicich (x), tj.

o= Z a),-lmikdx"l /\-~-/\dxi’< .

1<iy <-<ix<n

Rozebereme situaci zvlast pro k =0, 0 < k < n a k = n. Prvni pfipad k = 0 znamena, Ze
uvazovand forma je hladké funkce na M, tj. ® = @ (x1 yeen ,x"). Prvni podminka z véty 7.1
tikd, ze vnéjsi derivace je diferencidl, proto

" Jdw .
dO) - —.Xm .
Lo

je linedrni. Diky linearit¢ mame

do=d(} o i dx" A Adx®) =Y d (@, dx A Adi)
a sitauci vyfeSime vzhledem ke kazdému scitanci zvlast. PfepiSeme-li ndsobeni hladkou
funkci jako vnéjsi soucin s O-formou, tj. @;,. ;dx"" A--- Adx'* = @;, _; Adx"t A--- Adx'k

muiZeme pouZit podminku 2 z véty 7.1

(1,4, Ao A d) = d(@y,) AT A
+(=1)°(@1.) Ad (dxT A AdE)

Pfitom wj, .. ;, je hladka funkce, tj.

acdlend (dxi1 VARRRWAN dxik) muZeme rozderivovat na
d(dxi‘/\---/\dxik):Z(d(dxi‘)/\---/\dxik+---+(—1)k_1dxi'/\---/\d(dxik)> .

Odtud z podminky 3 vidime, Ze plati

. . " oW i . . .
d(@j,. jdx'" A Adx') = ( #dx/> Adx A AdxE
=1

Dohromady méame

" Jw; i | ; ;
do= ) #dxf Adx'TA - Adxk (7.50)
1<ij<—<iz<n \j=1 %X
Pfipad k = n znamend, Ze pracujeme s formou ve tvaru @ = @(x!,... , x")dx' A--- Adx",
kde @(x', ... x") je hladkd funkce na M. Rozderivovanim jako v predeslé ¢asti dostavame

do =0. >
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Cviéeni 7.51.

Uvazujme n-rozmérny euklidovsky prostor E,, na kterém méame standardni skalarni sou-
¢in < —,— >. Kazdé vektorové pole X na E, jednoznacné urcuje 1-formu @y pomoci
skaldrniho soucinu dosazenim X za prvni slozku

oy =< X,— > . (7.52)

Pro libovolné vektorové pole Y je wx(Y) =< X,Y >. Ddle X definuje (n— 1)-formu oX
predpisem

O (Y),... Y ) =XAYi A AV, (7.53)
kde Y;, i=1,...,n— 1 jsou vektorové pole na E,. Naleznéte souradné vyjadieni wy i @
v dimenzi 3. Pro vektorové pole X = (x,x+y, zz) urete wy a @~ a dile hodnotu wy na

vektorovém poli Y = (22, sinx,y*) v bod& (%,2,3). V tomtéZ bodg také urcete hodnotu &*

napolichY aZ = (x,y,z).

Pozndmka. Nez se pustime do po&itani poznamenejme, Ze formy @y i @* je mozné defino-

Vv,

vat 1 na obecnéjSich prostorech nez jsou euklidovské a to na tzv. Riemannovskych varietéach,

N 24

coZ jsou variety vybaveny skaldrnim souc¢inem. Budeme se jimi zabyvat v pozdé;sich ka-
pitoldch.

Reseni. Uvazujme soufadnice (x') na E, zaddvajici soufadnice <%) na T*E, takové,
abychom v kazdém bodé x méli ortogondlni bazi te¢ného prostoru 7T E,. Disponujeme také

dudlnimi soufadnicemi (dx’) na T*En. Pocitejme nejprve obecné vyjadireni obou forem.

3.
V souradnicich piSme X = Z X Y=Y/ % Pocitejme
j=1

a i)
wx(Y)=<X,Y >=< X’ YJ 7.54
(¥) Z = Z 55> (7.54)
8 0
— Z Xy’ < —_— > bilinearita (7.55)
el i’ Qxl
- Z Xiy/J 3}‘: ortogonalita (7.56)
ij=1
3 . .
— Z X'y! (7.57)
pfitom
oy =< X,— >= ZX’<— —-> .

oxt’
Porovndnim s vysledkem 7.57 vidime, Ze < W’ — > musi byt 1-forma, jejiz hodnota na Y

je i-t4 soufadnice Y. To odpovida prvku dudlni baze dx’, tudiz

3
oy = ) X'dx'. (7.58)
i=1
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Nechf dale Z = Z Zk a . Pak @ (Y,Z) je funkce, kterd ma v bod& x hodnotu odpovida-

jict orlentovanemu objemu rovnob&znosténu tvofeného vektory X (x),Y (x),Z(x). Mizeme
proto psat

xt yt 7zt
0¥ (Y,Z)=det | X*> Y?> 72
x3 vy 7z
Laplaceovym rozvojem podle prvniho sloupce ziskdme
o (v,2)=X" (Y2 -vZ2*) -x*(Y'Z2 -v3Z") + X} (Y' 22 -¥?*Z") . (159
Obecnd 2-forma v dimenzi 3 je tvaru
fidx! Adx? + frdx? Adx® + f3de Adx!
Dosadime-li do ni pole Y a Z, ziskdme pfimo z definice vnéjSiho soucinu vyraz
AY'Z2-YZY+ /(Y222 Y2 + (Y2 -Y'2?) . (7.60)

Porovnanim s vysledkem 7.59 ihned vidime, Ze fi = X>, f» = X!, f3 = X2, proto lze ®*
psét ve tvaru

= X3 AdE X T Ade + X2 Adx! . (7.61)

Pied dosazenim konkrétnich hodnot piejdéme ke klasické notaci ve tiech dimenzich x! =
x, x2 = v, x> =z Pro pole X = (x,x+y, zz) je 1-forma wy ve tvaru

oy = xdx+ (x+y)dy+z2dz .
Pro pole Y = (z sinx,y ) dostavame
wx(Y) = wx (zz, sinx,yz) = x>+ (x+y)sinx+ 2y?,
coz v bod€ x = (%,2,3) davéd hodnotu @y (Y)(x) = 57+ 38. Kone¢né 2-forma ®* m4 tvar
X = Z2dx Ady+xdy Adz+ (x+y)dz Adx .
Dosadime Y a Z = (x,y,z) a upravime

0*(Y.Z) = &® ((2,sinx,y?), (x,y,2))
= 2( y—xsmx) +x(zsinx—y3)+(x+y) (xy2—23) .

Hodnota v bodg x je @ (¥,Z)(x) =9 (18 - %i) +2(=5)+ (B +2)(2n—27) = —
3T 4 108. o
Pozndmka 1. Formy z ptikladu 7.51 maji zajimavou fyzikalni interpretaci: wy lze pouZzit

k vypoétu price podél kiivky a @X lze uzit k vypoétu toku pole pfes orientovatelnou
plochu. Konkrétni uziti si ukdZeme v nasledujicim piikladé.
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Cviceni 7.62.

Urcete tok pole X = (x* +)?%,1,z) pfes mnozinu M = {(x,y,z) € R?| ¥’ +)? =z, z €<
0,2)}. Déle urCete praci pole X podél kiivky 7, jez je ¢asti Sroubovice, nachdzejici se v
prvnim oktantu standardnich soufadnic, s osou otd¢eni danou soufadnou osou z.

Reseni. Rovnice x> +y* = z zaddvd v R3 rotaéni paraboloid se symetrii kolem osy z
a vrcholem v bodg (0,0,0). Podminka z €< 0,2) pak fik4, Ze je paraboloid shora omezen.
Jedna se o orientovatelnou plochu, pfes kterou muiZeme integrovat v souladu s teorii
této kapitoly. S ohledem na tvar pole X a ohrani¢enost M o¢ekdvame vysledek ve formé
kone&ného &isla. Podle 1 je tok X pies M roven integralu z formy w* € Q?R3, jejiz obecny
tvar v dimenzi 3 je dan rovnici 7.61, do které dosadime X ze zadani. Integral pro vypocet
toku pak ma tvar

/wX = /(x2+y2)dx/\dy+dy/\dZ+ZdZ/\dx.
M M

Jak pole X, tak plocha M v sobé zahrnuji rotacni symetrie kruznice, ke zjednoduseni
vypoétu si proto zavedeme na M polérni soufadnice p: R? — M C R3, ve kterych mizeme
paraboloid parametrizovat ndsledovné

x(r, ) = rcos ¢
y(r, @) =rsing (7.63)
(o) =r".

kde (r,@) € N =< 0,v/2)x < 0,27 >. Pivodn{ integral pfevadime podle 7.38 na
/(L)X — /p*wX ’
M N

kde p* je pullback podél sloZeného zobrazeni p: R> — R?> — R} (. pro-
Lo x(r,(p),y(r,(p) x:y7x2+y2
vedeme transformaci soufadnic a poté parametrizujeme paraboloid). Ke spoéteni p* 0¥

nejprve vyuzijeme linearity p* a toho, Ze pullback O-formy je dan prekompozici

pr@® = p* ((x* +y*)dx Ady +dy Adz+zdz A dx) (7.64)
= r?p*(dx Ady) + p*(dy Adz) + r*p* (dz Adx) (7.65)

Vv,

K dal$imu vypoctu vyuZijeme komutativity pullbacku s vnéj$i derivaci z véty 7.5 a kom-
patibility s vn&j$im soucinem p*(da Adf) = dp*a Adp*B. Diky tomu miZeme nejprve
spocitat diferencidly transformovanych soutfadnic 7.63 a pullbacky bazovych forem ziskat

naslednym vné&j$im ndsobenim. Pro diferencidly plati

dx = cos ¢dr — rsin @d¢@
dy = sin @dr + rcos @d¢
dz =2rdr.
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Vnéjsi souciny jsou diky vynulovéani ¢lent tvaru da A da ve tvaru

dx Ady = rcos? @dr Adg — rsin® de Adr = rdr Ade
dy Adz = —2r% cos pdr Adg
dz Adx = 2r% sindr Adg

a dosadime do 7.65

proX = r*dr Ade — 217 cos dr Ade + 2r* sin pdr A de
= (r3 —2r?cos @+ 2r*sin (p) drAde .

Nyni jiz miZeme pouZit definici integrovani 7.30 k uréeni toku

/p*a)X = / (r3 —2r2c05(p—l—2r4sin(p) drAdo
N

[\
bS]

(r3 —2r%cos o+ 2r*sin go) drde

Il
o\§ =
o\& o~

=2 [ Pdr=2rx.

Tok pole X pies plochu M je 27 (vhodnych jednotek). Pfejdeme k vypoctu prace X podél
Sroubovice ¥ C R3. Tuto kiivku miiZeme parametrizovat nasledovné

x(¢) =acos @
y(@) =asing (7.66)
(@) =Ro,

kde a, R jsou nezdporné konstanty. JelikoZ uvazujeme pouze tu ¢ast kiivky, kterd se nachazi
v prvnim oktantu, bereme thel ¢ z intervalu (0, %) Prace pole X lze spocitat integraci
1-formy wy, jejiZ obecny tvar v dimenzi 3 jsme si spocetli v ptikladu 7.51. Dosadime X
do 7.58 a rozderivujeme
oy = X'dx+X2dy+X3dz
= (> +y*)dx +dy + zdz
=(a—asinp+acos@+R)de .

Integral pro vypocet prace je tvaru

o=

Y 0

—

(a—asin@+acos+R)dep = g(cH—R)

Tedy prace X podél y je rovna 7 (a+ R) (vhodnych jednotek). o
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Cviceni 7.67.

Integrujte formu @ € Q2R*, @ = dx® A dx* + x'x3dx? A dx* na mnozing M C R* zadané
rovnicemi (x1)2 4+ (x*)2 =1, (x*)?2 + (x*)?2 = 1.

Reseni. Nejprve zvolime k integrovani vhodn&jsi popis M. V§imneme si, Ze ob& definujici
podminky (x')%2+4 (x?)2 =1, (x*)? + (x*)? = 1 jsou rovnicemi kruZnice. Jinak feceno,
projekce M na rovinu x'x? dd jednotkovou kruZnici a pro kazdy bod této kruZnice tvoif

zbylé dvé soufadnice x>, x* opét jednotkovou kruZnici. Jedn4 se tedy o soucin dvou kruznic

S! x S, coz je dvoudimenziondlni plocha, kterd se nazyva torus. JelikoZ jej uvazujeme
vloZzeny v R* mizeme pouZit jednoduchou parametrizaci p: R?> — R* pomoci poldrnich
soufadnic na kazdou z kruZnic.

x'(9,0) =cos @ (9,0) =cosO
x*(9,0) =sing x*(,0) =sinb ,

kde (¢,0) € N=< 0,21 > x < 0,27 >. Odpovidajici diferencidly jsou pak

dx! = —sinde dx® = —sind6
dx? = cosdg dx* = cosdf .

Vnéjsi souciny vypadaji ndsledovné

d Adx* = —sinOcos0dO AdO =0
dx? Adx* = cospcosOdp Ad6 |

proto je pullback formy @ podél parametrizace p ve tvaru
p*w = cos? pcos’0dp Ad6 .

Uzitim definic 7.38 a 7.30 nyni miZeme ur¢it hodnotu [ ®. Pocitejme
M

/p*a): /coszq)cos2 0dop Ad6
N N

2n 2m
://cosz(pcosz(-)d(p/\de
0 0

7T 2 1 26
:// +cos2¢ +cos dodo
2 2

0 0
12ﬂ 27
== dedo = 12 .
4// 9o =z
0 0

Spoéitali jsme [@ = 72 o
M
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Cviceni 7.68.
Urcete [, kde @ = xzdx Ady+ xydy Adz+ 2yzdz Adx a M je povrch standardniho 3-
M

simplexu v R3.

Reseni. Piiklad 1ze jednoduse fesit aplikaci Stokesovy véty 7.47. JelikoZ je M povrchem

3-simplexu Az, miZeme psat
/ 0= / do .
M As

Vyuzijeme vysledki ze cviceni 7.49, kde jsme urcili soufadny tvar do pro obecné ®.
V nasem ptipadé tak podle 7.50 a s ohledem na podminku 2 z véty 7.1 plati

dow = ydx Ady Adz+2zdx Ady Adz+xdxAdyAdz = (x+y+2z)dxAdyAdz.

Dalsi vypocet pak z definice 7.30 postupuje klasickym zplisobem pocitani vicendsobnych
integralti.

/dw:/(x+y+2yz)dxAdy/\dz
A3 A3

1 I—x1—x—y
/ / (x+y+2z)dxdydz

0

=

bz +yz+22) " dxdy

=

(x(1=x—y)+y(I1—x—y)+(1-x—y)?)

=

(1 —x—y)dxdy

o T o —T o ~—T o

(1—x) —x(1—x) - %(1 3 dr

8}
[
o

o — O — — O — — O~ o~ o —_

T
N | —
=
|
=
_|_
\é‘/

I
|
|

Dohromady tedy [@ = —%. o
M

Cviceni 7.69.

Uvedte priklady neorientovatelnych variet.
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Reseni. Klasickym prikladem neorientovatelné variety je Mobiova paska, majici parame-
trizaci

—(14+7cos?
x(@,r)= <1+2cos2>cosq)
— (14 cos )i
y(o,r)= <1+2cos2>smq)
ro.
Z((P»”)Zismfpa

kde ¢ € [0,27] a r € (—1,1) (r urCuje $itku pdsku). Topologicky lze zkonstruovat tak,
ze Ctverci ztotoznime dvé protilehlé strany v opacném sméru (provedeme-li slepeni ve
stejném sméru, ziskdme vdlec). Jind neorientovatelna varieta je kuptikladu Kleinova ldhev.
Jeji parametrizace je pomérné komplikovana a nebudeme ji zde uvadét, nicméné popiSeme
si alesponi topologicku konstrukci. ZtotoZnime-li protilehlé strany Ctverce tak, Ze jednu
dvojici ztotoznime ve stejném sméru a druhou ve sméru opacném, ziskame Kleinovu
lahev. Topologicky stejny objekt ziskame, slepime-li dvé Mobiovy pédsky ve stejném sméru
podél jejich jediného okraje. Poznamenejme, Ze narozdil od Mobiovy pasky nemuze byt
Kleinova ldhev vnofend do R3, ke vnofent je potieba dimenze alespoii &tyfi. o
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Definice 8.1.

Uvazme lokélni parametrizaci n—dimenziondlni podvariety M v m—dimenziondlnim eu-
klidovském prostoru E,,

xP = fP (ul,...,u") ,p=1,...m

Prvni zdkladni forma g;; je indukovand ze skaldrniho sou¢inu(—, —).

df(u) df(u
gij(“):( gii)’ gb(lj)) = gji(u)

Pozndmka. Skalarni soucin tecnych vektort A, B € T,M je dan jako

B) = i gij(u)aibj

i,j=1

Pozndmka. Délka krivky C na M je dana jako

u’duj
_ , S e
g /\/Z &) 55

J=1

Definice 8.2.

Difeomorfismus f : M — M se nazyvé isometrie, jestlize zachovava skaldrni soucin pro
vSechna x € M.

Definice 8.3.

Vnitini geometrie podvariety M jsou vlastnosti M, které se neméni pii isometriich. Tyto
vlastnosti se daji odvodit z prvni zdkladni formy.

Pozndmka. Ostatni vlastnost se nazyvaji vnéjsi.

Definice 8.4.

Normalovy prostor N.M podvariety M C E,, v bod¢€ x je mnoZina vSech vektorti kolmych
na jeho te¢ny prostor 7,M.

Pozndmka. Pro kazdy bod x € M mame T,E,,, = T.M + N.M.

—73—
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Definice 8.5.

Rekneme, Ze vektory v (t) € T,(yM se paralelné pienasi podél drihy p(¢) na M, jestlize
dv(z)
dr

€ Ny pro kazdé r € I.

Definice 8.6.

V lokélnich soufadnicich jsou Christofellovy symboly dany jako

1 & dgy 9dg; dgij
ko1 ~kl il lj  98ij
Ni=3 L8 (axf o o

kde Y1, " g1m = SF.

Véta 8.7.

Christoffelovy symboly I ;‘j patfi do vnitini geometrie plochy.

Véta 8.8.

Podminka pro paralelni ptenos je ddna rovnici

& -dpk
S Fl. t J 2 —
RO -

Cviceni 8.9.

Najdéte vSechny izometrie R" s euklidovskou metrikou.

Reseni. Hledame transformaci

Y =r(x
Jakobidn takové transformace je

o _of

ox/  dx/

Metrika je tensor fadu (0,2) a transformuje se ndsledovné:
U 9t dxi M T gxi 9xi M
JelikoZ chceme, aby se metrika nezménila, tak dostaneme

dfkaf
8ij = Wﬁgkl
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Ted vyuZijeme faktu, Ze metrika g;; je konstantni, a pfi derivaci obdrzime
0— aka afl afk aZfl
= xioxm 9xi K T 9xi 9xi gam B

JelikoZ jsou i a j volné indexy, miZeme je v prvnim ¢lenu vyménit. Také vyuZijeme
symetrie g a vyménime k s [. Dostaneme

aZfl afk afk aZfl

0= Oxiox™ dxi oM 9xi dxidxm 8kl
Nakonec obdrzime
B a fk 82 fl 82 fl
0= ox! (8xj ox  ox 3xm> 8kl

a celkové mame
82 fl
oxJdx™

Hleddme globdlni afinni izomorfismy, které nechdvaji metriku invariantni. Afinni izomor-
fismy jsou obecné ve tvaru

=0

Y = A+
Jacobiho matice této transformace je
9y’ i dx* i sk i
ow Mgy A0 =4

kde 5]’.‘ je Kroneckerovo delta. Od ted budeme pouZivat maticovou notaci misto indexové.
V maticové notaci je tato transformace tvaru

g =ATgA
V ptipadé¢ izometrii euklidovského prostoru matice transformace musi spliiovat
E =ATEA

kde E je n—rozmérnd jednotkovd matice. Jaké vlastnosti spliiuji tyto matice? Nejprve
pouZijme determinant na tuto maticovou rovnici. Mdme

detE = detE detA?
a jelikoz det A = det AT Pak mame
detA = +1

a vSechny uvaZované transformace jsou invertibilni. A co sklddani afinnich transformaci?

YV Wervs

To nelze udélat pouze pomoci maticového nasobeni. Nejbéznéjsi zpuisob, jak skladat afinni
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transformace, je uvaZovat tyto transformace jako linedrni transformace R"*! s x, . | = 1.

Tj,
i _ (A Yo
=0 )
a akce takové transformace je

()00

Operace je obycejné maticové nasobeni. To ndm dava asociativitu. Jednotkovy prvek je
jednotkovd matice. Abychom ukdzali, Ze tyto matice tvoii grupu, uz stac¢i ukdzat pouze
uzavienost na sklddani. To je vSak jednoduché

A yp B 1z - AB Azy+Yyy
0 1 0 1) \O 1

Proto miZeme o nasich izometriich R” mluvit jako o grupé, kterou zna¢ime /SO(n). Kolik
parametrd popisuje ISO(n)? Nejprve zjistéme parametry A. K tomu pouzijeme Taylorav
rozvoj. Predpoklddejme, Ze

A=E+eX+0(e)
Rovnice do druhého fadu v € je

E=E+¢&(X"+X)+0(&?)

Infinitesimdlni transformace X je antisymetrickd, coZ ndm déava "(”; ) parametrd. To je ve
skute¢nosti pouze podgrupa grupy /SO(n) znacend jako O(n). Tato podgrupa se sklada ze

vSech rotaci a zrcadleni euklidovského prostoru. Kdyz pfiddme n parametrti z yy, madme

nntl)

dim I1SO(n) = 3

coz je stejné jak dimenze O(n+ 1). Tohle neni ndhoda, je to ddno tim, Ze na euklidovsky
prostor R” muzeme pohliZet jako na limitni pfipad sféry v euklidovském prostoru o dimenzi
vy§. Podivdme-li se na sféru o poloméru R jdoucim k nekone¢nu v okoli bodu (0, ...,R)
zistime, Ze transformace grupy O(n + 1) odpovidaji do prvniho fadu transformacim grupy
ISO(n). Tahle konstrukce je pfipadem obecnejsi kostrukce nazyvané kontrakce grup.  ©

Cvicenti 8.10.

Ukazte, Ze druhd zdkladni forma I nepatii do vnitini geometrie podvariety.

Regeni. Pro jednoduchost budeme zkoumat druhou zékladni formu plochy vloZené do R?.
Nejprve predpokladejme, Ze plocha je parametrizovand

z=12z(x,y)
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a ze rovina z = 0 je tecnd v pocatku. Z Taylorova rozvoje mame

02 z x2 02 z 02 z yz
= — d
=02 Toxay Y T oy TVYAW
Druhd zdkladni forma je kvadratickd forma
9%z 9%z 9%z
1= 2 5d +2-——dxd dy?
o2 T2y T g2
o 2
Oznalme L = o 2,M axay aN = g—y§

77

Obecné, povrch v R? je parametrizovan hladkou vektorovou funkei r (1, v). Pro prehled-

nost, derivace podle r budeme znacit dolnimi indexy. V tomto zapisu miZeme psat

I = b;;du'du’

JelikoZ je parametrizace reguldrni, r, a r, jsou linedrné nezavislé na defini¢nim oboru r.

To ndm umoZziiuje spocitat jednozna¢né dané normdlové vektorové pole

RS
|ry X 1y

Koeficienty b;; jsou ddny projekci parcidlnich derivaci na teCnou rovinu. To lze zapsat jako

_ .k
bij = rijm

kde ny jsou sloZky normdlového kovektoru. Odtud vidime, Ze slozky druhé zakladni formy
zavisi, pomoci normalového vektorového pole, na predpisu vloZeni podvariety do euklidov-

ského prostoru. Proto neni druhd zékladni plocha Casti vnitfni geometrie podvariety.

&

Cviceni 8.11.

Najdéte normalovy prostor nasledujicich podvariet pro kazdé p € M

1 S2={(x,y2) eR: x> +y*+2 =1}

2. H* ={(x,y,2) € R3:x?+y? -2 = 1}

Reseni. Ob& podvariety jsou kodimenze 1, proto jsou jejich normalové prostory jedno

dimenziondlni. VyuZijeme vysledkt z minulého ptikladu, konkrétné

r, Xr,
n—=- —
|ry X 1y

1. Nejprve parametrizujeme sféru pomoci sférickych soutfadnic

X =cos@sinf,
y=sin@sinf,

z7=-cos0.
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kde ¢ € (0,27) and 0 € (0, ). K spoéitani normdlového vektorového pole musime
spocitat derivace parametrizace vhledem k soufadnicim

—sin¢@sin O cosQcos 0
ro=| cos@sinf |, rg = | singcos@
0 —sin6

Spocitame jejich vektorovy soucin
i J k
ro Xrg = |—sin@sin@ cos@sinO 0 |=—sinOr

cos@pcosO sinpcosf® —sinb

Jednotkovy normalovy vektor proto je

ry XTIy —sin Or

n= rg x ro| T sinffr]

kde t je jednotkovy polohovy vektor.
2. V tomto piipadé je parametrizace

x =cos@cosh®,
y=sin@cosh,
z=sinh 6.

kde ¢ € (0,27) a 6 € R. Opét spocitime derivace parametrizace

—sin@cosh 6 cos ¢ sinh 6
ro= | cosgcosh6 |, rg = | sin¢sinh 0
0 cosh @
Vektorovy soucin je
i J k X
ro Xrg = |—sin@cosh6 cos¢@cosh6 0 =cosh® | y | =coshOF
cos@sinh@® sin@sinh® —cosh6 -z
X
kder= | y |.V tomto pfipadé je normélovy vektor
—Z
coshOfF .
r

1= cosho |F| -



Riemannuv prostor

Definice 9.1.

Riemannovou metrikou na varieté M rozumime hladké zobrazeni g: M — S%FT*M takové,
Ze pog =1idy, kde p je projekce v tensorovém bandlu S%FT*M, tj. p: S%rT*M —M,a S%FT
znadi prostor vSech pozitivné definitnich kvadratickych forem. Dvojice (M, g) se nazyva
Riemanntv prostor nebo Riemannova varieta.

Pozndmka. V lokdlnich soufadnicich x' na M ma g soufadné vyjadieni g = (gi ; (x))
8ij = &ji- PiSeme téz
8= Z glj dxldxj
i,j=1
nebo
ds? = Z gij (x) dx'dx/,
ij=1
kde ds znaci délkovy element na M.

Definice 9.2.
Délkou kfivky C, s parametrickym vyjadienim f(¢), ¢ € [a,b], od bodu f (a) do bodu f (b)

rozumime ¢islo
[ e (485,
S =
.\ \ar

Ma-li f soufadny tvar x' = x' (¢), pak plati

dx’ dx/
s = / \/Z gij (x(1)) 5~ dr- (9.3)

L, j=1

Odtud je patrno, Ze délka kiivky nezdvisi na jeji parametrizaci.

Definice 9.4.

Necht (M, g) a (M,g) jsou dva Riemmanovy prostory a nechf f: M — M je hladké zobra-
zeni. Pokud plati g (v,w) = g (T.f(v), T.f (w)) pro vSechna x € M av,w € T,M, pak fikdme,
Ze f je isometrické zobrazeni.

Véta 9.5.

—79—
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Je-li (M,g) Riemanniv prostor a f: N — M je imerse, pak f*g je Riemmanova metrika
na N. Jestlize f md soufadny tvar x' = f' (y”) a k = dimN, pak

i 9 fi
I IF 4 gy,

k n

Pqi,j=1

Véta 9.6.

Na kazdé varieté¢ M existuje Riemannova metrika.

Véta 9.7.

Pro pozitivné definitni kvadratickou formu je g: V — V* linearni izomorfismus.

Definice 9.8.

Nechf je (M, g) Riemanntiv prostor a f: M — R funkce. Vektorové pole g (df) := gradf,
kde ¢ je inverzni matice k matici metriky, nazyvdme gradient funkce f. Gradient ma
soufadnicové vyjadieni
; nodf
(gradf)' =) &'

=" ox

Definice 9.9.

Necht je (M, g) orientovany Riemannutv prostor, tj. varieta M je orientovana. Poté je kazdy
te¢ny prostor 7,M orientovany vektorovy prostor se skaldrnim skaldrnim sou¢inem a pro

Vv,

kazdou n-tici vektort vy, ..., v, € .M mame definovany vnéjsi soucin
Vi,...,vnl, €R.

Tento vnéjsi soucin zadava n-formu vol(g) : M — A" T*M, kterou nazyvame objemova
n-forma orientovaného Riemannova prostoru (M, g).

Véta 9.10.

V soufadné soustavé (x',...,x") souhlasné s orientaci (M, g) plati
vol (g) = \/det (g;;) dx! A+~ Adx".

Véta 9.11.

Cislo Volo, = |, 5, Vol (g) nazyvdme objem simplexu o, C (M, g) a plati

Vol(Gn):/---/ det (g;;) dx'...dx".
Ay
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Definice 9.12.

2 2
Mnozinu H? := {(x,y) eR? | y> O} s metrikou ds* = dxy;zdy budeme nazyvat horni
polorovinou.

Cviceni 9.13.

Necht (M,g) je n—rozmérnd riemannovskd varieta, x € M je bod na varieté, {¢;}7_; je
ortonormdlni baze T.M a {f}"_| je baze ptislusného dudlniho prostoru takovd, Ze plati

fl(e) = 5,-j .ProX € T:M a a € TM definujme tzv. hudebni izomorfismy

b: M —T'M, X =g(X,—),
8:T'M - TM, o =g(a,—).

Ukazte, Ze plati
g <X,an> =a(X) :g<Xba) :
Reseni. Nejprve pfipometime, jak se formy vy&isluji na vektorech, tj.
a(X)=o;f (X7e)) = X/ f/ (e;) = X' 8] = auX'.
Pro soufadné vyjadieni hudebnich izomorfisma plati
() = (%) 7 (e) =X’ () =& (X)) = X's (erne)) = X'y
(@) = (@) Fe) = 7 (o) =2 (. F') = g (7', /) = g
Pocitejme

<X, aﬁ) =X'gijg" op =X'6f oy =X'04 = (X)),

oQ

¢ (X.a) = Fgxa; = 5/XFoy = Xy = ().

Cviceni 9.14.

Uvazme horni polorovinu H?, aviak misto podmnoZinu R? ji chdpejme jako podmnoZinu
C s identifikaci z = x+1iy. Nechf A = ( Z Z ) je ¢tvercovd matice spliujici ad —bc = 1.

UkaZte, Ze mnoZina ¢tvercovych matic fddu 2 spliujici tuto podminku tvofi grupu, tzn.
specidlni linedrn{ grupu SL (2, R). Déle nechf je diano zobrazen{

v: SL(2,R) x H? — H?,

az+b
cz+d

(A,2) = Az =



9. Riemanniiv prostor 82

UkaZte, Ze toto zobrazent je (levd) akce grupy SL(2,RR) na mnoZin& H?. Na zavér uka’te,
7e SL(2,R) je grupa isometrii H?, tj. Ze kazdy prvek SL (2,R) zachovava tvar metriky
(d%z)* + (dS2)°

ds? =
(S2)?

Reseni. Operace v grupé SL(2,R) je maticové ndsobent, které je asociativni. Jednotkovy
prvek ziejmé jednotkovd matice. Podminka ad — bc = 1 neni nic jiného, nez detA = 1.
TudiZ inverzni prvek bude inverzni matice, ktera kvili podmince detA = 1 vZdy existuje.
Uzavienost grupy vyplyva z toho, Ze determinant soucinu matic je soucin determinantt
matic.

UkaZme, 7e zobrazeni y m4 jako obor hodnot skute¢n& H?. Po&itejme imaginarni &ast
Az,

az+b (az+b)(c2+d)) (ax+iay+b) (cx+d —icy)
Az = = = =
we=s () =S (et a) = co+aP
Y
ez +d|?

S((x2+y2)ac+(ad+bc)x+i(ad—bc)y+bd): >0

leztaf?
Akce - grupy G na mnozin€ X spliuje

€-Xx =X, VxeX,
(gh)-x=g-(h-x), YxeX, g heq,

kde e je jednotkovy prvek grupy. Pro jednotkovou matici plati E plati Ez = SLJF? =z. Dal

nechf B = ( Z Z~ ) € SL(2,R), poté plati
b A%t 4b  (aa+bc)z+ab+bd
B —pth T _larb)erdbibd_ ),
cz+d % 4d  (Catdc)z+cb+dd
tudiz y je skute¢né akce grupy na mnozinég.
Metriku miZeme pomoci znamych vztaht prepsat do tvaru
4 — (dRz)* + (d3z)* _dzdz
(32)° (S2)°
a ozna¢me w = Az. Z predchoziho pocitini vime, Ze
3z
w=———.
lcz+d|
Dile snadno dostdvame
dw_d<az—|—b> _adz(cz+d) —cdz(az+b)  dz
cz+d (cz+d)? (cz+d)*
dW—d(aZ+b) _adz(cz+d)—cdz(az+b)  dZ
cz+d (cz+d)? (cz+d)*
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Dohromady mame

dwdw dzdz cz+d|*  dzdz

Sw)?  (cz+d)(cz+d)? (3% (32

Cviceni 9.15.

Spoététe metriku indukovanou z R? se standardnim skaldrnim souéinem na

1. sféru S2,

2. anuloid T2.

Reseni. 1. Sféra je standardné parametrizovand pomoci Ghli ¢ € [0,27) a 6 € [0, 7],
konkrétné jako

X =cos@sinf,
y=sin@sin0,
z=cos0.
Ptislusné diferencidly jsou
dx = —sin¢@sin0d¢ +cos @ cos 0d0,
dy =cos@sinfd¢ +sin@cos0do,
dz= —sin6do.

Po dosazen{ do vyrazu pro délkovy element v R3, tj. ds? = dx? +dy? +dz?, ziskdme délkovy
element v indukované metrice

ds? = sin?> 0 do? +d6>.
2. Anuloid je standardné parametrizovan pomoci Ghla ¢ € [0,27) a 6 € [0,27), konkrétné
jako
x=(R+rcos0)coso,
y=(R+rcos)sing,
z=rsin0,
kde R > 0 je vzdalenost stfedu trubice od poc¢atku soufadnic a r > 0 je polomér trubice.
Piislusné diferencidly jsou
dx=—(R+rcos0)sinpdp —rsinpcos 6d0,
dy = (R+rcos6)cosde — rsinOsinpdo,
dz =rcos0d0.

Po dosazeni do vyrazu pro délkovy element v R3 ziskdme

ds? = (R+rcos0)? do® + > d6?.
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Cviéeni 9.16.

Spoététe metriku na sféfe S? ve stereografické projekci.

Reseni. Stereografickd projekce na rovinu s kartézskymi soufadnicemi (u,v) je ddna jako

B 2u B 2v B w+v:—1
T2 YTt Tt
Ptislusné diferencidly jsou
2.2 2
u+vo+1)—2u 4
ar— 2 ) —du———_dy,
(U2 +v2+1) (U2 +v2+1)
4 w2 4+1) =272
dy:—%du-lﬂ( ) —dv,
(U2 +1v2+1) (u>+v2+1)
_ 4udu+4vdv
2 +v24+1)%
Po dosazeni do vyrazu pro délkovy element v R3 ziskdme
4
ds® = ————— (du® + dv?).
s (u2—i—v2+l)<u +dv?)

Cviéeni 9.17.

Spoctéte délku kruznice
(x—a)*+(y—b)’ =1,
kdea,pbeRar>0v
1. v R? s metrikou

4
2 2 2
ds _—(x2+y2+1) (dx +dy )

2. v horni poloroviné s omezujici podminkou b > r.

Reseni. V obou piipadech dostaneme podobny integril, proto ho nejdiive obecné spoci-
tejme. Pro , B,y € R mame

_/w dr _/w dr
e a2 4Bty _oo< B \2, &

\/&l‘—Fm) +6

kde 8 = y— £ Dle

YR e
0 _oo<\/gt+ “dt ds 08 J—o 57 +1




9. Riemanniiv prostor 85

1. KruzZnici si parametrizujeme pomoci thlu ¢ € [0,27) jako

X=rcosQ-+a
y=rsin@+b.

S vyuzitim vzorce pro délku kiivky dostdvame integral

2 2 (in2 2
S:/ n ( 4r% (sin” @ +cos? @) _do.
0

1+ (rcos @ +a)* + (rsing +b)2>

Integral budeme feSit pomoci universélni substituce ¢ = tan %, dostaneme

1 dr

s:4r/ — poa —
(142 a2 +02) +2r [a (55 ) + 205 | P F
dr

=4
r/_oo (1+r24+a2+b*—2ra) - t2+4rb-t +(1+r2 +a>+b*+2ra)’

coz je integral I pro oo = 1 +r?+a*+b*—2ra, B=4rbay=1 +r2 4+ a? + b+ 2ra, tudiz
délka kruZnice je
drr

S =

\/(1 2+ a2+ b2)? —4a2r2 — 4p2p2
2. PouZijeme stejnou parametrizaci jako v pripadé 1. Po dosazeni do vzorce pro délku

kiivky dostaneme
2n d
s=r [
0o rsinQ@+b

Opét pouZijeme univerzalni substituci a vzorec pro vypocet integrdlu I ze zacatku feSend,

dostavame
dr 2rm

:2 p—
g r/_oo bt2 +2rt+b b2 — 2

Cviceni 9.18.

Spoctéte objem a povrch anuloidu.
Reseni. Vyjdeme z vysledku Pfikladu 9.15. Objemova forma poté je
vol(g) =r(R+rcos0)de Ad6.

Integraci ptes ¢ € [0,27) a 6 € [0,27) obdrZzime

2n /2@
S:/ / r(R+rcos0)dpd — 472rR.
0 0
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Objem muizeme zjistit dvéma zpusoby, bud budeme v Pfikladu 9.15 povazovat polomér r za
soufadnici, 7 € (0,r] a budeme opét indukovat metriku na plny anuloid z R3, nebo vzorec
pro povrch anuloidu zintegrujeme pies v’ € (0,r]. V obou piipadech na zdvér dostaneme
integral

-
V= 47172R/ Ydr =212 r2R.
0

Cviceni 9.19.

Ukazte, ze R"” pro n > 2 ma v tzv. hypersférickych soufadnicich, tj. soufadnice
(r,91,...,0,—1) dané jako

X1 = rcos @y,

Xy = rsin@ cos @,

Xp—1 =rsin@...sin@,_>cosP,_1,
Xp =rSin@q...sin¢, _o>sing,_p,
kder >0, ¢y,...,¢0,_2€[0,7) a ¢p,_; € [0,27), metriku tvaru
n—1 [i—1
ds? = dr? +r? Z sin’ 0; do?.
i=1 \j=1

J

Re§eni. Diikaz provedeme indukci vzhledem k dimenzi. Pro n = 2 mame obvyklé polarni

soufadnice s metrikou
ds3 = dr? + r2d¢?.

Predpoklddejme, 7e metrika v hypersférickych soufadnicich (r,¢1,..., ¢, 2) na R"~! ma
tvar

n—=2 (i—1
n 2, 2 .2 2
ds' ,=dr+r Z Hsm ¢; | do;,
i=1 \j=1
a uvazme na R” soufadnice (¥y,...,%,), které jsou ddny jako

X1 =x1,

Xpo = Xn—2,
Xp—1 = Xu_1€0S ¢n71,
Xn = Xp—18In @, 1,

kde (xi,...,x,_1) jsou kartézské soufadnice na R"~! a ¢, | je pfidand hypersféricka
soufadnice. Délkovy element v R" je

ds? = dil 4 - + 72
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Dosad'me do né&j pfislusné diferencidly a pocitejme

ds? =dx? + - +dx2 ,+dx2  cos’ ¢y + x> sin® @, do> | —
— 2X,_1 08 @1 sin @, dx,_1d¢,_ +sin’ @, dx> | +x2_;cos’ P, 1do> |+
+ 2x—1 €08 @1 SIn Py dxy—1 A1 =
n—2 [i—1 n—2
= dsﬁ,l +x,%,1 d(]),%,l =dr* +7° Z H sin’ 0; d(])i2 + 72 H sin? 0; dq),%,l =
i=1 \j=I j=1
i—1
[1sin*¢; | do?.
i—1

]:

n—1
=dr?+ 72 Z (
i=1

Cviceni 9.20.

Uvazte Riemanniv prostor (R?,g), kde g je metrika z Pfikladu 9.19. UkaZte, jak vypadé
gradient funkce f v tomto prostoru.

Reseni. OznaCme ¢ := r. JelikoZ je metrika diagonalni, inverzni metriku ziskdme snadno,

1 1
~00 =11 =22
= 17 = -, = >\
8 8 28 r2sin® ¢,
Soufadnice gradientu potom jsou
af . L af 2 1 af
d 0 = — d = === d = - .
(eadf)’ = 50 (ad)' = 30 (@dfP= oS

Cviceni 9.21.

Spoctéte ,,povrch* a ,,objem* n rozmérné koule o poloméru R.

Reseni. Nejprve budeme poéitat , povrch® n rozmérné koule o poloméru R, tj. budeme
pocitat objem n — 1 rozmérné sféry o poloméru R. VyuZijeme vysledku Piikladu 9.19.
Metrika indukovand na sféru z R” je

n—1 [fi—1
dsg =R*Y (H sin® ¢j) de;.
i=1 \j=1
Objem je poté dan jako integrdl pifes cely prostor parametrii z objemové formy, tj.

z odmocniny determinantu metriky,

2n rm T
Rnl/o /0 /0 sin" 2 ¢ sin" > ¢y ...sinQ,_>dg;dg, ... do,— =: Sp(n—1).
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Tento n — 1 rozmérny integrdl nebudeme pfimo integrovat, ale vyuZijeme znalosti integralu
z Gaussovy funkce. Vime, Ze plati

I::/ e‘z7:1xt'2dx1...dx,,:7r”/2.

Pokud tento integrdl misto v kartézskych soufadnicich provedeme v hypersférickych sou-
fadnicich, obdrzime

o r2W [, T 5
1:// // e " M lsin" 2 ¢y sin" 2 .. sing,_rd dgy ... A, dr =
0o Jo Jo 0
:Sl(n—l)/ e gy
0

Dile integral pres r upravime na

oo 2 oo
—7‘2 n—1 r- =t l/ . " 1 (I’l)
/0 € r r ‘ > 0 € > 3 y

kde I'(n) je gama funkce. Kombinaci obou vysledkt integrdlu I dostdvame, Ze objem
jednotkové n — 1 rozmérné sféry je

2rdr =dt

271-11/2
Si(n—1) = ——=.
(%)
Ziejmé S~ ! o poloméru R bude mit objem
27rn/2
Sg(n—1)=="—R"1
r(2)

Objem n rozmérné koule zjistime jiz snadno, sta¢i si v§imnout, Ze v metrika pro n roz-
mérnou kouli pfibude pouze zdvislost na r. Proto zintegrujeme Sg (n— 1) pfes polomér,
4.

27.5;1/2 nn/2

Ve(n) = /Rs,(n— 1)dr = R = R".
0 nl (%) C(3+1)

Cviéeni 9.22.

Uvazte sféru S? s metrikou indukovanou z R3. Najdéte k¥ivky, které sviraji se viemi
poledniky, tj. kfivkami tvaru

PO =@y @ =conste [0,27),
6=t, t€(0,m),

stejny uhel.
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Reseni. Ozna¢me hledanou kiivku jako () = (¢(z),0(t)). Te¢ny vektor k polednikiim
ma tvar p = (0, 1). Nechf B = const € (0,7) je thel, ktery sviraji kivky I(¢) a p(). Poté
plati .
Y
cosf} = 8 (1.0) —,
8(p,p)-8(l,1)

kde g je metrika. Dosadime do toho vzorce te¢né vektory ke kiivkéach, dostaneme

cosf = 6 . (9.23)
\/ 02 +sin” 6 2
Z jmenovatele dostdvdme podminku
6% +sin® 09> £ 0. (9.24)
Rovnici (9.23) upravime na "
0% +sin” 0> = coz2 5 (9.25)

za pfedpokladu B # Z. Pro B = % dostaneme z (9.23) 6 = const a z podminky (9.24) zjis-
time, Ze ¢ = At + B, kde A, B € R. Tyto kiivky jsou rovnobézky na sféte, které samoziejmé
vzdy sviraji s poledniky pravy uhel. Pokracujme v tdpravach rovnice (9.25)

. _ , 62 (sin® B + cos® B
67 +sin® ¢* = ( cos? B ) ,
sin” 8¢ = 6% tan’ B,
¢? B tan’ 8
02 sin’0’

Miizeme vyloucit parametr ¢ a odmocnit, dostaneme diferencialni rovnici tvaru

d tan

a@_ : B ,

do sin 0
ktera ma reseni

teotanfB (¢ +a)=1In <tang> ,

kde o € R je integracni konstanta. Kfivkam, které sviraji stdle stejny thel s poledniky, se
k4 loxodromy a mély velky vyznam pro ndmotni navigaci ve stfedovéku. o



Paralelni prrenos vektorovych poli

Definice 10.1.

Necht (M, g) je n-dimenziondlni Riemannovska varieta a x', i = 1,...,n jsou lokalni sou-
fadnice na ni. Veli¢iny

1n
k ~kl
Iij—iz 8

=1

dgi X dgi; B dgij
ox/  oxt oxl )’

kde ¢ je matice inverzni k matici metriky g, budeme nazyvat Christoffelovy symboly
Riemannovy metriky g.

Definice 10.2.

Rekneme, Ze vektorové pole v(t) = (v/(t)) podél drahy p(t) = (p(t)) se paraleln& prendsi,
jestlize plati

+Zr Wi o
J.k=1

Definice 10.3.

Pro soustavu v(¢) te¢nych vektord podél drahy p(¢) na Riemannové varieté (M, g) definu-

jeme jeji kovariantni derivaci Vv dg) = (Vg—t@> soufadnicovym predpisem

\%% dv L dp
F
dr o dr * Z dr

Definice 10.4.

Kovariantni derivaci vektorového pole Y vzhledem k vektorovému poli X na Riemannové
varieté (M, g) rozumime vektorové pole VxY se soufadnym vyjadienim

o) = ¥ (55 mr ) X,

Jk=1

kde x € M.

Véta 10.5.
Pro libovolné vektorovd pole X,Y na M a funkci f: M — R plati

—90—
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1. Vy (Yl —|—Y2) = VxY| + VxYs,
2. Vx (fY)=(Xf)Y + fVxY,
3. VX1+X2Y=VX1Y+VX2Y,

4. VxY = fVxY.

Definice 10.6.

Zobrazeni V: ZM x M — XM, (X,Y) — VxY, které spliuje 1. - 4. z Véty 10.5,
nazyvame linedrni konexe na varieté M,

Definice 10.7.

Linearni konexi z Definice 10.4 nazyvame Levi-Civitova konexe Riemannovy metriky g
na varieté M.

Definice 10.8.

Tensorové pole VY typu (1,1) nazyvdme kovariantni diferencidl vektorového pole Y.
Soufadnicové vyjadieni je
. ayl n
T i
(VY>.i ~ oxi + Z Fk]

Definice 10.9.

Nechf (M,g) je Riemannova varieta a f: M — R funkce. Zobrazeni f — Af zadané
v soufadnicich jako

zn: (Vgrad f

nazveme Laplacelv operator .

Definice 10.10.

Drahu y: I — M, kde I C R, nazyvame geodetickd draha linearni konexe V, jestliZe se jeji
tecny vektor %’ paralelné prendseni podél v, tj. plati

Vi ¥(t) =0.

Véta 10.11.

Geodetick4 drdha y(t) = (x'(¢)) je urcena soustavou diferencidlnich rovnic 2. fadu

d2xi n d)CJ dxk
F =0, i=1,...,n
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Véta 10.12.

Je-li y(t) geodetickd drdha na M, pak drdha y(at + b) je rovnéZz geodetickd drdha pro kazdé
a,b eR.

Definice 10.13.

Kfivku C C M nazyvame geodeticka kiivka linedrni konexe V (nebo geodetika), jestlize
existuje takova jeji parametrizace y(t), kterd je geodetickou drahou.

Cviceni 10.14.

Spoctéte Christoffelovy symboly pro

1. R3 ve sférickych soufadnicich a sféru S? s indukovanou metrikou z R3,
2. anuloid T? s indukovanou metrikou z R3,
3. horni polorovinu, tj. H? = {(xl,xz) € R? |x2 > 0}, s metrikou ds? = (xz)_2
(@) + (@2)?).
Reseni. 1. Sférické soutadnice jsou ddny jako

x=rcos@sin0,
y=rsin@sinf,

z=rcos0.

PouZzijme oznacenl ri= (po @' := @ a ¢ := 0. Nenulové komponenty metriky jsou ggo = 1,

g1 =r sin? 0 a 82 = r , tzn. nenulové komponenty inverzni matice metriky jsou g% =1,
g = m a 22 = r~2. Christoffelovy symboly ziskdme pifmo z definice,
(28t (3 -)
S E (5 ) -3 (S 5 - ) o

s E (5 ) -3 (B 5 ) o
o5 (- 3) - (G - T e
R Rt )R
et (s ) e G o ) =
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1 & i (980  dgio  9goo 1 dgo1  dgio 9L
IR w ST i 0 _ 1. B _
fo =3 18 (&w*a«po a«pf) 2% (aw*awo aqﬂ) o
1 & i (980  dgn  9go 1 dgor  dgi  dgoi
1t ~1i i il :_~11 - —

fo =318 (8<p1+a<p0 a«pf) 2 (a<p1 T30 aqﬂ)
1
= — 2rsin? 9—
2 r2sin?
1 & i (9800 982 g0 1 11 (9801  9gi2 9gn
1 _ = 1i i l — _ —
for =5 1,8 (aqﬂ Fo¢0 aw) f (aqoz 290 aqﬂ) "
1 & ;i (9g1  dgn  dgn 1 1 (9811  9dgn 9dgn
| 1i ! ! — _ —
=3 %8 (aqﬂ "ol a«pl) ¢ (aqol T ¢! aqﬂ) "
1 2 (98 3812 Cdgin\ 1y (dgu  dgin dgin) _
r ——Zg ==g - =
12 25 2¢? 8(p1 8(pl 28 202  do! Jo!
:% 5 2921’ schosG— g
14 Sln
r! :1241 982 9812 agzz 1 1 agzl dgiz  dg» 0
2 2 & 3(p 02 ¢ 8 2002 99! ;

i (980i  dgio  9gw 1 5 (9802  9g0 Iguwo
— 2i _ — — 22 — e
Hoo =3 gg (Bq)() "9 a9 ) T35 a0 g0 992 ) T

o L& (g0 dgit 9gor\ _ 1 5 (dgox  dgn  dgoi
FOI_ZZ’g ! +<9(p0 o 2 dpl 90  J?

o1& (980 dgn  dgm _142 dgo> , g dgm\ _11_
FOZ_ZIZ(’)g 2 +8(/)0 201 ) ~ 2% \ 992 T 990~ 9¢? _2r22r_
1
=,
o L& (91 dgn g\ 1 5 (dgnn  dgn  dgu _
r“_zl.;)g ! +<9q)1 o —2f o'?(p1+8(p1 202 )
:—E—ZZrzsinecosez—sin900s9,
.
1 & L, (dgii dgin 0 1 0 d 0
o Iy 0081 dgn dgnn\ _ 1. (dgnn dgn dgn) _
Flz‘zi;)g (aqﬂ 99! aw‘) 2 <a<p2 99! a<p2> >

L& o0i (08 g dgn\ 1 5 (dgn  dgn dgn)
Fzz_z,g’)g (9<p 25992 a9 ) 28 997 o9 097 ) T

Dostali jsme tedy Sest nenulovych Christoffelovych symbolt. Christoffelovy symboly na

x> 9

sféfe S? ziskdme jiz snadno, kdyZ “zapomeneme”soufadnici r, tj.

| cos@
12=

- 2 = —sinOcosH.
sin@’ 1
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2. Opét pouzijeme oznaeni @' := @, @* := 0. Nenulové komponenty metriky a inverzn{
o _ 2 _ 2 sl 1 21 L ctainX
metriky jsou g1y = (R+rcos0)°, goo =r-, g = Rireosd) ag . JelikoZ stejné

jako v minulém piipadé plati g1; = g11(0) a gz = const, nenulové budou pouze dva
Christoffelovy symboly,

1y <agli dgn 3812) _ 1.y (3811 +9g12 9812)

12738 002 " dol  J¢ 28 992 ' dol  Jgl )
_ 12(R+rcos@)(—rsinB) rsin@
-2 (R+rcosB)? ~ R+rcos6’
2 Loi(981  dgit den) _ 1. (dsn n dga dgn ) _
=78 dpl  dop!  Joi 2 dpl  do!  Jo?
12(R 0)(—rsin 1
=—= (R+rcos6) (—rsin6) = —(R+rcosB)sin6.
2 r? r
3. Nenulové komponenty metriky a inverzni metriky jsou g1 = g2 = (xz) 22 g =g2=
(xz)z. Christoffelovy symboly jsou
1 (981  dgn dgu
1—*1 — S ali ! [ i =0
11 =3¢ (8)61 T T ox ’
rl, = l~1i dgii , 9dgi _ g1 _ 1 410811 1( 2)2 -2 _ 1
12728 \ 92 T ox T 4 2° odx2 2 (x2)* x2’
1 1 (98i dgn Jdgx
L, =-g' l L2222 ) =0
2=3¢ (8x2 ox*  Jx ’
1 5 (dgu dgn dgn 1 5 dg1 1 2 2 1
2. — L2 i iL_ o8 1sm08u 1o _ L
11 =358 (axl T T ox 28 92 2 () (x2)> ¥
1 (981  dgin dgi
7, =g ’ Lo 222) =0
12= 3% <8x2 ox!  Jx ’
2 _ Lo 98 98 9gn\ _ 1 pdegn 1 (x2)2 -2 __1
2728 \ 92 T 92 oy 2° oxr 2 (x2)* x2
o
Cviceni 10.15.

Uvazte rovinu R? v kartézskych a v poldrnich soufadnicich. Najdéte vektorové pole vy-
jadrené v téchto soufadnicovych systémech, které vznikne paralelnim pifenosem te¢ného
vektoru kiivky o (7) = (x(¢),y(¢)) = (cost,sint), t € [0,27), v bod€ ¢t = 0, podél samotné
ktivky.

Reseni. Kfivka je v poldrnich soufadnicich (r,) ddna jako opoi(t) = (1,2), t € [0,27).
Te¢ny vektor v nule je pro kartézské soufadnice 6(0) = (0,1) a pro poldrni Gp01(0) =
(0,1). Necht X je hledané vektorové pole v kartézskych soufadnicich, jelikoZ jsou vSechny
Christoffelovy symboly pro kartézské souradnice nulové, rovnice pro paralelni pienos jsou

jednoduché .
X'=0.
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S uvaZzenim pocatecni podminky dostavame, Ze hledané vektorové pole je podél celé piimky
konstantni a je rovno

¥ = d
=3
V polarnich soufadnicich nebude situace tak jednoduchd jelikoZz dva Christofellovy sym-
boly jsou nenulové, konkrétné I'p, = —r a F;p(p = r~!. Necht Xpol je hledané vektorové

pole, rovnice paralelniho pfenosu poté jsou

(ool + T (0(1) 620X =0 = Xjoy =X, =0,
X0, T8 (0(0) (620X + 6" (0X%)) =0 = X+ Xp =0.

Tuto soustavu s poc¢atecni podminkou vyfeSime a obdrZzime vektorové pole

d
Xpol = SINt—— + COSt——

ar 20

Vidime, Ze vektorové pole v polarnich soufadnicich méni podél kiivky sviij smér. Ze jsou
obdrzené vysledky ve shodé¢ miiZeme snadno ovéfit pomoci transformace soufadnic, tj.

. Ox dx
X' = 8}’( pol( ))X ol T 8(p(GpO](> pol —

)X,
:cOS(p(Gpol(t))smt—i— —rsin@) (Gpoi(t)) cost = costsint — sint cost = 0,

(
) X

dy
X’ = E (Gpol( ))X 01+ (Gpol l‘)
= sin@ (Gpoi (1)) sint + rcos Q) (Gp(,l )) cost = sin®¢ +cos®t = 1.

Cviceni 10.16.

Uvaite sféru S? s metrikou indukovanou z R>. Reste rovnice paralelniho pfenosu podél
rovnobézky

y: o=t, te€][0,2mx],
0 =6y, 6y=conste (0,m).

Pro libovolny vektor v(0) € Ty(o)S2 najdéte matici A, pro kterou plati
v(2m) = Av(0),

kde v(2m) € T,,(z,r)S2 = Ty(O)S2 je obraz v(0) po paralelnim pfenosu a urlete Ghel mezi
nimi. Nakonec ukazte, Ze matice A zachovava skalarni soucin v TY(O)SZ.
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Reeni. Christoffelovy symboly zndme z Piikladu 10.14, rovnice pro paralelni pfenos jsou

dv?
ALY N
dr sin

dv?

—— —sinfycos Bpv? = 0.
dar S1n G COoS oyv

Pokud prvni rovnici zderivujeme a dosadime do ni v® z druhé rovnice, ziskame rovnici
¥ +cos? 6pv? =0,

kterda m4 reSeni
v? = Asin (tcos 6y) + Bcos(tcos ),

kde A, B € R. Dale snadno ur¢ime i druhou soufadnici vektoru v

v® = —Asin 6 cos(t cos 6y) + Bsin Oy sin(z cos 6).

Uréeme integra¢ni konstanty A, B. Nechf v(0) = (a,b), kde a,b € R, pak

a=v?(0) =B,
b =1%(0) = —Asin 6y,
a celkové mame
VP =— in 0y sin(r cos 6y) +acos(zcos 6p),

% = beos(rcos By) + asin By sin(z cos 6).

Tyto dvé rovnice (pro t = 27) miZeme snadno napsat v maticovém tvaru, ¢imz dostaneme
hledanou matici A,

2= (0am) ) = smaramomen S (5)=»0
vo(2m) sin B sin(27cos By) cos(2mcos Bp) b '

JelikoZ je prostor T,,(O)S2 vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem danym matici

_ [ sin’6y 0
g_ O 1 )

odchylku o vektoru od jeho obrazu po paralelnim ptfenosu zjistime podle zndmého vzorce

£ (v(0),v(21)) |
Ve ((0), (v(0) -5 (v(27), v(21)

Po provedeni maticového ndsobeni zjistime, Ze

CoOSOX =

o = 2mcos 6y,
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coz pro rovnik znamend, Ze se bude vektor v(0) shodovat se svym obrazem. To, Ze matice
A zachovava skalarni soucin v TJ,(O)S2 znamena, Ze pro libovolné dva vektory u,w € T,,(O)S2
plati

g(Au,Aw) = g(u,w).

Maticové zapsano,
(Au)" g(Aw) = u” gw.

Jelikoz jsou vektory u, w libovolné, musi platit
AlgA=g,

coz se dd jednoduse ovéfit provedenim maticového nasobent. o

Cviceni 10.17.

Uvazte linedrni konexi V na R? s nulovymi Christoffelovy symboly, aZ na symbol 1“51 =1.
Spocitejte paralelni pienos te¢ného vektoru 6(0) ke kiivce

o(t)=(-3e"+8,1-2)
podél této kiivky. Je o(t) geodetika?
Reseni. Te¢ny vektor podél kiivkyo (¢) je 6(¢) = (3e ", 1), pro ¢ = 0 pak konkrétn& 6 (0) =
(3,1). Necht je Y (¢) hledané vektorové pole, rovnice pro paralelni pfenos jsou pak tvaru
.. 2 . .
vi+ Y ryick=o.
Jk=1

Jak vidime, Christoffelovy symboly nejsou symetrické ve spodnich indexech, proto si
musime dét pozor na poradi. Po dosazeni do rovnic pro paralelni pfenos dostaneme

Y!4+3y% =0,
Y?=0.

Druhou rovnici miiZeme rovnou zintegrovat a po uvazeni poc¢atecni podminky dostaneme
Y2 = 1. Toto dosadime do prvni rovnice, opét pifmo zintegrujeme a uvdzime pocateéni
podminku. Celkové dostaneme, Ze vektorové pole, které se paralelné pfenasi podél o (7) je
tvaru

Y =(3e7,1),
coz je pole stejného tvaru jako pole te¢nych vektorti 6(¢) ke kiivee o (t), proto je o (t)
geodetika. o
Cviceni 10.18.

Necht f je funkce na Riemannové varieté (]R3, g), kde g je metrika ve sférickych sourad-
nicich. Urcete Af.
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Re§eni. Nagim cilem je spoéitat
" ! rad
:Z Vgradf :Z( g f) +Zrkl gradf) )
i=1 i=1 k=1

Gradient ve sférickych soufadnicich jsme pocitali v Piikladu 9.20, Christoffelovy symboly
mame z Ptikladu 10.14. Déle snadno

J (gradf)”  J(gradf)®

— ¢ r ¢ 0
Af = 3, + 70 + g (gradf) +T g (gradf)” +
d (gradf)®
4 2ERU) 1, (araay) =

_9%f I 3*f 19f cos® of 13°f 1df
_8r2 rzsin298(p ror r’sin0d@ 2962 ror

r2 &r ar r2sin@ 06 s d0 r2sin® 6 d @2’

Cviceni 10.19.

Naleznéte geodetiky
1. na sféfe S2,

2. v horni poloroving, tj. H* = {(x',x*) € R? | ¥* > 0}, s metrikou ds* = ()62)_2
(@) + (@2)?).
Reseni. 1. Nenulové Christofellovy symboly jsou I’ ze =cotan@ a I g(p = —sinfBcos 6.

Geodetiku y budeme hledat ve tvaru y(z) = (¢(z),0(t)). Geodetické rovnice jsou

9
PHAL0=0 = q)+2 o8

(pe 0,
0 +F2,(p<p =0 = 6- sm@cos@(p .
Prvni rovnici vyndsobime sin? 0, dostavame
@sin” @ +2sin O cos 09O = 0,
% (<p sin’ 9) =0,
¢ sin? @ = C,
kde C € R. Z této rovnosti mizeme vyjadfit ¢ a dosadit do druhé geodetické rovnice,

cos 0

6 —C? = 0.

sin> 0
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Tuto rovnici vynasobime 26 a podobné jako piedtim upravujeme

Lo 0 .
266 —20>"2" 6 — 0,
sin” 0
d .
— (62 +C200tan26) =0,

dr
62 4+ C%cotan’6 = Kz,

kde K € R. Dale vylou¢ime parametr ¢ a geodetiku budeme hledat v implicitnim tvaru, tj.

do 6 sin’0

0-6- C v K2 — C2cotan?6. (10.20)

Pro C = 0 dostdvame k¥ivky () = (const, Kz +const’), coZ jsou poledniky na sféfe. Vraime
se k rovnici (10.20), tuto rovnici zintegrujeme. Jeden integral je trividlni, druhy vyfeSime

/ Ccdeo / de cotan0 = x
= - do —
sin? 0v/K2 — C2cotan26 sin? 0v/K2C~2 — cotan26 i
/ dx . X N (
=— | —— = —arcsin——— +const =
VK2C-2—x2 K*C2

. an 0
= —arcsin ——— -+ const,

K2C

s tim, Ze integra¢ni konstantu pfiddme do integra¢ni konstanty druhého integrdlu. Dohro-

mady dostdvame
cotan 0

KXC2
Po dalsich jednoduchych tpravich dostaneme rovnici geodetiky ve tvaru

—arcsin ¢ +B.

K?cosBsin 6 sin @ +K? sinBsin 0 cos @ +C%cos0 =0. (10.21)

Pro lepsi piedstavu, o jaké kfivky se jednd, miizeme piejit nazpét do R3, tam budou tyto
kiivky leZet na rovinach
ox+PBy+6z=0,

kde o, B a & jsou piislu$né konstanty, tj. roviny prochézejici stfedem soustavy soufadnic.
Geodetiky v R3 tedy leZ{ na priniku sféry s rovinami prochazejicim stiedem, tj. geodetiky
na sféfe jsou jeji hlavni kruznice. Vidime, Ze v implicitni rovnici (10.21) je zahrnut i pfipad
C =0, ktery popisuje poledniky.

2. Nenulové Christoffelovy symboly jsou I'}, = — (x?) - I3 =(x?) a I,=—(x% -
Geodetiku y budeme hledat ve tvaru ¥(r) = (x'(¢),x*(t)). Geodetické rovnice jsou

21 .2
#feorbilit=0 = xl—zxx—jzo,
.1\ 2 .2\ 2
N N I N e
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, .. w1, 2 P
Prvni rovnici vydélime (xz) , dostavame

> =C, (10.22)

kde C € R. Z tohoto vysledku miZeme dosadit ' do druhé rovnice, kterou vyndsobime
. -2 P
2%2 (xz) , dostavame

) .2\ 3
PRI voo TR NCS
(2)? 2>
d (x2)2 2/ 02\
dt ((x2 zHCE) ) =0
.2\ 2
) +C () =D?, (10.23)
(x2)?

kde D € R. Kombinaci (10.22) a (10.23) mtizeme vyloucit parametr 7 a hledat geodetiky v
implicitnim tvaru. Po vylou¢eni parametru dostaneme rovnici

a2\> 2\ D2
(ﬁ) :(F) “ewr (1029

Pro C=0 dostdvdme geodetiky ¥(r) = (const, Ee”"), kde E > 0, coZ jsou polopfimky v
horni poloroviné kolmé na osu x. Vratme se k rovnici (10.24). Po zintegrovani této rovnice
dostaneme

D2
-
kde S € R je integracni konstanta. Tuto rovnici uz jen ptepiSeme do tvaru

(=) + () = (’g)z

Vidime, Ze geodetiky jsou kruZnice se sttedem v bodé [S,0] a s polomérem DC~!, o

(x2)2 =x' -,

Cviceni 10.25.

Uvazte R? s linedrni konexi V a kiivku o(¢) = (const,y(t)), kde y(¢): I — R je hladkd
funkce. Najdéte podminky na konexi V, aby kazda kiivka tvaru o(¢) byla geodetika.
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Reseni. Musime zarudit, aby rovnice geodetik, tj.
. 2 . . k
. ik
6'+ ) I'ie/c" =0,
jk=1

byly splnény pro vSechny funkce y(¢). Derivace kiivky o (¢) jsou 6(¢) = (0,y(¢)) a 6(¢) =
(0,3(¢)). Po dosazeni do rovnic geodetiky dostaneme

1—%2)) = 07
J+T5y=0.
Vidime, Ze podminka na konexi V je F22 =0. o

Cviceni 10.26.

JelikoZ geodetiky jsou kiivky na Riemannové variet¢ dimenze n, které maji mezi dvéma
body nejkrats$i vzdélenost, daji se dostat 1 minimalizaci délky kiivky, tj. minimalizaci
integralu (9.3). Jelikoz délka kiivky x(z) je ddna integrdlem, nutnd podminka pro extrém
integrdlu je, Ze integrand L(x(t),x(¢),?) spliiuje tzv. Eulerovy-Lagrangeho rovnice

4oL _aL
dt ok Ixk’

Ukazte, Ze pro kiivku x(¢) a integrél (9.3) jsou Eulerovy-Lagrangeho rovnice pravé rovnice
geodetiky.

=1,...,n.

Reseni. JelikoZ je odmocnina na intervalu (0, o) rostouci funkce, nemusime ji pfi mini-
malizaci uvazovat, tudiZ mame

L(x(z Z X(0)x7 (1)8ij(x(2))-

i,j=1

Zacnéme s pocitdnim derivace 2 P 9L Tato derivace nebude nulov, pouze pokud se indexy
i nebo j budou rovnat k, to lze zapsat napiiklad pomoci Kroneckerova 0, tudiz

OL N~ (dy si iy si) ¥ o y
i ) (x gijo; +x gij5k> =) dgu+ Y e
=1 i=1 =

Derivace tohoto vyrazu podle ¢ je
d JL 1 glk &g]k
a9k ngzk+2xgkj+ ]ZI<1 H_Jaz .

Diky symetrii metriky miZeme prvni dvé sumy v tomto vyrazu zapsat do jedné. Prava
strana Eulerovych-Lagrangeho rovnic je jednoducha

agl} 1 _]
-y ENE

i,j=1
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Porovnanim obou stran dostaneme

e,
22X81k+ Z ( aglk X 43 22 g]k ) Z gilk] ()

i,j=1

Celou tuto rovnost miiZeme vyndsobit } 7', §'* a pievést pravou stranu na levou, dostaneme

k(agik+agjk agl/) xJ:O.

ox;  oxi oxk

Vidime, Ze jsme opravdu dostali rovnici geodetik. o



Torze a krivost linearni konexe

Definice 11.1.
Zobrazeni T: Z M x XM — Z M definované vztahem

T(X,Y)=VxY—-VyX—[X,Y], X.Ye2M

nazyvame torse linedrni konexe V na M. Soufadnicové vyjadfeni vektorového pole 7' (X,Y)
v lokalnich soufadnicich je

. n . . . .
(T(X,¥) = Y, (Ti=Th) X7¥.
Jk=1

TudiZ T je tensorové pole typu (1,2), které ma soufadny tvar

i i

Definice 11.2.

Jestlize T = 0, pak fikame, Ze je V linearni konexe bez torse.

Pozndmka. Levi-Civitova konexe Riemannova prostoru je bez torse.

Definice 11.3.
Zobrazeni R: ZM X M x M — Z M dané predpisem

R(X,Y)Z =VxVyZ—-VyVxZ— V[X,Y]Za X.,Y.Z e 2M

se nazyva kfivost linedrni konexe V na M. Kfivost linedrni konexe je tensorové pole typu
(1,3) se soufadnym tvarem
i i . n
i J Ul o arl}

_ i h i v
M= W+};<thrlk_ hkrlj)'

Véta 11.4.

Je-1i V linearni konexe bez torse, pak jeji kiivost R spliiuje pro kazdé X,Y,Z € 2" M vztah,
tzv. prvni Bianchiho identita

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0.
Souradny tvar této identity je
lekl +R;€l] +Réjk == O
—-103-
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Definice 11.5.

Necht (M,g) je Riemannova varieta a V Levi-Civitova konexe. Definujme kovariantni
formu tensoru kfivosti R(X,Y,Z,U), kde X,Y,Z,U € Z "M, jako

R(X,Y,Z,U)=g(R(X,Y)Z,U).

R(X,Y,Z,U) je tensor typu (0,4) se soufadnicovym tvarem
n .
Riini = Z giiR,-
j=1

Pozndmka. Podle Prikladu 12.6 plati pro kovariantni formu tensoru kiivosti vztah
R(X,Y,Z,U) = —R(X,Y,U,Z). Pro soufadnice tensoru to znamend

Rijxi = —Rjjik-

Definice 11.6.

Necht je (M, g) Riemannova varieta s Levi-Civitovou konexi V. Ricciho kfivostni tensor
Ric definujeme jako kontrakci kiivosti, tj.

n
: _ k
k=1

Ricciho skalér (nebo skaldrni kiivost) Scal definujeme jako
n ..
Scal = Z gl]RiCij,
i,j=1

kde g je inverzni matice metriky g.

Cviceni 11.7.

Necht jsou na hladké variet€¢ M dany dvé linedrni konexe V a %, jejichz Christoffelovy
symboly jsou svdzany podminkou

kde 6 € Q' (M) je diferencidlni 1-forma. Spo¢téte rozdil jejich kiivosti, tj. tensor ﬁ;,d Ry
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Reseni. Cely vypocet je piimoc&ary a provedeme ho v lokalnich soufadnicich. Poéitejme

L _am, o,
TRy 8xk
ar 96k I 96 D
_< hk+5h9k)< 1j+3l j>:

: 26 20;\ . : :
=Ry + 6 (a : a—x;)+r;,j6,’l9k+5,;ejr?k+6;,9j5,h9k— 100

T

- 5,;'ekr§1j —5.6:5/'6; =

a6, 0J0; . . : : .

ox/  Jx k

Cviceni 11.8.

Necht M a M jsou dvé hladké variety s linedrnimi konexi V, V' respektive. Rekneme, Ze
difeomorfismus ¢: M — M’ zachovévi konexi, jestliZe pro vSechna x € M plati

Tep (VxY) = (Vi¥') (0(x)),

kde X € 2 (M) a X' € 2" (M) jsou @-relovand vektorovd pole, respektive Y € 2" (M)
aY' € 2 (M') jsou @-relovana. Ukazte, e plati

Te(7(X,Y) =T (TeX,TeY),
kde .7,. 7" jsou torzni tensory na M, respektive M’.
Reeni. Pfipomefime, Ze pole X a X’ jsou @-relovand, pokud plati pro viechna x € M
T.oX =X'(9(x)).
Dile pfipomeiime, Ze plati, pokud jsou pole X,Y ¢-relovand s X', Y’, pak i Lieova zdvorka
[X,Y] je @-relovand se zdvorkou [X’,Y’]. Pro vSechna x € M plati
Lo (7 (X,Y)) =Tep(VxY = VyX — [X,Y]) = (VxV') (@(x)) — (Vi X') (9(x)) —
~ XY} (9() =
=7 (Xlayl) ((P(x)) = g’(]}c(pXJ}qu)_

Cviceni 11.9.

Ukazte, Ze pro kovariantni formu tensoru kivosti R(X,Y,Z,U) plati identita

R i = Ryjjk-
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Reseni. Uvazme dvé instance prvni Bianchiho identity se spusténym hornfm indexem, tj.
Rijpii + Rugji + Ryjri = 0,
R kit + Ryiji + Riji = 0.

Tyto identity od sebe odecteme a vyuzijeme antisymetrie v druhé dvojici indexi v ¢lenu
R jki1, dostavame
2R i + Ry ji + Ry jki — Riji — Rijiy = 0. (11.10)

Proved'me toto znovu, jen zaméfime indexy (i <> k) a (I <> j), dostaneme
2Ryiji + Rijik + Rjiix — Rikj — Riaij = 0.
Vyuzijme antisymetrie v prvni i v druhé dvojici indext
2Ryijk — Rijki + Ryjki — Ruiji + Ruji = 0,

a odeCteme od rovnice (11.10), dostaneme

Rjxii = Ryjk-
o
Cviceni 11.11.
Ukazte, Ze Ricciho kiivostni tensor Ric je symetricky, tj. Ric;; = Ricj;.
Reseni. Vyjdeme z prvni Bianchiho identity
Rllj+lel+lel O
ve které provedeme kontrakci indexti &k a [, tj.
n
Z < lkj kjl+lek) 0,
—Ric;; + Ricji + Z RSy =0,
kde jsme vyuZili antisymetrie kiivosti v prvnich dvou indexech. UkdZeme, Ze )}, Rk ik = =0.

Nejprve pomoci matice inverzni metriky sniZzme index k a poté vyuZijme symetrie metriky
a antisymetrii kfivosti v druhych dvou indexech, tj.

n
ZRM = Y PR == Y R ZRJll = ZRﬂk -

k=1 k=1

Cviéeni 11.12.

Spoctéte komponenty tensoru kiivosti, Ricciho tensor a Ricciho skaldr pro nésledujici
pripady:
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1. sféru S? s indukovanou metrikou z R3,
2. anuloid T? s indukovanou metrikou z R3,

3. horni polorovinu, tj. H? = {(xl,xz) € R2 |x2 > O}, s metrikou ds? = (xz)f2
(@) + (@2)).

Reeni. Christofellovy symboly pro dané Riemannovy variety jsou spo&itané v Pfikladu
10.14.

1. Z definice spocitdime pouze jednu komponentu tensoru kfivosti, dal§i komponenty
dostaneme ze symetrii, které jsou v této kapitole odvozené. Opét pouzijeme oznaceni
¢! = @ a 0> = 0. Pocitejme

ors, oIy, & : .\ oI%
R -2 1_%91n R2r. —reri)=2"1_r2yl _
217 502 " Jol +i:l( 5 —T1y)) 702 111 21
0
= —00529+sin29—(—sin@cos@)c?s — sin® 6.
sin
Ziejmé poté bude R%ZI = —sin? 6. Z t&chto komponent spo&téme kovariantni komponentu

tensoru kiivosti Ry212 pomoci sniZeni indexu,

2

' 2 .2
Ri2i2 =Y Ry 82 =Riy g0 = —sin’0,
i=1

kde jsme vyuzili toho, Ze metrika je diagondlni. Dédle vyuZijme antisymetrie v druhych
dvou indexech,tj. R1221 = sin’ 0, a opét zvednéme posledni index
sin” 6 B

— ],
sin® @

2
1 i 11
Rip=Y 8"Rimi=g"Rin =
=1

1=

kde jsme vyuZili toho, Ze komponenta Rjz7> je diky antisymetrii nulovd. TudiZ posledni
nenulovd komponenta tensoru kfivosti je Rélz = —1. Komponenty Ricciho tensoru ziskdme
jednoduse jako

2
- ' 2 .2
Rici) = — ZR’M = —R7{,; =sin” 0,
i=1
2 |
Ricyy = =) Rop =Ry =1,
i=1

2
i=1

Ricciho skalér poté je

sin@+1-1=2.

2
Scal = ) g"Ric;; = §''Ricy +§*Ricy, =

-2
ij=1 0

sSin
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2. Budeme postupovat stejné jako u sféry. Nejprve spoc¢itime jednu komponentu

2STRIRL ST S ' or
1 _ 1ls 1" ! _1"2. /) — 11 _1’*2 F] —
70> 99! +l§( 2it 11 li 21) —8(/)2 111 21

2
Ry =

0 1 in 6
= Coj (R+rcos0) —sin’ 6 — - (R+rcos)sin® <—I%> =
_ cosO(R+rcosB)

’
SniZime horni index

2
Ry112 = ZgizR’m =rcos® (R+rcos0).
i=1

VyuZijeme antisymetrie a posledni index zvySime

rcos o

2
1 ~il
R = .Zgl Rorai = " R+rcos6’

i=1
Dalsi dvé nenulové komponenty dostaneme z antisymetrie v prvnich dvou indexech. Ric-
ciho tensor je opét jednoduse

) cos@ (R+rcosb
RlC]l = _R%Zl = ( ; )7
. 1 rcos 6
Ricz = =R = B rcose’

RiC]2 =0.
Ricciho skalér poté je

2cos 6

2
Scal = Z gURiCl’j = g”RiCH +§22Ri022 = m

ij=1
3. Opét postupujeme tplné stejné jako v pfedchozich dvou pripadech, spocitdme jednu
komponentu tensoru kfivosti

or,, orl, & : , or?
1 1 1 1 2 1 1
Riy = Wzlz - axlzz +i; (T —Iy ) = —lez + Tl % Iy =
B 1 n 1 I 1
()7 ) @) ()
SniZenim indexu dostaneme R = — (xz) _4. S vyuzitim antisymetrie a zvednutim po-

. ) 2 . y
sledntho indexu mdme R3,, = (x*) . Ricciho tensor je opét jednoduse

Ric R? !
11 = 21— ——~75>
(x2)

Ric R} !
22— — I\ = — 75,
Py

RiC12 = 0,
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a Ricciho skalar je

2
Scal = Y g"Ric;j = g''Ricy +§*Ricy, = —2.
i,j=1



Kovariantni derivovani tensorovych poli

Definice 12.1.

Necht M je hladk4 varieta s linedrni konexi V. Kovariantni derivaci 1-formy ® vzhledem
kX € 2"M nazyvame 1-formu Vx@: M — T*M, ktera pro kazdé vektorové pole Y € Z'M
spliiuje

X(0,Y)=(Vx®,Y)+ (0, VxY).

Souradnicovy tvar kovariantni derivace 1-formy je

(Vxw); = i 00 _ 1k ) X
o Jok=1 dxi UK '

Definice 12.2.

Nechf M je hladka varieta s linedrni konexi V, A je tensor typu (r,s), X, Y1,..., Y€ M
jsou vektorovd pole a @y, ..., @, € Q(M) jsou 1-formy. Poté je

A(Yl ...,Ys,(x)l,...,(x)r)ZM—>R

funkce na variet¢ M. Kovariantni derivaci tensoru A podle vektorového pole X, tj. VxA
definujeme jako

X(A(Yl,...,Ys,a)l,...,a)r)):(VXA)(Yl,...,Ys,a)l,...,a),)Jr
—{—A(nyl,...,Ys,(x)l,...,(l)r)—{----—{—A(Yl,...,VXYS,(Dl,...,COr)—{—
—I—A(Yl,...,YS,Vx(Dl,...,(!)r)—f—---—f—A(Yl,...,Ys,a)l,...,VXCOr).

Soutadnicovy tvar kovariantni derivace tensoru typu (r,s) je

QAN . o o
J1---Js i1 Aliy...0y o iy Al1-.-ip—1l e iedr 1l i1...0p
Todk JZZ& (FlkAjl...jX e A AG T AL FjskAjl...js,ll) :

Pozndmka. Kovariantni derivace tensorového pole g typu (0,2) na M podle X € Z"M je

Xg(Y,Z) = (Vxg)(Y,Z) +g(VxY,Z)+g(Y,VxZ).

Véta 12.3.

Levi-Civitova konexe Riemannova prostoru (M, g) je jedind linedrni konexe bez torse V na
M takova, Ze plati Vg = 0.

—-110-
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Véta 12.4.

Necht (M, g) je Riemannova varieta s Levi-Civitovou konexi V. Pro vSechna vektorova
pole X,Y,Z € &M pak plati

Xg(Y,Z) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ).

Cviéeni 12.5.

Necht (M, g) je riemannovska varieta s Levi-Civitovou konexi V. UkaZte, Ze pro vSechna
X,Y,Z e & (M) plati tzv. Koszullv vzorec

28(VxY,Z)=Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y)+g([X,Y],Z)—
_g([Y7Z]aX)+g([Z7X]7Y)
Reseni. Pfipomeiime, Ze pro Levi-Civitovu konexi plati
[X,Y] =VxY —VyX.
Pocitejme
Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)—-Zg(X,Y) =g (VxY,Z)+g(Y,VxZ) + g (VyZ,X) +
+8(Z,VyX) —g(VzX,Y) —g(X,VzY).
S vyuZitim symetrie a linearity skaldrniho soucinu
Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)—-Zg(X,Y) =g(VxY,Z)+g(Z,VyX)+
—|—g(VXZ— VzX,Y) +g(VyZ— V2Y,X) .

Do poslednich tfech skaldrnich sou¢int dosadime podminku nulové torze pro Levi-Civitovu
konexi a opét vyuZijeme linearitu skaldrniho soucinu

Xg(Y,Z)—l—Yg(Z,X)—Zg(X,Y) :g(VXY7Z>+g(ZaVXY)_g<Zv [X,Y])—l—
+5([X.2],Y) +g([Y,Z].X).

S vyuzitim symetrie skalarniho soucinu a antisymetrie Lieovych zavorek, dostdvame poZa-
dovanou rovnost. o

Cviceni 12.6.

Necht (M, g) je riemannovska varieta s Levi-Civitovou konex{ V. Ukazte, Ze pro vSechna
vektorova pole X, Y, U,Z € & M plati

g(R(X,Y)Z,U) = —g(R(X,Y)U,Z),

kde R je kiivost riemannovské variety.
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Reseni. Z Véty 12.4 mame
[X,Y]g(U,Z) =8 (V[X,Y]Uvz) +8 (va[X,Y]Z) .
Déle dvojnasobnou aplikaci této véty dostaneme

=g (vayU,Z) +8 (VyU, VXZ) +g (VxU, Vyz) +g (U,vayz) .
Uvazme vyraz (XY —YX — [X,Y])g(U,Z). Jelikoz XY —YX neni nic jiného neZ Lieova

zéavorka plati
(XY —YX —[X,Y))g(U,Z) =0.

Ale pokud zaptsobime vektorovymi poli na skalar g(U,Z) dostaneme
O0=g (vayU,Z) +8 (VyU, VXZ) +g (VxU,Vyz) +g (U,vayz) -
—& (VnyU,Z) — 8 (VxU,VyZ) —g(VyU,VXz) — g (U,VyVXZ> —

—8(VixnU,2) =5 (U, Vix n)2) =
=g (VxVyU —VyVxU = Vix y)U,Z) + g (U, VxVyZ = VyVxZ = Vix y|Z) =
=8(RX,Y)U,Z) +¢(U,R(X,Y)Z),

coZ ndm s vyuzitim symetrie metriky d4 pozadovanou identitu. o

Cviceni 12.7.

Nechf je (M, g) Riemannova varieta s Levi-Civitovou konexi V. Ukazte, Ze pro vSechna
X,Y,Z,U € Z M plati tzv. druhd Bianchiho identita

(VxR) (Y,Z,U)+ (VyR) (Z,X,U) + (VzR) (X,Y,U) = 0.

Reseni. Nejprve se zabyvejme piisobenim vektorového pole X na skaldru (R(Y,Z)U, ®),
kde w € Q(M). (R(Y,Z)U, w) miZeme chdpat jako vy&isleni vektorového pole R(Y,Z)U
na 1-formé @, potom

X(R(Y,Z)U,®) = (Vx(R(Y,Z)U),®) + (R(Y,Z)U,Vx o).

Nebo (R(Y,Z)U, ) mizeme chépat jako vyéisleni kiivosti, tj. tensoru typu (1, 3) na tiech
vektorovych polich a jedné 1-formé. Poté plati
X(R(Y,Z)U,®) = X(R(Y,Z,U,®)) = (VxR) (Y,Z,U,») +R (VxY,Z,U,®) +
+R(Y,VxZ,U,0)+R(Y,Z,VxU,0) +R(Y,Z,U,Vx ) =
= ((VxR) (Y, Z,U), )+ (R(VxY,Z)U, ) + (R(Y,VxZ) U, ) +
+(R(Y,Z)VxU,®)+ (R(Y,Z)U,Vx o).

Z téchto dvou vyjadieni vidime, Ze

(VxR) (Y,Z,U) = Vx (R(Y,Z)U) = R(VxY,Z)U —R(Y,VxZ)U — R(Y,Z)VxU.
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TudiZ naSim cilem je ukézat, Ze tento vyraz

(VxR) (Y,Z,U)+(VyR)(Z,X,U)+ (VZR) (X,Y,U) = (12.8)
=Vx (R(Y,Z)U)—R(VxY,Z)U —R(Y,VxZ)U — R(Y,Z)VxU+
+Vy(R(Z,X)U)—R(VyZ,X)U —R(Z,VyX)U —R(Z,X)VyU+
+Vz(R(X,Y)U)—R(VzX,Y)U -R(X,VzY)U —R(X,Y)VzU

jeroven nule. Nejprve s vyuZitim antisymetrie kiivosti v prvnich dvou vstupech a podminky

nulové torze Levi-Civitovi konexe piepiSme €leny v (12.8) s kovariantni derivaci v prvnich
dvou vstupech

—R(VxY,Z)U —R(Y,VxZ)U —R(VyZ,X)U —R(Z,VyX)U—
—R(VzX,Y)U —R(X,VzY)U =
=R(Z,X,Y)U+R(X,[Y,ZJU)+R(Y,[Z,X])U.

Toto dale zkombinujeme se Cleny z (12.8), které obsahuji kovariantni derivaci U. Podle
definice kiivosti dostaneme

R(Z,[X,Y])U+R(X,[Y,Z)U) +R(Y,[Z, XU — R(Y,Z)VxU—
~R(Z,X)VyU —R(X,Y)VzU =
=VzVixyU = Vixy|VzU = Viz x y U+
+VxViy qU — Viy 2VxU = Vix y 71U+
+VyVizxU = VizxVyU = Viy zx)U—
— VyVVxU +VzVyVxU +Viy 7 VxU—
—VzVxVyU + VxVzVyU + Vi x VyU—
— VxVy VU +VyVx VU +Viy y VU =
=Vx (VygU +VzVyU —VyVzU) +
+Vy (VizxjU +VxVzU - VzVxU) +
+Vz (Vix)U + VyVxU = VxVyU) = Vi iy ix rz) s vizx)U =
= —Vx (R(Y,Z)U) — Vy (R(Z,X)U) — Vz (R(X,Y)U),

kde jsme pouzili Jacobiho identitu pro vektorova pole. Vidime, Ze vysledné ¢leny se presné
vyrusi se zbyvajicimi Cleny v (12.8). o

Cviceni 12.9.

Najdéte souradnicovy tvar druhé Bianchiho identity.

Reseni. Soufadnice tensoru k¥ivosti jsou R’, ,. Pokud tento tensor kovariantn& zderivujeme
Jkl ]

podle vektorového pole X =Y | X h% dostaneme

n
h=1

oxh
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Ozna¢me kovariantni derivaci podle vektorového pole % jako Vj,. Druhd Bianchiho
identita m4 v soufadnicich tedy tvar
n
0= Y ((X"ViRly ) Y20 + (Y'ViRY, ) ZXMU" + 20V}, ) XOYRU')
h,j k=1
Pfejmenujeme séitaci indexy v druhém ¢lenu (h — j — k — h) a ve tfetim ¢lenu (h — k —
J — h) dostaneme
n
h,j k=1

proto je soufadnicovy tvar 2. Bianchiho identity

ViR +V iRy + ViR jy = 0.

Cviceni 12.10.
Ukazte, Ze plati

n
1

Z gthhRiij = EV]‘SC&],

hk=1

kde vyuzivame znaceni z predchoziho piikladu.

Reseni. Dikaz provedeme v soufadnicich. Nejprve uvazme kontrakci druhé Bianchiho
identity a vyuZijme antisymetrie v prvnich dvou indexech tensoru kiivosti

n
Y (VaRAy + ViRl + ViRl ) =0,
k=1

n
. . k
—VRicj + V Ricy + Z Vthjl =0.
k=1
Vyslednou rovnost vyndsobime } ) ;_, §" avyuzijme, Ze metrika je kovariantn& konstantn{
(. Vg =0),

hi=1
n n

g"VyRic;+V;Scal+ Y g"ViR); =0.
k,h, =1

n n
Z ghl (—VhRile + VjRiChl + Z Vle;ljl) =0,
k=1
1

hl

Posledni ¢len v této rovnosti upravime pomoci symetrii kiivosti

n n n
Shiy pk shivg smk Shivg smk
Y @'ViRi= Y, §'Vid"Rpjim= Y, &"Vid"Rjpm =
k=1 khlm=1 khLm=1
- k ph ok
m o .
= Z ng thm = — Z g VkRIij.
k,h,m=1 k,m=1

CoZ po prejmenovani indexti (k — h) a (m — [) a dosazeni do posledni rovnosti ddva
pozadovanou identitu. o
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Cviéeni 12.11.

Necht je (M,g) n-dimenziondlni souvisld Riemannova varieta s Levi-Civitovou konexi V
a nechf pro Ricciho tensor plati

Rij = pn(x")gij,
kde p(x*) je funkce soufadnic. Ukazte, Ze pro n > 2 musi byt u(x*) konstantni funkce.

Reseni. Vyfe$me nejprve piipad n = 1. Pro jednu dimenzi je k¥ivost trividlné nulova, proto
i Ricciho tensor i Ricciho skaldr jsou trividlng nulové a p(x*) je volna funkce. Pro n>1
nejprve spocitdime Ricciho skaldr. Pro pocitani si uvédomme, Ze vyraz )} ; 6/ neni nic
jiného, nez stopa jednotkové matice fadu n, tudiZ se rovna n. Proto Ricciho skalar je

n

= Z gVR;; = Z g’ugu—uz5‘—nu

j=1 i,j=1 i=

Déle pouzijme vyraz pro kovariantni derivaci Ricciho tensoru z minulého pfikladu, tj.

n
1

Z thhRICkJ —Vchal,

hk=1

! 1
Z hkvh .ugkj ZVj(n,Ll).

u je skalarni funkce, tudiZ kovariantni derivace se zméni pouze na obycejnou derivaci.
Dile jelikoZ metrika je kovariantné konstantni dostaneme

Y g, Ok oK
] Toxh 2 9xJ’

- gh oK _nop
= oxh 2007
ou _nop
ox/  29x/’

coZ je podminka, kterd je splnéna pouze pro n = 2. Pro n > 3 musi byt

oM _
oxi

tudiZ u musi byt konstanta. o

Cviceni 12.12.

Necht je V linedrni konexe bez torse na hladké variet¢ M. UkaZte, Ze pro vektorova pole
X,Y € M, je vn&jsi derivace 1-formy @ € Q(M) rovna

da)(X,Y) = <an),Y> — <Vya),X> .
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Re§eni. Pfipomenime, jak se vycisluje vn&jsi derivace 1-formy na vektorovych polich, tj.
vzorec

V prvnich dvou ¢lenech vyuZijeme definici kovariantni derivace, v poslednim ¢lenu zase
podminku nulové torse. Dostaneme

dCO(X,Y) = (VXa),Y) + <(D,VXy> — <Vya),X> — (a),VyX> — <CO,VXY — Vyx> .

S vyuzitim linearity v poslednim vyrazu dostaneme pozadovanou identitu. o
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Veskeré definice, véty, tvrzeni, lemmata a poznamky jsme prevzali ze skript profesora
I. Kolére, které jsou hlavnim uéebnim materidlem k predmétu. Ackoliv jsme v nékterych
pfipadech provedli drobné zmény vzhledem k origindlni formulaci, vZdy jsme se snaZzili
zachovat ptivodni autorovu myslenku. Inspiraci k piikladiim jsme Cerpali z riznych zdroju,
mezi néz patii také sbirka docenta Antona Galaeva, Dr. rer. nat., obsahujici vysledky.
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