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1 Úvod

V pøípadì, ¾e de�nièní obor funke jsou ekvidistantní body, jak je tomu napø.

u posloupností, pou¾ívá se k jejih vy¹etøování diferení (místo derivaí) a sumaí

(místo integrálù). Diferenèní rovnie jsou tedy obdobou difereniálníh rovni

pro funke s diskrétním de�nièním oborem. Najdeme je v ekonomii, v poètu

pravdìpodobnosti, matematiké statistie, fyzie, hemii a v¹ude tam, kde je

povaha problému taková, ¾e vy¾aduje øe¹ení metodami diskrétního harakteru.

I ve støedo¹kolské matematie se setkáme s nìkterými problémy, které je

výhodné øe¹it pomoí diferenèníh rovni, a to pøedev¹ím v kombinatorie a

v uèivu o posloupnosteh. Nìkteré diferenèní rovnie toti¾ pøedstavují rekurentní

vzore pro posloupnosti u(n) nebo souèty jejíh èlenù s(n): Øe¹it tyto rovnie

znamená najít vzore pro u(n) (resp. s(n)) jako funke n:

Tuto prái je mo¾né vyu¾ít jako výukový text tématu þDiferenèní rovnie\

na gymnáziíh s roz¹íøenou výukou matematiky. Vylo¾íme zde základy diferenè-

ního a sumaèního poètu nutné k tomu, abyhom v dal¹ím dokázali øe¹it jisté

typy lineárníh diferenèníh rovni, na nì¾ se pøedev¹ím zamìøíme. K meha-

nikému øe¹ení lineárníh diferenèníh rovni pøitom staèí støedo¹kolské znalosti.

Teoretiký výklad je v¾dy doplnìn øe¹enými pøíklady, naví v závìru skoro ka¾dé

kapitoly je vìt¹í poèet úloh na provièení vèetnì výsledkù a pøípadnì i návodù

k jejih øe¹ení.

Poznamenejme, ¾e podobnì jako pro difereniální rovnie, tak i pro diferenèní

rovnie neexistuje obená metoda øe¹ení. Pro nìkteré funke platí jisté analogie

mezi spojitým a diskrétním pøípadem. Na nìkteré z nih upozorníme i v této

prái. Tyto poznámky v¹ak nejsou nutné pro pohopení ostatního textu, proto

jsou psány men¹ím písmem. Ètenáø s hlub¹ím zájmem o probíranou problema-

tiku má v textu mo¾nost najít odkazy na dal¹í literaturu.

Døíve, ne¾ pøistoupíme k samotnému výkladu, uveïme nìkolik motivaèníh

pøíkladù, které naznaèí, jaké typy úloh zvládneme po prostudování této práe

øe¹it.

Pøíklad 1.1: Urèete nejvìt¹í mo¾ný poèet u(n) oblastí, na které lze rovinu

rozdìlit pomoí n pøímek, které v ní le¾í.

Øe¹ení: Mìjme v rovinì n pøímek p

1

; p

2

; :::; p

n

v obené poloze, tj. n pøímek

takovýh, ¾e ¾ádné tøi se neprotnou v jednom bodì (v termíneh geometrie to

znamená, ¾e ¾ádné tøi pøímky nepatøí do tzv. svazku pøímek 1.druhu - viz skripta

[7℄) a ¾ádné dvì nejsou rovnobì¾né (tedy ¾ádné dvì z tìhto pøímek neurèují

svazek pøímek 2.druhu). Tìmito pøímkami je rovina rozdìlena právì na u(n)

oblastí. Pøidejme pøímku p

n+1

tak, aby v¹eh n+ 1 pøímek opìt bylo v obené

poloze, tzn. pøímka p

n+1

je rozdìlena prùseèíky s pøímkami p

1

; p

2

; :::; p

n

na n+1

èástí. Ka¾dá z tìhto èástí dìlí jednu z pùvodníh oblastí roviny na dvì þnové\.

Pøidáním pøímky p

n+1

tedy poèet èástí roviny vzrostl o n + 1: Je zøejmé, ¾e

poèet oblastí, na které je rovina rozdìlena pøímkami p

1

; p

2

; :::; p

n+1

je u(n+ 1):

Tímto jsme odvodili vztah

u(n+ 1) = u(n) + n+ 1:

Oznaèíme-li u(n+ 1)� u(n) = �u(n); pak

�u(n) = n+ 1: (1.1)

Z kapitoly 3 vyplyne, ¾e u(n) lze pøedpokládat ve tvaru:

u(n) = an

2

+ bn+ ;

kde a; b;  jsou konstanty, které musíme urèit. Tedy

�u(n) = a(n+ 1)

2

+ b(n+ 1) + � (an

2

+ bn+ );
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o¾ po úpravì dá

�u(n) = 2an+ a+ b: (1.2)

Pravé strany rovni (1.1) a (1.2) se musí identiky rovnat

n+ 1 = 2an+ a+ b

a konstanty a; b proto mù¾eme urèit porovnáním koe�ientù u stejnýh monin:

n

1

: 2a = 1 ) a =

1

2

n

0

: a+ b = 1 ) b =

1

2

Zbývá urèit konstantu : Zøejmì platí u(1) = 2; tedy

u(1) = a+ b+  ) 2 =

1

2

+

1

2

+  )  = 1:

Pro hledaný poèet u(n) oblastí jsme odvodili vztah

u(n) =

1

2

(n

2

+ n+ 2): (1.3)

Pøíklad 1.2: Urèete hodnotu souètu

1 � 2 � 3 + 2 � 3 � 4 + :::+ n(n+ 1)(n+ 2)

pro libovolné n 2 N:

Øe¹ení: Máme najít vzore pro souèet prvníh n èlenù posloupnosti

s(n) = u(1) + u(2) + :::+ u(n);

kde u(n) = n(n+ 1)(n+ 2): V podkapitole 3.3 se dozvíme, ¾e platí

s(n) =

X

u(n+ 1):

Na¹ím úkolem je urèit tzv. sumai u(n + 1): Seznámíme se rovnì¾ s pojmem

zobenìná monina (viz De�nie 2.18), pomoí ní¾ tento výpoèet snadno prove-

deme. Platí toti¾

s(n) =

X

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) =

X

(n+ 3)

(3)

=

1

4

(n+ 3)

(4)

+  =

=

1

4

n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) + :

Konstantu  urèíme z faktu, ¾e s(1) = u(1); tj.

1

4

� 1 � 2 � 3 � 4 +  = 1 � 2 � 3 )  = 0:

Vypoèetli jsme

1 � 2 � 3 + 2 � 3 � 4 + :::+ n(n+ 1)(n+ 2) =

1

4

n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3): (1.4)

Právì vyøe¹ený pøíklad lze nalézt napø. ve sbíre [10℄, která je urèena pro

gymnázia, ov¹em v zadání se mluví o dùkazu vzore (1.4). To lze samozøejmì

provést matematikou indukí, zvídavý student si v¹ak jistì polo¾í otázku, jak

lze vzore podobné (1.4) odvodit. Odpovìï na ni podává i tato práe.
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Rovnì¾ Pøíklad 1.1 lze najít ve støedo¹kolské sbíre [9℄. I ten je formulo-

ván jako dùkaz vzore (1.3) matematikou indukí. Ve stejné knize je ale po-

psána metoda, jak lze u posloupnosti dané rekurentnì najít vzore pro n�tý

èlen (funkèní vzore). Postup je následujíí. Po vypsání nìkolika prvníh èlenù

vyslovíme hypotézu, její¾ platnost potvrdíme matematikou indukí. Tímto zpù-

sobem lze þuhodnout\ funkèní vzore, které nejsou pøíli¹ komplikované a Pøíklad

1.1 byhom takto mo¾ná vyøe¹ili. Ji¾ v následujíím pøíkladu by byl tento postup

tì¾ko proveditelný a oeníme v nìm výhody diferenèního poètu.

Pøíklad 1.3: Kolika zpùsoby mù¾ete vybìhnout n shodù, dìláte-li kroky o

jeden nebo o dva shody (n 2 N)?

Øe¹ení: Oznaème v(n) poèet zpùsobù pro n shodù. Uva¾ujme o vybìhnutí

n + 2 shodù. Udìláme-li první krok o jeden shod, pak nám zbývá v(n + 1)

zpùsobù pro dal¹í shody. Ve druhém pøípadì, tj. udìláme-li první krok o dva

shody, zbývá vybìhnout n shodù, o¾ lze udìlat v(n) zpùsoby. Tímto jsme

odvodili rekurentní vztah

v(n+ 2) = v(n+ 1) + v(n); (1.5)

pøièem¾ zøejmì platí v(1) = 1; v(2) = 2: Podle terminologie zavádìné ve 4. a

5. kapitole je vlastnì (1.5) homogenní lineární diferenèní rovnie 2. øádu s kon-

stantními koe�ienty a danými poèáteèními podmínkami.

Rovnii (1.5) nyní vyøe¹íme zpùsobem podrobnì vylo¾eným v 6. kapitole.

Její harakteristiká rovnie �

2

� � � 1 = 0 má koøeny �

1;2

=

1�

p

5

2

: Obené

øe¹ení je proto tvaru

v(n) = C

1

 

1 +

p

5

2

!

n

+ C

2

 

1�

p

5

2

!

n

:

Konstanty C

1

; C

2

urèíme z poèáteèníh podmínek

1 = C

1

1 +

p

5

2

+ C

2

1�

p

5

2

2 = C

1

 

1 +

p

5

2

!

2

+ C

2

 

1�

p

5

2

!

2

:

Rozøe¹íme-li tuto soustavu, dostaneme C

1

=

5+

p

5

10

; C

2

=

5�

p

5

10

: Vypoèetli jsme

v(n) =

5 +

p

5

10

�

 

1 +

p

5

2

!

n

+

5�

p

5

10

�

 

1�

p

5

2

!

n

: (1.6)

Posloupnost, se kterou jsme praovali v Pøíkladu 1.3 se nazývá Fibonaiho

posloupnost (Fibonai, vlastním jménem Leonardo Pisánský (1170 - 1240), ital-

ský matematik). V¹imnìme si, ¾e kdybyhom postupnì poèítali její jednotlivé

èleny z rekurentního vzore (1.5) pøi podmínkáh v(1) = 1; v(2) = 2, dostali

byhom pøirozená èísla

1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; :::

Proto i hodnotami vypoètenými ze vzore (1.6) musí být pro libovolné n 2 N

pøirozená èísla, i kdy¾ tvar (1.6) obsahuje zlomky a iraionální èísla.

Poslední pøíklad, který v této kapitole uvedeme, je z oblasti poètu pravdì-

podobnosti.

Pøíklad 1.4: (Hráèùv problém)

Hráè se úèastní hry, v jejím¾ ka¾dém kole sází v¾dy stejnou èástku (1$): S prav-

dìpodobností p (0 < p < 1) pøitom vyhraje dvojnásobek vsazené èástky, v opaè-

ném pøípadì sázku ztráí. Hru konèí, jestli¾e dosáhne stanovené výhry N$, nebo
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prohraje-li výhozí èástku M$ (0 � M � N): Vypoètìte, jaká je pravdìpodob-

nost toho, ¾e hráè prohraje výhozí èástku M$:

Øe¹ení: Oznaème P (n) pravdìpodobnost, ¾e hráè prohraje èástku n$: Pak

zøejmì platí P (0) = 1 a P (N) = 0: Neh» 0 < n+1 < N: Ze stavu, kdy má hráè

(n+1)$ se mù¾e dostat buï do stavu, kdy má (n+2)$; a to s pravdìpodobností p

a nebo se s pravdìpodobností 1�p dostane do stavu, kdy má n$: Tuto skuteènost

vyjadøuje vzore

P (n+ 1) = pP (n+ 2) + (1� p)P (n);

o¾ je lineární diferenèní rovnie 2. øádu, kterou mù¾eme pøepsat do tvaru

P (n+ 2)�

1

p

P (n+ 1) +

1� p

p

P (n) = 0: (1.7)

Tuto rovnii nyní vyøe¹íme zpùsobem podrobnì vylo¾eným v 6. kapitole. Nejprve

najdìme koøeny harakteristiké rovnie �

2

�

1

p

�+

1�p

p

= 0 :

�

1;2

=

1

p

�

q

1

p

2

�

4(1�p)

p

2

=

1

2p

�

1

2p

p

4p

2

� 4p+ 1 =

1� (2p� 1)

2p

:

Tedy

�

1

= 1 a �

2

=

1� p

p

:

Nyní musíme rozli¹it dva pøípady. Charakteristiká rovnie toti¾ má buï dvoj-

násobný koøen a nebo dva reálné rùzné koøeny.

1. Pøípad �

1

= �

2

= 1 nastane právì kdy¾ p =

1

2

: Obené øe¹ení rovnie (1.7)

je v tomto pøípadì

P (n) = C

1

+ C

2

n:

Konstanty C

1

; C

2

urèíme z podmínek

P (0) = C

1

= 1;

P (N) = C

1

+ C

2

N = 0 ) C

2

= �

1

N

:

Pro p =

1

2

jsme vypoèetli

P (n) = 1�

n

N

=

N � n

N

: (1.8)

2. V pøípadì, kdy �

1

6= �

2

; o¾ nastane právì kdy¾ p 6=

1

2

; je obené øe¹ení

rovnie (1.7) tvaru

P (n) = C

1

+ C

2

�

1� p

p

�

n

:

Podobným zpùsobem jako vý¹e vypoèteme konstanty C

1

; C

2

:

P (0) = C

1

+ C

2

= 1;

P (N) = C

1

+ C

2

�

1� p

p

�

N

= 0:

Vyøe¹ením této soustavy dostaneme C

1

=

(1�p)

N

(1�p)

N

�p

N

a C

2

=

p

N

p

N

�(1�p)

N

:

Tedy

P (n) =

(1� p)

N

(1� p)

N

� p

N

+

p

N

p

N

� (1� p)

N

�

�

1� p

p

�

n

:

Po úpravì pro p 6=

1

2

máme:

P (n) =

(1� p)

n

[(1� p)

N�n

� p

N�n

℄

(1� p)

N

� p

N

: (1.9)
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Pro konkrétnìj¹í pøedstavu vypoètìme hodnotu P (n) pro dva pøípady:

1. Je-liM = 20$; N = 40$ a p =

1

2

; pak podle (1.8) vypoèteme: P (20) = 0; 5:

2. Je-li M = 20$; N = 40$ a p =

18

37

(o¾ zahyuje reálnou situai, sází-li

hráè v ruletì s jednou nulou na èervenou resp. èernou barvu), pak podle

(1.9) vypoèteme: P (20)

:

= 0; 75:

6



2 Základy diferenèního poètu

Ne¾ se budeme moi zabývat diferenèními rovniemi, musíme se seznámit

s pojmem þdiferene\, o¾ v pøekladu znamená þrozdíl\. V následujíí podkapi-

tole uvedeme de�nii diferene funke a uká¾eme si její základní vlastnosti.

2.1 Pojem a vlastnosti diferene funke

De�nie 2.1: Neh» je dán bod x

0

a èíslo h > 0: Neh» funke y = f(x)

je de�nována v bodeh x

0

a x

0

+ h: Èíslo f(x

0

+ h) � f(x

0

) nazveme diferene

funke f(x) v bodì x

0

: Pí¹eme

�f(x

0

) = f(x

0

+ h)� f(x

0

)

a èteme þdelta f(x

0

)\. Èíslu h øíkáme diferenèní krok, bodu x

0

poèáteèní bod

diferene.

Pokud by nebylo jasné, jaký diferenèní krok právì uva¾ujeme, pøípadnì po-

kud heme zdùraznit jeho délku, pak difereni oznaèíme: �

h

f(x

0

):

Neh» h je pevnì zvolený diferenèní krok. Je-li f(x) de�nována v bodeh

x

0

a x

0

+ h; mù¾eme v bodì x

0

vypoèítat difereni �f(x

0

): Abyhom v¹ak

mohli urèit difereni v bodì x

0

+ h; musí být funke f(x) de�nována i v bodì

x

0

+ 2h: Toto podobnì platí i pro ka¾dý dal¹í bod x

0

+ nh; n 2 N de�nièního

oboru. K tomu, abyhom mohli urèit difereni funke f(x) v bodeh x

0

; x

0

+

h; :::; x

0

+ nh; n 2 N; musí de�nièní obor M funke f(x) obsahovat mno¾inu

fx

0

; x

0

+ h; :::; x

0

+ nh; x

0

+ (n+ 1)hg:

De�nie 2.2: Neh» funke f(x) je de�nována ve v¹eh bodeh neprázdné

mno¾iny M: Funki, která ka¾dému bodu x 2 M s vlastností (x + h) 2 M

pøiøazuje hodnotu �f(x) nazýváme diferení funke f(x) a znaèíme

�f(x) = f(x+ h)� f(x); x 2 M:

Pøíklad 2.3: Vypoèítejte

1. �f(x) pro obený diferenèní krok h;

2. �f(1) pro h = 2;

je-li f(x) = x

3

:

Øe¹ení:

1. �f(x) = f(x+ h)� f(x) = (x+ h)

3

� x

3

= 3hx

2

+ 3h

2

x+ h

3

;

2. �f(1) = 3 � 2 � 1

2

+ 3 � 2

2

� 1 + 2

3

= 26:

V¹imnìme si, ¾e difereni je mo¾no pou¾ít i k de�nii pojmu derivae. Je toti¾

f

0

(x) = lim

h!0+

�

h

f(x)

h

:

Pøíklad 2.4: Vypoètìte derivai funke f(x) = x

3

:

Øe¹ení: Z Pøíkladu 2.3 víme, ¾e �x

3

= 3hx

2

+ 3h

2

x+ h

3

:

(x

3

)

0

= lim

h!0+

3hx

2

+ 3h

2

x+ h

3

h

= lim

h!0+

(3x

2

+ 3hx+ h

2

) = 3x

2

:

Poznámka 2.5: V úloháh na diferene a diferenèní rovnie bývá obvykle

de�nièní obor diferene neprázdná mno¾ina M - tzv. diskrétní mno¾ina ekvi-

distantníh bodù fx

0

+ nhg; kde n = 0; 1; 2; :::, poèáteèní bod diferene x

0

a

diferenèní krok h jsou pøedem daná èísla. Oznaème:

M = fx

0

; x

0

+ h; x

0

+ 2h; :::g:
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Poznámka 2.6: Neh» je dáno h > 0 a neh» f(x) je libovolná funke de�-

novaná na mno¾inìM = fx

0

; x

0

+ h; x

0

+ 2h; :::g: Proveïme lineární substitui

x = x

0

+ h(t� 1);

kde t je nová promìnná. Oznaème g(t) = f(x) = f(x

0

+ h(t� 1)); potom

�

h

f(x) = f(x+ h)� f(x) = f(x

0

+ h(t� 1) + h)� f(x

0

+ h(t� 1)) =

= f(x

0

+ ht)� f(x

0

+ h(t� 1)) = g(t+ 1)� g(t) = �

1

g(t):

Touto substituí jsme dostali diferenèní krok 1. Substitue t =

x�(x

0

�h)

h

naví

nemìní typ vy¹etøované funke (tj. napø. polynom stupnì k zùstane i po sub-

stitui polynomem stupnì k). Pro x = x

0

bude t = 1; pro x = x

0

+ nh bude

t = 1 + n: Mno¾ina M se touto substituí zmìní v mno¾inu v¹eh pøirozenýh

èísel N:

Popsanou substituí lze v¾dy doílit toho, ¾e x

0

= 1 a h = 1; tzn. M = N:

De�nie 2.7: Funke, jejím¾ de�nièním oborem je mno¾ina v¹eh pøiroze-

nýh èísel N; se nazývá posloupnost.

Je-li u : N ! R; bývá obvyklé místo u(n) psát u

n

: Aby v¹ak v dal¹ím

nemohlo dojít k nedorozumìní, kdy jde o index a kdy máme na mysli promìnnou,

zùstaneme u oznaèení u(n); jak je tomu napø. i v kniháh [2℄ a [3℄.

Pøíklad 2.8: Najdìte posloupnost, která má stejnou difereni jako funke

f(x) = 36x

2

+ 120x+ 100 de�novaná na mno¾inìM = f�

4

3

;�

5

6

;�

1

3

;

1

6

;

2

3

; :::g:

Øe¹ení: Hledáme posloupnost g(n) takovou, aby platilo �

1

g(n) = �

h

f(x):

Podle Poznámky 2.6 víme, ¾e po¾adovanou posloupnost nalezneme pomoí sub-

stitue x = x

0

+ h(n � 1); tedy x = �

4

3

+

1

2

(n � 1) =

n

2

�

11

6

: Proto¾e

g(n) = f(x) = f(

n

2

�

11

6

); dostáváme

g(n) = 36

�

n

2

�

11

6

�

2

+ 120

�

n

2

�

11

6

�

+ 100 = 9n

2

� 6n+ 1:

Hledaná posloupnost je tedy

g(n) = 9n

2

� 6n+ 1:

Poznamenejme, ¾e v nìkteré literatuøe (napø. v knize [1℄) jsou diferenèní

rovnie uva¾ovány na obené mno¾inìM (viz Poznámka 2.5). Výklad dal¹í pro-

blematiky se v¹ak zpøehlední i zjednodu¹í, uèiníme-li následujíí úmluvu.

Úmluva 2.9: Nebude-li øeèeno jinak, v dal¹ím se v¾dy budeme zabývat

posloupnostmi, tzn. budeme pøedpokládat, ¾e x

0

= 1 a h = 1; tedyM =N; o¾

lze podle Poznámky 2.6 pøedpokládat bez újmy na obenosti.

Obdobným zpùsobem, jakým jsme pøe¹li od funke k poslopnosti, mù¾eme

pøejít od posloupnosti k funki s libovolným de�nièním oborem M ve smyslu

Poznámky 2.5. Proto v¹ehny vìty, které uvedeme v dal¹ím pro posloupnosti,

platí rovnì¾ pro zmínìné funke s de�nièním oboremM:

Vìta 2.10: Pro v¹ehna n; pro nì¾ jsou souèasnì de�novány posloupnosti

�u(n);�v(n) platí:

1. �[u(n)� v(n)℄ = �u(n)��v(n)

2. �[ � u(n)℄ = �u(n); kde  2 R je libovolná konstanta

3. �[u(n)v(n)℄ = v(n)�u(n) + u(n+1)�v(n) = u(n)�v(n) + v(n+1)�u(n)
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4. �[

u(n)

v(n)

℄ =

v(n)�u(n)�u(n)�v(n)

v(n)v(n+1)

; je-li v(n)v(n+ 1) 6= 0

Dùkaz:

1. � [u(n)� v(n)℄ = [u(n+1)�v(n+1)℄� [u(n)�v(n)℄ = [u(n+1)�u(n)℄�

[v(n+ 1)� v(n)℄ = �u(n)��v(n)

2. �[ � u(n)℄ = u(n+ 1)� u(n) = [u(n+ 1)� u(n)℄ = �u(n)

3. �[u(n)v(n)℄ = u(n+1)v(n+1)�u(n)v(n) = u(n+1)v(n+1)�u(n+1)v(n)+

v(n)u(n+1)�u(n)v(n) = v(n)[u(n+1)�u(n)℄+u(n+1)[v(n+1)�v(n)℄ =

v(n)�u(n) + u(n+ 1)�v(n)

Podobnì byhom dokázali druhou rovnost.

4. Neh» v(n)v(n + 1) 6= 0

�[

u(n)

v(n)

℄ =

u(n+1)

v(n+1)

�

u(n)

v(n)

=

v(n)u(n+1)�u(n)v(n+1)

v(n)v(n+1)

=

=

v(n)u(n+1)�v(n)u(n)�u(n)v(n+1)+u(n)v(n)

v(n)v(n+1)

=

=

v(n)[u(n+1)�u(n)℄�u(n)[v(n+1)�v(n)℄

v(n)v(n+1)

=

v(n)�u(n)�u(n)�v(n)

v(n)v(n+1)

Obdobné vlastnosti, které jsme uvedli ve Vìtì 2.10 platí i pro poèítání s derivaemi. Za

pov¹imnutí stojí tzv. posuny (viz vlastnost 3. a 4.), které se ve spojitém pøípadì neobjevují.

Tyto posuny rovnì¾ zpùsobují jisté odli¹nosti mezi diskrétním a spojitým pøípadem. Ale pozor:

v difereniálním poètu platí vzore pro derivai slo¾ené funke

[f(g(x))℄

0

= f

0

(g(x)) � g

0

(x);

v diferenèním poètu v¹ak ¾ádná analogie k tomuto vzori neexistuje!

V dal¹ím textu vyslovíme vìty, které jsou opìt diskrétními analogiemi známýh vìt z dife-

reniálního poètu. Pro tuto prái v¹ak zmínìné vìty nejsou stì¾ejními, proto je zde nebudeme

dokazovat. Zájeme o hlub¹í proniknutí do nastínìné problematiky odká¾eme napø. na knihu

[2℄. Ètenáø seznámený s difereniálním poètem se pøípadnì mù¾e pokusit o samostatný dùkaz

tìhto tvrzení.

Nejprve struènì vysvìtlíme nìkteré pojmy, které budou pou¾ity:

� Budeme pou¾ívat následujíí oznaèení: N(a) = fa; a+ 1; :::g; N(a; b) = fa; a+ 1; :::; bg;

kde a < b <1 a a; b 2 N:

� Neh» posloupnost u(n) je de�nována na N(a; b): Pak n se nazývá uzel posloupnosti

u(n); jestli¾e je splnìna aspoò jedna z podmínek:

? pro n = a platí u(n) = 0

? pro a < n � b platí u(n) = 0 nebo u(n� 1)u(n) < 0:

Vìta 2.11: (Diskrétní Rolleova vìta)

Neh» posloupnost u(n) de�novaná naN(1;m) má P

m

uzlù a posloupnost �u(n) naN(1; m�1)

má Q

m

uzlù. Pak Q

m

� P

m

� 1:

Vìta 2.12: (Diskrétní Lagrangeova vìta)

Neh» posloupnost u(n) je de�nována na N(a; b): Pak existuje n

0

2 N(a+ 1; b� 1) takové, ¾e

�u(n

0

) �

u(b) � u(a)

b� a

� ru(n

0

) nebo �u(n

0

) �

u(b) � u(a)

b� a

� ru(n

0

);

kde ru(n

0

) := u(n

0

)� u(n

0

� 1):

Vìta 2.13: (Diskrétní l`Hospitalovo pravidlo)

Neh» u(n); v(n) jsou de�novány na N(a): Dále neh» v(n) > 0;�v(n) < 0 a lim

n!1

u(n) =

lim

n!1

v(n) = 0 (resp. v(n) > 0;�v(n) > 0 a lim

n!1

v(n) = 1). Potom platí: jestli¾e

existuje limita lim

n!1

�u(n)

�v(n)

; pak existuje i limita lim

n!1

u(n)

v(n)

a obì limity jsou si rovny.

Pøíklad 2.14: Vypoètìte: lim

n!1

n�2

n+1

3

n

Øe¹ení: Nejprve bude vhodné provést úpravu:

lim

n!1

n � 2

n+1

3

n

= lim

n!1

2n

�

3

2

�

n

:
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Snadno se pøesvìdèíme, ¾e jsou splnìny pøedpoklady Vìty 2.13 a k výpoètu tedy lze pou¾ít

l`Hospitalovo pravidlo

lim

n!1

2n

�

3

2

�

n

= lim

n!1

2(n+ 1)� 2n

�

3

2

�

n+1

�

�

3

2

�

n

= lim

n!1

2

1

2

�

3

2

�

n

= 0:

Ètenáø si jistì v¹iml, ¾e podmínky Vìty 2.13 byly splnìny ji¾ u zadané limity. Kdybyhom

ov¹em pou¾ili l`Hospitalovo pravidlo u¾ na tomto místì, dostali byhom v¹ak opìt výraz typu

þ

1

1

\.

Pro výpoèet této limity je rovnì¾ mo¾no pou¾ít l`Hospitalovo pravidlo známé z difereni-

álního poètu (o¾ po formální stráne znamená nahradit diferene derivaemi). Ètenáøi obe-

známenému s touto problematikou doporuèujeme provést pøíslu¹ný výpoèet, èím¾ si ovìøí, ¾e

výsledek vyjde v obou pøípadeh stejnì.

2.2 Diferene nìkterýh elementárníh posloupností

Nyní si odvodíme vzore pro diferene nejbì¾nìj¹íh posloupností, které se

nám budou hodit pro praktiké poèítání.

Dohodnìme se je¹tì, ¾e polynom stupnì k nad pøirozenými èísly budeme

znaèit

P

k

(n) = a

0

+ a

1

n+ :::+ a

k

n

k

=

k

X

j=0

a

j

n

j

;

kde a

k

6= 0: Nenulovou konstantu pøitom budeme hápat jako polynom nultého

stupnì (P

0

(n) = a

0

; a

0

6= 0):

Vìta 2.15: Pro v¹ehna n 2 N platí:

1. � = 0; kde  2 R je libovolná konstanta

2. �n

k

= P

k�1

(n); kde k 2 N a P

k�1

(n) je jistý polynom stupnì k � 1

3. �q

n

= q

n

(q � 1); kde q 2 R

4. � sin�n = (os� � 1) sin�n + sin� os�n; kde � 2 R je libovolná kon-

stanta

5. � os�n = (os� � 1) os�n � sin� sin�n; kde � 2 R je libovolná kon-

stanta

Dùkaz:

1. � = �  = 0

2. �n

k

= (n+ 1)

k

� n

k

= n

k

+

�

k

1

�

n

k�1

+

�

k

2

�

n

k�2

+ :::+

�

k

k�1

�

n+ 1� n

k

=

= kn

k�1

+

1

2

k(k � 1)n

k�2

+ :::+ kn+ 1 = P

k�1

(n)

3. �q

n

= q

n+1

� q

n

= q

n

(q � 1)

4. � sin�n = sin(�n + �) � sin�n = sin�n os� + os�n sin� � sin�n =

(os�� 1) sin�n+ sin� os�n

5. � os�n = os(�n + �) � os�n = os�n os� � sin�n sin� � os�n =

(os�� 1) os�n� sin� sin�n

Dùsledek 2.16: Pro v¹ehna n 2 N platí:

1. �P

k

(n) = Q

k�1

(n); kde Q

k�1

(n) je jistý polynom stupnì k � 1

2. pro q 2 R � f1g je �[P

k

(n)q

n

℄ = Q

k

(n)q

n

; kde Q

k

(n) je jistý polynom

stupnì k
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Dùkaz:

1. �P

k

(n) = �

P

k

j=0

a

j

n

j

: Podle Vìt 2.10.1 a 2.10.2 platí: �

P

k

j=0

a

j

n

j

=

P

k

j=0

a

j

�n

j

=

P

k

j=0

a

j

R

j�1

(n) (viz Vìta 2.15.2). Proto¾e výsledný koe�-

ient u moniny n

k�1

je nenulový, platí:

P

k

j=0

a

j

R

j�1

(n) = Q

k�1

(n).

2. Podle Vìty 2.10.3 platí: �[P

k

(n)q

n

℄ = q

n

�P

k

(n) + P

k

(n + 1)�q

n

=

q

n

R

k�1

(n)+

P

k

j=0

a

j

(n+1)

j

q

n

(q�1) (viz Dùsledek 2.16.1 a Vìta 2.15.3).

Tedy �[P

k

(n)q

n

℄ = q

n

[R

k�1

(n) + (q � 1)

P

k

j=0

a

j

(n + 1)

j

℄: Koe�ient u

nejvy¹¹í moniny n; tj. n

k

; je a

k

(q � 1) a ten je nenulový, nebo» podle

pøedpokladu q 6= 1: Výraz v závore je tudí¾ jistý polynom stupnì n a

dùkaz je tím hotov.

Podobnýh vzorù jako v Dùsledku 2.16 byhom mohli uvést víe, ale nebylo

by to úèelné. Vypoètìme radìji pøíklad, který nás pøesvìdèí, ¾e patøièné výpoèty

mù¾eme provádìt i bez znalosti zmínìnýh vzorù.

Pøíklad 2.17: Vypoètìte difereni posloupnosti u(n) = 2(n

2

+ 1) os

�

3

n:

Øe¹ení: Nejprve vyu¾ijeme vztahu pro difereni souèinu, dále pak vlastností

uvedenýh ve Vìtì 2.15.

�u(n) = �

h

2(n

2

+ 1) os

�

3

n

i

= 2 ��

�

n

2

+ 1

�

os

�

3

n+

+ 2

�

(n+ 1)

2

+ 1

�

�os

�

3

n = 2

�

(n+ 1)

2

+ 1� (n

2

+ 1)

�

os

�

3

n+

+ 2

�

n

2

+ 2n+ 2

�

h�

os

�

3

� 1

�

os

�

3

n� sin

�

3

sin

�

3

n

i

=

= 2 (2n+ 1) os

�

3

n+ 2

�

n

2

+ 2n+ 2

�

 

�

1

2

os

�

3

n�

p

3

2

sin

�

3

n

!

=

=

�

4n+ 2�

�

n

2

+ 2n+ 2

��

os

�

3

n�

p

3

�

n

2

+ 2n+ 2

�

sin

�

3

n =

= �

�

n

2

� 2n

�

os

�

3

n�

p

3

�

n

2

+ 2n+ 2

�

sin

�

3

n:

V diferenèním poètu je nìkdy vhodné praovat s tzv. zobenìnými moni-

nami, se kterými se nyní seznámíme.

De�nie 2.18: Neh» n; k 2 N: Zobenìnou moninu znaèíme n

(k)

a de�-

nujeme vzorem

n

(k)

= n(n� 1):::(n� k + 1):

Pokud ètenáø zná základy difereniálního poètu, ví, ¾e pro derivai moniny platí

�

x

k

�

0

=

kx

k�1

: Vidíme, ¾e tento vzore a vzore pro difereni moniny n

k

uvedený ve Vìtì 2.15.2 se

sobì pøíli¹ nepodobají. Uká¾eme, ¾e právì diferene zobenìné moniny je analogií k derivai

moniny.

Vìta 2.19: Neh» n; k 2 N: Pak pro difereni zobenìné moniny platí:

�n

(k)

= kn

(k�1)

:

Dùkaz: �n

(k)

= (n+ 1)

(k)

� n

(k)

= (n+ 1)n(n� 1):::(n� k + 2)�

�n(n�1):::(n�k+2)(n�k+1) = [(n+1)� (n�k+1)℄n(n�1):::(n�k+2) =

= kn

(k�1)

:

Výhodu zobenìnýh monin doeníme hned v následujíí podkapitole, kdy

uvedeme pøíklad, ve kterém nám jejih znalost výraznì usnadní výpoèet.

11



2.3 Diferene vy¹¹íh øádù

Neh» u(n) a v(n) jsou posloupnosti, pro nì¾ platí �u(n) = v(n): Poèítejme

�v(n) = �[�u(n)℄ = �[u(n+ 1)� u(n)℄ = �u(n+ 1)��u(n) =

= u(n+ 2)� u(n+ 1)� [u(n+ 1)� u(n)℄ = u(n+ 2)� 2u(n+ 1) + u(n):

Posloupnost �v(n) = �[�u(n)℄ nazveme druhou diferení posloupnosti u(n) a

oznaèíme �

2

u(n): Ihned vidíme, ¾e k tomu, abyhom mohli urèit hodnotu druhé

diferene posloupnosti u(n) v bodì n

0

2 N; musíme znát její hodnoty v bodeh

n

0

; n

0

+ 1; n

0

+ 2:

Podobnì mù¾eme uva¾ovat dále, o¾ nás vede k vyslovení rekurentní de�nie

k�té diferene.

De�nie 2.20: Neh» n; k 2 N a u(n) je posloupnost. Polo¾me

�

0

u(n) = u(n);

�

1

u(n) = �u(n):

Potom k-tou difereni posloupnosti u(n) znaèíme �

k

u(n) a de�nujeme ji reku-

rentnì vzorem

�

k

u(n) = �[�

k�1

u(n)℄:

Pro k = 1 místo první diferene øíkáme jen diferene. Pro k > 1 kromì termínu

k�tá diferene øíkáme té¾ diferene k�tého øádu nebo souhrnnì hovoøíme o

difereníh vy¹¹íh øádù.

Neh» u(n) je posloupnost. Její k�tá diferene je opìt posloupností. Jestli¾e

do této posloupnosti dosadíme za n dané pøirozené èíslo n

0

; dostaneme þk�tou

difereni posloupnosti u(n) v bodì n

0

\, o¾ je urèitá hodnota této posloupnosti

(urèité èíslo). V tomto pøípadì budeme psát �

k

u(n

0

):

Vìta 2.21: Neh» n; k 2 N a u(n) je posloupnost. Pak

�

k

u(n) = u(n+ k)�

�

k

1

�

u(n+ k � 1) +

�

k

2

�

u(n+ k � 2)�

� � � � +(�1)

k

u(n) =

k

X

j=0

(�1)

k�j

�

k

j

�

u(n+ j):

Dùkaz: Provedeme úplnou matematikou indukí:

1. k = 1 : �

1

u(n) = u(n+ 1) + (�1)

1

u(n) = u(n+ 1)� u(n) = �u(n); tedy

pro k = 1 vzore platí.

2. Pøedpokládejme, ¾e vzore platí pro jisté k a doka¾me jeho platnost i pro

k + 1 :

�

k+1

u(n) = �[�

k

u(n)℄ = [u(n+k+1)�

�

k

1

�

u(n+k)+

�

k

2

�

u(n+k�1)� :::+

+(�1)

j

�

k

j

�

u(n+ k + 1� j) + :::+ (�1)

k

u(n+ 1)℄� [u(n+ k)�

�

�

k

1

�

u(n+k�1)+ :::+(�1)

j

�

k

j

�

u(n+k� j)+ :::+(�1)

k�1

�

k

k�1

�

u(n+1)+

+(�1)

k

u(n)℄ = u(n+ k+1)� [

�

k

1

�

+1℄u(n+ k) + [

�

k

2

�

+

�

k

1

�

℄u(n+ k� 1)�

�:::+ (�1)

j

[

�

k

j

�

+

�

k

j�1

�

℄u(n+ k+1� j) + :::+ (�1)

k

[1 +

�

k

k�1

�

℄u(n+1)+

+(�1)

k+1

u(n):

Pou¾itím identit

�

k

0

�

= 1 =

�

k

k

�

a

�

k

j

�

+

�

k

j�1

�

=

�

k+1

j

�

dostaneme

�

k+1

u(n) = u(n+ k + 1)�

�

k+1

1

�

u(n+ k) +

�

k+1

2

�

u(n+ k � 1) + :::+

+(�1)

j

�

k+1

j

�

u(n+ k + 1� j) + :::+ (�1)

k

�

k+1

k

�

u(n+ 1) + (�1)

k+1

u(n);

o¾ jsme mìli dokázat.
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Pøíklad 2.22: Naleznìte ètvrtou difereni posloupnosti u(n) = e

n

a ètvrtou

difereni této posloupnosti v bodì n

0

= 2:

Øe¹ení: Vyu¾ijeme Vìtu 2.21:

�

4

u(n) = �

4

e

n

= e

n+4

�

�

4

1

�

e

n+3

+

�

4

2

�

e

n+2

�

�

4

3

�

e

n+1

+ e

n

=

= e

n

(e

4

� 4e

3

+ 6e

2

� 4e+ 1):

Dosazením n

0

= 2 dostáváme:

�

4

u(n

0

) = e

2

(e

4

� 4e

3

+ 6e

2

� 4e+ 1):

Pøíklad 2.23: Vypoèítejte tøetí difereni polynomu u(n) = n

5

�6n

4

+11n

3

�

4n

2

� 3:

Øe¹ení: I v tomto pøípadì lze pou¾ít Vìtu 2.21:

�

3

u(n) = �

3

�

n

5

� 6n

4

+ 11n

3

� 4n

2

� 3

�

=

= (n+ 3)

5

� 6 (n+ 3)

4

+ 11 (n+ 3)

3

� 4 (n+ 3)

2

� 3�

�

�

3

1

�

�

(n+ 2)

5

� 6(n+ 2)

4

+ 11(n+ 2)

3

� 4(n+ 2)

2

� 3

�

+

+

�

3

2

�

�

(n+ 1)

5

� 6(n+ 1)

4

+ 11(n+ 1)

3

� 4(n+ 1)

2

� 3

�

�

� (n

5

� 6n

4

+ 11n

3

� 4n

2

� 3) = � � �

Vidíme, ¾e pokraèování ve výpoètu elementárními algebraikými úpravami by

bylo relativnì prané. Postupujme proto rekurentnì pøímo podle De�nie 2.20.

Zapi¹me zadaný polynom pomoí zobenìnýh monin. To provedeme postup-

ným dìlením n; (n� 1); :::; (n� 4); o¾ pomoí Hornerova shematu zapisujeme

následujíím zpùsobem:

1 -6 11 -4 0 -3

1 1 -5 6 2 2

2 1 -3 0 2

3 1 0 0

4 1 4

Tedy:

u(n) = n

5

� 6n

4

+ 11n

3

� 4n

2

� 3 = n

(5)

+ 4n

(4)

+ 2n

(2)

+ 2n� 3:

Podle Vìt 2.10.1, 2.10.2 a 2.19 platí:

�u(n) = �

�

n

(5)

+ 4n

(4)

+ 2n

(2)

+ 2n� 3

�

= 5n

(4)

+ 16n

(3)

+ 4n+ 2;

�

2

u(n) = � [�u(n)℄ = �

�

5n

(4)

+ 16n

(3)

+ 4n+ 2

�

= 20n

(3)

+ 48n

(2)

+ 4;

�

3

u(n) = �

�

�

2

u(n)

�

= �

�

20n

(3)

+ 48n

(2)

+ 4

�

= 60n

(2)

+ 96n =

= 60n(n� 1) + 96n = 60n

2

+ 36n:

Vypoèetli jsme:

�

3

(n

5

� 6n

4

+ 11n

3

� 4n

2

� 3) = 60n

2

+ 36n:

Vìta 2.24: Pro j = 1; 2; :::; k je

�

j

P

k

(n) = Q

k�j

(n);
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kde Q

k�j

(n) je jistý polynom stupnì k � j:

Speiálnì:

�

k

P

k

(n) =  6= 0;

kde  je jistá konstanta a tudí¾

�

k+1

P

k

(n) = 0:

Dùkaz: Zøejmé, plyne z Dùsledku 2.16.1.

2.4 Úlohy na provièení

Úloha 2.25: Vypoètìte �u(n) a �u(n

0

); je-li:

1. u(n) =

1

n

2

; n

0

= 2

h

�u(n) =

�2n�1

n

2

(n+1)

2

; �u(2) = �

5

36

i

2. u(n) = sin

�

3

n; n

0

= 5

h

�u(n) = �

1

2

sin

�

3

n+

p

3

2

os

�

3

n; �u(5) =

p

3

2

i

Úloha 2.26: Spoètìte �u(n); je-li:

1. u(n) =

2

n

n

2

�1

h

2

n

(n

2

�2n�2)

(n�1)n(n+1)(n+2)

i

2. u(n) = 3

n

os

�

3

n

�

1

2

� 3

n

(os

�

3

n� 3

p

3 sin

�

3

n)

�

3. u(n) = (3n

2

� 2n� 4)2

n

[(3n

2

+ 10n� 2)2

n

℄

4. u(n) =

�

n

k

�

; kde k 2 N

h

�

n

k�1

�

i

Úloha 2.27: Vypoètìte �

k

u(n); je-li:

1. u(n) = n

2

� 3

n

; k = 3

�

8(n

2

+ 9n+ 18)3

n

�

2. u(n) = n

5

� 4n

4

+ 2n

3

� n

2

+ 3n+ 1; k = 4

[120n+ 144℄

Úloha 2.28: Najdìte posloupnost, která má stejnou difereni jako funke

f(x) de�novaná na mno¾inìM = fx

0

; x

0

+ h; x

0

+ 2h; :::g; je-li:

1. f(x) = 36x

2

+ 15x+ 1; x

0

=

1

4

; h =

1

3

[g(n) = 4n

2

+ 3n℄

2. f(x) = 64x

3

+ 144x

2

+ 108x+ 30; x

0

= �

1

2

; h =

1

4

[g(n) = n

3

+ 3℄

Úloha 2.29: Urèete pøímo z de�nie derivae f

0

(x); je-li:

1. f(x) = x

2

[2x℄

2. f(x) =

1

x

�

�

1

x

2

�

14



3 Základy sumaèního poètu

Doposud jsme znali posloupnost a poèítali jsme její difereni, nyní stojíme

pøed úlohou opaènou. Budeme znát difereni a budeme hledat posloupnost, kte-

rou jsme diferenovali. Hledanou posloupnost nazveme sumaí dané posloupnosti

a budeme se zabývat jejími vlastnostmi.

Tak jako v pøede¹lé kapitole jsme si v¹ímali nìkterýh analogií mezi diferenè-

ním a difereniálním poètem, rovnì¾ v této kapitole pouká¾eme na podobu mezi

sumaèním a integrálním poètem.

3.1 Pojem a vlastnosti sumae

De�nie 3.1: Neh» u(n) a U(n) jsou posloupnosti takové, ¾e pro v¹ehna

n 2 N platí �U(n) = u(n): Posloupnost U(n) nazýváme sumaí posloupnosti

u(n) a znaèíme

U(n) =

X

u(n):

Vìta 3.2: Neh» u(n) je posloupnost. Pak platí:

�u(n) = 0 , u(n) = ;

kde  2 R je libovolná konstanta.

Dùkaz:

þ(\ Platí podle Vìty 2.15.1.

þ)\ �u(n) = 0 ) u(n + 1) � u(n) = 0 ) pro 8n 2 N platí u(n) = u(n + 1):

Tuto vlastnost má libovolná konstanta.

Vìta 3.3: Neh» u(n) a v(n) jsou posloupnosti. Potom

�u(n) = �v(n) pro 8n 2 N , u(n) = v(n) + ;

kde  2 R je libovolná konstanta. Neboli, u(n) a v(n) jsou sumaemi té¾e po-

sloupnosti právì tehdy, kdy¾ se li¹í o aditivní konstantu.

Dùkaz:

þ(\ u(n) = v(n) + ) �u(n) = �[v(n) + ℄ = �v(n) + � = �v(n):

þ)\ �u(n) = �v(n) ) �u(n) ��v(n) = 0 ) �[u(n) � v(n)℄ = 0; o¾ podle

Vìty 3.2 znamená, ¾e u(n)� v(n) = ; tedy u(n) = v(n) + :

Poznámka 3.4: Z Vìty 3.3 vyplývá, ¾e je-li U(n) sumaí u(n); pak existuje

nekoneènì mnoho posloupností y(n); které jsou sumaemi u(n) a ka¾dou z nih

lze vyjádøit ve tvaru

y(n) =

X

u(n) = U(n) + ;

kde  je vhodná konstanta. Je-li naví dána dvojie fn

0

; y(n

0

)g (tzv.poèáteèní

podmínka), pak je konstanta  (a tím i sumae y(n)) urèena jednoznaènì.

Podobnì jako pojem sumae se v integrálním poètu de�nuje tzv. primitivní funke, která

má rovnì¾ vlastnosti podobné tìm, které byly popsány ve Vìtì 3.3.

Pøíklad 3.5: Rozhodnìte, zda posloupnosti U(n) = �

1

2

os

�

3

n a V (n) =

sin

2

�

6

n jsou sumaemi té¾e posloupnosti.

Øe¹ení:

1. zpùsob: Postupujme podle De�nie 3.1, tzn. hledejme posloupnosti u(n) a

v(n); jejih¾ sumaemi jsou U(n) a V (n) :
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u(n) = �U(n) = �

�

�

1

2

os

�

3

n

�

= �

1

2

h

os

�

�

3

n+

�

3

�

� os

�

3

n

i

=

= �

1

2

h�

os

�

3

� 1

�

os

�

3

n� sin

�

3

sin

�

3

n

i

=

= �

1

2

 

�

1

2

os

�

3

n�

p

3

2

sin

�

3

n

!

=

1

4

os

�

3

n+

p

3

4

sin

�

3

n;

v(n) = �V (n) = � sin

2

�

6

n = sin

2

�

�

6

n+

�

6

�

� sin

2

�

6

n =

=

�

sin

�

6

n os

�

6

+ os

�

6

n sin

�

6

�

2

� sin

2

�

6

n =

=

 

p

3

2

sin

�

6

n+

1

2

os

�

6

n

!

2

� sin

2

�

6

n =

=

3

4

sin

2

�

6

n+

p

3

2

sin

�

6

n os

�

6

n+

1

4

os

2

�

6

n� sin

2

�

6

n =

=

1

4

�

os

2

�

6

n� sin

2

�

6

n

�

+

p

3

4

� 2 sin

�

6

n os

�

6

n =

=

1

4

os

�

3

n+

p

3

4

sin

�

3

n:

Vypoèetli jsme, ¾e posloupnosti U(n) a V (n) jsou sumaemi té¾e posloupnosti

a to:

u(n) = v(n) =

1

4

os

�

3

n+

p

3

4

sin

�

3

n:

2. zpùsob: Vyu¾ijme Vìtu 3.3, tzn. poèítejme rozdíl U(n)� V (n) :

U(n)� V (n) = �

1

2

os

�

3

n� sin

2

�

6

n = �

1

2

�

os

2

�

6

n� sin

2

�

6

n

�

� sin

2

�

6

n =

= �

1

2

�

1� sin

2

�

6

n

�

�

1

2

sin

2

�

6

n = �

1

2

:

Zjistili jsme, ¾e posloupnosti U(n) a V (n) se li¹í o konstantu, o¾ znamená, ¾e

jsou sumaemi té¾e posloupnosti. Tento výpoèet je sie krat¹í, nenalezli jsme

v¹ak posloupnost, jejimi¾ sumaemi jsou U(n) a V (n):

Vìta 3.6: Neh» u(n); v(n) jsou posloupnosti. Pak platí:

1.

P

[u(n)� v(n)℄ =

P

u(n)�

P

v(n)

2.

P

[u(n)℄ = 

P

u(n); kde  2 R je libovolná konstanta

3.

P

[u(n)�v(n)℄ = u(n)v(n)�

P

[v(n+ 1)�u(n)℄ /tzv. sumae per partes/

Dùkaz: Oznaème

X

u(n) = U(n) tj: u(n) = �U(n);

X

v(n) = V (n) tj: v(n) = �V (n):

1. Potøebujeme dokázat, ¾e

P

[u(n)�v(n)℄ = U(n)�V (n); tj., ¾e u(n)�v(n) =

�[U(n)� V (n)℄: To ov¹em platí podle Vìty 2.10.1.

2. Potøebujeme dokázat, ¾e

P

[u(n)℄ = U(n); tj., ¾e u(n) = �[U(n)℄: To

v¹ak platí podle Vìty 2.10.2.
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3. Podle Vìty 2.10.3 platí: �[u(n)v(n)℄ = u(n)�v(n) + v(n+ 1)�u(n): Pro-

veïme sumai a s vyu¾itím èásti 1 této Vìty upravme:

X

�[u(n)v(n)℄ =

X

[u(n)�v(n) + v(n+ 1)�u(n)℄

u(n)v(n) =

X

[u(n)�v(n)℄ +

X

[v(n+ 1)�u(n)℄

X

[u(n)�v(n)℄ = u(n)v(n)�

X

[v(n+ 1)�u(n)℄

3.2 Sumae nìkterýh elementárníh posloupností

Vìta 3.7: Neh» je dán polynom P

k

(n) =

P

k

j=0

a

j

n

j

: Potom existuje poly-

nom Q

k+1

(n) takový, ¾e

�Q

k+1

(n) = P

k

(n);

tj.

X

P

k

(n) = Q

k+1

(n):

Dùkaz: Hledejme koe�ienty b

j

polynomu Q

k+1

(n) =

P

k+1

j=0

b

j

n

j

; kde má být

b

k+1

6= 0 :

�Q

k+1

(n) =

k+1

X

j=0

b

j

(n+ 1)

j

�

k+1

X

j=0

b

j

n

j

=

k+1

X

j=0

b

j

[(n+ 1)

j

� n

j

℄:

Podle binomiké vìty platí:

�Q

k+1

(n) =

k+1

X

j=0

b

j

"

j

X

i=0

�

j

i

�

n

i

� n

j

#

:

Vidíme, ¾e se þzru¹í\ moniny n

j

a také þvypadne\ b

0

; tedy:

�Q

k+1

(n) =

k+1

X

j=1

b

j

��

j

1

�

n

j�1

+

�

j

2

�

n

j�2

+ � � �+

�

j

j

�

n

0

�

:

Polynom �Q

k+1

(n) se má identiky rovnat danému polynomu P

k

(n): Hledané

hodnoty b

j

urèíme porovnáním koe�ientù u jednotlivýh monin n

j

; kde j =

0; 1; :::; k :

n

k

:

�

k+1

1

�

b

k+1

= a

k

; odtud vypoèteme b

k+1

:

n

k�1

:

�

k+1

2

�

b

k+1

+

�

k

1

�

b

k

= a

k�1

; odtud vypoèteme b

k

; atd.

.

.

.

n

0

: b

k+1

+ b

k

+ :::+ b

1

= a

0

; odtud vypoèteme b

1

Snadno nahlédneme, ¾e hodnoty b

k+1

; b

k

; :::; b

1

jsou urèeny jednoznaènì. Naví

b

k+1

6= 0; nebo» a

k

6= 0 (P

k

(n) je polynom k�tého stupnì), o¾ jsme mìli

dokázat. Polynom Q

k+1

(n) je tedy skuteènì (k + 1)�tého stupnì. Èíslo b

0

je

v¹ak libovolné, proto¾e se nevyskytuje v ¾ádné rovnii. To nás ale nepøekvapuje,

proto¾e podle Poznámky 3.4 víme, ¾e hledanýh polynomù Q

k+1

(n) =

P

P

k

(n)

existuje nekoneènì mnoho a vzájemnì se li¹í o aditivní konstantu, tj. o absolutní

èlen b

0

: Tímto je vìta dokázána.

Dodejme je¹tì, ¾e právì dokonèený dùkaz je konstruktivní, tzn. pøi øe¹ení

konkrétníh úloh postupujeme popsaným zpùsobem - tzv. metodou neurèitýh

koe�ientù.

Ètenáø u¾ jistì tu¹í, ¾e nyní se jako o analogii integrálu moniny zmíníme o sumai zobe-

nìné moniny.
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Vìta 3.8: Neh» n; k 2 N: Pak pro sumai zobenìné moniny platí:

X

n

(k)

=

1

k + 1

n

(k+1)

+ ;

kde  2 R je libovolná konstanta.

Dùkaz: �[

1

k+1

n

(k+1)

+ ℄ =

1

k+1

�n

(k+1)

+� =

1

k+1

(k + 1)n

(k)

= n

(k)

.

Analogiky ke vzorùm pro diferene platí vzore pro sumae.

Vìta 3.9: Neh» ; 

�

2 R jsou libovolné konstanty. Pak pro v¹ehna n 2 N

platí:

1.

P

 = n+ 

�

2.

P

q

n

=

1

q�1

q

n

+ ; kde q 2 R� f1g

Dùkaz:

1. �(n+ 

�

) = �n+�

�

= (n+ 1� n) = 

2. �(

1

q�1

q

n

+ ) =

1

q�1

�q

n

+� =

1

q�1

q

n

(q � 1) = q

n

Poznámka 3.10: Pro sumae goniometrikýh funkí platí:

X

sin�n = a sin�n+ b os�n+ ;

X

os�n = a

�

sin�n+ b

�

os�n+ ;

kde a; b (resp.a

�

; b

�

) jsou jisté konstanty. O platnosti tìhto vzorù se mù¾eme

pøesvìdèit výpoètem diferene pravýh stran. Následným porovnáním koe�i-

entù byhom nalezli i konkrétní vyjádøení zmínìnýh konstant. Toto vyjádøení

je v¹ak pøíli¹ komplikované na to, aby mìlo význam pro praktiké poèítání, a

proto je neuvádíme.

Poznamenejme rovnì¾, ¾e uvedené vzore lze odvodit pomoí sumae

X

e

in�

=

X

(os�+ i sin�)

n

s vyu¾itím vlastností komplexníh èísel (Moivreova vìta). Tento postup lze nalézt

napø. ve skripteh [5℄.

Pøíklad 3.11: Urèete nejvìt¹í mo¾ný poèet v(n) oblastí, na které lze prostor

rozdìlit pomoí n rovin.

Øe¹ení: Tento pøíklad je zobenìním Pøíkladu 1.1, kterým jsme se zabývali

v úvodní kapitole. Podobnými úvahami odvodíme rekurentní závislost, pomoí

které provedeme vlastní výpoèet.

Mìjme n rovin �

1

; �

2

; :::; �

n

v obené poloze, tj. ¾ádné tøi nejsou rovnobì¾né

s tou¾ pøímkou a ¾ádné ètyøi nemají spoleèný bod. V termíneh lineární algebry

a geometrie to znamená, ¾e normálové vektory libovolné trojie rùznýh rovin

jsou lineárnì nezávislé, a ¾e ¾ádné tøi z tìhto rovin nepatøí do tého¾ svazku a

¾ádné ètyøi z tìhto rovin nepatøí do tého¾ trsu (viz skripta [7℄ a [8℄). Tìmito

rovinami je prostor rozdìlen právì na v(n) oblastí. Pøidejme rovinu �

n+1

tak,

aby v¹eh n+1 rovin bylo opìt v obené poloze, tzn., ¾e prùseènie roviny �

n+1

s rovinami �

1

; �

2

; :::; �

n

tvoøí v rovinì �

n+1

systém právì n pøímek v obené

poloze. Podle Pøíkladu 1.1 víme, ¾e rovina �

n+1

je zmínìnými prùseèniemi

rozdìlena na u(n) =

1

2

(n

2

+ n + 2) oblastí. Ka¾dá z tìhto oblastí dìlí jednu

z pùvodníh èástí prostoru na dvì þnové\. Právì o

1

2

(n

2

+n+2) tedy vzrostl poèet
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èástí prostoru pøidáním roviny �

n+1

: Ov¹em prostor je rovinami �

1

; �

2

; :::; �

n+1

rozdìlen na v(n+ 1) oblastí. Tímto jsme odvodili vztah:

v(n+ 1) = v(n) +

1

2

(n

2

+ n+ 2);

tj.

�v(n) =

1

2

(n

2

+ n+ 2);

pøièem¾ je zøejmì v(1) = 2: Hledáme tedy sumai posloupnosti

1

2

(n

2

+ n + 2)

s poèáteèní podmínkou v(1) = 2:

1. zpùsob: Budeme postupovat podle Vìty 3.7 - metodou neurèitýh koe�i-

entù (tímto zpùsobem jsme øe¹ili i Pøíklad 1.1):

v(n) = b

1

n

3

+ b

2

n

2

+ b

3

n+ b

4

;

kde b

1

; :::; b

4

jsou konstanty, které musíme urèit.

�v(n) = b

1

(n+ 1)

3

+ b

2

(n+ 1)

2

+ b

3

(n+ 1) + b

4

� (b

1

n

3

+ b

2

n

2

+ b

3

n+ b

4

);

po úpravì:

�v(n) = 3b

1

n

2

+ (3b

1

+ 2b

2

)n+ b

1

+ b

2

+ b

3

:

Identiky má platit:

1

2

n

2

+

1

2

n+ 1 = 3b

1

n

2

+ (3b

1

+ 2b

2

)n+ b

1

+ b

2

+ b

3

:

Porovnáním koe�ientù:

n

2

: 3b

1

=

1

2

) b

1

=

1

6

n

1

: 3b

1

+ 2b

2

=

1

2

) b

2

= 0

n

0

: b

1

+ b

2

+ b

3

= 1 ) b

3

=

5

6

Poslední konstantu získáme pomoí poèáteèní podmínky:

v(1) = b

1

+ b

2

+ b

3

+ b

4

= 2 ) b

4

= 1:

Vypoèetli jsme:

v(n) =

1

6

(n

3

+ 5n+ 6):

2.zpùsob: Budeme postupovat podle Vìty 3.8 - s vyu¾itím zobenìnýh mo-

nin. Postupným dìlením n a n� 1 pøepí¹eme sumovaný polynom pomoí zobe-

nìnýh monin, o¾ dle Hornerova shematu zapí¹eme:

1

2

1

2

1

1

1

2

1

Tedy:

�v(n) =

1

2

n

2

+

1

2

n+ 1 =

1

2

n

(2)

+ n+ 1:

Poèítejme:

v(n) =

X

�

1

2

n

(2)

+ n+ 1

�

=

1

2

X

n

(2)

+

X

n+

X

1 =

=

1

2

�

1

3

n

(3)

+

1

2

n

(2)

+ n+  =

1

6

n (n� 1) (n� 2) +

1

2

n (n� 1) + n+  =

=

1

6

�

n

3

� 3n

2

+ 2n

�

+

1

2

�

n

2

� n

�

+ n+  =

1

6

�

n

3

+ 5n

�

+ :
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Konstantu  urèíme z poèáteèní podmínky:

v(1) =

1

6

(1 + 5) +  = 2 )  = 1:

Vypoèetli jsme:

v(n) =

1

6

�

n

3

+ 5n+ 6

�

:

Závìr: Prostor mù¾e být pomoí n rovin rozdìlen nejvý¹e na

1

6

(n

3

+ 5n + 6)

oblastí.

Poznamenejme, ¾e pokud se heme pøesvìdèit o správnosti výpoètu, ve kte-

rém jsme hledali sumai nìjaké posloupnosti, snadno mù¾eme provést zkou¹ku,

aplikujeme-li na obdr¾ený výsledek vzore pro diferene uvedené v pøedhozí

kapitole. To v¹ak ji¾ poneháme na ètenáøi.

Vìta 3.12: Neh» je dána posloupnost P

k

(n)q

n

; kde q 6= 1: Potom existuje

právì jeden polynom Q

k

(n) takový, ¾e platí:

�[Q

k

(n)q

n

℄ = P

k

(n)q

n

;

tj.

X

[P

k

(n)q

n

℄ = Q

k

(n)q

n

+ ;

kde  2 R je libovolná konstanta.

Dùkaz: Je zela analogiký jako dùkaz Vìty 3.7, proto naznaèíme jen jeho

postup a nebudeme jej detailnì provádìt.

Hledejme koe�ienty b

j

polynomu Q

k

(n) =

P

k

j=0

b

j

n

j

; kde musíme ukázat,

¾e b

k

6= 0:

�[Q

k

(n)q

n

℄ = �[q

n

P

k

j=0

b

j

n

j

℄ = q

n+1

P

k

j=0

b

j

(n+ 1)

j

� q

n

P

k

j=0

b

j

n

j

=

= q

n

P

k

j=0

[qb

j

(n+ 1)

j

� b

j

n

j

℄:

Hodnoty b

j

urèíme porovnáním koe�ientù z identity:

q

n

P

k

j=0

[qb

j

(n+ 1)

j

� b

j

n

j

℄ = q

n

P

k

(n):

Odtud rozepsáním zjistíme, ¾e b

k

6= 0; a ¾e hodnoty b

k

; b

k�1

; :::; b

0

jsou urèeny

jednoznaènì. Poslední èást tvrzení plyne z Poznámky 3.4.

Pøíklad 3.13: Naleznìte v¹ehny posloupnosti y(n); pro které platí y(n) =

P

[5

n

(8n

2

+ 8n� 1) + 2

n

℄:

Øe¹ení:

y(n) =

X

�

5

n

(8n

2

+ 8n� 1) + 2

n

�

=

X

�

5

n

(8n

2

+ 8n� 1)

�

+

X

2

n

:

Oznaème:

y

1

(n) =

X

�

5

n

(8n

2

+ 8n� 1)

�

;

y

2

(n) =

X

2

n

:

Podle Vìty 3.12 platí:

y

1

(n) = 5

n

(b

1

n

2

+ b

2

n+ b

3

) + 

1

;

kde b

1

; b

2

; b

3

jsou hledané konstanty a 

1

2 R je libovolné.

�y

1

(n) = 5

n+1

[b

1

(n+ 1)

2

+ b

2

(n+ 1) + b

3

℄� 5

n

(b

1

n

2

+ b

2

n+ b

3

) =

= 5

n

[5(b

1

n

2

+ 2b

1

n+ b

1

+ b

2

n+ b

2

+ b

3

)� b

1

n

2

� b

2

n� b

3

=

= 5

n

[4b

1

n

2

+ (10b

1

+ 4b

2

)n+ 5b

1

+ 5b

2

+ 4b

3

℄:
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Tedy:

5

n

[4b

1

n

2

+ (10b

1

+ 4b

2

)n+ 5b

1

+ 5b

2

+ 4b

3

℄ = 5

n

(8n

2

+ 8n� 1):

Porovnáním koe�ientù:

4b

1

= 8 ) b

1

= 2;

10b

1

+ 4b

2

= 8 ) b

2

= �3;

5b

1

+ 5b

2

+ 4b

3

= �1 ) b

3

= 1:

Dostali jsme

y

1

(n) = 5

n

(2n

2

� 3n+ 1) + 

1

:

Podle Vìty 3.9.2 je

y

2

(n) =

X

2

n

=

1

2� 1

2

n

+ 

2

= 2

n

+ 

2

;

kde 

2

2 R je libovolná konstanta. Oznaèíme-li  = 

1

+ 

2

; pak mù¾eme psát

y(n) = y

1

(n) + y

2

(n) = 5

n

(2n

2

� 3n+ 1) + 2

n

+ ;

kde  2 R je libovolná konstanta.

Poznamenejme je¹tì, ¾e pøi hledání posloupnosti y

1

(n) jsme mohli rovnì¾

vyu¾ít sumai per partes (viz Vìta 3.6.3). Provedení tohoto výpoètu v¹ak ji¾

poneháme na ètenáøi.

3.3 Souèet n èlenù posloupnosti

V této kapitole si uká¾eme, jak lze pomoí sumae získat vzore pro souèet

n èlenù posloupnosti.

Souèet s(n) prvníh n èlenù posloupnosti u(n)

s(n) = u(1) + u(2) + :::+ u(n)

se nazývá n�tým èásteèným souètem èlenù posloupnosti u(n): Tyto souèty tvoøí

novou posloupnost - posloupnost èásteènýh souètù posloupnosti u(n):

Odvoïme nyní funkèní vzore (tj. vzore, který je elementární funkí pro-

mìnné n) posloupnosti s(n): Platí:

s(n) = u(1) + u(2) + :::+ u(n);

s(n+ 1) = u(1) + u(2) + :::+ u(n) + u(n+ 1):

Odeètením tìhto rovností dostáváme:

s(n+ 1)� s(n) = �s(n) = u(n+ 1); (3.1)

tj.

s(n) =

X

u(n+ 1): (3.2)

Je-li u(n) zadána funkèním vzorem obsahujíím posloupnosti ; n

k

; q

n

; sin�n;

os�n a posloupnosti z nih utvoøené souètem nebo souèinem, umíme na základì

pøedhozího výkladu tuto úlohu vyøe¹it.

Oznaèíme-li U(n+ 1) jednu ze sumaí posloupnosti u(n+ 1); mù¾eme psát:

s(n) = U(n+ 1) + ;

kde  je konstanta urèená poèáteèní podmínkou:

s(1) = U(2) +  = u(1):
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Odtud  = u(1)� U(2); tedy

s(n) = U(n+ 1) + u(1)� U(2):

Tímto jsme odvodili vìtu:

Vìta 3.14: Neh» posloupnost u(n) je dána funkèním vzorem. Neh» U(n+

1) je jedna ze sumaí posloupnosti u(n + 1): Pak pro n�tý èásteèný souèet

posloupnosti u(n) platí:

s(n) = U(n+ 1) + u(1)� U(2):

Pøíklad 3.15: Naleznìte funkèní vzore pro n�tý èásteèný souèet posloup-

nosti u(n) = sin

�

3

(n� 1):

Øe¹ení: Hledáme

s(n) = u(1) + u(2) + :::+ u(n):

Podle (3.1) platí:

�s(n) = sin

�

3

n:

Podle Poznámky 3.10 budeme s(n) hledat ve tvaru:

s(n) = a sin

�

3

n+ b os

�

3

n+ :

S vyu¾itím Vìt 2.15.4 a 2.15.5 poèítejme:

�s(n) = �

h

a sin

�

3

n+ b os

�

3

n+ 

i

= a

h

sin

�

�

3

n+

�

3

�

� sin

�

3

n

i

+

+ b

h

os

�

�

3

n+

�

3

�

� os

�

3

n

i

= a

h�

os

�

3

� 1

�

sin

�

3

n+ sin

�

3

os

�

3

n

i

+

+ b

h�

os

�

3

� 1

�

os

�

3

n� sin

�

3

sin

�

3

n

i

=

= a

 

�

1

2

sin

�

3

n+

p

3

2

os

�

3

n

!

+ b

 

�

1

2

os

�

3

n�

p

3

2

sin

�

3

n

!

=

=

 

�

1

2

a�

p

3

2

b

!

sin

�

3

n+

 

p

3

2

a�

1

2

b

!

os

�

3

n:

Identiky má platit:

 

�

1

2

a�

p

3

2

b

!

sin

�

3

n+

 

p

3

2

a�

1

2

b

!

os

�

3

n = sin

�

3

n:

Porovnáním koe�ientù:

�

1

2

a�

p

3

2

b = 1;

p

3

2

a�

1

2

b = 0;

odkud vypoèteme, ¾e a = �

1

2

; b = �

p

3

2

; tedy

s(n) = �

1

2

sin

�

3

n�

p

3

2

os

�

3

n+  = � sin

�

�

3

n+

�

3

�

+ :

Konstantu  urèíme z poèáteèní podmínky s(1) = u(1); tj.:

� sin

2�

3

+  = sin 0;
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odkud  =

p

3

2

: Hledané øe¹ení je

s(n) = � sin

�

3

(n+ 1) +

p

3

2

:

Pøíklad 3.16: Naleznìte vzore pro souèet prvníh n èlenù geometriké po-

sloupnosti.

Øe¹ení: Geometriká posloupnost je posloupnost urèená rekurentnì:

u(n+ 1) = u(n) � q;

kde u(1) a q jsou daná èísla.

Nejprve potøebujeme znát funkèní vzore pro geometrikou posloupnost. Podle

uvedeného rekurentního vzore platí:

u(2) = u(1) � q;

u(3) = u(2) � q = u(1) � q

2

;

u(4) = u(3) � q = u(2) � q

3

;

.

.

.

u(n+ 1) = u(n) � q = u(1) � q

n

:

Hledáme

s(n) = u(1) + u(2) + :::+ u(n):

Zaènìme zvlá¹tním pøípadem, je-li q = 1; tzn. u(1) = u(2) = ::: = u(n): Pak

zøejmì platí

s(n) = n � u(1):

Nyní pøedpokládejme, ¾e q 6= 1: Podle (3.2) platí s(n) =

P

u(n+ 1): Tedy

s(n) =

X

[u(1)q

n

℄ = u(1)

X

q

n

= u(1) �

1

q � 1

� q

n

+ :

Konstantu  urèíme z poèáteèní podmínky:

s(1) =

u(1)

q � 1

q +  = u(1):

Odtud

 = �

u(1)

q � 1

:

Dostali jsme

s(n) =

u(1)

q � 1

(q

n

� 1) = u(1)

q

n

� 1

q � 1

:

Pro souèet prvníh n èlenù geometriké posloupnosti platí:

s(n) = u(1)

q

n

� 1

q � 1

; je� li q 6= 1;

s(n) = n � u(1); je� li q = 1:

3.4 Urèité sumy

De�nie 3.17: Neh» u(n) je posloupnost. Neh» a; b jsou pøirozená èísla,

a � b: Pak urèitou sumou posloupnosti u(n) v intervalu ha; bi rozumíme souèet:

b

X

n=a

u(n) = u(a) + u(a+ 1) + :::+ u(b� 1) + u(b):
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De�nii urèité sumy lze roz¹íøit pro libovolná elá èísla a; b; a � b; pokud je

u(n) de�nována ve v¹eh bodeh mno¾iny fa; a+ 1; :::; bg:

Ve spojitém pøípadì je analogií k pojmu urèité sumy urèitý integrál . Pro jeho výpoèet

platí Newton-Leibnitzùv vzore (v pøípadì, ¾e existuje primitivní funke F k funki f)

Z

b

a

f(x)dx = [F (x)℄

b

a

= F (b)� F (a);

jeho¾ diskrétní analogii si právì uvedeme. V¹imnìme si, ¾e v diskrétním pøípadì se opìt obje-

vuje posun.

Vìta 3.18: Neh» posloupnost U(n) je sumaí posloupnosti u(n); tj. U(n) =

P

u(n): Neh» a 2 N; b 2 N; a � b: Pak platí:

b

X

n=a

u(n) = [U(n)℄

b+1

a

= U(b+ 1)� U(a):

Dùkaz: U(n) =

P

u(n); tj. �U(n) = U(n+ 1)� U(n) = u(n): Proto:

U(a+ 1)� U(a) = u(a);

U(a+ 2)� U(a+ 1) = u(a+ 1);

.

.

.

U(b)� U(b� 1) = u(b� 1);

U(b+ 1)� U(b) = u(b):

Souètem tìhto rovností dostaneme:

U(b+ 1)� U(a) = u(a) + u(a+ 1) + :::+ u(b� 1) + u(b);

o¾ jsme mìli dokázat.

Následujíí vìta ukazuje, ¾e urèitá suma má tyté¾ vlastnosti, jaké jsme uvedli

pro sumai ve Vìtì 3.6.

Vìta 3.19: Neh» u(n) a v(n) jsou posloupnosti. Neh» a; b 2 N; a � b: Pak

platí:

1.

P

b

n=a

[u(n)� v(n)℄ =

P

b

n=a

u(n)�

P

b

n=a

v(n)

2.

P

b

n=a

[u(n)℄ = 

P

b

n=a

u(n); kde  2 R je libovolná konstanta

3.

P

b

n=a

[u(n)�v(n)℄ = [u(n)v(n)℄

b+1

a

�

P

b

n=a

[v(n + 1)�u(n)℄ /tzv. sumae

per partes pro urèité sumy/

Dùkaz:

1.

P

b

n=a

[u(n)� v(n)℄ = u(a)� v(a)+u(a+1)� v(a+1)+ :::+u(b)� v(b) =

= u(a) +u(a+1)+ :::+u(b)� [v(a) + v(a+1)+ :::+ v(b)℄ =

P

b

n=a

u(n)�

�

P

b

n=a

v(n)

2.

P

b

n=a

[u(n)℄ = u(a)+u(a+1)+:::+u(b) = [u(a)+u(a+1)+:::+u(b)℄ =

= 

P

b

n=a

u(n)

3. Podle Vìty 2.10.3 lze psát:

P

[u(n)�v(n) + v(n+ 1)�u(n)℄ = u(n)v(n):

Podle Vìty 3.18 platí:

P

b

n=a

[u(n)�v(n)+v(n+1)�u(n)℄ = [u(n)v(n)℄

b+1

a

:

Rovnost upravme s vyu¾itím èásti 1 této vìty:

P

b

n=a

[u(n)�v(n)℄ = [u(n)v(n)℄

b+1

a

�

P

b

n=a

[v(n+ 1)�u(n)℄:

Tímto je vìta dokázána.
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Pøíklad 3.20: Vypoètìte

P

b

n=a

[nq

n

℄; kde a; b 2 N; a � b a q 6= 1:

Øe¹ení: Postupujme podle Vìty 3.19.3:

u(n) = n �v(n) = q

n

�u(n) = 1 v(n) =

1

q�1

q

n

; v(n+ 1) =

1

q�1

q

n+1

b

X

n=a

[nq

n

℄ =

�

n

q

n

q � 1

�

b+1

a

�

b

X

n=a

�

q

n+1

q � 1

�

=

1

q � 1

�

(b+ 1)q

b+1

� aq

a

�

�

�

q

(q � 1)

2

[q

n

℄

b+1

a

=

1

q � 1

�

(b+ 1)q

b+1

� aq

a

�

�

q

(q � 1)

2

(q

b+1

� q

a

):

Tedy:

b

X

n=a

[nq

n

℄ =

1

q � 1

�

(b+ 1)q

b+1

� aq

a

�

�

q

(q � 1)

2

(q

b+1

� q

a

):

3.5 Sumae vy¹¹íh øádù

Známe-li k�tou difereni a hledáme posloupnost, kterou jsme diferenovali,

potøebujeme zavést pojem k�té sumae.

De�nie 3.21: Neh» n; k 2 N a u(n) je posloupnost. Polo¾me

X

(0)

u(n) = u(n);

X

(1)

u(n) =

X

u(n):

Potom k-tou sumai posloupnosti u(n) znaèíme

P

(k)

u(n) a de�nujeme reku-

rentnì vzorem

X

(k)

u(n) =

X

h

X

(k�1)

u(n)

i

:

Pro k = 1 místo první sumae øíkáme jen sumae. Pro k > 1 kromì termínu

k�tá sumae øíkáme té¾ sumae k�tého øádu.

Ètenáø si jistì v¹iml, ¾e de�nie k�té sumae je naprosto analogiká de�nii

k�té diferene. Výpoèet k�té sumae provádíme rekurentnì podle De�nie 3.21,

tj. analogiky jako výpoèet k�té diferene, pokud postupujeme podle De�nie

2.20 (viz Pøíklad 2.23).

Pøíklad 3.22: Naleznìte alespoò jednu posloupnost y(n); která je tøetí su-

maí posloupnosti u(n) = 3

n

:

Øe¹ení: Vyu¾ijme Vìtu 3.9.2, kde staèí zvolit  = 0 :

X

u(n) =

X

3

n

=

1

2

� 3

n

;

X

(2)

u(n) =

X

h

X

u(n)

i

=

X

�

1

2

� 3

n

�

=

1

2

X

3

n

=

1

4

� 3

n

;

X

(3)

u(n) =

X

h

X

(2)

u(n)

i

=

X

�

1

4

� 3

n

�

=

1

4

X

3

n

=

1

8

� 3

n

:

Zadání vyhovuje napø. posloupnost:

y(n) =

1

8

� 3

n

:
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Podle Poznámky 3.4 víme, ¾e sumae

P

u(n) není urèena jednoznaènì, ale ¾e

tìhto posloupností je nekoneènì mnoho. Je tedy zøejmé, ¾e nekoneènì mnoho

je i posloupností, které jsou k�tou sumaí posloupnosti u(n): Hledejme tedy

obený vzore, který by nám umo¾òoval nalézt v¹ehny posloupnosti y(n); pro

které platí

y(n) =

X

(k)

u(n):

Nejprve ale zformulujme a doka¾me následujíí vìtu.

Vìta 3.23: Neh» n; k 2 N a u(n) je posloupnost. Pak platí:

�

k

u(n) = 0 , u(n) = 

k�1

n

k�1

+ 

k�2

n

k�2

+ :::+ 

0

;

kde 

i

2 R pro i = 0; 1; :::; k � 1 jsou libovolné konstanty.

Dùkaz:

þ)\ Dùkaz této implikae provedeme postupnými sumaemi, pøièem¾ vyu¾ijeme

Vìty 3.2 a 3.7. Neh» �

k

u(n) = 0; pak

�

k�1

u(n) =

X

0 = 

01

;

�

k�2

u(n) =

X

(2)

0 =

X



01

= 

12

n+ 

02

;

.

.

.

�

k�j

u(n) =

X

(j)

0 =

X

(

j�2;j�1

n

j�2

+ 

j�3;j�1

n

j�3

+ :::+ 

0;j�1

) =

= 

j�1;j

n

j�1

+ 

j�2;j

n

j�2

+ :::+ 

0j

;

.

.

.

u(n) =

X

(k)

0 =

X

(

k�2;k�1

n

k�2

+ 

k�3;k�1

n

k�3

+ :::+ 

0;k�1

) =

= 

k�1;k

n

k�1

+ 

k�2;k

n

k�2

+ :::+ 

0k

:

V prvním øádku je konstanta 

01

podle Vìty 3.2 libovolná. Ve druhém øádku je

podle Vìty 3.9.1 konstanta 

02

libovolná a konstanta 

12

se rovná konstantì 

01

;

která je ov¹em libovolná, tak¾e i konstanta 

12

nabývá libovolné hodnoty. Takto

lze postupnì s vyu¾itím Vìty 3.7 zdùvodnit, ¾e v¹ehny konstanty v posledním

øádku jsou libovolné.

þ(\ Neh» u(n) = 

k�1

n

k�1

+

k�2

n

k�2

+:::+

0

; kde 

i

2 R pro i = 0; 1; :::; k�1

jsou libovolné konstanty. Posloupnost u(n) je v tomto pøípadì polynomem a to

nejvý¹e stupnì k � 1: Proto tvrzení platí podle Vìty 2.24.

Vìta 3.24: Neh» n; k 2 N a neh» u(n) a v(n) jsou posloupnosti. Pak

�

k

u(n) = �

k

v(n) pro 8n 2 N , u(n) = v(n)+ 

k�1

n

k�1

+ 

k�2

n

k�2

+ :::+ 

0

;

kde 

i

2 R pro i = 0; 1; :::; k � 1 jsou libovolné konstanty. Neboli, u(n) a v(n)

jsou k�tými sumaemi té¾e posloupnosti právì tehdy, kdy¾ se li¹í o polynom

nejvý¹e stupnì k � 1:

Dùkaz: Nejprve s vyu¾itím Vìt 2.21 a 3.19.1 uka¾me platnost vzore, kte-

rého vyu¾ijeme pøi dùkazu obou implikaí. Pro libovolné posloupnosti u(n) a

v(n) platí:

�

k

u(n)��

k

v(n) =

P

k

j=0

(�1)

k�j

�

k

j

�

u(n+ j)�

P

k

j=0

(�1)

k�j

�

k

j

�

v(n+ j) =

=

P

k

j=0

(�1)

k�j

�

k

j

�

[u(n+ j)� v(n+ j)℄ = �

k

[u(n)� v(n)℄:

þ)\ �

k

u(n)��

k

v(n) = 0) �

k

[u(n)�v(n)℄ = 0) u(n) = v(n)+ 

k�1

n

k�1

+
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k�2

n

k�2

+ :::+ 

0

(viz Vìta 3.23).

þ(\ Neh» u(n) = v(n) + 

k�1

n

k�1

+ 

k�2

n

k�2

+ :::+ 

0

: Oznaème pro zjedno-

du¹ení zápisu w(n) = 

k�1

n

k�1

+ 

k�2

n

k�2

+ :::+ 

0

: Pak �

k

u(n) = �

k

[v(n) +

w(n)℄ = �

k

v(n) + �

k

w(n): Ale �

k

w(n) = 0 (viz Vìta 3.23), tedy �

k

u(n) =

�

k

v(n):

Poznámka 3.25: Z Vìty 3.24 vyplývá, ¾e je-li U(n) k�tou sumaí u(n); pak

existuje nekoneènì mnoho posloupností y(n); které jsou k�tými sumaemi u(n)

a ka¾dou z nih lze vyjádøit ve tvaru:

y(n) =

X

(k)

u(n) = U(n) + 

k�1

n

k�1

+ 

k�2

n

k�2

+ :::+ 

0

;

kde 

i

2 R pro i = 0; 1; :::; k � 1 jsou libovolné konstanty.

Právì vylo¾enou problematiku ilustrujeme pøíkladem v dal¹í kapitole, kde

zjistíme, ¾e úloha na výpoèet k�té sumae je zvlá¹tním pøípadem diferenèní

rovnie k�tého øádu. Uvidíme také, ¾e Poznámka 3.25 vlastnì popisuje, jakého

tvaru je obené øe¹ení diferenèní rovnie �

k

y(n) = u(n):

3.6 Úlohy na provièení

Úloha 3.29: Naleznìte v¹ehny posloupnosti y(n); pro které platí �y(n) =

u(n); je-li:

1. u(n) = 6n

2

+ 8n

[y(n) = 2n

3

+ n

2

� 3n+ ℄

2. u(n) = (2n

2

� 4) � 3

n

[y(n) = (n

2

� 3n+ 1) � 3

n

+ ℄

3. u(n) = sin

�

4

n

[y(n) = �

1

2

sin

�

4

n�

1+

p

2

2

os

�

4

n+ ℄

Úloha 3.30: Naleznìte funkèní vzore pro souèet prvníh n èlenù posloup-

nosti u(n); je-li:

1. u(n) = (2n� 1)

2

[s(n) =

4

3

n

3

�

1

3

n =

1

3

n(2n� 1)(2n+ 1)℄

2. u(n) = n

�

1

2

�

n�1

[s(n) = 4� (n+ 2)

�

1

2

�

n�1

℄

3. u(n) = n

3

[s(n) =

1

4

(n

4

+ 2n

3

+ n

2

) = [

1

2

n(n+ 1)℄

2

℄

Úloha 3.31: Rozhodnìte, zda posloupnosti U(n) = os(�n �

�

3

) a V (n) =

1

2

[(�1)

n

�

p

2℄ jsou sumaemi té¾e posloupnosti.

[ano; �U(n) = �V (n) = (�1)

n+1

; U(n)�V (n) = ::: =

1

2

os�n�

1

2

(�1)

n

+

+

p

2

2

=

1

2

(�1)

n

�

1

2

(�1)

n

+

p

2

2

=

p

2

2

℄

Úloha 3.32: Naleznìte v¹ehny posloupnosti y(n); pro které platí y(n) =

P

n sin

�

2

n:

[Návod: Postupujte metodou sumae per partes. Jejím u¾itím dostanete:

y(n) =

P

n sin

�

2

n = �

n

2

(sin

�

2

n + os

�

2

n) +

1

2

P

(os

�

2

n � sin

�

2

n): Metodou

neurèitýh koe�ientù vypoètete, ¾e

P

(os

�

2

n� sin

�

2

n) = sin

�

2

n:℄

[y(n) =

1

2

(1� n) sin

�

2

n�

n

2

os

�

2

n+ ℄
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Úloha 3.33: Naleznìte vzore pro souèet prvníh n èlenù aritmetiké po-

sloupnosti.

[Návod: Aritmetiká posloupnost je urèená rekurentnì: u(n+ 1) = u(n) + d;

kde u(1) a d jsou daná èísla. Funkèní vzore pro aritmetikou posloupnost dosta-

nete ve tvaru u(n) = u(1)+(n�1)d:Výpoètem s(n) =

P

(u(1)+nd); s(1) = u(1)

obdr¾íte vzore s(n) =

d

2

n

2

+[u(1)�

d

2

℄n; který je¹tì upravte na obvyklej¹í tvar.℄

[s(n) =

n

2

[u(1) + u(n)℄℄

Úloha 3.34: Urèete souèet vnitøníh úhlù konvexního n�úhelníka (n � 3):

[Návod: Souèet vnitøníh úhlù konvexního n�úhelníka A

1

A

2

:::A

n

je s(n):

Uva¾te konvexní (n + 1)�úhelník A

1

A

2

:::A

n+1

: Souèet jeho vnitøníh úhlù je

dán souètem vnitøníh úhlù n�úhelníka A

1

A

2

:::A

n

a trojúhelníka A

1

A

n

A

n+1

:℄

[Øe¹ením �s(n) = 180

Æ

; s(3) = 180

Æ

vyjde s(n) = (n� 2) � 180

Æ

:℄

Úloha 3.35: Urèete poèet úhlopøíèek konvexního n�úhelníka (n � 4):

[Návod: Jeden ze zpùsobù, jak vyøe¹it tuto úlohu je sestavit rekurentní vztah.

Poèet úhlopøíèek v konvexním n�úhelníku A

1

A

2

:::A

n

je u(n): Uva¾te konvexní

(n + 1)�úhelník A

1

A

2

:::A

n+1

: Jeho úhlopøíèky tvoøí právì v¹ehny úhlopøíèky

n-úhelníka A

1

A

2

:::A

n

plus þnové\ úhlopøíèky A

1

A

n

, A

2

A

n+1

, A

3

A

n+1

, . . . ,

A

n�1

A

n+1

.℄

[Øe¹ením �u(n) = n� 1; u(4) = 2 vyjde u(n) =

1

2

n

2

�

3

2

n =

n

2

(n� 3):℄

Úloha 3.36: Urèete nejvìt¹í mo¾ný poèet u(n) oblastí, na které lze rovinu

rozdìlit pomoí n kru¾ni.

[Návod: Mìjme n kru¾ni k

1

; k

2

; :::; k

n

v obené poloze, tj. n kru¾ni takovýh,

¾e ka¾dé dvì z nih se protnou ve dvou bodeh a ¾ádné tøi z nih neproházejí

jedním bodem. Uva¾te kru¾nii k

n+1

tak, aby v¹eh n + 1 kru¾ni bylo opìt

v obené poloze. Kru¾nie k

n+1

je 2n prùseèíky s kru¾niemi k

1

; k

2

; :::; k

n

roz-

dìlena na 2n obloukù, pøièem¾ ka¾dý z tìhto obloukù dìlí jednu z pùvodníh

oblastí roviny na dvì þnové\.℄

[Øe¹ením �u(n) = 2n; u(1) = 2 vyjde u(n) = n

2

� n+ 2:℄

Úloha 3.37: Urèete nejvìt¹í mo¾ný poèet v(n) oblastí, na které lze rozdìlit

prostor pomoí n kulovýh ploh.

[Návod: Mìjme n kulovýh ploh K

1

;K

2

; :::;K

n

v obené poloze, tj. n kulo-

výh ploh takovýh, ¾e ka¾dé tøi se protínají a ¾ádné ètyøi neproházejí tým¾

bodem. Uva¾te kulovou plohu K

n+1

tak, aby v¹eh n+ 1 kulovýh ploh bylo

opìt v obené poloze. Prùniky K

n+1

T

K

j

; j = 1; :::; n jsou kru¾nie, které roz-

dìlí kulovou plohu K

n+1

na n

2

� n+2 oblastí (viz Úloha 3.36), pøièem¾ ka¾dá

z tìhto oblastí dìlí jednu z pùvodníh èástí prostoru na dvì þnové\.℄

[Øe¹ením �v(n) = n

2

� n+ 2; v(1) = 2 vyjde v(n) =

1

3

n

3

� n

2

+

8

3

n =

=

n

3

(n

2

� 3n+ 8):℄
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4 Pojem diferenèní rovnie

De�nie 4.1: Neh» f : N�R

k+1

! R je funke k+2 promìnnýh. Rovnii

tvaru

f(n; y;�y;�

2

y; :::;�

k

y) = 0; (4.1)

ve které je neznámou posloupnost y = '(n); nazýváme diferenèní rovnií k-tého

øádu a 1. typu de�novanou v N:

Ka¾dou posloupnost y = '(n); která pro v¹ehna n 2 N splòuje rovnii (4.1),

nazveme partikulárním øe¹ením této rovnie.

Obeným øe¹ením pak rozumíme vzore zahrnujíí v¹ehna partikulární øe¹ení.

De�nie 4.1 je analogiká k de�nii difereniální rovnie k-tého øádu, nahradíme-li diferene

derivaemi pøíslu¹ného øádu.

Pøíklad 4.2: Diferenèní rovnie 1. typu:

1. �y � y = 4 je pro 8n 2 N rovnie 1. øádu

2. 3�

2

y + n�y = 0 je pro 8n 2 N rovnie 2. øádu

3. (n� 1)

2

�y = 5

n

je pro n 6= 1 rovnie 1. øádu

4. (�

3

y)

2

+ 2

n

+ 1 = 0 je pro 8n 2 N rovnie 3. øádu

5. �

3

y = 6 je pro 8n 2 N rovnie 3. øádu

Aèkoliv je¹tì diferenèní rovnie neumíme øe¹it, snadno si zdùvodníme, ¾e

4. rovnie nemá reálné øe¹ení, proto¾e (�

3

y)

2

� 0; 2

n

> 0 a souèet na levé

stranì rovnie nikdy nemù¾e dát nulu.

Pov¹imnìme si nyní 5. rovnie. To je v¹ak úloha na k-tou sumai (k = 3),

kterou jsme se zabývali v pøedhozím textu. Zvlá¹tním pøípadem diferenèníh

rovni 1. typu jsou rovnie tvaru

�

k

y = u(n):

Je-li y

1

= '

1

(n) =

P

(k)

u(n) partikulární øe¹ení této rovnie, pak podle Vìty

3.24 existuje polynom stupnì nejvý¹e k�1 takový, ¾e libovolné jiné partikulární

øe¹ení y

2

této rovnie lze vyjádøit jako souèet y

1

a zmínìného polynomu. Obené

øe¹ení této rovnie je tedy tvaru

y = '

1

(n) + 

k�1

n

k�1

+ 

k�2

n

k�2

+ :::+ 

1

n+ 

0

;

kde 

k�1

; 

k�2

; :::; 

0

jsou libovolné konstanty, o¾ je v souladu s Poznámkou

3.25. Libovolné partikulární øe¹ení dostaneme z obeného øe¹ení vhodnou volbou

konstant 

k�1

; 

k�2

; :::; 

0

: Tyto konstanty pak urèujeme z tzv. poèáteèníh pod-

mínek, které tvoøí k danýh dvoji hodnot fn

0

;�

j

y(n

0

)g; pro j = 0; 1; :::; k� 1;

kde n

0

2 N:

Pomoí vìt uvedenýh v kapitole o sumai doká¾eme øe¹it rovnie �

k

y =

u(n); kde u(n) je speiálního tvaru: konst:; n

k

; q

n

; sin�n; os�n a funke utvo-

øené souètem nebo souèinem z nih. Øe¹ení hledáme postupnými sumaemi a

to buï pøímým výpoètem pomoí pøíslu¹nýh vzorù, nebo odhadneme tvar øe-

¹ení, který dosadíme s neurèitými koe�ienty do patøièné rovnie a urèíme je

porovnáním s koe�ienty pravé strany u(n):

Pøíklad 4.3: Najdìte obené øe¹ení a partikulární øe¹ení urèené poèáteèními

podmínkami y(1) = 3;�y(1) = 4;�

2

y(1) = 8 rovnie �

3

y = 6:

Øe¹ení: Nejprve postupnými sumaemi hledejme obené øe¹ení rovnie �

3

y =

6: Platí

�

3

y = �(�

2

y):
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Oznaèíme-li �

2

y = y

1

; obdr¾íme rovnii

�y

1

= 6:

Podle Vìty 3.9.1 platí

y

1

= 6n+ 

�

2

;

kde 

�

2

je libovolná konstanta. Je tedy

�

2

y = �(�y) = 6n+ 

�

2

:

Oznaème podobnì �y = y

2

: Øe¹íme tudí¾ rovnii

�y

2

= 6n+ 

�

2

:

Podle Vìty 3.8 dostáváme

y

2

= 6 �

1

2

n

(2)

+ 

�

2

n+ 

�

1

;

kde 

�

1

je libovolná konstanta. Koneènì vypoètìme neznámou y z rovnie

�y = 3n

(2)

+ 

�

2

n+ 

�

1

:

Vyu¾ijeme-li znovu Vìtu 3.8, obdr¾íme

y = 3 �

1

3

n

(3)

+ 

�

2

�

1

2

n

(2)

+ 

�

1

n+ 

0

;

kde 

0

je libovolná konstanta. Po odstranìní zobenìnýh monin, oznaèíme-li



2

= �3 +

1

2



�

2

a 

1

= 2�

1

2



�

2

+ 

�

1

; mù¾eme zapsat obené øe¹ení ve tvaru:

y = n

3

+ 

2

n

2

+ 

1

n+ 

0

:

Zbývá urèit partikulární øe¹ení dané poèáteèními podmínkami:

y(1) = 3; y(1) = 

�

1

+ 

0

;

�y(1) = 4; �y(1) = 

�

2

+ 

�

1

;

�

2

y(1) = 8; �

2

y(1) = 6 + 

�

2

:

Odtud snadno vypoèteme:



�

2

= 2; 

�

1

= 2; 

0

= 1:

Ale



2

= �3 +

1

2



�

2

=) 

2

= �2;



1

= 2�

1

2



�

2

+ 

�

1

=) 

1

= 3:

Hledané partikulární øe¹ení tedy je

y = n

3

� 2n

2

+ 3n+ 1:

S diferenèní rovnií 1. typu v dal¹ím pøíli¹ praovat nebudeme. Uka¾me si,

jak dojdeme k jinému tvaru diferenèní rovnie. Podle Vìty 2.21 mù¾eme psát:

�y = '(n+ 1)� '(n);

�

2

y = '(n+ 2)� 2'(n+ 1) + '(n);

.

.

.

�

k

y = '(n+ k)�

�

k

1

�

'(n+ k � 1) + :::+ (�1)

k

'(n):
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Zaveïme znaèení:

'(n+ j) = y(n+ j); j = 0; 1; 2; :::; k:

De�nie 4.4: Neh» g: N�R

k+1

! R je funke k+2 promìnnýh. Rovnii

tvaru

g (n; y(n); y(n+ 1); :::; y(n+ k)) = 0; (4.2)

kde y(n + j) = '(n + j); j = 0; 1; 2; :::; k; ve které neznámou je posloupnost

y(n) = '(n); nazýváme diferenèní rovnií 2. typu de�novanou v N: Øíkáme, ¾e

rovnie je k-tého øádu, jestli¾e se v (4.2) pro ka¾dé n 2 N skuteènì objeví y(n)

i y(n + k) (þskuteènìÿ se myslí tak, ¾e nejsou napø. vynásobeny koe�ientem,

který je pro nìjaké n nulový).

Ka¾dou posloupnost y(n) = '(n); která pro v¹ehna n 2 N splòuje rovnii (4.2),

nazýváme partikulární øe¹ení diferenèní rovnie 2. typu v N:

Obeným øe¹ením rovnie 2. typu pak rozumíme vzore zahrnujíí v¹ehna par-

tikulární øe¹ení.

Poèáteèní podmínky tvoøí k danýh dvoji hodnot fn

0

+ j; '(n

0

+ j)g pro j =

0; 1; 2; :::; k � 1; kde n

0

2 N:

Pøíklad 4.5: Diferenèní rovnie 2. typu:

1. y

2

(n+ 1)� 3y(n) = 4 je pro 8n 2 N rovnie 1. øádu

2. y(n+ 2) =

y(n+1)

1+(n�2)

2

y(n)

je pro n 6= 2 rovnie 2. øádu

3. y(n+2)� y(n+1) = 0 je pro 8n 2 N rovnie 1. øádu (rovnie neobsahuje

èleny y(n); tzn. øád rovnie urèíme a¾ po provedení substitue t = n + 1;

kdy¾ dostaneme rovnii y(t+ 1)� y(t) = 0)

Pøíklad 4.6: Rovnii 1. typu �

2

y +�y = 0 pøeveïte na rovnii 2. typu.

Øe¹ení: Platí:

�y = y(n+ 1)� y(n);

�

2

y = y(n+ 2)� 2y(n+ 1) + y(n):

Dosadíme-li do dané rovnie, dostáváme:

y(n+ 2)� y(n+ 1) = 0:

V¹imnìme si, ¾e zatímo øád rovnie 1. typu byl 2, rovnie 2. typu je 1. øádu

(viz Pøíklad 4.5.3), tedy øád nezùstal zahován. Obvyklej¹í je druhá de�nie

diferenèní rovnie vèetnì de�nie jejího øádu.

Pøíklad 4.7: Rovnii y(n+ 3)� 3y(n+ 2) + y(n) = 5n pøeveïte na rovnii

1. typu:

Øe¹ení: Ze vztahù

�y = y(n+ 1)� y(n);

�

2

y = y(n+ 2)� 2y(n+ 1) + y(n);

�

3

y = y(n+ 3)� 3y(n+ 2) + 3y(n+ 1)� y(n)

vyjádøíme y(n+ 1); y(n+ 2) a y(n+ 3); pøièem¾ znaèíme y(n) = y :

y(n+ 1) = �y + y;

y(n+ 2) = �

2

y + 2�y + y;

y(n+ 3) = �

3

y + 3�

2

y + 3�y + y:
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Dosadíme do dané rovnie a dostáváme

�

3

y � 3�y � y = 5n:

Jak jsme ji¾ naznaèili, v dal¹ím budeme praovat s rovniemi 2. typu.

Úloha 4.8: Naleznìte obené a partikulární øe¹ení dané rovnie, je-li:

1. �

2

y = 9 � 2

2n+1

; y(1) = 5; �y(1) = 20

[ OØ: y = 2

2n+1

+ 

1

n+ 

0

; PØ: y = 2

2n+1

� 4n+ 1 ℄

2. �

2

y = 12n; y(1) = 5; �y(1) = �4

[ OØ: y = 2n

3

� 6n

2

+ 

1

n+ 

0

; PØ: y = 2n

3

� 6n

2

+ 9 ℄

Úloha 4.9: Naleznìte obené øe¹ení dané rovnie, je-li:

1. �

2

y =

p

3

2

sin

�

3

n�

1

2

os

�

3

n

[ y = os

�

3

n+ 

1

n+ 

0

℄

2. �

3

y = (8n+ 36) � 3

n

[ y = n � 3

n

+ 

2

n

2

+ 

1

n+ 

0

℄
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5 Pojem a vlastnosti lineární diferenèní rovnie

De�nie 5.1: Diferenèní rovnii tvaru

a

0

(n)y(n) + a

1

(n)y(n+ 1) + :::+ a

k

(n)y(n+ k) = u(n); (5.1)

kde u(n); a

0

(n); a

1

(n); :::; a

k

(n) jsou libovolné posloupnosti de�nované v N, pøi-

èem¾ a

0

(n) 6= 0, a

k

(n) 6= 0 pro v¹ehna n 2 N; nazýváme lineární diferenèní

rovnií k-tého øádu; a

0

(n); a

1

(n);:::; a

k

(n) nazýváme koe�ienty, u(n) pravou

stranou.

Jestli¾e jsou posloupnosti a

0

(n); a

1

(n); :::; a

k

(n) konstantami, pí¹eme a

0

(n) = a

0

;

a

1

(n) = a

1

; :::; a

k

(n) = a

k

a øíkáme, ¾e rovnie má konstantní koe�ienty.

V opaèném pøípadì hovoøíme o rovnii s nekonstantními koe�ienty.

Je-li pro v¹ehna n 2 N u(n) = 0; øíkáme, ¾e rovnie je homogenní (bez pravé

strany). V opaèném pøípadì mluvíme o rovnii nehomogenní (s pravou stranou).

Pøíklad 5.2:

1. 2y(n+ 2)� y(n+ 1) + 3y(n) = 0 je homogenní lineární diferenèní rovnie

2. øádu s konstantními koe�ienty

2. y(n)y(n+ 1)� y(n) = 1 není lineární diferenèní rovnie

3. y(n+1)+ (n

2

+1)y(n) = 5

n

je nehomogenní lineární diferenèní rovnie 1.

øádu s nekonstantními koe�ienty

Vìta 5.3: (Existenèní vìta pro lineární diferenèní rovnii)

Neh» je dáno k hodnot y(); y( + 1); :::; y( + k � 1) v k po sobì jdouíh

bodeh ;  + 1; :::;  + k � 1 z de�nièního oboru N lineární diferenèní rovnie

(5.1). Potom existuje v N právì jedno øe¹ení rovnie (5.1), které splòuje zadané

poèáteèní podmínky.

Dùkaz: Provedeme úplnou indukí. Neh» daný bod  2 N lze psát ve tvaru

 = 1 +N; kde N je jisté pøirozené èíslo.

Nejprve doká¾eme, ¾e øe¹ení y(n) existuje pro n �  + k; k tomu nejdøíve

nalezneme y(+ k): Dosaïme n =  do rovnie (5.1):

a

0

()y() + a

1

()y(+ 1) + :::+ a

k

()y(+ k) = u():

Proto¾e a

k

() 6= 0; mù¾eme jednoznaènì vypoèítat y( + k); nebo» hodnoty

y(); y(+ 1); :::; y(+ k � 1) jsou pøedepsány.

y(+ k) =

1

a

k

()

[u()� a

0

()y()� a

1

()y(+ 1)� :::� a

k�1

()y(+ k � 1)℄:

Pøedpokládejme, ¾e takto lze jednoznaènì vypoèítat hodnoty y(+ k); y(+ k+

1); :::; y(+K) pro jisté K � k: Z toho doká¾eme, ¾e lze jednoznaènì vypoèítat

i y( + K + 1) a to následovnì: do rovnie (5.1) dosadíme n =  + K � k + 1

(n 2 N); proto¾e K � k � 0; je n � + 1 :

a

0

(n)y(+K�k+1)+a

1

(n)y(+K�k+2)+:::+a

k

(n)y(+K+1) = u(+K�k+1):

Nebo» a

k

(n) 6= 0; lze jednoznaènì vyjádøit

y(+K + 1) =

1

a

k

(n)

[u(+K � k + 1)� a

0

(n)y(+K � k + 1)�

� a

1

(n)y(+K � k + 2)� :::� a

k�1

(n)y(+K)℄:

Proto¾e +K � k + 1 � + 1; jsou tedy hodnoty y( +K � k + 1); y(+K �

k + 2); :::; y( + K) podle indukèního pøedpokladu urèeny jednoznaènì. To ale

znamená, ¾e øe¹ení existuje, a to jediné, pro v¹ehna n � + k:
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Nyní vypoètìme øe¹ení pro n = 1; 2; :::;  � 1: Dosaïme do rovnie (5.1)

n = � 1 2 N :

a

0

(� 1)y(� 1) + a

1

(� 1)y() + :::+ a

k

(� 1)y(� 1 + k) = u(� 1):

Odtud mù¾eme jednoznaènì vypoèítat y( � 1); proto¾e v diferenèní rovnii

pøedpokládáme a

0

(n) 6= 0: Dále, dosadíme-li n =  � 2; vypoèteme podobnì

y(� 2) atd., a¾ po N (koneènì mnoha) kroíh vypoèítáme y(�N) = y(1):

Nyní se budeme zabývat homogenní rovnií. V následujííh vìtáh si uká-

¾eme nìkolik vlastností, které mají øe¹ení této rovnie.

Vìta 5.4: Rovnie

a

0

(n)y(n) + a

1

(n)y(n+ 1) + :::+ a

k

(n)y(n+ k) = 0 (5.2)

má pro v¹ehna n 2 N v¾dy tzv. triviální øe¹ení y(n) = 0:

Dùkaz: Je-li pro 8n 2 N y(n) = 0; pak y(n+ j) = 0 pro j = 0; 1; :::; k a tedy

a

0

(n)y(n) + a

1

(n)y(n+ 1) + : : :+ a

k

(n)y(n+ k) =

P

k

j=0

a

j

(n)y(n+ j) = 0:

Vìta 5.5: Neh» '

1

(n) a '

2

(n) jsou partikulární øe¹ení rovnie (5.2) a neh»

C

1

; C

2

jsou libovolné konstanty. Pak funke y(n) = C

1

'

1

(n)+C

2

'

2

(n) je rovnì¾

øe¹ením rovnie (5.2).

Dùkaz:

P

k

j=0

a

j

(n)[C

1

'

1

(n+ j)+C

2

'

2

(n+ j)℄ = C

1

P

k

j=0

a

j

(n)'

1

(n+ j)+

C

2

P

k

j=0

a

j

(n)'

2

(n+ j) = C

1

� 0 + C

2

� 0 = 0.

Z Vìty 5.5 plyne následujíí dùsledek:

Dùsledek 5.6: Neh» '

1

(n); '

2

(n); :::; '

k

(n) jsou partikulární øe¹ení rovnie

(5.2). Neh» C

1

; C

2

; :::; C

k

jsou libovolné konstanty. Pak funke y(n) = C

1

'

1

(n)+

C

2

'

2

(n) + :::+ C

k

'

k

(n) je také øe¹ením rovnie (5.2).

Dùkaz:

P

k

j=0

a

j

(n)[C

1

'

1

(n + j) + C

2

'

2

(n + j) + ::: + C

k

'

k

(n + j)℄ =

C

1

P

k

j=0

a

j

(n)'

1

(n+ j)+ C

2

P

k

j=0

a

j

(n)'

2

(n+ j) + :::+ C

k

P

k

j=0

a

j

(n)'

k

(n+

j) = 0 .

V dal¹ím se budeme zabývat lineárnì nezávislými øe¹ními '

1

(n); '

2

(n); :::;

'

k

(n) rovnie (5.2). Uká¾eme toti¾, ¾e posloupnost y(n) =

P

k

j=1

C

j

'

j

(n) bude

obeným øe¹ením rovnie (5.2). Nejprve v¹ak uveïme de�nii lineárnì nezávis-

lýh posloupností.

De�nie 5.7: Øekneme, ¾e posloupnosti '

1

(n); '

2

(n); :::; '

k

(n) jsou lineárnì

závislé v N, jestli¾e existuje aspoò jedna konstanta C

i

6= 0; i = 1; 2; :::; k taková,

¾e pro v¹ehna n 2 N je splnìna rovnie

C

1

'

1

(n) + C

2

'

2

(n) + :::+ C

k

'

k

(n) = 0:

V opaèném pøípadì øekneme, ¾e posloupnosti '

1

(n); '

2

(n); :::; '

k

(n) jsou line-

árnì nezávislé v N.

De�nie 5.8: Øíkáme, ¾e posloupnosti '

1

(n); '

2

(n); :::; '

k

(n); které jsou

partikulárními øe¹eními rovnie (5.2) v N, tvoøí fundamentální systém øe¹ení,

jestli¾e jsou posloupnosti '

1

(n); '

2

(n); :::; '

k

(n) lineárnì nezávislé v N.

V dal¹ím textu vyu¾ijeme vìtu z lineární algebry, která udává dùle¾itou vlast-

nost lineárnì nezávislýh posloupností. Její dùkaz lze nalézt napø. v knize [2℄.
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Vìta 5.9: Posloupnosti '

1

(n); '

2

(n); :::; '

k

(n) jsou lineárnì nezávislé v N

právì tehdy , kdy¾ existuje n

0

2 N takové, ¾e determinant

D =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

'

1

(n

0

) '

2

(n

0

) : : : '

k

(n

0

)

'

1

(n

0

+ 1) '

2

(n

0

+ 1) : : : '

k

(n

0

+ 1)

.

.

.

'

1

(n

0

+ k � 1) '

2

(n

0

+ k � 1) : : : '

k

(n

0

+ k � 1)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

6= 0:

Vìta 5.10: Neh» posloupnosti '

1

(n); '

2

(n); :::; '

k

(n) tvoøí fundamentální

systém øe¹ení rovnie (5.2) v N. Pak obené øe¹ení rovnie (5.2) je tvaru

y(n) = C

1

'

1

(n) + C

2

'

2

(n) + :::+ C

k

'

k

(n); (5.3)

kde C

1

; C

2

; :::; C

k

jsou libovolné konstanty.

Dùkaz: Abyhom mohli tvrdit, ¾e tvar (5.3) je obeným øe¹ením rovnie

(5.2), musíme dokázat toto. Je-li '(n) libovolné partikulární øe¹ení rovnie (5.2),

pak existují konstanty C

1

; C

2

; :::; C

k

takové, ¾e '(n) =

P

k

j=1

C

j

'

j

(n) pro ka¾dé

n 2 N. To znamená, ¾e kdy¾ uká¾eme, jak lze tyto konstanty nalézt, pak budeme

umìt libovolné partikulární øe¹ení rovnie (5.2) vyjádøit ve tvaru (5.3).

K výpoètu konstant utvoøíme následujíí soustavu k lineárníh rovni:

k

X

j=1

C

j

'

j

(n

0

) = '(n

0

)

k

X

j=1

C

j

'

j

(n

0

+ 1) = '(n

0

+ 1)

.

.

.

k

X

j=1

C

j

'

j

(n

0

+ k � 1) = '(n

0

+ k � 1):

Podle pøedpokladu a Vìty 5.9 existuje n

0

2 N, pro nì¾ je determinant matie

soustavy nenulový a tedy existuje jediné øe¹ení C

�

1

; C

�

2

; : : : ; C

�

k

: Tím jsme doká-

zali, ¾e '(n) =

P

k

j=1

C

�

j

'

j

(n) pro body n

0

; n

0

+1; :::; n

0

+ k� 1 a zbývá ovìøit,

¾e i pro ostatní body n 2 N platí '(n) =

P

k

j=1

C

�

j

'

j

(n):

Utvoøme posloupnost g(n) = '(n)�

P

k

j=1

C

�

j

'

j

(n) pro v¹ehna n 2 N. Tato

posloupnost je podle Dùsledku 5.6 také partikulárním øe¹ením rovnie (5.2) pro

v¹ehna n 2 N. Z výpoètu konstant C

�

1

; C

�

2

; : : : ; C

�

k

vyplývá, ¾e posloupnost

g(n) nabývá ve v¹eh bodeh n

0

; n

0

+1; :::; n

0

+k�1 hodnot 0: Vezmeme-li tyto

hodnoty v k po sobì jdouíh bodeh za poèáteèní podmínky, pak z existenèní

Vìty 5.3 víme, ¾e jimi je urèeno jediné partikulární øe¹ení, o¾ je právì g(n) a

toto øe¹ení je triviální, tj. pro v¹ehna n 2 N je g(n) = 0; o¾ jsme mìli dokázat.

Nyní se dostáváme k nehomogenní lineární rovnii.

Vìta 5.11: (Prinip superpozie)

Neh» �; � 2 R: Neh»  

1

(n) je øe¹ením rovnie

P

k

j=0

a

j

(n)y(n + j) = u(n) a

 

2

(n) je øe¹ením rovnie

P

k

j=0

a

j

(n)y(n + j) = v(n): Pak � 

1

(n) + � 

2

(n) je

øe¹ením rovnie

P

k

j=0

a

j

(n)y(n+ j) = �u(n) + �v(n):

Dùkaz:

P

k

j=0

a

j

(n)[� 

1

(n + j) + � 

2

(n + j)℄ = �

P

k

j=0

a

j

(n) 

1

(n + j) +

�

P

k

j=0

a

j

(n) 

2

(n+ j) = �u(n) + �v(n).
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Dùsledek 5.12: Jsou-li  

1

(n);  

2

(n) libovolná øe¹ení nehomogenní rovnie

(5.1), pak je rozdíl  

1

(n)�  

2

(n) øe¹ením homogenní rovnie (5.2).

Dùkaz: Vyplývá pøímo z Vìty 5.11, je-li � = 1; � = �1; u(n) = v(n):

Dùsledek 5.13: Neh» Y (n) =

P

k

j=1

C

j

'

j

(n) je obené øe¹ení homogenní

rovnie (5.2), neh» Z(n) =  (n) je partikulární øe¹ení nehomogenní rovnie

(5.1). Pak obené øe¹ení rovnie (5.1) je tvaru

y(n) = Z(n) + Y (n) =  (n) +

k

X

j=1

C

j

'

j

(n): (5.4)

Dùkaz: Potøebujeme dokázat, ¾e libovolné øe¹ení rovnie (5.1) (oznaème jej

 

1

(n)) lze zapsat ve tvaru (5.4). To v¹ak plyne z Dùsledku 5.12, nebo»

 

1

(n)�  (n) =

k

X

j=1

C

j

'

j

(n);

tj.

 

1

(n) =  (n) +

k

X

j=1

C

j

'

j

(n):

Obené øe¹ení nehomogenní rovnie je tedy souètem jednoho partikulárního

øe¹ení nehomogenní rovnie a obeného øe¹ení homogenní rovnie.

Na závìr této kapitoly uka¾me, jak najít partikulární øe¹ení nehomogenní

rovnie urèené poèáteèními podmínkami. Neh» je dáno obené øe¹ení tvaru (5.4)

rovnie (5.1). Hledejme partikulární øe¹ení, které v danýh k po sobì jdouíh

bodeh n

0

; n

0

+ 1; :::; n

0

+ k � 1 z de�nièního oboru N nabývá danýh hodnot

y(n

0

) = Y

0

; y(n

0

+ 1) = Y

1

; :::; y(n

0

+ k � 1) = Y

k�1

(poèáteèní podmínky).

Z tìhto podmínek lze urèit jednoznaènì konstanty C

1

; C

2

; :::; C

k

následujíím

zpùsobem: dosaïme postupnì do tvaru (5.4) za n

0

a y(n

0

) poèáteèní podmínky.

Dostáváme soustavu k lineárníh rovni pro neznámé C

1

; C

2

; :::; C

k

:

k

X

j=1

C

j

'

j

(n

0

) = Y

0

�  (n

0

);

.

.

.

k

X

j=1

C

j

'

j

(n

0

+ k � 1) = Y

k�1

�  (n

0

+ k � 1):

Determinant matie soustavy je nenulový (viz Vìta 5.9), tudí¾ soustava má je-

diné øe¹ení C

1

; C

2

; :::; C

k

:

Poznamenejme je¹tì, ¾e uvedený postup platí i pro homogenní rovnii (5.2)

s tím, ¾e  (n

0

) =  (n

0

+ 1) = ::: =  (n

0

+ k � 1) = 0:
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6 Homogenní lineární diferenèní rovnie s kon-

stantními koe�ienty

Hledejme netriviální øe¹ení homogenní lineární diferenèní rovnie s konstant-

ními koe�ienty k�tého øádu:

a

0

y(n) + a

1

y(n+ 1) + :::+ a

k

y(n+ k) = 0; (6.1)

kde a

0

6= 0; a

k

6= 0 jsou reálné konststanty. Podstatnou roli zde bude hrát

jistá algebraiká rovnie (tzv. harakteristiká rovnie), její¾ koøeny nás pøivedou

k obenému øe¹ení rovnie (6.1).

De�nie 6.1: Algebraikou rovnii

a

0

+ a

1

�+ :::+ a

k

�

k

= 0 (6.2)

nazýváme harakteristikou rovnií diferenèní rovnie (6.1).

Vìta 6.2: Neh» � 6= 0: Pak posloupnost y(n) = �

n

je øe¹ením rovnie (6.1)

právì tehdy, kdy¾ � je øe¹ením rovnie (6.2).

Dùkaz:

þ)\ Neh» y(n) = �

n

je øe¹ením rovnie (6.1)) a

0

�

n

+a

1

�

n+1

+:::+a

k

�

n+k

= 0;

� 6= 0; tedy lze rovnii dìlit �

n

) a

0

+ a

1

�+ :::+ a

k

�

k

= 0; neboli � je øe¹ením

(6.2).

þ(\ Zøejmé, nebo» staèí þotoèit implikae\ v pøedhozí èásti.

Poznámka 6.3: Pov¹imnìme si, ¾e je-li � koøenem harakteristiké rovnie

(6.2), pak � 6= 0 nebo» a

0

6= 0 (viz De�nie 5.1).

Vìta 6.4: Posloupnosti �

n

1

; �

n

2

; :::; �

n

k

pro �

i

6= �

j

; kde i 6= j; �

i

6= 0; i; j =

1; 2; :::; k; jsou lineárnì nezávislé v N.

Dùkaz: Podle Vìty 5.9 potøebujeme dokázat, ¾e existuje n

0

2 N takové, ¾e

determinant D 6= 0; kde

D =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

n

0

1

�

n

0

2

: : : �

n

0

k

�

n

0

+1

1

�

n

0

+1

2

: : : �

n

0

+1

k

.

.

.

�

n

0

+k�1

1

�

n

0

+k�1

2

: : : �

n

0

+k�1

k

�

�

�

�

�

�

�

�

�

:

Vytkneme-li z ka¾dého sloupe pøed determinant spoleèného dìlitele �

n

0

j

; dosta-

neme

D = �

n

0

1

�

n

0

2

:::�

n

0

k

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 1 : : : 1

�

1

�

2

: : : �

k

.

.

.

�

k�1

1

�

k�1

2

: : : �

k�1

k

�

�

�

�

�

�

�

�

�

:

Oznaème D = (�

1

�

2

:::�

k

)

n

0

D

�

k

: Proto¾e (�

1

�

2

:::�

k

)

n

0

6= 0 pro libovolné n

0

2

N; staèí dokázat, ¾e determinant D

�

k

6= 0: Hodnota determinantu se nezmìní,

pøièteme-li k jednomu øádku násobek jiného øádku. Násobme tedy první øádek

èíslem ��

1

a pøiètìme první øádek ke druhému, násobme druhý øádek èíslem

��

1

a seètìme ho s øádkem tøetím, atd. a¾ (k� 1)�tý øádek vynásobíme èíslem

��

1

a pøièteme k poslednímu øádku. Dostáváme

D

�

k

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 1 : : : 1

0 �

2

� �

1

: : : �

k

� �

1

.

.

.

0 �

k�2

2

(�

2

� �

1

) : : : �

k�2

k

(�

k

� �

1

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

:
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Rozvineme-li determinant D

�

k

podle prvního sloupe a vytkneme-li z ka¾dého

sloupe spoleèného dìlitele, obdr¾íme

D

�

k

= (�

2

� �

1

)(�

3

� �

1

):::(�

k

� �

1

) �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 1 : : : 1

�

2

�

3

: : : �

k

.

.

.

�

k�2

2

�

k�2

3

: : : �

k�2

k

�

�

�

�

�

�

�

�

�

:

Tedy

D

�

k

= (�

2

� �

1

)(�

3

� �

1

):::(�

k

� �

1

)D

�

k�1

:

Podle pøedpokladu je (�

2

��

1

)(�

3

��

1

):::(�

k

��

1

) 6= 0; o¾ znamená, ¾e potøe-

bujeme dokázat, ¾e D

�

k�1

6= 0: Dále postupujeme analogiky, a¾ se dostaneme

k determinantu

D

�

2

=

�

�

�

�

1 1

�

k�1

�

k

�

�

�

�

= �

k

� �

k�1

6= 0;

o¾ jsme potøebovali dokázat.

Rovnie (6.2) má nejvý¹e k rùznýh koøenù �

i

; a to podle Poznámky 6.3

nenulovýh, o¾ podle Vìt 6.2 a 6.4 znamená, ¾e známe pøíslu¹ný poèet lineárnì

nezávislýh partikulárníh øe¹ení rovnie (6.1). V dal¹ím se budeme zabývat

problémem, jak nalézt fundamentální systém øe¹ení v závislosti na harakteru

koøenù harakteristiké rovnie (6.2).

6.1 Charakteristiká rovnie má k rùznýh reálnýh ko-

øenù

Vìta 6.5: Neh» �

1

; �

2

; :::; �

k

; �

i

2 R; �

i

6= �

j

; kde i 6= j; i; j = 1; 2; :::; k;

jsou koøeny rovnie (6.2). Pak rovnie (6.1) má v N obené øe¹ení tvaru

y(n) = C

1

�

n

1

+ C

2

�

n

2

+ :::+ C

k

�

n

k

;

kde C

1

; C

2

; :::; C

k

jsou libovolné konstanty.

Dùkaz: Vìta vyplývá z Vìt 5.10, 6.2 a 6.4.

Pøíklad 6.6:Naleznìte obené øe¹ení rovnie y(n+2)�9y(n+1)+20y(n) = 0:

Øe¹ení: Charakteristiká rovnie má tvar �

2

�9�+20 = 0: Její øe¹ení urèíme

snadno pomoí rozkladu na souèin: (� � 4)(� � 5) = 0; tedy �

1

= 4; �

2

= 5:

Podle Vìty 6.5 je obené øe¹ení této rovnie

y(n) = C

1

4

n

+ C

2

5

n

:

Pøíklad 6.7: Zjistìte, kolik þslov\ délky n lze sestavit z písmen A;B;C tak,

aby ¾ádné z nih neobsahovalo þpodslovo\ typu AA;AB;BA;BB:

Øe¹ení: Oznaème s(n) poèet hledanýh slov. Rozdìlme mno¾inu slov délky

n+ 2 vyhovujííh zadání na tøi disjunktní podmno¾iny podle toho, jakým pís-

menem konèí. Ov¹em slova konèíí písmenem A (resp. B) musí mít pøedposlední

písmeno C; aby neobsahovala zakázané podslovo. Touto úvahou dostáváme re-

kurentní vzore

s(n+ 2) = s(n+ 1) + 2s(n);

o¾ je vlastnì lineární diferenèní rovnie, kterou lze pøepsat do obvyklej¹ího tvaru

s(n+ 2)� s(n+ 1)� 2s(n) = 0:

Zøejmì s(1) = 3; s(2) = 5:
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Charakteristiká rovnie je �

2

� � � 2 = 0 a její koøeny �

1

= 2; �

2

= �1:

Obené øe¹ení má tvar

s(n) = C

1

2

n

+ C

2

(�1)

n

:

Konstanty C

1

; C

2

urèíme z poèáteèníh podmínek s(1) = 3; s(2) = 5; dosadíme-li

do obeného øe¹ení za n = 1; n = 2 :

3 = 2C

1

� C

2

;

5 = 4C

1

+ C

2

:

Øe¹ením této soustavy jsou hodnoty C

1

=

4

3

; C

2

= �

1

3

: Pro hledaný poèet slov

jsme na¹li vzore

s(n) =

4

3

� 2

n

�

1

3

(�1)

n

;

tedy

s(n) =

1

3

�

2

n+2

+ (�1)

n+1

�

:

6.2 Charakteristiká rovnie má imaginární koøeny

Nejprve si pøipomeòme známé poznatky o komplexníh èísleh, o které se

opírá následujíí vìta:

� Jestli¾e má harakteristiká rovnie (6.2) imaginární koøen �

1

= � + i�;

pak má i koøen �

2

= �� i�:

� Ka¾dé komplexní èíslo �+ i� 6= 0 lze vyjádøit pomoí jeho absolutní hod-

noty a argumentu v goniometrikém tvaru

r(os! + i sin!) = �+ i�

� Moivreova vìta

[r(os! + i sin!)℄

n

= r

n

(os!n+ i sin!n)

Vìta 6.8: Neh» má rovnie (6.2) imaginární koøeny �

1;2

= r(os!� i sin!)

(tj. r 6= 0 a ! 6= k�; k 2 N). Pak má rovnie (6.1) tato lineárnì nezávislá

partikulární øe¹ení

'

1

(n) = r

n

os!n; '

2

(n) = r

n

sin!n;

tedy má za øe¹ení posloupnost

'

1;2

(n) = r

n

(C

1

os!n+ C

2

sin!n);

kde C

1

; C

2

jsou libovolné konstanty.

Dùkaz: Má-li rovnie (6.2) koøeny �

1;2

= r(os! � i sin!); pak podle Vìty

6.2 je posloupnost �

n

1;2

partikulárním øe¹ením rovnie (6.1). Ale �

n

1;2

= [r(os!�

i sin!)℄

n

= [r(os(�!) + i sin(�!))℄

n

= r

n

[os(�!n) + i sin(�!n)℄ =

r

n

(os!n� i sin!n): Tedy

�

n

1;2

= r

n

(os!n� i sin!n)

Podle Vìty 5.5 jsou øe¹ením rovnie (6.1) i posloupnosti '

1

(n) =

1

2

(�

n

1

+ �

n

2

) a

'

2

(n) =

1

2i

(�

n

1

� �

n

2

); tj.

'

1

(n) = r

n

os!n; '

2

(n) = r

n

sin!n:

39



Doka¾me dále, ¾e tyto posloupnosti jsou v N lineárnì nezávislé. K tomu je tøeba

(viz Vìta 5.9) ukázat, ¾e existuje n

0

2 N, pro nì¾ je nenulový determinant

D =

�

�

�

�

'

1

(n

0

) '

2

(n

0

)

'

1

(n

0

+ 1) '

2

(n

0

+ 1)

�

�

�

�

:

D = '

1

(n

0

)'

2

(n

0

+ 1)� '

1

(n

0

+ 1)'

2

(n

0

) = r

n

os!n

0

� r

n

0

+1

sin!(n

0

+ 1)�

r

n

0

+1

os!(n

0

+1) � r

n

0

sin!n

0

= r

2n

0

+1

[os!n

0

(sin!n

0

os!+os!n

0

sin!)�

sin!n

0

(os!n

0

os!� sin!n

0

sin!)℄ = r

2n

0

+1

(os

2

!n

0

sin!+sin

2

!n

0

sin!) =

r

2n

0

+1

sin!: Tedy D = r

2n

0

+1

sin! 6= 0; nebo» ! 6= k�; k 2 N a r 6= 0:

Pøíklad 6.9: Najdìte obené øe¹ení rovnie y(n+2)�2y(n+1)+4y(n) = 0:

Øe¹ení: Charakteristiká rovnie je �

2

� 2� + 4 = 0; její koøeny pak jsou

�

1;2

=

2�

p

4�16

2

= 1�

p

3i: Abyhom mohli pou¾ít Vìtu 6.8, musíme tyto koøeny

pøevést do goniometrikého tvaru: 1 �

p

3i = 2(os

�

3

� i sin

�

3

); tedy r = 2;

! =

�

3

: Obené øe¹ení je:

y(n) = 2

n

(C

1

os

�

3

n+ C

2

sin

�

3

n):

Závìrem této podkapitoly uveïme vìtu, kterou vyu¾ijeme v dal¹ím textu.

Vìta 6.10: Neh» rovnie (6.1) má komplexní øe¹ení y(n) = u(n) + iv(n):

Pak jsou také posloupnosti u(n) a v(n) øe¹ením dané rovnie.

Dùkaz: 0 =

P

k

j=0

a

j

[u(n+j)+iv(n+j)℄ =

P

k

j=0

a

j

u(n+j)+i

P

k

j=0

a

j

v(n+

j); ale tento komplexní výraz je nulový, kdy¾

P

k

j=0

a

j

u(n+j) = 0 a

P

k

j=0

a

j

v(n+

j) = 0; o¾ v¹ak znamená, ¾e u(n) a v(n) jsou øe¹ením rovnie (6.1).

6.3 Charakteristiká rovnie má víenásobný koøen

Následujíí vìta nám dá návod, jak nalézt s nezávislýh partikulárníh øe¹ení

pøíslu¹ejííh s�násobnému koøenu harakteristiké rovnie.

Vìta 6.11: Neh» má harakteristiká rovnie dané diferenèní rovnie k-tého

øádu s�násobný koøen �

1

; kde 1 � s � k: Pak má diferenèní rovnie tato lineárnì

nezávislá partikulární øe¹ení:

'

1

(n) = �

n

1

'

2

(n) = n�

n

1

.

.

.

'

s

(n) = n

s�1

�

n

1

;

tj. má za øe¹ení posloupnost

'

1;2;:::;s

(n) = P

s�1

(n)�

n

1

;

kde P

s�1

(n) je libovolný polynom stupnì s� 1:

Dùkaz zde vzhledem k nároènosti formálníh úprav nebudeme provádìt. Ète-

náø ho v¹ak mù¾e nalézt v knize [1℄, str. 76.

Poznámka 6.12: Jestli¾e má harakteristiká rovnie s�násobný imaginární

koøen �

1

= r(os! + i sin!); pak jsou posloupnosti '

1

(n); '

2

(n); :::; '

s

(n) uve-

dené ve Vìtì 6.11 komplexní. Podle Vìty 6.10 jsou v¹ak øe¹ením reálné i imagi-

nární èásti tìhto posloupností, tj. hledaná lineárnì nezávislá partikulární øe¹ení

jsou posloupnosti

'

1j

(n) = n

j�1

r

n

os!n a '

2j

(n) = n

j�1

r

n

sin!n
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pro j = 1; 2; :::; s:

Pøíklad 6.13: Naleznìte obené øe¹ení rovnie y(n+6)�2y(n+5)+3y(n+

4)� 4y(n+ 3) + 3y(n+ 2)� 2y(n+ 1) + y(n) = 0:

Øe¹ení: Charakteristiká rovnie je

�

6

� 2�

5

+ 3�

4

� 4�

3

+ 3�

2

� 2�+ 1 = 0;

o¾ je kladnì reiproká rovnie 6. stupnì. Rovnii vydìlíme �

3

(� 6= 0) a sub-

stituí zavedeme pomonou promìnnou � +

1

�

= z; pak �

2

+

1

�

2

= z

2

� 2 a

�

3

+

1

�

3

= z

3

� 3z: Dostáváme

z

3

� 3z � 2(z

2

� 2) + 3z � 4 = 0;

tj.

z

3

� 2z

2

= 0;

tedy z

1

= 2; z

2;3

= 0: Vra»me se k pùvodní promìnné �: Koøen z

1

= 2 nás

pøivede k hodnotì �

1;2

= 1; dvojnásobný koøen z

2;3

= 0 pak ke dvojnásobným

imaginárním koøenùm �

3;4

= i = os

�

2

+ i sin

�

2

a �

5;6

= �i = os

�

2

� i sin

�

2

:

Podle Vìty 6.11 a Poznámky 6.12 lze obené øe¹ení zapsat

y(n) = C

1

+ C

2

n+ C

3

os

�

2

n+ C

4

n os

�

2

n+ C

5

sin

�

2

n+ C

6

n sin

�

2

n:

Po úpravì

y(n) = C

1

+ C

2

n+ os

�

2

n(C

3

+ C

4

n) + sin

�

2

n(C

5

+ C

6

n):

6.4 Úlohy na provièení

Úloha 6.14: Naleznìte obené øe¹ení a partikulární øe¹ení urèené poèáteè-

ními podmínkami:

1. y(n+ 2) + y(n+ 1)� 6y(n) = 0; y(1) = �13; y(2) = �11

[OØ: y(n) = C

1

2

n

+ C

2

(�3)

n

; PØ: y(n) = �5 � 2

n

+ (�3)

n

℄

2. y(n+ 2) + 4y(n+ 1)� 12y(n) = 0; y(1) = �32; y(2) = 32

[OØ: y(n) = C

1

2

n

+ C

2

(�6)

n

; PØ: y(n) = �5 � 2

n+1

+ 2 � (�6)

n

℄

3. y(n+ 2) + 4y(n+ 1) + 16y(n) = 0; y(1) = 2; y(2) = �40

[OØ: y(n) = C

1

4

n

os

2�

3

n+ C

2

4

n

sin

2�

3

n;

PØ: y(n) = 2 � 4

n

os

2�

3

n+

p

3 � 4

n

sin

2�

3

n℄

Úloha 6.15: Naleznìte funkèní vzore pro posloupnosti dané rekurentnì:

1. u(n+ 2) = 9u(n+ 1)� 18u(n); u(1) = 1; u(2) = 21

[u(n) = �5 � 3

n�1

+ 6

n

℄

2. u(n+ 2) = 2u(n+ 1) + 2u(n); u(1) = �1; u(2) = 1

[u(n) =

9+5

p

3

12

(1�

p

3)

n

+

9�5

p

3

12

(1 +

p

3)

n

℄

3. u(n+ 2) = 2u(n+ 1)� 2u(n); u(1) = 2; u(2) = �2

[u(n) =

p

2

n

(3 os

�

4

n� sin

�

4

n)℄

Úloha 6.16: Naleznìte obené øe¹ení následujííh diferenèníh rovni

1. y(n+ 3) + 8y(n) = 0

[y(n) = C

1

(�2)

n

+ C

2

2

n

os

�

3

n+ C

3

2

n

sin

�

3

n℄
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2. y(n+ 3)� 12y(n+ 2) + 48y(n+ 1)� 64y(n) = 0

[y(n) = C

1

4

n

+ C

2

n4

n

+ C

3

n

2

4

n

℄

3. y(n+ 3)� 5y(n+ 2)� 4y(n+ 1) + 20y(n) = 0

[y(n) = C

1

2

n

+ C

2

(�2)

n

+ C

3

5

n

℄

4. y(n+ 3)� 3y(n+ 2) + 4y(n+ 1)� 12y(n) = 0

[y(n) = C

1

2

n

os

�

2

n+ C

2

2

n

sin

�

2

n+ C

3

3

n

℄

5. y(n+ 4)� 2y(n+ 2) + y(n) = 0

[y(n) = C

1

+ C

2

n+ C

3

(�1)

n

+ C

4

n(�1)

n

℄

Úloha 6.17: Øe¹ete rovnie 1. typu:

[Návod: Rovnie 1. typu nejprve pøeveïte na rovnie 2. typu, které jsou ji¾

doposud vylo¾enými prostøedky øe¹itelné℄

1. �

2

y ��y = 0

[y(n) = C

1

+ C

2

2

n

℄

2. �

3

y + 3�

2

y + 3�y = 0

[y(n) = C

1

+ C

2

os

2�

3

n+ C

3

sin

2�

3

n℄

Úloha 6.18: Zjistìte, kolik þslov\ délky n lze sestavit z písmen A;B;C tak,

aby ¾ádné z nih neobsahovalo þpodslovo\ typu AA nebo BA:

[Návod: Uva¾ujte podobnì jako v Pøíkladu 6.7. Je zøejmé, ¾e slova konèíí

písmenem A musí mít na pøedposledním místì písmeno C:℄

[Øe¹ením rovnie s(n+2)�2s(n+1)�s(n) = 0; s(1) = 3; s(2) = 7 dostanete

s(n) =

1

2

[(1 +

p

2)

n+1

+ (1�

p

2)

n+1

℄:℄

Úloha 6.19: Zjistìte, kolik þslov\ délky n lze sestavit z písmen A;B;C;D

tak, aby ¾ádné z nih neobsahovalo þpodslovo\ typu AB; BB; BC; CB; CC:

[Návod: Promyslete si, ¾e slova konèíí písmenem B musí mít na pøedpo-

sledním místì písmeno D a slova konèíí C mohou mít na pøedposledním místì

pouze A nebo D:℄

[Øe¹ením rovnie s(n + 2) � 2s(n + 1) � 3s(n) = 0; s(1) = 4; s(2) = 11;

dostanete s(n) =

1

4

[5 � 3

n

+ (�1)

n+1

℄:℄
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7 Nehomogenní lineární diferenèní rovnie s kon-

stantními koe�ienty

Zabývejme se rovnií s konstantními koe�ienty

a

0

y(n) + a

1

y(n+ 1) + :::+ a

k

y(n+ k) = u(n); (7.1)

kde a

0

6= 0 a a

k

6= 0 jsou reálné konstanty. Pøipomeòme, ¾e obené øe¹ení rovnie

(7.1) je dáno souètem obeného øe¹ení zhomogenizované rovnie a libovolného

partikulárního øe¹ení rovnie nehomogenní (viz Dùsledek 5.13). Homogenní rov-

nie ji¾ umíme øe¹it, soustøeïme se nyní na nalezení partikulárního øe¹ení neho-

mogenní rovnie. K tomu lze pou¾ít dva postupy: metodu neurèitýh koe�ientù

(té¾ nazýváme jakometodu odhadu partikulárního øe¹ení) a nebo metodu variae

konstant, o¾ vylo¾íme v následujííh podkapitoláh.

7.1 Metoda neurèitýh koe�ientù

Tuto metodu je mo¾no pou¾ít jen pro speiální pravé strany u(n); a to pro

posloupnosti typu konst; n

k

; q

n

; sin�n; os�n a posloupnosti utvoøené souètem

nebo souèinem z nih. Z faktu, ¾e jejih diferene 1:; 2:; ::: a¾ k�tého øádu a jejih

lineární kombinae jsou opìt posloupnosti tého¾ typu (viz kapitola 2), usuzujeme,

¾e toto platí i obráenì. Známe-li výslednou posloupnost u(n) utvoøenou lineární

kombinaí

P

k

j=0

a

j

Z(n + j); pak posloupnost Z(n) je stejného typu jako u(n):

Platí následujíí vìta.

Vìta 7.1: Neh» je dána rovnie s konstantními koe�ienty

a

0

y(n) + a

1

y(n+ 1) + :::+ a

k

y(n+ k) = P

m

(n)q

n

os�n; (7.2)

kde P

m

(n) je polynom stupnì m � 0:

1. Neh» má harakteristiká rovnie koøeny �

j

6= q(os� + i sin�): Pak je

partikulárním øe¹ením rovnie (7.2) posloupnost tvaru

Z(n) = [Q

m

(n) sin�n+R

m

(n) os�n℄q

n

;

kde Q

m

(n) a R

m

(n) jsou jisté polynomy stupnì m:

2. Neh» má harakteristiká rovnie nìkterý koøen �

j

= q(os�+i sin�) a to

s�násobný, s � 1: Pak je partikulárním øe¹ením rovnie (7.2) posloupnost

tvaru

Z(n) = n

s

[Q

m

(n) sin�n+R

m

(n) os�n℄q

n

;

kde Q

m

(n) a R

m

(n) jsou jisté polynomy stupnì m:

Poznámka 7.2: Analogiké tvrzení platí pro rovnii

a

0

y(n) + a

1

y(n+ 1) + :::+ a

k

y(n+ k) = P

m

(n)q

n

sin�n:

Dùkaz zde nebudeme provádìt, proto¾e je pomìrnì obtí¾ný. Pokud se ètenáø

he o této problematie dozvìdìt víe, mù¾eme jej odkázat na knihu [3℄, kapitola

2.4, str. 70.

Pøi hledání partikulárního øe¹ení nehomogenní rovnie postupujeme tak, ¾e

do dané diferenèní rovnie dosadíme odhadnutý tvar Z(n) (podle Vìty 7.1, resp.

Poznámky 7.2) s neurèitými koe�ienty, které pak získáme porovnáním s koe�-

ienty pravé strany u(n):

Pøíklad 7.3: Najdìte obené øe¹ení rovnie y(n+2)� 8y(n+1)+15y(n) =

130 sin

�

2

n:
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Øe¹ení: Nejprve najdeme obené øe¹ení zhomogenizované rovnie y(n+2)�

8y(n+1)+15y(n) = 0: Její harakteristiká rovnie �

2

�8�+15 = 0 má koøeny

�

1

= 3 a �

2

= 5; tak¾e obené øe¹ení homogenní rovnie je

Y (n) = C

1

3

n

+ C

2

5

n

:

To znamená, ¾e partikulární øe¹ení nehomogenní rovnie pøedpokládáme ve tvaru

Z(n) = a sin

�

2

n+ b os

�

2

n:

Dosaïme do dané rovnie:

a sin

�

2

(n+ 2) + b os

�

2

(n+ 2)� 8[a sin

�

2

(n+ 1) + b os

�

2

(n+ 1)℄+

+15[a sin

�

2

n+ b os

�

2

n℄ = 130 sin

�

2

n:

U¾itím souètovýh vzorù po úpravì dostáváme:

(14a+ 8b) sin

�

2

n+ (�8a+ 14b) os

�

2

n = 130 sin

�

2

n:

Nyní porovnejme koe�ienty:

14a+ 8b = 130

�8a+ 14b = 0;

odkud a = 7; b = 4: Partikulární øe¹ení rovnie je

Z(n) = 7 sin

�

2

n+ 4 os

�

2

n:

Koneènì obené øe¹ení jsme nalezli ve tvaru

y(n) = C

1

3

n

+ C

2

5

n

+ 7 sin

�

2

n+ 4 os

�

2

n:

Pøíklad 7.4: Naleznìte obené øe¹ení rovnie y(n+2)+6y(n+1)+9y(n) =

(4n

2

+ 4n)(�3)

n+3

:

Øe¹ení: Charakteristiká rovnie zhomogenizované rovnie je �

2

+6�+9 = 0

a má dvojnásobný koøen �

1;2

= �3: Obené øe¹ení homogenní rovnie je tedy

Y (n) = C

1

(�3)

n

+ C

2

n(�3)

n

:

Proto partikulární øe¹ení nehomogenní rovnie musíme hledat ve tvaru

Z(n) = n

2

(an

2

+ bn+ )(�3)

n

:

Po dosazení do dané rovnie dostaneme:

(n+2)

2

[a(n+2)

2

+b(n+2)+℄(�3)

n+2

+6(n+1)

2

[a(n+1)

2

+b(n+1)+℄(�3)

n+1

+

+9n

2

(an

2

+ bn+ )(�3)

n

= (4n

2

+ 4n)(�3)

n+3

:

Rovnii vydìlíme (�3)

n

a zjednodu¹íme:

108an

2

+ (216a+ 54b)n+ 126a+ 54b+ 18 = �108n

2

� 108n:

Porovnáním koe�ientù snadno vypoèteme:

108a = �108 ) a = �1;

216a+ 54b = �108 ) b = 2;

126a+ 54b+ 18 = 0 )  = 1:
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Hledané partikulární øe¹ení je

Z(n) = n

2

(�n

2

+ 2n+ 1)(�3)

n

:

Obené øe¹ení diferenèní rovnie je tvaru

y(n) = C

1

(�3)

n

+ C

2

n(�3)

n

+ n

2

(�n

2

+ 2n+ 1)(�3)

n

:

Snadno nahlédneme, ¾e právì probíraný odhad partikulárního øe¹ení Z(n)

úze souvisí s výpoètem k�té sumae vylo¾eném v pøedhozím textu. Podle

Vìty 2.21 je

k

X

j=0

(�1)

k�j

�

k

k � j

�

y(n+ j) = �

k

y

a tedy rovnie 1. typu

�

k

y = P

k

(n)q

n

os�n

je speiálním pøípadem rovnie (7.2).

Poznámka 7.5: Metodou neurèitýh koe�ientù lze øe¹it i rovnie se þslo¾i-

tìj¹í\ pravou stranou, ne¾ bylo uvedeno ve Vìtì 7.1. Je-li pravá strana rovnie

(7.1) souètem u

1

(n)+u

2

(n); kde u

1

(n) a u

2

(n) jsou speiálního tvaru ve smyslu

Vìty 7.1, je-li Z

1

(n) partikulární øe¹ení rovnie

P

k

j=0

a

j

y(n+ j) = u

1

(n) a je-li

Z

2

(n) partikulární øe¹ení rovnie

P

k

j=0

a

j

y(n+ j) = u

2

(n); pak podle prinipu

superpozie (Vìta 5.11) víme, ¾e Z

1

(n) + Z

2

(n) je partikulární øe¹ení rovnie

P

k

j=0

a

j

y(n+ j) = u

1

(n) + u

2

(n):

V následujíí podkapitole uvedeme pøíklad, ve kterém zmínìné skuteènosti

vyu¾ijeme.

7.2 Metoda variae konstant

Tato metoda je obená a nevy¾aduje speiální tvar pravé strany øe¹ené rov-

nie (7.1). Neh»

Y (n) =

k

X

j=1

C

j

'

j

(n) (7.3)

je obené øe¹ení pøíslu¹né zhomogenizované rovnie

a

0

y(n) + a

1

y(n+ 1) + :::+ a

k

y(n+ k) = 0: (7.4)

Metoda variae konstant spoèívá v nahrazení konstant C

j

ve tvaru (7.3) po-

sloupnostmi C

j

(n): Hledejme tedy partikulární øe¹ení rovnie (7.1) ve tvaru

Z(n) =

k

X

j=1

C

j

(n)'

j

(n):

K urèení k neznámýh posloupností C

j

(n) je tøeba k rovni. Jednou z nih je

samozøejmì rovnie (7.1), zbylýh k � 1 rovni si vhodnì zvolíme pøi tvoøení

hodnot Z(n+ 1); Z(n+ 2); :::; Z(n+ k): Z De�nie 2.2 plyne

C

j

(n+ 1) = C

j

(n) + �C

j

(n);

proto

Z(n+1) =

k

X

j=1

C

j

(n+1)'

j

(n+1) =

k

X

j=1

C

j

(n)'

j

(n+1)+

k

X

j=1

�C

j

(n)'

j

(n+1):
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Zvolme C

j

(n) tak, aby

k

X

j=1

�C

j

(n)'

j

(n+ 1) = 0;

tedy

Z(n+ 1) =

k

X

j=1

C

j

(n)'

j

(n+ 1):

To ale znamená, ¾e

Z(n+2) =

k

X

j=1

C

j

(n+1)'

j

(n+2) =

k

X

j=1

C

j

(n)'

j

(n+2)+

k

X

j=1

�C

j

(n)'

j

(n+2):

Zvolme opìt C

j

(n) tak, aby

k

X

j=1

�C

j

(n)'

j

(n+ 2) = 0;

tedy

Z(n+ 2) =

k

X

j=1

C

j

(n)'

j

(n+ 2):

Popsaným zpùsobem postupujeme a¾ k Z(n + k � 1); èím¾ získáme zmínìnýh

k � 1 rovni. Koneènì

Z(n+k) =

k

X

j=1

C

j

(n+1)'

j

(n+k) =

k

X

j=1

C

j

(n)'

j

(n+k)+

k

X

j=1

�C

j

(n)'

j

(n+k):

Vyjádøené hodnoty Z(n); Z(n+ 1); :::; Z(n+ k) dosaïme do rovnie (7.1):

a

0

k

X

j=1

C

j

(n)'

j

(n) + a

1

k

X

j=1

C

j

(n)'

j

(n+ 1) + :::+ a

k�1

k

X

j=1

C

j

(n)'

j

(n+ k � 1)+

+a

k

k

X

j=1

C

j

(n)'

j

(n+ k) + a

k

k

X

j=1

�C

j

(n)'

j

(n+ k) = u(n):

V této rovnii se objevují hodnoty posloupností C

j

v¾dy ve stejném bodì n; o¾

jsou jistá èísla. Lze tedy øíi, ¾e kromì posledního èlenu je souèet sum na pravé

stranì rovnie roven nule, nebo» je to vlastnì levá strana rovnie (7.4). Poslední

k�tá rovnie pro �C

j

; j = 1; 2; :::; k je tedy tvaru

a

k

k

X

j=1

�C

j

(n)'

j

(n+ k) = u(n):

Dostali jsme lineární soustavu k rovni pro k neznámýh �C

j

(n); j = 1; 2; :::; k :

P

k

j=1

'

j

(n+ 1)�C

j

(n) = 0;

P

k

j=1

'

j

(n+ 2)�C

j

(n) = 0;

.

.

.

P

k

j=1

'

j

(n+ k � 1)�C

j

(n) = 0;

a

k

P

k

j=1

'

j

(n+ k)�C

j

(n) = u(n):

(7.5)
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Proto¾e posloupnosti '

1

(n); '

2

(n); :::; '

k

(n) jsou lineárnì nezávislé, je determi-

nant matie soustavy nenulový a existuje jediné nenulové øe¹ení, ze kterého su-

maí vypoèteme hledané posloupnosti C

j

(n): Výsledek mù¾eme zapsat ve tvaru

C

j

(n) = K

j

(n) +K

j

; j = 1; :::; k;

kde K

j

jsou libovolné konstanty vzniklé pøi sumaíh a K

j

(n) jsou jisté posloup-

nosti závisejíí na pravé stranì u(n): Nebo» nám staèí najít jediné partikulární

øe¹ení, zvolme K

1

= K

2

= ::: = K

k

= 0: Na¹li jsme tedy partikulární øe¹ení

rovnie (7.1) ve tvaru

Z(n) =

k

X

j=1

K

j

(n)'

j

(n)

a tím jsme odvodili vìtu.

Vìta 7.6: Neh» '

1

(n); '

2

(n); :::; '

k

(n) tvoøí fundamentální systém øe¹ení

rovnie (7.4). Neh» diferene posloupností C

1

(n); C

2

(n); :::; C

k

(n) jsou øe¹ením

systému (7.5). Pak posloupnost

Z(n) =

k

X

j=1

C

j

(n)'

j

(n)

je partikulárním øe¹ením rovnie (7.1).

Pøíklad 7.7: Naleznìte obené øe¹ení rovnie y(n+2)�6y(n+1)+5y(n) =

2

2n+1

� 7 � 5

n

:

Øe¹ení: Nejprve najdìme fundamentální systém øe¹ení zhomogenizované rov-

nie y(n+2)�6y(n+1)+5y(n) = 0: Její harakteristiká rovnie �

2

�6�+5 = 0

má koøeny �

1

= 1; �

2

= 5: Tedy

'

1

(n) = 1; '

2

(n) = 5

n

:

1. zpùsob: Hledejme partikulární øe¹ení nehomogenní rovnie metodou vari-

ae konstant:

Z(n) = C

1

(n) + C

2

(n) � 5

n

:

Podle (7.5) musíme øe¹it soustavu:

�C

1

(n) + 5

n+1

�C

2

(n) = 0;

�C

1

(n) + 5

n+2

�C

2

(n) = 2

2n+1

� 7 � 5

n

:

Rozøe¹íme-li ji, dostáváme:

�C

1

(n) = �

1

2

� 4

n

+

7

4

� 5

n

;

�C

2

(n) =

1

10

�

�

4

5

�

n

�

7

20

:

Podle vlastností sumae pøedpokládáme

C

1

(n) = a � 4

n

+ b � 5

n

;

C

2

(n) =  �

�

4

5

�

n

+ dn:

Vypoèteme-li odtud �C

1

(n) a �C

2

(n) a porovnáme-li koe�ienty, získáme

C

1

(n) = �

1

6

� 4

n

+

7

16

� 5

n

;

C

2

(n) = �

1

2

�

�

4

5

�

n

�

7

20

n:

47



Po dosazení a úpravì dostáváme partikulární øe¹ení ve tvaru

Z(n) = �

2

3

� 4

n

�

7

20

n � 5

n

+

7

16

� 5

n

;

pøièem¾ èlen

7

16

�5

n

lze zahrnout do obeného èlenu C

2

5

n

; tak¾e obené øe¹ení je

y(n) = C

1

+ C

2

5

n

�

2

3

� 4

n

�

7

20

n � 5

n

:

2. zpùsob: Hledejme partikulární øe¹ení nehomogenní rovnie metodou neur-

èitýh koe�ientù. Postupujme podle Poznámky 7.5. Nejprve hledejme partiku-

lární øe¹ení rovnie

y(n+ 2)� 6y(n+ 1) + 5y(n) = 2 � 4

n

:

Podle Vìty 7.1 toto øe¹ení pøedpokládáme ve tvaru

Z

1

(n) = a � 4

n

:

Dosaïme do dané rovnie

a � 4

n+2

� 6a � 4

n+1

+ 5a � 4

n

= 2 � 4

n

;

odkud pøímo vypoèteme, ¾e a = �

2

3

: Tedy

Z

1

(n) = �

2

3

� 4

n

:

Nyní hledejme partikulární øe¹ení rovnie

y(n+ 2)� 6y(n+ 1) + 5y(n) = �7 � 5

n

:

Proto¾e �

2

= 5 je koøenem harakteristiké rovnie, musíme toto øe¹ení pøedpo-

kládat ve tvaru

Z

2

(n) = n � a � 5

n

:

Dosaïme do výhozí rovnie

(n+ 2) � a � 5

n+2

� 6(n+ 1) � a � 5

n+1

+ 5n � a � 5

n

= �7 � 5

n

:

Pøímým výpoètem dostaneme a = �

7

20

: Tudí¾

Z

2

(n) = �

7

20

n � 5

n

:

Podle prinipu superpozie je partikulární øe¹ení na¹í rovnie

Z(n) = Z

1

(n) + Z

2

(n) = �

2

3

� 4

n

�

7

20

n � 5

n

:

Obené øe¹ení je tedy

y(n) = C

1

+ C

2

5

n

�

2

3

� 4

n

�

7

20

n � 5

n

:

V¹imnìme si, ¾e partikulární øe¹ení vypoètené metodou variae konstant ne-

musí být stejné jako partikulární øe¹ení, které nalezneme metodou neurèitýh

koe�ientù, jak je vidìt i v Pøíkladu 7.7. To nás v¹ak nemusí pøekvapovat, pro-

to¾e víme, ¾e partikulární øe¹ení není urèeno jednoznaènì.
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7.3 Úlohy na provièení

Úloha 7.8: Naleznìte obené øe¹ení následujííh rovni (partikulární øe¹ení

nehomogenní rovnie hledejte metodou neurèitýh koe�ientù):

1. y(n+ 2)� 3y(n+ 1)� 4y(n) = 12n

2

� 2n+ 15

[y(n) = C

1

(�1)

n

+ C

2

4

n

� 2n

2

+ n� 3℄

2. y(n+ 2)� 7y(n+ 1) + 10y(n) = �260 os

�

2

n

[y(n) = C

1

2

n

+ C

2

5

n

+ 14 sin

�

2

n� 18 os

�

2

n℄

3. y(n+ 2) + 6y(n+ 1) + 9y(n) = 2(3n+ 2)(�3)

n+2

[y(n) = (C

1

+ C

2

n)(�3)

n

+ n

2

(n� 1)(�3)

n

℄

4. 9y(n+ 2)� 12y(n+ 1) + 4y(n) = 3� 2n

[y(n) = (C

1

+ C

2

n)(

2

3

)

n

� 2n+ 15℄

Úloha 7.9: Naleznìte obené øe¹ení následujííh rovni (partikulární øe¹ení

nehomogenní rovnie hledejte metodou variae konstant):

1. 2y(n+ 1)� 6y(n) = 3

n

� n � 2

�n

[y(n) = C

1

3

n

+

n

2

� 3

n�1

+ (

n

5

+

1

25

) � 2

�n

℄

2. y(n+ 2)� 5y(n+ 1) + 6y(n) = 3

n

� n

[y(n) = C

1

2

n

+ C

2

3

n

+ n � 3

n�1

�

n

2

�

3

4

℄

3. y(n+ 2)� 10y(n+ 1) + 25y(n) = 5

n

� 2n

[y(n) = (C

1

+ C

2

n)5

n

+

n

2

50

� 5

n

�

n

8

�

1

16

℄

Úloha 7.10: Zjistìte, kolik þslov\ délky n lze sestavit z písmen A;B;C tak,

aby ¾ádné z nih neobsahovalo þpodslovo\ typu AC nebo BC:

[Návod: Uva¾ujte podobnì jako v Pøíkladu 6.7. Promyslete si, ¾e slovo konèíí

písmenem C je jediné, proto¾e musí mít ka¾dé pøedhozí písmeno rovnì¾ C:℄

[Øe¹ením rovnie s(n+1)�2s(n) = 1; s(1) = 3 dostanete s(n) = 2 �2

n

�1 =

2

n+1

� 1:℄
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8 Lineární diferenèní rovnie 1. øádu s nekon-

stantními koe�ienty

V této závìreèné kapitole alespoò nastíníme problematiku øe¹ení rovni s ne-

konstantními koe�ienty a sie uká¾eme postup øe¹ení lineární diferenèní rovnie

1. øádu.

Uva¾ujme rovnii

a

1

(n)y(n+ 1) + a

0

(n)y(n) = u(n): (8.1)

Podle De�nie 5.1 víme, ¾e a

1

(n) 6= 0 a a

0

(n) 6= 0 a proto rovnii (8.1) mù¾eme

vydìlit a

1

(n): Oznaèíme-li

a

0

(n)

a

1

(n)

= �A(n) a

u(n)

a

1

(n)

= B(n); dostáváme

y(n+ 1)�A(n)y(n) = B(n): (8.2)

Nejprve budeme øe¹it zhomogenizovanou rovnii. Její obené øe¹ení oznaème

Y (n); y(n) pak bude znaèit obené øe¹ení rovnie nehomogenní.

Na rovnii

Y (n+ 1)�A(n)Y (n) = 0 (8.3)

mù¾eme pohlí¾et jako na rekurentní vzore, který také øíká, ¾e

Y (n) = A(n� 1)Y (n� 1);

Y (n� 1) = A(n� 2)Y (n� 2);

.

.

.

Y (2) = A(1)Y (1);

kde Y (1) znaèí poèáteèní hodnotu posloupnosti Y (n) v bodì n = 1; o¾ je libo-

volná konstanta; oznaème ji C: Postupným zpìtným dosazováním za Y (2); Y (3);

:::; Y (n� 1) dostáváme

Y (n) = C � A(1) � A(2) � : : : �A(n� 1) = C

n�1

Y

j=1

A(j); (8.4)

o¾ je obené øe¹ení rovnie (8.3).

Jedním z prvníh pojmù, se kterými se setkáváme ve støedo¹kolské kombi-

natorie, je permutae z n prvkù. Tímto pojmem se rozumí ka¾dá uspoøádaná

n�tie sestavená z danýh n prvkù tak, ¾e ka¾dý prvek se v ní vyskytuje právì

jednou. Následujíí pøíklad ukazuje jeden ze zpùsobù, jak urèit poèet v¹eh per-

mutaí z n prvkù.

Pøíklad 8.1: Vypoètìte, kolik permutaí lze sestavit z n prvkù (n 2 N).

Øe¹ení: Hledaný poèet permutaí z n prvkù oznaème P (n): Uva¾me o rozdì-

lení P (n+ 1) permutaí do skupin podle toho, který prvek je na prvním místì.

Touto úvahou jsme P (n+ 1) permutaí rozdìlili do n+ 1 skupin, z nih¾ ka¾dá

obsahuje právì P (n) permutaí. Tímto jsme odvodili rekurentní vzore

P (n+ 1) = (n+ 1)P (n);

o¾ je v¹ak homogenní lineární diferenèní rovnie 1. øádu s nekonstantními ko-

e�ienty, kterou pøepi¹me do obvyklej¹ího tvaru

P (n+ 1)� (n+ 1)P (n) = 0:

Pøitom zøejmì platí P (1) = 1: Podle (8.4) je obené øe¹ení této rovnie tvaru

P (n) = C

n�1

Y

j=1

(j + 1) = C � 2 � 3 � : : : � n;
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kde C = P (1) = 1; tedy pro hledaný poèet permutaí platí

P (n) = 1 � 2 � 3 � : : : � n = n!

K nalezení obeného øe¹ení rovnie (8.2) potøebujeme znát aspoò jedno parti-

kulární øe¹ení Z(n) této rovnie. Budeme postupovat metodou variae konstanty.

Partikulární øe¹ení Z(n) tedy pøedpokládáme ve tvaru

Z(n) = u(n) � v(n); (8.5)

kde u(n) je nenulové øe¹ení pøíslu¹né homogenní rovnie a v(n) neznámá posloup-

nost, kterou potøebujeme urèit. Podle (8.4) mù¾eme psát u(n) =

Q

n�1

j=1

A(j):

Snadno se pøesvìdèíme, ¾e platí

Z(n+ 1) = u(n+ 1) � v(n+ 1) = A(n) � u(n)[v(n) + �v(n)℄: (8.6)

Dosaïme (8.6) a (8.5) do (8.2):

A(n) � u(n)[v(n) + �v(n)℄�A(n) � u(n) � v(n) = B(n);

tj.

A(n) � u(n) ��v(n) = B(n):

Proto¾e A(n) 6= 0; u(n) 6= 0 platí

�v(n) =

B(n)

A(n) � u(n)

=

B(n)

u(n+ 1)

:

Podle Vìty 3.18 dostáváme

v(n)� v(1) =

n�1

X

j=1

B(j)

u(j + 1)

;

kde v(1) znaèí poèáteèní hodnotu hledané posloupnosti v(n) v bodì n = 1; o¾ je

libovolná konstanta. Proto¾e nám staèí nalézt jedno øe¹ení Z(n); mù¾eme zvolit

v(1) = 0: Máme tedy

v(n) =

n�1

X

j=1

B(j)

u(j + 1)

=

n�1

X

j=1

B(j)

Q

j

i=1

A(i)

:

Nyní dosaïme za u(n) a v(n) do (8.5)

Z(n) = u(n) � v(n) =

n�1

Y

j=1

A(j) �

n�1

X

j=1

B(j)

Q

j

i=1

A(i)

: (8.7)

Ve tvaru (8.7) jsme nalezli partikulární øe¹ení rovnie (8.2). Mù¾eme ji¾ zapsat

i obené øe¹ení této rovnie, proto¾e podle Dùsledku 5.13 víme, ¾e je souètem

obeného øe¹ení (8.4) zhomogenizované rovnie (8.3) a jistého partikulárního

øe¹ení (8.7) nehomogenní rovnie (8.2). Tudí¾

y(n) = C

n�1

Y

j=1

A(j) +

n�1

Y

j=1

A(j) �

n�1

X

j=1

B(j)

Q

j

i=1

A(i)

:

Diferenèní rovnii (8.2) jsme vyøe¹ili podobným zpùsobem, jakým byhom øe¹ili difereni-

ální rovnii

y

0

�A(x)y = B(x); (8.8)

kde A(x); B(x) jsou spojité funke. Popi¹me v nejhrub¹íh ryseh postup øe¹ení rovnie (8.8).

� Nejprve vyøe¹íme zhomogenizovanou rovnii y

0

�A(x)y = 0: Její obené øe¹ení lze psát

ve tvaru

Y (x) = K � e

sA(x)dx

;

kde K je reálná konstanta.
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� Partikulární øe¹ení nehomogenní rovnie hledáme metodou variae konstant: øe¹ení

pøedpokládáme ve tvaru Z(x) = K(x) � e

sA(x)dx

; tedy ve tvaru souèinu jistého ne-

nulového øe¹ení zhomogenizované rovnie a neznámé funke K(x); kterou vypoèteme

po dosazení pøedpokládaného øe¹ení do rovnie (8.8).

� Obené øe¹ení rovnie (8.8) dostaneme jako souèet obeného øe¹ení zhomogenizované

rovnie a jednoho partikulárního øe¹ení rovnie nehomogenní.

Pøíklad 8.3: Øe¹te rovnii ny(n+ 1)� (n+ 1)y(n) = n

3

+ 4n

2

+ 3n:

Øe¹ení: Proto¾e n > 0 lze rovnii upravit na tvar

y(n+ 1)�

n+ 1

n

y(n) = n

2

+ 4n+ 3;

A(n) =

n+1

n

; B(n) = n

2

+ 4n+ 3: Nejprve podle (8.4) vypoètìme, jakého tvaru

je obené øe¹ení zhomogenizované rovnie:

Y (n) = C

n�1

Y

j=1

A(j) = C

n�1

Y

j=1

j + 1

j

= C �

2

1

�

3

2

� : : : �

n

n� 1

= Cn:

Partikulární øe¹ení nehomogenní rovnie vypoèteme podle vzore (8.7). K tomu

pro vìt¹í pøehlednost výpoètu nejprve vyjádøeme u(n) a v(n): Ji¾ víme, ¾e

u(n) =

n�1

Y

j=1

A(j) = n

a zbývá nám provést výpoèet:

v(n) =

n�1

X

j=1

B(j)

Q

j

i=1

A(i)

=

n�1

X

j=1

j

2

+ 4j + 3

j + 1

=

n�1

X

j=1

(j + 1)(j + 3)

j + 1

=

=

n�1

X

j=1

(j + 3) =

�

j

2

+ 5j

2

�

n

1

=

1

2

(n

2

+ 5n� 6):

Partikulární øe¹ení nehomogenní rovnie je tedy:

Z(n) = u(n) � v(n) =

n

2

(n

2

+ 5n� 6) =

n

3

2

+

5n

2

2

� 3n:

Koneènì pro obené øe¹ení platí:

y(n) = Y (n) + Z(n) = Cn+

n

3

2

+

5n

2

2

� 3n = (C � 3)n+

n

3

2

+

5n

2

2

:

Výraz C�3 je libovolná konstanta (nebo» C je libovolné), oznaème ji K: Nalezli

jsme obené øe¹ení ve tvaru

y(n) = Kn+

n

3

2

+

5n

2

2

:

Poznamenejme, ¾e o správnosti výsledku se mù¾eme pøesvìdèit zkou¹kou. To

v¹ak ji¾ poneháme na ètenáøi.

Úloha 8.4: Naleznìte obené øe¹ení následujííh rovni:

1. y(n+ 1)�

n+3

n+1

y(n) = n

3

+ 6n

2

+ 11n+ 6

[y(n) = K(n

2

+ 3n+ 2) +

1

2

(n

4

+ 4n

3

+ 5n

2

+ 2n)℄

2. ny(n+ 1)� (n+ 2)y(n) = n

4

+ 3n

3

+ 2n

2

[y(n) = K(n

2

+ n) +

1

2

(n

4

� n

2

)℄
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