9. DIAGRAMY VORONOIA

Uvod. Diagramy Voronoia podavaji feSeni problému zndmého pod anglickym nazvem
"post office problem”. V ném jde o to rozdélit teritorium mésta na oblasti okolo jednot-
livych post tak, aby v kazdé oblasti byla mistni posta ta nejblizsi. Jinym ptikladem je
urceni spadovych oblasti nemocnic podle vzdalenosti. Matematicka formulace problému
je nasledujici:

V roviné je ddna mnozina bodu P = {py,pa,...,pn}. Diagram Voronoia (zkricené
V-diagram) je rovinné podrozdéleni, které ma oblasti

V(p:) = {q € R? dist(q,p;) < dist(q, p;) pro viechna j € P\ {i}},
kde dist(q, p) oznacuje klasickou vzdélenost bodu ¢ a p.
OBR 9.1 Priklad diagramu Voronoia.

Mnozinou bodu v roviné, které maji vzdalenost k bodu p; mensi nebo rovnu vzda-
lenosti k bodu p; # p; je polorovina

h(pi,pj) = {g € R? dist(q, pi) < dist(q, p;)}-
Oblast Voronia V' (p;) je tedy rovna pruniku vsech takovych polorovin pro j # ¢
JEP\{i}

Prinik n — 1 polorovin umime podle 5. kapitoly najit v ¢ase O(nlogn) nebo podle 6.
kapitoly v oéekavaném ¢ase O(n). Najit timto zpusobem vsechny oblasti by vyzadovalo
¢as aspon O(n?). My si ukdzeme algoritmus pro nalezen{ diagramu Voronoia s ¢asovou
narocnosti O(nlogn). O tom, ze takova Casovad narocnost je redlnd, svedci nédsledujici
tvrzeni:

Véta 9.1. Diagram Voronoia pro n > 3 bodu md nejuyse 2n — 5 wvrcholi a nejvyse
3n — 6 hran.

Diikaz. Oznaéme m pocet vrcholu a h pocet hran V-diagramu. Pfidanim vrcholu vy,
v "nekonec¢nu”, do kterého vedou vSechny hrany V-diagramu, které jsou poloptimky,
vytvorime z V-digramu rovinny graf, ktery méa n oblasti, m + 1 uzlu a h hran. Viz
obréazek.

OBR 9.2 Doplnéni V-digramu na planarni graf.
Pro néj plati Eulerova véta
m+1—h+n=2.
Stupen kazdého uzlu je aspon 3, soucet vsech stupnu je 2h. Tedy
2h > 3(m +1).
Dosadime-li do této nerovnosti h = m +n — 1 z Eulerovy véty, dostaneme
2m+2n —2 > 3(m + 1),

tedy po upravé m < 2n — 5. Obdobné po dosazeni m =h —n +1 je

2h > 3(h —n + 2),
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coz dava h < 3n — 6. O

Pro mnozinu P a kazdy bod ¢ € R?\ P definujeme kruh se stifedem ¢ a polomérem,
ktery je roven vzdalenosti bodu ¢ od mnoziny P

Cp(q) = {r € R?; dist(q,r) < dist(q, P)}.

Na kruznici ohranic¢ujici tento kruh lezi vzdy aspon jeden bod mnoziny P.
Je ztejmé, ze plati nasledujici tvrzent:

Lemma 9.2. Bod q leZi na hrané V-diagramu, prdvé kdyz na hranici Cp(q) leZi aspon
dva body z mnoziny P.

Bod r je vrcholem V-diagramu, prdvé kdyz na hranici Cp(r) lezi aspon tri body z
mnoziny P.

OBR 9.3 Ilustrace lemmatu 9.2.

9.1. Metoda zametaci pirimky. Jeden z moznych algoritmu pro konstrukei V-dia-
gramu pouziva metodu zametaci primky, ale v podobé, ktera je ponékud sofistiko-
vanéjsi nez byly ty, se kterymi jsme se prozatim setkali. Zametaci ptimka [ postupuje
rovinou shora dolu a nad ni se vytvari V-diagram. Tento diagram nemtze vznikat v
celé poloroviné [T nad pifmkou [, ale pouze v jeji ¢asti, kterd je sjednocenim oblast{
nad jistymi parabolami. Jak takova oblast vypada?

Bod ¢ lezi v této oblasti, jestlize pro néktery bod p; € P NIt plati

dist(q, pi) < dist(q,1).
Pak totiz pro vSechny body p; € P z poloroviny [~ pod piimkou [ je
dist(q, p;) < dist(q,!) < dist(q, pj).

Tedy bod ¢ z této oblasti urcité nelezi v oblasti Voronoia V (p;) pro p; € PN1~.

Ozna¢me a(p, 1) parabolu tvofenou body, které maji stejnou vzdalenost od bodu p i
pifmky /. Bod p je ohniskem a pfimka [ ¥{dici pfimkou této paraboly. Necht a™(p, 1) je
mnozina bodt lezicich nad parabolou «(p, 1) nebo na ni. Oblast nad zametaci piimkou
[, kde bude V-diagram vytvoren, je sjednoceni

U a’(pi,1).

pi€PNI+

Hranici této oblasti, tvofenou oblouky parabol, budeme nazyvat pldZovd linie (beach
line).

Strom 7T bude v tomto pripadé vyvazeny bindrni strom, ktery ve svych listech
udrzuje poradi oblouku parabol v plazové linii. Zlomové body plazové linie, tj. body
kde se setkavaji dva po sobé jdouci oblouky plazové linie piislusné parabolam s ohnisky
p1 a po, maji stejnou vzddlenost od p; i pa, nebot

dist(g, p1) = dist(q, ) = dist(q, p2),

a lezi tedy na hranach diagramu Voronoia. Tyto zlomové body jsou vnitinimi uzly
stromu 7. Jejich popis tvaru (p; : pe) znaéi, Ze se jedna o prusecik parabol s ohnisky
p1 a pe (obé maji fidici pfimku [) a to ten (obvykle jsou dva), ktery méa oblouk paraboly
s ohniskem p; zleva a oblouk paraboly s ohniskem p, zprava. Pomoci takového stromu
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lze pro bod p na zametaci piimce [ vyhledat oblouk plazové linie, ktery lezi nad bodem
p. Nésledujici obrazek ukazuje ptiklad pldzové linie a ptislusného stromu.

OBR 9.4 Plazova linie
OBR 9.5 Vyvéazeny binarni strom piislusny predchozi plazové linii.

9.2. UdAalosti. Zasadni vyznam maji odpovédi na nasledujici dveé otazky:

e Kdy se v plazové linii objevi novy oblouk?

e Kdy z plazové linie néjaky oblouk zmizi?
Na tyto otazky odpovidaji nasledujici dvé lemmata. Jejich dukazy jsou technické, proto
je nebudeme provadét a radéji se omezime na jejich ilustraci pomoci obréazku.

Lemma 9.3. Nové oblouky v pldZové linii vznikaji, prave kdyz zametact primka prochdzi
néekterym bodem mnoZiny P.

Takovy bod nazyvame mistni udalost, anglicky site event. Situaci ilustruje nésledujici
obrazek. Zametaci pifmka | prochdzi bodem p € P. Nechf « je oblouk plazové linie
nad bodem p, ktery je ¢asti paraboly s ohniskem v bodé p; € P. Po pruchodu zametaci
piimky bodem p se oblouk « rozdéli na dva oblouky o1 a oy a mezi nimi vznikne v
plazové linii novy oblouk 3, ktery je ¢asti paraboly s ohniskem v bodé p.

OBR 9.6 Mistni udalost p

V pruniku dvojice oblouku a; a 8 a dvojice 8 a as lezi body hrany diagramu
Voronoia, kterd oddéluje oblast V' (p;) od oblasti V(p). Této zmeéné v plédzové linii
odpovidé néasledujici zména ve stromé T

OBR 9.7 Zména ve stromé T

Vnitini uzly (p1 : pa), (p1 : p) a (p : p1) stromu T popisuji zlomové body plazové
linie pomoci ohnisek prislusnych parabol v potadi zleva doprava tak, jak jsme to popsali
vyse. Po zméné ve stromu T je potieba provést jeho vyvazeni.

Nyni uvazujme tii po sobé jdouci oblouky a, 3 a v pldzové linie. Necht pi, ps a
ps3 jsou postupné ohniska jim piislusejicich parabol. Uvazujme kruznici opsanou témto
trem bodum. Nazvéme s jeji stted a oznac¢me g nejspodnéjsi bod této kruznice, tj. bod
s minimalni soutadnici y. Jestlize bod ¢ lezi pod zametaci primkou [, nazyvame jej
kruhovou uddlosti pro oblouk [ (anglicky circle event).

Pii pruchodu piimky [ timto bodem mé stied s kruznice opsané bodum p;, pa,
p3 a q od téchto bodu stejnou vzdalenost jako od piimky [, lezi tedy na vSech trech
obloucich «, B a v plazové linie. Pii posunu zametaci ptimky [ pod bod ¢, oblouk
£ mizi z plazové linie. Stied s kruznice opsané je vrcholem diagramu Voronoia, do
kterého prichdzeji hrany oddeélujici oblast V(p;) od V(pa), oblast V(p2) od V(p3) a
oblast V(py) od V(p3).

OBR 9.8 Pruchod zametaci ptimky kruhovou udalosti ¢
OBR 9.9 Zména ve stromé T pii pruchodu kruhovou udalosti

Lemma 9.4. Oblouk paraboly mizi z plazZové linie, prdvé kdyz zametaci primka prochdzi
pres jeho kruhovou uddlost.
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9.3. Algoritmus. Zacatek algoritmu odpovida poloze zametaci primky [ nad vSemi
body. Strom 7T je prazdny a fronta udalosti @ obsahuje vSechny body z mnoziny P
(mistni udélosti) usporadané lexikograficky shora dolu a zleva doprava. Pfi prichodu
zametaci primky udélosti provadime v zavislosti na tom, zda se jedna o mistni nebo
kruhovou udalost, nasledujici akce:

e piidame oblouk do stromu 7 a hrany do dvojité souvislého seznamu pro V-
diagram,

e vezmeme oblouk ze stromu 7, pfidame hranu a vrchol do V-diagramu,

e 7z fronty Q odebereme udalost, kterou jsme pravé prosli, pripadné kruhové
udalosti, které odpovidaly trojicim po sobé jdoucich oblouku, které po pruchodu
danou udélosti zmizely. Méni se totiz poradi oblouku a aktualni kruhové udalosti
se pocitaji ze tii aktualnich po sobé jdoucich oblouku. Nové vzniklé kruhové
udélosti zaradime do fronty.

Tento postup provadime tak dlouho, az je fronta Q prazdna. Strom 7T vsak prazdny
nebude. Jeho aktualni vnitini uzly urcuji hrany V-diagramu, které jsou polopiimkami
(pripadné piimkami). To umozni najit pravotihelnik R, ve kterém lezi vSechny body
mnoziny P, vSechny vrcholy V-diagramu a zlomové body odpovidajici témto zbyvajicim
vnitinim uzlum stromu 7.

Prubeéh algoritmu v nejjednodussi mozné situaci mnoziny tii bodu je demonstrovan
nasledujici animaci.

ANIMACE

Ptesny popis algoritmu je zachycen v nasledujicich pseudokddech.
PSEUDOKOD 30 z pseudo.pdf

PSEUDOKOD 31 z pseudo.pdf

PSEUDOKOD 32 7 pseudo.pdf

9.4. Casova naroénost. Nechtf mnozina P, pro kterou provadime algoritmus, ma n
bodu. Po pruchodu prvni mistni udédlosti ve fronté bude plazova linie tvorena jedinou
parabolou. Pfi priuchodu dalsimi mistnimi udélostmi pfibudou vzdy maximalné dva
oblouky parabol. Proto celkovy pocet obloukt, které se nékdy vyskytnou v plazové
linii neptevysi 2n — 1. V bindrnim vyvazeném stromé s maximalné 2n — 1 listy trvaji
operace pridani dvou listu a ubrani jednoho listu a ptipadné vyvazeni stromu cas

O(log(2n — 1)) = O(logn).

Protoze kazdy oblouk v plazové linii jednou vznikne a nejvyse jednou zanikne, bude
realizovanych udélosti O(2n — 1) = O(n). V kazdé udélosti provedeme kone¢ny shora
omezeny pocet kroku, které trvaji koneény cas nebo ¢as maximalné O(logn). Tim jsme
dokazali:

Véta 9.5. Casovd ndrocnost algoritmu zametaci primky pro vytvoreni V-diagramu
mnoziny n bodu je O(nlogn).
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Implementace algoritmu pomoci Matlabu je provedena v bakalaiské praci Jany
Tomsu O algoritmech pocitacové geometrie dostupné na
https://is.muni.cz/auth/th/175345 /prif_b/



