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Asymptotické vlastnosti odhadov

Konvergencie

Statisticka inferencia o 6, sa vykonava na zaklade odhadu 0= 5;1-
Podobne Statisticka inferencia o g(6,) sa vykonava na zaklade
odhadu g(@n). Bodovy odhad parametrickej funkcie g(6) je Statistika
Tn = T(X1, X2, ..., Xn) nadobudajlca hodnoty blizko g(¢). Nech

Th = g(@n) je nejaky odhad g(#), podobne T, = 0y je nejaky odhad 6.

Potom mdZeme definovat nasledovné typy konvergencii pre T, (o
plati aj pre g(6) = 0):
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@ konvergencia skoro v 3ade

Pr (n[n;o Th=g (9)) =1, pre VHeO,

Q konvergencia v kvadratickom strede

Ta "= g (0) < Eo [(Tn -9 (9))2} "5 0, pre V0<o,

@ konvergencia podl 'a pravdepodobnosti  (ozn. 3)

(Pr(ITa —g(8)] >¢€)) =0, pree > 0, pre VO,

lim
n—oo

@ konvergencia v distriblcii  (ozn. 73)

n“lgo Fn (X) = Fx (x)

vo vSetkych bodoch x, kde F, (x) je empiricka distribu€na
funkcia a Fx (x) je spojita distribu€né funkcia.
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Nech Xi, Xz, ..., Xy je ndhodny vyber z rozdelenia F., g(9) je
parametricka funkcia a Ty, T1 a T, su Statistiky, E[T,] je stredna
hodnota a Var[T,] rozptyl Statistiky T.

@ hovorime, Ze Statistika T, je nevychyleny odhad parametrickej
funkcie g(¢), ak E[Tn] = g(#), V0 € ©, t.). odhad T,, nesmie
paramatrickd funkciu systematicky nadhodnocovat alebo
podhodnocovat — ak tato podmienka nie je splnena, hovorime o
vychylenom odhade

@ ak Ty, T, st dva nevychylené odhady tej istej parametrickej
funkcie g(¢), potom T; je lepSi odhad g(#) ako T, ak
Var[T1] < Var[T2],Vé € ©, t]. ak existuje odhad s mensim
rozptylom, je potrebné ho v Statistickej inferencii pouzit namiesto
odhadu s vaésim rozptylom (to méZzeme docielit optimalizaciou
dizajnu experimentu vhodnou volbou bodov, v ktorych budeme
merat),
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@ T, sa nazyva asymptoticky nevychyleny odhad  g(0), ak plati
limn—oo E[Tn] = 9(8), tj. s rastlcim rozsahom nghodného
vyberu n, klesa vychylka odhadu (to mézeme docielit
optimalizaciou dizajnu experimentu vhodnou volbou n),

9 T, sa nazyva konzistentny odhad g(6), ak plati
limn—oo Pr(|Tn — g(8)| > €) = 0, t.j. s rastlcim rozsahom
nahodného vyberu n klesa pravdepodobnost, Ze odhad sa bude
realizovat daleko od g(#) (to mdZzeme docielit optimalizaciou
dizajnu experimentu vhodnou volbou n),
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@ T, sa nazyva konzistentny a asymptoticky efektivny
(eficientny, vydatny) odhad  g(#), ak plati

(Tn —9(0)) R N(0,C(g(#))), kde D znamena v distriblcii,
C(g(0)) je Raova-Cramerova spodna hranica definovana ako

___ l'er [P i(6) ie Fi -
C(g(0)) = BT @] ) kde i(0) je Fisherova miera

informacie jedného pozorovania, L(#|x) je funkcia vierohodnosti
(tato vlastnost sa pouziva pri testovani hypotéz ako predpoklad
asymptotického rozdelenia testovacej Statistiky za predpokladu
normality rozdelenia X),

9 T, sa nazyva asymptoticky norm alny odhad g(6), ak plati

% R N(0, 1) (tato vlastnost sa tiez pouZziva pri testovani

hypotéz ako predpoklad asymptotického rozdelenia testovacej
Statistiky za predpokladu normality rozdelenia X).
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Z nevychylenosti odhadu vyplyva jeho asymptoticka nevychylenost a
z asymptotickej nevychylenosti vyplyva konzistencia, ak
limn_ o Var[T,] = 0. Implik&ciou posleného bodu je

2 g, 9OF
R TCIO)

kde ni(g(#)) = Z(g(9)). Ak g(#) = 6, potom

D 1
Ty ~ N(aam);

),

kde ni(#) = Z(0). Ak k > 1, potom je 6 vektor a mdzeme pisat

Vi (9(Bn) —9(0)) % N (0,87(i(8))2A) .

kde A = %g(@). Ak g(8) = 6, potom
Vi (80 -6) 2N (0,(i(0)) ).
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Nech nahodnéa premenna X pochadza z norm alneho rozdelenia s
parametrami  a 02, X ~ N(u, 0?), kde E[X] = u je stredna hodnota
a Var[X] = o2 je rozptyl nahodnej premennej X. Potom vyberovy
aritmeticky priemer X, = X je nevychylenym odhadom p a
vyberovy rozptyl S2_, = S? je nevychylenym odhadom o2 (n—1v
dolnom indexe S2_; znamena pocet stupriov volnosti). Zarover plati,
7e X a S? s asymptoticky nevychylen &, konzistentn &,
asymptoticky efektivne a asymptoticky norm alne. Preto mézeme
pisat nasledovné

o 2
V(X — ) 2 N(0,0?), €o je ekvivalentné X, ZN (u, Uﬂ) .

1
Vn(S2 - 62) 2 N(0,20%), kde S2 = nTsﬁ,l.
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o je ekvivalentné (n — 1)

TieZ m6Zeme pisat

n-1 n

2
Vn(S2_1—0?) & vno? (“ —

2., D 2 p A
1 O y2_,an 22 . Potom mdzeme
pisat nasledovné

Vn(8, — ) X N,(0, X),

kde 8, = (X1, S2)7, 6 = (11,02)7, 0 = (0,0)T a ¥ = diag(c2, 204). Na
tomto mieste ale treba zd6raznit, Ze n pouZité pri odhadovani musi

byt dostatoéne velké, zvy&ajne sa uvadza n > 30. Realizaciou X je X
a realizaciou S? je s?.
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1) avn(s2—0?) X vno? (Xﬁ—l - 1) ,
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Nech dvojrozmerna nahodna premenna (X1, X,)" pochadza z
dvojrozmern €ho norm éalneho rozdelenia s parametrami p a X,
2
(X1, X2)" ~ No(p, X), kde p = (1, p12)", X = (Jl 0122>:
021 g
012 = 021 = poroz, E[X1] = 1 je stredna hodnota a Var[X;] = af je
rozptyl nahodnej premennej X;; E[X2] = u2 je stredn& hodnota a
Var[Xz] = o3 je rozptyl nahodnej premennej X,. Potom vyberové
aritmetické priemery Yj (j = 1,2) st nevychylen é odhady ¢; a
vyberové rozptyly S7_, ; = S/ s nevychylenymi odhadmi o7
sU asymptoticky nevychylen &,

Zaroven plati, Ze Xj a S2_ ;
konzistentn &, asymptoticky efektivne a asymptoticky norm alne.
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Dalej plati, Ze vyberova kovariancia Si, je nevychylenym odhadom
012, ako aj, Ze je asymptoticky nevychyleny , konzistentny ,
asymptoticky efektivny a asymptoticky norm alny odhad. Na
tomto mieste ale treba zd6raznit, Ze n pouZité pri odhadovani musi
byt dostatocne velké, zvyCajne sa uvadza n > 30.

AvSak E[R12] sa rovna p len priblizne (zhoda nastane az pre n > 30).

Naviac piSeme, Ze Ry, je nevychylenym odhadom p. Zaroven plati,
Ze Ry, je asymptoticky nevychyleny a konzistentny .

Realizaciou Si; je s1» a realizaciou Rys jer.
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Nech nahodna premenna X pochadza z normalneho rozdelenia s
parametrami p a o2, X ~ N(u, 0?), kde E[X] = u je stredna hodnota
a Var[X] = o2 je rozptyl nahodnej premennej X. Nech g(8) = o/p,

~ T
kde 6 = (1,02)7, 9(Bn) = & a A = 5g(6) = (_ll ﬁ) . Potom

NG (S” _ Z) 2 Ny (o,AT(i(e))*lA) ,

NI=

).

AT((0) A = (~5.5%) (002 224> (-2 ﬁ)T =z (5+
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