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Parametricky model a ulohy matematické statistiky

Model: Xi,..., X, je ndhodny vyb&r z rozdé&leni s distribuéni funkci
F(x,0). Tuto distribugni funkci zndme aZ na neznamy parametr
0 €O CRP.

Ulohy matematické statistiky:
@ Bodovy odhad parametru 6.
@ Intervalovy odhad parametru 6.
@ Testy hypotéz o parametru 6.

Nékdy nds misto samotného parametru 0 zajima né&jaka jeho funkce, tzv.
parametrickd funkce v(0), kde v : @ — R je redlna funkce.
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Bodové odhady

Rekneme, Ye¢ T : R” — R je bodovy odhad parametru § € © C R, jestlize
T je mé&itelnou funkci ndhodného vybéru Xi, ..., X,. Tedy
T =T(Xi,...,X,) je ndhodna velitina.

Vlastnosti bodovych odhadi:

@ T je nestranny odhad parametru 0, jestlize ET = 6 pro vSechna
0e€0.

@ T je konzistentni odhad parametru 6, jestlize
T =T(Xy,...,X,) — 6 v pravdépodobnosti pro n — co pro
viechna 0 € ©.
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Ktery odhad je nejlepsi?

Necht Ti, T jsou dva nestranné odhady parametru 6. Rekneme, Ze
Ty je vice eficientni (lepsi) nez T, jestlize DT; < DT, pro viechna
0 co0.

Necht T je nestranny odhad parametru 6. Rekneme, ¥e T je nejlepsl
nestranny odhad parametru 0, jestlize DT < DT* pro vSechna

0 € © a pro viechny nestranné odhady T*.

Necht T je odhad parametru 6. Stredni &tvercovou (kvadratickou)
chybu odhadu definujeme jako MSE(T) = E(T — )2
Je-li T je nestranny odhad parametru 6, pak MSE(T) =DT.

Necht Ty, T jsou dva odhady parametru 6. Rekneme, ¥e T, je vice
eficientni (lepsi) nez Ty, jestlize MSE(T;) < MSE(T2) pro viechna
0 € 0.

(Stejnomérng) nejlepsi odhad parametru 0 neexistuje.
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Metoda momentd

o Ddle ptedpokladejme, Ze neznamy parametr 0 je p-rozmérny

(© C RP).

o Necht existuji obecné momenty 1, = u(0) = EX{ pro
k=1,...,p.

e Oznatme jejich vyb&rové prot&jsky M, = %Zle X¥ pro
k=1,2,...

° ﬁekgeme, e 0 je odhad parametru & metodou momentd, jestlize
1 (@) =M, prok=1,...,p.

o Je-li YeSeni predchozi soustavy nejednozna&né (rovnice jsou linedrn&
zavislé), pridame dal3i rovnici pro k = p + 1, pokud oviem existuje
pFislusny moment.
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Metoda maximalni vérohodnosti

@ OznaZme sdruZenou hustotu ndhodného vektoru (Xi,...,X,) jako
=[[f(x.0
i=1
o L(0)=L(0,x1,...,xn) se nazyva v&rohodnostni funkce.

° 0 se nazyvd maximaln& vérohodnym odhadem parametru 6, jestlize
L() > L(6), VO cO.

0 =arg max{L(0); 0 € ©}.

1(0) = log L(B) = >_7_, log f(x;, ) se nazyva logaritmicka
vérohodnostni funkce.

6 = argmax{/(6); 0 € O}.
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Vlastnosti maximalné vérohodnych odhadii

@ Za mirnych predpokladii (podminky regularity) jsou maximalng
vérohodné odhady asymptoticky nestranné, konzistentni a maji
asymptoticky normalni rozdé&leni.

o /n(6 — 8) ma asymptoticky rozd&leni \/,,(0,J71(6)).

[ 0log f(Xy,0) Olog f(X1,0)\”
1(6) = <]E 06; 06;

ij=1

je Fisherova informaéni matice o parametru 6 pfislusna Xj.

_ 9% log f(X1,0)\"
1(6) = _E< 96;00; )

ij=1
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Metoda maximalni vérohodnosti pro intervalova data

@ Obor hodnot ndhodného vybéru je rozd&len na intervaly
(C07 C1]7 (Clv C2]7 ey (Ckflv Ck]-
e Oznatme n; polet pozorovani, které leZi v intervalu (¢j_1, ¢j].

o Pravd&podobnost, Ze dané pozorovani X; lezi v intervalu (¢i_1, ¢] je
P(Xi € (g-1,6]) = F(g;, 0) — F(¢-1,0).
o L(6) = [Ti-, P(Xi € (g-1,¢]) = [F(c1,6) — F(co, 0)]™ -
[F;ECL 0) - F(Cl7 0)]"2 el [F(ck,l,e) — F(Ck, 0)]"" =
Hj:l[F(Cj70) - F(¢-1,0)]".

e /(0) =logL(0) = Zjlf:l njlog[F(cj,0) — F(cj_1,0)] se nazyvd
logaritmicka v&rohodnostni funkce.
° 0=arg max{/(9); 0 € ©}.
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Maximalné vérohodné odhady pro parametrickou funkci

@ Necht v:® — @ je prostd parametricka funkce.

o Funkci L(6*) = [T/, f(xi,7~1(8")) pro 8" € @ nazveme
vérohodnostni funkci indukovanou parametrickou funkci .

08 je maximaln& v&rohodny odhad parametrické funkce v(6) = 6%,
jestlize Z(é*) > L(6*) pro viechna 8" € @

@ Zehnaova véta (princip invariance MLE): Je-li 0 maximélng

<

vérohodny odhad parametru 6, pak v(0) je maximaln& vérohodny
odhad parametrické funkce v(8).
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Delta metoda

Theorem

Necht {X,}52, je posloupnost p-rozmé&rnych ndhodnych vektorii
takovych, Ze \/n(X, — @) mad asymptoticky normaini rozd&leni N,,(0, X).
Ddle bud ~ : RP — R mé¥itelnd funkce, kterd md totdini diferencidl v
bodé& 6. Pak plati: \/n(v(X,) — v(0)) md asymptoticky normaini
rozd&leni N'(0, 02), kde o0 = V+/'(0)ZV~(0), kde

_(0v8) o)\
V’V(a)( 801 [ 60p )

je gradient funkce vy v bodé 6.
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Aplikace na MLE

e Vime, Ze za mirnych ptedpokladd (podminky regularity) plati:
/(6 — 8) ma asymptoticky rozdgleni N,(0,J-1(6)).

o Aplikaci delta metody dostaneme, Ze za mirnych ptedpokladi plati:
V/n(v(0) — v(6)) ma asymptoticky rozdélenf
N(0,V~'(8)71(6)V~(9)).

o 1(8) ~ N'(+(6). LV7/(6)3(8)V(6)).

@ Je-li O jednorozmé&rny parametr, pak v(0) ~ N (7(9), [71}8)]2) )
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Metoda minimalniho y?

@ Rozdél obor hodnot ndhodné veli¢iny X; na k po dvou disjunktnich
intervalt By, ..., Bx.

Q@ Oznat Y; => " I{X; € B;j} pro j =1,..., k potet pozorovani,
které padnou do intervalu B;.

© Spoditej teoretickou pravd&podobnost, Ze ndhodna veligina X;
nabude hodnoty z intervalu B; = pravd&podobnost, Ze dané
pozorovéni padne do intrvalu Bj: p;j(8) = P(X; € B;) = [ f(x,0).

J

@ Porovnej otekdvany a skutetny (pozorovany) poet pozorovani v
jednotlivych intervalech B; pomoci Pearsonovy x? statistiky testu

dobré shody:
k 2
Y; — np;(6
X2(6):Z< J J( )) )
j=1 npj(e)
@ Odhad parametru @ metodou minimélniho x? minimalizuje x?(0)

pFes viechny hodnoty 6 € ©, tj. 8 = arg min{x2(8),6 c ©}.
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Metoda minimalniho x? - pozndmky

Yj2

Jj=1

o Intervaly B; by se mély volit stejn& pravd&podobné, tj. pj(é) = % pro
j=1,... k.

@ Volba poctu t¥fid k - heuristickd pravidla, napt. k = 15 (ﬁ
nebo k = 2n?/5.
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Bayesovské odhady (Bayesovskd statistika)

e Kombinuje informaci obsaZenou v datech (parametricky model) s
apriorni informaci o nezndmém parametru 0 (zkuZenosti, domn&nky,
d¥ivéjsi pozorovani).

@ Zavéry (odhady) vyvozuje aZ z aposteriorniho rozdéleni.

@ Idea: Nase informace o hodnoté nezndmého parametru miZe byt
vyjadfena pomoci pravdépodobnostniho rozdéleni, tj. neznamy
parametr 6 povaZujeme za ndhodnou veli¢inu.
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Matematicky model

® Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozd&leni s hustotou f(x, 0), kde
0 c0.

@ 0 je nyni ndhodnd velitina s hustotou g(6).

@ Ozna&me podmin&nou hustotu ndhodného vektoru (Xi,..., X,) pfi
dané hodnot& parametru § jako r(x|0) = []"_; f(x;,0), kde
x=(x1,...,%).

Theorem (Bayesova véta)

Pro podminénou hustotu nahodné veli¢iny 6 pFi danych hodnotach X = x
plati:

= st I 0
0, jinak.
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Poznamky

@ ¢(0) se nazyvd apriorni hustota - vyjad¥uje informaci o parametru 6
jesté pred realizaci ndhodného vybéru X.

e 7(0|x) se nazyva aposteriorni hustota - vyjadfuje informaci o
parametru 6 aZ po realizaci ndhodného vyb&ru X.

o P¥i Bayesovském pfFistupu pouZivdme kromé& dat (realizace
ndhodného vyb&ru) jeté informaci o parametru 6 nezdvisle na nasich
datech.

@ Tato informace miZe mit objektivni i subjektivni charakter.
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Volby apriorniho rozdéleni

@ Pokud mame informace (vysledky) z minulosti
o presna znalost rozdé&leni
o jadrové odhady hustoty
o parametricky model

@ Pokud nemdme informace (vysledky) z minulosti
o neinformativni (rovnom&rné) rozdéleni
o Jeffreysovo apriorni rozdéleni g(0) ~ +/]J(6)|
o konjugované apriorni rozdéleni

_ M7988 Modely ztrat v neZivotnim pojist&ni 17 / 26



|
Bodové odhady

@ Definujme ztrdtovou funkci L(9,§) - ztrata, kterou utrpime, kdyZ
odhadneme parametr 8 pomoci odhadu 6.

o Dile definujme bayesovské riziko (priimérna aposteriorni ztrata):

HO) = /@ 1(6,8)r(0]x)do.

@ Hleddme odhad, ktery minimalizuje bayesovské riziko.

@ Pro kvadratickou ztratovou funkei L(6, 5) = (0 — 5)2 je bayesovskym
odhadem aposteriorni stfedni hodnota, tj. § = E(6|Xy, ..., X,).

@ Pro absolutni ztratovou funkci L(G/Z@\) = |6 — 8] je bayesovskym
odhadem aposteriorni medidn, tj. § = med(0|Xy, ..., X,).

@ Pro 0-1 ztratovou funkci L(6, 5) :A]I{G # 5} je bayesovskym
odhadem aposteriorni modus, tj. § = argmax7(6]X1, ..., X,).

_ M7988 Modely ztrat v neZivotnim pojist&ni 18 / 26



|
Intervalové odhady

Definition

100(1 — )% vérohodnostni interval pro parametr 6 je takovy interval
[a, b] = [a(X1, ..., X»n), b(X1, ..., Xp)], pro ktery
Pla<f<bX)=1-a.

e Equal tail - je takovy interval [a, b], kde a je a/2-kvantil
aposteriorniho rozdéleni 6|X a b je 1 — a/2-kvantil aposteriorniho
rozdéleni 6|X.

@ HPD (interval o nejvé&tsi aposteriorni hustot&) je takovy interval
[a, b] takovy, Ze 7w(0|x) > ¢ pro viechna 0 € [a,b] a ¢ > 0 je
nejmengi &islo takové, e P(w(0|x) > ¢c)=1—a.

Theorem
Je-li w(0|x) spojitd a unimoddini, pak HPD interval je nejkratsi mezi
v§emi vérohodnostnimi intervaly.
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Predikce budouciho pozorovani

@ Necht se budouci pozorovani X, ¥idi stejnym modelem jako
Xi,..., X, - tedy ma hustotu f(x,8).

@ Chceme predikovat(p¥edpovidat) jeho budouci hodnotu.

@ S pomoci Bayesovy véty miZeme odvodit aposteriorni prediktivni
hustotu

Flxmsalx) = /@ F(xns1,8)7(8]x)d6.
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Model selection (vyb&r modelu)

@ Je nas model vhodny? Popisuje dobfe nase data?

@ Mame-li vice modeld, ktery z nich je nejlepsi? Ktery mdme pouZzit?
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Grafické metody pro posouzeni vhodnosti modelu

@ jsou zaloZené na porovndni teoretického a empirického rozdé&leni

@ porovnani teoretické a empirické distribu¢ni funkce (hustoty) v
jednom grafu

o Q-Q plot
e P-P plot
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Kolmogoroviiv - Smirnoviv test

o Nulova hypotéza Hy: F = F*, kde F* je znama distribuéni funkce.

@ Definujme empirickou distribuéni funkci
IA-'( )= L En I

n(x)=— XV

n & {Xi<x}

o Testové statistika D, = maxyer{|Fa(x) — F*(x)|}.

@ Za platnosti Hy md \/nD,, asymptotické rozd&leni stejné jako
sup,epo,1) |B(t)], kde B(t) je Browniiv most v C(0, 1).

@ Test se da pouzit jen, kdyZ F* je plné specifikovina modelem.
Pokud jsou k jejimu odhadu pouZita data, test nefunguje - je p¥ilis
konzervativni - nutnd jeho modifikace, nap¥. Lillieforsova.
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Pearsoniiv y? test dobré shody

o Nulova hypotéza Hy: F = F*, kde F* je znama distribuéni funkce.

o Definujme si intervaly (¢j—1,¢, j=1,..., k.

e Oznatme nj potet pozorovani, které padnou do intervalu (¢j_1, ¢j]
proj=1,... k.

@ Urcime olekdvany pocet pozorovani, které by mély padnout do
intervalu (¢j—1, ¢|:

ej = np; = nP(Xy € (¢-1,¢]) = n(F* () — F*(¢j-1))-

@ Testova statistika }

2
-
gy
i J

Jj=1

@ 2 ma za platnosti nulové hypotézy asymptoticky x? rozdéleni s
k — 1 stupni volnosti.
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Modifikace Pearsonova x? testu dobré shody

@ Nulova hypotéza Hy: F je distribu&ni funkce n&jakého rozdéleni.

@ Nejprve z dat odhadneme neznamy p-rozmérny parametr 6 a
postupujeme stejn& jako v predchozim.

@ Upravena testova statistika mda za platnosti nulové hypotézy
asymptoticky x2 rozdéleni s k — 1 — p stupni volnosti.
Volba t¥id:
1 .
e pi=qproj=1... k

o Heuristicka pravidla pro potet t¥id — k = 2n%/5, nebo
k = 15(n/100)/5.
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Vybér modelu z nékolika kandidati

Princip Occamovy bfitvy - vybirdme co nejjednodussi vhodny model.

© Judgement-based pfistup - zaloZeny na subjektivnim dsudku
analytika
o rozhodnuti zaloZené na riiznych grafech & tabulkich (tail vs. mod fit)
e rozhodnuti zaloZené na p¥edchozi zkuZenosti (Paretovo rozd&leni pro
vy3i pFijmi, Benfordovo pro &etnost prvnich &islic)
e model je pIn& urlen situaci, kterou ma popisovat (hazeni mincf -
alternativni rozdéleni)
@ Score-based pfistup - zaloZeny na &iselnych charakteristikdch
nejnizsi hodnota statistiky n&jakého statistického testu
nejvyssi p-hodnota néjakého statistického testu
nejvy$si hodnota vérohodnosti
nejvy$si hodnota né&jaké penalizované funkce, nap¥. AlC, BIC
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