M9750 Robustni a neparametrické statistické
metody
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Statistické modely

o X = (Xi,...,X,) je vektor pozorovani.

@ Parametricky model - X ma sdruZenou distribu¢ni funkci F(x, 8),
F zndame aZ na hodnotu nezndmého parametru 6.

@ Neparametricky model - nepfedpoklddd Zadny specificky tvar
rozdéleni, nezndmy parametr je nekoneénérozmérny.

@ Semiparametricky model - model md parametrickou i

neparametrickou sloZzku s kone¢né i nekoneéné&rozmérnym
parametrem.

e eLoTE © e ety Y



|
Robustni postupy

Robustni metody

@ nejsou citlivé na poruseni pfedpokladi modelu (normalita, odlehla
pozorovani, apod.).

@ zachovdvaji si eficienci, pokud pFedpoklady poruseny nejsou.
Odlehld pozorovani (outliers). Pro¢ je hned neodstranime z dat?

@ Jsme lini. Neodhalime je.

@ Nejsme lini, ale neodhalime je (typicky ve vy&sich dimenzich).

@ Mame milo pozorovani, nechceme ztratit informaci obsaZenou v
datech.

@ Odstranénim podhodnotime odhad rozptylu.
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Normalita

Poincaré (1912): VSichni v&Fi v normalini rozdé&leni chyb.
Experimentatofi proto, Ze je pokladaji za matematicky teorém, a
matematikové proto, Ze je pokladaji za experimentadini fakt.
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OvéFovani normality

Obecn& mluvime o metodach pro ové&feni shody teoretického a
empirického rozd&leni = vyhovuji data nasi pfedstavé (naSemu modelu)?
Déle se budeme zabyvat ové&fovanim predpokladu normality dat.

Grafické metody:
@ histogram
@ jadrovy odhad hustoty
@ boxplot
o Q-Q plot
e P-P plot
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Statistické testy slouzici k ovéfovani normality

@ regresni testy: Shapirdv - Wilk(v test

@ testy zaloZené na empirickych distribuénich funkcich: Kolmogoroviv
- Smirnovilv test

o testy dobré shody: Pearsoniiv x? test

Matematicky model:
@ Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribuéni funkci F.
@ Ho: F je distribuni funkce (n&jakého) normalniho rozd&leni.

@ Hi: F neni distribu¢ni funkce normalniho rozdé&leni.
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Shapirtv - Wilkiv test

@ je zalo¥en na porovnani dvou odhadii rozptylu o — vybérového
rozptylu S? a nejlepsiho odhadu ziskaného metodou nejmensich
Etverch za predpokladu normality.

@ Testova statistika:

n 2
(Zizl a,-X(,-))

W= 2= =
Zi:l(Xi - X)

Ty —
o (a1, 20)" = P
oem=(my,....m,)7", m= EY(),
o V= (VU)Zj:I' V,'j = C(Y(,-), Y(j)),
@ Yi,..., Y, je ndhodny vybé&r z normovaného normalniho rozdéleni

N(0,1).

o W <1 a pro alternativu sv&d&i malé hodnoty W.
@ Rozdéleni W za Hg je tabelovano.

@ Test se hodi pro malé rozsahy vyb&ru (n < 50).
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Kolmogoroviiv - Smirnoviv test

Nulova hypotéza Hy: F = F*, kde F* je distribuéni funkce N (i, 0?)
s i a o2 zndmymi.

Definujme empirickou distribu&ni funkci

~ 1<
Falx) =~ > Iix<n-
i=1

Testova statistika D, = maxxeR{HA-_,,(x) — F*(x)|}.

Za platnosti Hy ma \/nD,, asymptotické rozd&leni stejné jako
SUpsepo,1) | B(t)], kde B(t) je Browndv most v C(0,1).

Test se dd pouZit jen, kdyZ i a 0 jsou zndmé.
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Lillieforsova modifikace Kolmogorovova - Smirnovova testu

Nulovéd hypotéza Ho: F je distribu&ni funkce (n&jakého) normélniho

rozdéleni.
i X(i)*ﬂ
e ()]}
Asymptotické rozd&leni \/nD} je jiné neZ \/nD,,.

Proto se pouZivaji upravené kvantily (kritické hodnoty).

@ Upravena testova statistika Dy = max,-zl’,,,,n{
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Pearsoniiv y? test dobré shody

Nulova hypotéza Hy: F = F*, kde F* je distribu¢ni funkce N'(u, 0

s 1 a o2 zndmymi.

Definujme si intervaly (bj_1,b;], i =1,..., k, kde
by = —00, by = .

Oznatme Y; potet pozorovani, které padnou do intervalu (b;_1, b;]

proi=1... k.
Urcime ofekdvany polet pozorovani, které by mély padnout do
intervalu (b;_1, bj]:

b;
np; = np;(1t,0?) = nP(X1 € (bj_1, bj]) = n/ f(x, p, %) dx.

bi_1

Testova statistika

k
Z ”P: (0 ))
—~  npi(p,0?)

X2 ma za platnosti nulové hypotézy asymptoticky x? rozd&leni s
k — 1 stupni volnosti.
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Modifikace Pearsonova x? testu dobré shody

@ Nulovad hypotéza Ho: F je distribu¢ni funkce (n&jakého) normdlniho
rozdéleni.
@ Testova statistika

k ~
=Y (Yi— nPi(.UaU2))2.
i=1 npi(ﬁ? 6’2)
@ %2 ma za platnosti nulové hypotézy asymptoticky x? rozd&leni s
k — 3 stupni volnosti.
Volba t¥id:

~ ~D

° pl'(/jﬂo- ) = %
@ Heuristicka pravidla pro pocet tfid — k = 2n?/5, nebo
k = 15(n/100)/>.
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Matematické nastroje robustnosti

Model: Xi,..., X, je ndhodny vyb&r; X; ma rozdéleni rozdé&leni
pravdépodobnosti P = Py, kde 6 € © C RP.

Nezndmy parametr @ budeme chapat jako n&jaky funkcional daného
rozdéleni pravdé&podobnosti, tj. 6 = T(P).

Jeho p¥irozenym (empirickym) odhadem je funkciondl T(P,), kde
P, je empirické rozdé&leni pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in
X1y, Xa

P, je diskrétni rovnom&rné rozd&leni na mno%iné {Xy,...,X,} a
jeho pfFislugnd distribu¢ni funkce je empiricka distrbuéni funkce.
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Matematické nastroje robustnosti

Definition

Necht P je mnoZina viech pravdépodobnostnich rozdéleni na (R, B(R)).
Necht P, Q@ € P a 0 < t < 1. Rozd&leni pravd&podobnosti

P:(Q) = (1 — t)P + tQ nazveme kontaminaci P rozdé&lenim Q v
poméru t.

Definition
Necht T je funkciondl na P. Rekneme, %e T je diferencovatelny (v
Gateauxov& smyslu) podle P ve smé&ru Q, jestlize existuje limita
T(1-t)P+tQ)— T(P
To(P) = lim (( )P +1Q) ( )

t—0, t

T4 (P) se nazyva Gateauxova derivace T podle P ve sméru Q.
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Taylor(iv rozvoj

e Taylorilv rozvoj funkciondlu T: T(Q) = T(P) + T(P) + op(1).

Nyni zvolme Q@ = P, = %27:1 Oy, kde d, je Diracova mira v x, tj.
dx(x) =1, 6x(y) = 0 jinak.

T(P))—T(P) = Th(P)+op(l)= ZT5 ) + op(1)

= Z “rOP )

15" L TL(P) je (p¥iblizng) chyba odhadu T(P,).
o Clen T.(

) je prisp&vek X; k této chybe.
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Influenéni funkce

Definition
Influenéni funkci funkciondlu T v bod& P nazveme derivaci T podle P ve
sméru 0y, x € R, tj.

IF(x, T, P) = T/(P) = lim ~{L=0PF0) = T(P)

t—0, t

@ Influen&ni funkce popisuje efekt kontaminace naseho rozdé&len{
jednim bodem x na na odhad, ktery hledame.

@ Ma-li byt odhad robustni, influen&ni funkce by méla byt omezena.
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Kvantitativni charakteristiky robustnosti

@ Globalni citlivost funkciondlu T pro rozdéleni pravdépodobnosti P:
’Y* = supr]R |IF(X’ Ta P)|
@ Lokalni citlivost funkciondlu T pro rozdéleni pravd&podobnosti P:

* _ IF(y,T,P)—IF(x,T,P)
A= SUPx,y€R x£y y—x :

@ Bod selhani e¢*.
o A dali...
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Bod selhani

e Ozname x° potatedni realizaci ndhodného vybéru a pfisluny
funkcional T,(x°).
e Dile v x° nahradime m jeho sloZek co nejnep¥iznivéjsimi hodnotami
(i + — 00), oznatme jej x{™ a p¥islugny funkcional T,(x(™).
@ Bod selhani odhadu T, ve vybéru x° nazveme &islo
e (Tpx®) = ™ kde m*(x°) je nejmensi celé Eislo, pro které
SUPy(m) | To(x(™) ) = Tp(x%)] = o0

o Pokud €%(T,,x%) nezévisi na x° definujeme bod selhdni odhadu T,
jako €* = lim,_so0 €:( Tp, x°).
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M-odhady jednorozmérného parametru 6

@ M-odhad parametru ¢ je definovén jako
6 = argmingeo Y+, p(X;,0), kde p je n&jakd, vhodn& zvolend
funkce.

o Existuje-li derivace ¥(-,0) = d”( 9 3 je spojitd, pak 0 je (jednim z)
YeSeni rovnice > 7, ¥(X;,0) = 0
@ Influen&ni funkce M-odhadu je
Y(x, T(P))
dp(y,6) ’
Jr 5 |9:T(P)dP(Y)

@ Ma-li byt M-odhad robustni, mé&l by mit omezenou funkci .

IF(x, T, P) = —
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M-odhady parametru polohy (posunuti)

e Model polohy: X; maji distribu&ni funkci F(x — 6), kde F je
symetrickd kolem bodu 6.

o Ekvivalentn&: X; = 0 + ¢;, kde €; maji distibuéni funkci F,
symetrickou kolem O.

@ M-odhad parametru polohy 6 je definovdn jako
6 = argmingeco Y, p(Xi — 0), kde p je n&jakd, vhodné zvolen3
funkce.

o Existuje-li derivace ¥(y) = p'(v) a je spojitd, pak HAje (jednim z)
Yedeni rovnice > -, (X; — ) = 0.

@ Influenéni funkce M-odhadu pro parametr polohy je

_ P(x=T(P))
Fe T.P) = Je ' (y)dP(y)
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M-odhady parametru polohy - volba funkce 1

x2, 9(x) = x ... vyb&rovy priim&r - neni robustni.

= |x|, ¥(x) = sign(x) ... vyb&rovy medidn.

X, x| < k
° X) =
Vr(x) {k -sign(x), |x| >k
konstanta ... Huberlv odhad.

", kde k > 0 je pevn& zvolena

o ¢(x) = £ ... vérohodnostni funkce Cauchyho rozdglent.

1= ()] K<k AN
e Yr(x) = , kde k > 0 je pevné zvolend
0, x| > k
konstanta ... Tukeyho biweight.

S- x 9 < k 9 . D
° Ya(x) = {Om (k) ||)|( _k i , kde k > 0 je pevné zvolend
, x| > km
konstanta ... Andrewsova sinusové funkce.

e eLoTE © e ety 20 2



|
M-odhady parametru polohy - volba funkce 1) - pokrac.

x| - sign(x), x| < a,

o (x) = ";_S}Xgln(x)’ a<IXl=b o cach< ¢ jsou
a—5' -sign(x), b< x| <c,
0, x| > ¢

pevné zvolené konstanty ... Hampel.

<k
o Y(x) = X M= ", kde k > 0 je pevn& zvolend konstanta ...
0, |x|>k
skipped mean.
si <k
e Y(x) = sign(x), x| < ", kde k > 0 je pevn& zvolend konstanta
0, x| > k
... skipped median.
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L-odhady parametru polohy

o Oznatme X1y < ... < X, potddkové statistiky (usporddany
ndhodny vyb&r) pro ndhodny vyb&r Xi, ..., X,.

o L-odhad parametru polohy je definovdn jako T, =", cih(Xiy),
kde h je n&jaka funkce a ¢; jsou vhodné konstanty.

@ Pro odvozovani teoretickych vlastnosti se predpoklddd, Ze

G = /n J(s)ds,

n

kde J:[0,1] — R je n&jaka funkce.
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L-odhady parametru polohy - p¥iklady

Vybérovy primér X.
Vyb&rovy median X.

°
@ Stfed rozpéti &
@ « - useknuty primér
o 1 n—|na|
X = Xiiy-
*  n—2|na Z ()
i=|na]+1
@ « - winsorizovany primér
W 1 n—|no|
Xa = - [ne]Xjna) + > Xi+ [na) Xo- na))
i=|na]+1
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R-odhady parametru polohy

@ Jsou inverzi potadovych testli o parametru polohy 6.

o Testujme hypotézu Hy : 6 = 6y, kde 8y je znama hodnota, pomoci
pofadového testu.

o Testova statistika je S,(0o) = D", sign(X; — 6o)an(R:"(6o))-
R*(6o) je poradi | X; — 0| mezi | X1 — o], ..., | X, — 0o a
ap: {1,...,n} = R je n&aka funkce poradl

Za pIatnost| nulové hypotézy plati ES,(6y) = 0.
To nds vede k tomu, hledat odhad 6 jako ¥e3eni rovnice S,(6p) = 0.
5n(6o) je nerostouci, schodovitd funkce - feSeni nemusi existovat.

R-odhad parametru 0 tedy definujeme jako T, = %(T,jr + T,), kde
Tr =inf{t:S,(t) >0} a T, =sup{t:S,(t) <0}.
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R-odhady parametru polohy - pfiklady

@ a(l)=...=an(n)=1,pak T, = X je vybérovy median (inverze
znaménkového testu).

Xi+X;

oan()fl paan:med{ 1</<J<n}jeHodgesﬁv—

Lehmannilv odhad (inverze Wllcoxonova testu).

e a,(i)= o1 (nh), pak T, je inverzi van der Waerdenova testu;

musi byt po&itan numericky.
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Odhady parametru polohy ve vice dimenzich

e Bud nyni 6 nezndmy p-rozmé&rny parametr polohy. Oznagme jeho
odhad 6.
o Uvazujme kvadratickou ztratovou funkci L(6,0) = ||6 — 6][.

o Riziko odhadu 8 definujeme jako R(6,8) = EL(8, 6).

Definition

Bud'te 01,92 dva odhady parametru 6. Rekneme, ze 01 dominuje 02,

jestlize R(01,9) < R(02,9) pro viechny hodnoty 0 a existuje 6g tak, Ze
R(61,60) < R(62,60).

Definition

Odhad 6 parametru @ je p¥ipustny (admissible), jestlize neexistuje zadny
jiny odhad parametru 6, ktery by jej dominoval.
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Jamesiv - Steiniv odhad

@ Necht Xy,...,X, je ndhodny vybér z p-rozmé&rného normalniho
rozd&leni N,(0,021,), kde 02 > 0 je znadmé.

Je-li p > 3, pak vybérovy priimér X neni p¥ipustny odhad
parametru 6.

Dominuje jej mj. Jamestv - Steindv odhad 6 5 = (1 - (f;”)i‘)lz )i

Tento odhad také nenfi prlpustny dominuje jej mJ positive rule

Jamesiiv - Steindiv odhad BJS = (1 (p=2)o 2)
nlIX|12/ 4
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