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Konstrukce pravdépodobnostniho
prostoru



Definice (Koneéna aditivita)

Necht A, B jsou disjunktni jevy. Vlastnost
P(AUB) = P(A) + P(B)

se nazyva (konecna) aditivita.
Indukci Ize rozsitit na koneény pocet disjunktnich jevii Ay, ..., A,,

n n
P(UAk) = > P(Ax).
k=1 k=1
L _
Definice (Spocetna aditivita, o-aditivita)
Necht A}, A,, As, ... je spotetna (kone&na & nekoneéna) posloupnost
vzajemné disjunktnich jevi. Vlastnost

P(GAi) - Y P(A)

se nazyva spocetna aditivita (o-aditivita).
L -
1/117



Priklad
Pro podmnoZinu A € [0;1] a &islo r € [0;1] definujme tzv. r-posun
mnoziny A:

Aor={a+r,acAa+r<lju{a+r—-L acAa+r—1>0}.
Pro ndhodnou veli¢inu X ~ Rs ([0;1]) by mélo platit
P(A@r)=P(4), Ac[01],re[0:1].

Tvrzeni
Neexistuje pravdépodobnost P definovana pro vsechny podmnoZiny
A c [0;1], splriujici viastnosti:

» P([a,b]) =P((a,b)) = P((a,b]) =P([a,b))=b-a, 0<a<b<],

» P(A@r) = P(A), re[0;1],

> P je spoletné aditivni (o-aditivni).
L -
Tvrzeni Fika, Ze chceme-li, aby pravdépodobnost P na [0;1] méla rozumné
vlastnosti, nelze ji definovat pro viechny podmnoZiny A ¢ [0;1]. Musime

— o - . - = 2/117
definici P omezit jen na tzv. méritelné mnoziny mnoziny A. /



Tvrzeni se dokazuje sporem. Pfedpokladejme tedy, ze P(A) je definovéna
pro viechny A c [0;1]. Pro x, y € [0;1] definujeme relaci ekvivalence

x ~y < y—xecQ. Ta interval rozdéli disjunktnich do t¥id ekvivalence.
Zvolime v kazdé tfidé jednoho zastupce (pficemz misto pfFip. 0 zvolime

jako zéstupce nap¥. 1) a z nich vytvofime mnozinu H. Nyni plati

(1]= U (Her),

reQn[0;1)

pricemz mnoziny (H @ r) jsou vzajemné disjunktni.
Ze o-aditivity a r-posunu nyni obdrzime
P((0;1])= >, P(Her)= Y P(H).
reQn[0;1) reQn[0;1)

Spocetna suma stejnych pravdépodobnosti mize byt rovna pouze 0,
anebo +oo. To je viak ve sporu s tim, Ze chceme P((0;1]) =1-0=1.
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Definice

Mnozina A podmnozin Q je algebra (algebra, field), pokud:
» A je neprazdnj,
» A je uzaviend na dopliiky,

» A je uzaviend na kone¢na sjednoceni.

Mnozina A podmnozin Q je o-algebra (0-algebra, o-field), pokud:
» A je neprazdnj,
» A je uzavfend na dopliiky,

» A je uzavfena na spocetnd sjednoceni.

Mnozina A podmnozin Q je semialgebra, pokud:
> 3,0 €A,
» A je uzaviend na kone¢né priiniky,
» doplnék kazdého prvku z A je rovny kone¢nému sjednoceni
disjunktnich prvki z A.
L S

Tvrzeni
> 7,0 €A, 4/117
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Definice (Pravdépodobnostni prostor)
Pravdépodobnostni prostor (probability space, probability triple,
probability measurable space) je trojice (Q, A, P), kde
» QO # @ je zakladni prostor (sample space),
» A je g-algebra podmnozin Q,
» pravdépodobnost (pravdépodobnostni mira) (probability
measure) P je zobrazeni P: A — [0;1] s vlastnostmi:
> P je spocetné aditivni,
> P(Q)=1.

Dvojice (Q,.A) se nazyvé jevové pole (méfitelny prostor)
(measurable space). Prvky A € A nazyvame jevy (events) nebo
méfitelné mnoziny (measurable sets). Jsou to takové podmnozZiny
AcQ, pro které je pravdépodobnost P(A) korektné definovana. Na
pfikladu jsme vidéli, ze A obecné nemusi obsahovat vSechny

podmnoziny Q.
L
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Tvrzeni (Vlastnosti pravdépodobnosti)

Pro A,B, A\, A,, --- € A plati:

>

v

v

v

v

P(@) =0,

P(A) =1-P(A),
P(A)<P(B) proAcB,

P(AUB) =P(A) +P(B) - P(ANB),

(i)
k=1

<3 P(A)).
k=1

(monotonie pravdépodobnosti)

(princip inkluze a exkluze)

(o-subaditivita)
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Tvrzeni

Necht Q je konecnd nebo spoletnd, neprazdnd mnoZina. Necht

p:Q — [0;1] je libovolné zobrazeni spliiujici 'y, p(w) =1. Potom
weQ)

(Q,A,P), kde A=2% a P(A) = ¥ p(w), je pravdépodobnostni prostor.
weA

Tvrzeni Fika, Ze konstrukce pravdépodobnostniho prostoru je pro nejvyse
spocetny zakladni prostor Q pfimocara. Bez obav |ze jako o-algebru jevi
zvolit mnozinu vSech podmnozin a pravdépodobnost jevi definovat tak,
jak ji zname z prikladd nahodnych veli¢in diskrétniho typu.

Priklad (Klasicka pravdépodobnost)

Uvazujme kone¢ny zakladni prostor Q # @, A = 22 a pravdépodobnost

P(A) = %, kde |- | oznaduje poéet prvkl mnoziny. Potom (Q, A, P) je

pravdépodobnostni prostor. Nazyva se rovnomérné rozdéleni na Q,
Ro(Q). Jednoduse ové&fime, 2e p(w) = P({w}) = 1, kde n = |Q)|, jedna

n
se o velmi dobfe znamy pfipad, jde o klasickou pravdépodobnost.
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V pFipadé nespocetného zakladniho prostoru Q je vsak situace zcela
odlisna. PFfedstavme si Q = [0;1]. Jak zvolime o-algebru A a na ni
pravdépodobnost P? Jiz vime, ze ani pro tak jednoduchy zdkladni prostor
nelze vzit A = 2%, protoZe pro nékteré podmnoziny A € [0;1] nelze
pravdépodobnost P(A) vilbec definovat. Na druhou stranu, z praktickych
divodi, urcité chceme, aby A obsahovala alespori vSechny intervaly

1< [0;1] a jednobodové podmnoziny

J = {v8echny intervaly tvari [a,b],(a,b),[a,b),(a,b),{a}}, J € A.

Z rovnomérného spojitého rozdéleni Rs([0;1]) jsme totiz zvykli
pravdépodobnost takovych intervalii I € J pocitat jako jejich délku,
P(I)=b-a, P({a}) = 0. Ovéfte, ze J je semialgebra. Ovéfte, Ze kdyz do
J priddme vSechna konecna sjednoceni prvki z 7, obdrzime algebru. Ale
ani poté, co do J pridame vsechna konecna a spocetna sjednoceni,
nestane se o-algebrou. Zji$tujeme, ze zkonstruovat korektni o-algebru A
i na jednoduchém nespoéetném zdkladnim prostoru Q = [0;1] neni
trividlnim dkolem.
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Tvrzeni (Véta o rozsifeni)

Necht J je semialgebra podmnoZin mnoZiny Q a necht zobrazeni
P:J - [0;1] m3 nasledujici vlastnosti:

» P(@)=0, P(Q)=1,

> pro vzdjemné disjunktni Ay, Ay, ..., A, e T, UL 1A eT:

n n
P (U A,-) > > P(Ay), (koneéna superaditivita)

i=1

> pro Ay, Ay e J, AC U A
P(A) <Y P(A;). (0-monotonie)
i=1

Potom existuje o-algebra A, J € A, a spocetné aditivni
pravdépodobnostni mira P* na A, tak, Ze

P*(A) =P(A), AcJ,

a (Q, A, P*) je pravdépodobnostni prostor.
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Véta o rozsifeni dava navod na konstrukci pravdépodobnostniho prostoru,
kdyz mame definovanou pravdépodobnost P na semialgebfe 7. Musime
pfitom vyfesit dvé otazky: jak definovat P*(A) pro mnoziny Ae AN J

a jak zkonstruovat o-algebru A, jejiz existence je Vétou zarucena.

Ovérovani podminek ve vyse uvedené Vété miize byt velmi obtizné.
Existuji i alternativni ekvivalentni formulace téchto predpokladi, které
nyni uvedeme.

Ekvivalentni predpoklady Véty o rozsiteni

P(z)=0, P(Q)=1,

P(A)<P(B) proABeJ, ACB,

> P je konetné superaditivni,

v

v

v

P je o-subaditivni.
L .
Ekvivalentni predpoklady Véty o rozsiteni pro pravdépodobnost
» P(Q) =1,
> P je o-aditivni.
5 ~ lo/uz



Mira, vnéjsi mira



Definice (Mira)

Necht (Q,.A) je mé&fitelny prostor. Mira (measure) je zobrazeni
p:A—[0;00]

s vlastnostmi:
» u(A)>0 proAcA,
>y (U Ak) => u(Ax) pro disjunktni A}, Ay, -+ € A,
k=1 k=1
> u(2)=0.
Mira p je:
» nekonecna, pokud p(Q) = oo,

» o-konecna, pokud u(Q) = oo, ale pfitom existuje Gplny systém jevi
{A1, Ay, ...} na Q takovy, ze p(Ar) <oo0, k=12,...,
konecna, pokud p(Q) < oo,

v

v

pravdépodobnostni, pokud u(Q) =1.

Trojice (Q,.A, 4) je prostor s mirou.
L — 11/117



vevs

Definice (Vné&jsi mira)

Vnéjsi mira (outer measure) je zobrazen{
2% - [0;00]
s vlastnostmi:

> u(2)=0.
» u°(A)<u°(B) pro ACB,

>yl (IEJ Ak) < ZyO(Ak) pro A, Ay, --- € Q.
1 k=1

Specilni vn&j§i miru Ize definovat pomoci miry na algebte A c 2%:

u(A) =inf 37 u(Ag),
k=1
kde infimum je pocitdno pres vsechna spocetnd pokryti mnoziny A

mnozinami z algebry A, tj. pfes vSechny A}, A, ---e A, Ac U A
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Tvrzeni (Vlastnosti miry)
Necht (Q, A, u) je prostor s mirou. Potom plati:
> u je konecné aditivni,
» u(A)<u(B) proAcCB,
> u je o-subaditivni, tj. u (Use, Ax) < Yoy p(Ax).
L -
Tvrzeni (Vlastnosti vnéjsi miry)
> Vnéjsi mira y° je nezaporna.
> Vnéjsi mira u° je konecné subaditivni.
» Mira je restrikce vn&jsi miry u° na o-algebru A c 2°.
» Zobrazeni y* je vnéjsi mirou (tzn. u* je specilni pFipad u°).
> u* je rozsiteni miry u ze o-algebry A na vsechny podmnoZiny, 2°.
» Je-li u o-koneénd na A, potom je u* o-kone&nd na 2°.

» Je-li u koneénd na A, potom je u* koneénd na 2.
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Porovnejte definici a vlastnosti miry s definici a vlastnostmi
pravdépodobnosti. Pravdépodobnost je vlastné specialni mirou, P = y,
kdyz u(Q) =1. Naopak, na miru Ize nahlizet jako na zobecnéni
pravdépodobnosti, kdy jevy (méFitelné mnoziny) ohodnocujeme
nezdpornym Cislem (v&etné nekonelna), u(A) € [0;00].

Vnéjsi mira je daleZity koncept pro konstrukci miry (pravdépodobnosti).
Na rozdil od miry (pravdépodobnosti) je totiz definovana pro vsechny
podmnoziny A € Q a nevyzaduje o-algebru A.
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Tvrzeni (Carathéodoryho véta o rozsiteni
Necht u je mira na algebfe J podmnoZin mnoZiny Q. Potom plati:
» Miru y Ize rozsifit na o-algebru A generovanou algebrou J .
> Je-li y o-konecna na J, jeji rozsiteni na A je jednoznacné
a o-konecné.
> Je-li u koneéna na J, jeji rozsiteni na A je jednoznacné a konecné.

V predchozi formulaci Véty o rozsiteni sice staci, aby J byla jen
semialgebra, navic je ale pozadovano splnéni dalSich vlastnosti
pravdépodobnosti P.

Pokud mira g na J neni kone¢né ani g-konecna, jeji rozsiteni na A
nemusi byt jednoznacné, tzn. miize existovat vice (az nekone¢né mnoho)
rozdilnych rozsireni.

Pokud pracujeme s pravdépodobnostni mirou, y = P, Carathéodoryho
véta ¥ika, ze rozsifeni P z algebry J na o-algebru A existuje a je
jednoznacné. Nutnou podminkou pfitom je, Ze mira u, resp.
pravdépodobnost P, je korektné definovdna na algebre J.
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Definice (Mnoziny méfitelné vzhledem ke vnéjsi mive)
Necht 4° je vn&jsi mira. Mnozina A €22 je tzv. u°-méfitelna, pokud

pro viechny testovaci mnoziny E € 2@ plati
W (E) = 5 (AnE) + u°(An E),

tzn. pokud je u° aditivni na mnoZinich AnE a AnE.

-

-
doplnék A p°-méitelny.

méritelné mnoziny existuji, napft. si ovérte, ze &, Q jsou vzdy
méritelné. Dale, pokud je néjakd mnozina A u°-méfitelna, pak je i jejf
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Nasledujici véta je dilezita. Dava totiz navod, jak na Q zkonstruovat
o-algebru a na ni miru. Vychazi pfitom jen z existence vnéjsi miry.

Tvrzeni
Systém vsech u°-méritelnych mnozZin,

A={A€2: y°(E) = u*(AnE) + u°(AnE) pro viechny E € 2°},

Je vZdy o-algebrou na Q a vnéjsi mira u° je dokonce mirou na této

o-algebre A.

Nyni se vratme k V&t& o rozéiteni. Zobrazeni P* je vlastné vn&j§i mirou
pocitanou pomoci pravdépodobnosti P na semialgebre 7

P*(A) =inf ) P(Ax),
k=1
kde infimum je pocitdno pres vSechna spocetna pokryti mnoziny A
mnozinami z J, tj. pres vSechny A}, A,, ---€ J, AUy, Ay.
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Na zakladé predchozich tvrzeni si shrime dilezité poznatky:

1» P*(@) =0,

2» P*(A)<P*(B) proAcB,

3» P* je rozditeni P z J na 2%, tzn. pro A e J plati P*(A) = P(A),
4» P* je o-subaditivni,

5» systém A vSech P*-méfitelnych mnozin,
A={A€2?:P*(E)=P*(AnE)+P*(AnE) pro viechny E € 27},

je o-algebrou na Q,
6> JcA,
7» P* je o-aditivni na A.

Tyto vlastnosti fikaji, ze A je o-algebra obsahujici semialgebru 7, P* je
pravdépodobnostni mira na A a je rozsitenim pravdépodobnosti P z J.
Zkonstruovany pravdépodobnostni prostor (Q,.4, P*) je navic Gplny
(complete), tzn. pokud pro A € A plati P*(A) = 0, potom pro libovolnou
Bc Aplati: Be A a P*(B) =0.
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Definice (Soucinovy prostor, soucinova mira)

Necht (Qi, Ay, p1), (Q2, Az, 42) jsou dva prostory s mirou.

Souéinovy prostor (product space) je kartézsky soucin

Ql X Qz = {(wl,wz) twy € Ql,wz € Qz}

Na systému J = {A; x Ay : Aj € A;, A; € Ay} definujeme soucinovou
miru (product measure) u(Ay x Az) = u (A1) pa(Az).

Mnozina A; x A, € J je tzv. méFitelny obdélnik (measurable
rectangle), A; a A, jsou jeho strany.

[ S

Ovéfte, ze J je semialgebra.

V pripadé, Ze oba prostory jsou pravdépodobnostni, tzn. y; = P;, s = P,
definujeme analogicky P(A; x A;) = Pi(A1)P,(A»).

Ovéfte, Ze plati P(@ x @) =0, P(Q1 x Q,) =1
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Priklady konstrukci
pravdépodobnostnich prostorii




Vratme se k nespocetnému zakladnimu prostoru Q = [0;1]. Zvolme
systém J = {vSechny intervaly tvari [a,b],(a,b),[a,b),(a,b),{a}}.
Systém J je semialgebra na Q. Pro intervaly I € J definujeme P(I) jako
délku daného intervalu, napf. P([a,b]) =b-a, P({a}) =0, P(@) =0,
P([0;1]) = 1. Zobrazeni P ma na J vlastnosti pravdépodobnosti.

Véta o rozsifeni zaruCuje existenci jednoznacného rozsireni P na
o-algebru A, J c A, tak, ze (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor.
Tento pravdépodobnostni prostor se nazyva Lebesgueova mira
(Lebesgue measure) na [0;1]. Zkonstruovana pravdépodobnostni mira se
nékdy oznaéuje A = P.

Bpogy = 0(J) je tzv. borelovska o-algebra na intervalu [0;1], jednd se
o o-algebru generovanou systémem J. tzn. Ze je to nejmensi o-algebra
obsahujici systém 7. Pro g-algebru A z Véty o rozsireni musi tedy platit
B[O;l] cA

Lze ukazat, Ze Lebesgueova mira na Bjg,) v3ak nenf (plna, zatimco na A
Gplna je.
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Jiz vime, ze A([a,b]) =b—a, A({a}) = 0. Ze o-aditivity miry dokonce
vime, ze A(A) = 0 pro libovolnou spoéetnou mnozinu A ¢ [0;1], protoze
takovou A lze zapsat jako spocetné sjednoceni disjunktnich
jednoprvkovych mnozin, které maji nulovou miru. Nap¥. tedy také vime,

se M(Q) =0.

P¥ipomenme, Ze s Lebesgueovou mirou vlastné pracujeme v pfipadé
ndhodné veli¢iny X s rozdélenim X ~ Rs([0;1]). Vybirdme-li tedy ndhodné
redlné &islo X z intervalu [0;1], vime, Ze P(X € Q) = A(Q) = 0.

Existuji dokonce nespocetné mnozZiny, které maji nulovou Lebesgueovu
miru. Tzv. Cantorova mnozina K je definovana nasledujicim postupem.
Interval [0;1] rozdélime na tfetiny a prostfedni ¢ast ve tvaru otevieného
intervalu odebereme. Na zbylé intervaly pouzijeme stejny postup, ten
dale induktivné opakujeme, tzn. v k-tém kroku odstranime 257!

prostfednich tfetin (odstrafiujeme je ve formé otevienych interval)
1

37.
mnozina K je tvofena témi body, které zlistanou neodstranéné.

zbylych intervalli, které v aktualnim kroku maji délku Cantorova
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Pocitejme Lebesgueovu miru doplriku Cantorovy mnoziny,

- 1 1 1 i 1
AMK)=1-Z+2-—+4-—+...= Y2kl — -1,
(K) 3 9 27 kZ:l 3k

Lebesgueova mira na [0;1] je pravdépodobnostni, tedy plati
AMK)=1-A(K) =0,

Lebesgueova mira Cantorovy mnoziny je nulova.

Cantorova mnozina je zaroven nespocetna. Totiz, pro x € K oznatme
di(x) =0, resp. dx(x) =1, pokud v k-tém kroku konstrukce K byl bod x
nalevo, resp. napravo, od nejblizSiho odstrafnovaného otevreného
intervalu. Definujeme funkci g : K — [0;1] pfedpisem g(x) = Y52, d"z(x).

ProtoZe g(K) = [0;1] a interval [0;1] je nespoletnd mnoZina, musi byt

i Cantorova mnozina K nespocetna.
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Borelovské o-algebra na R je o-algebra B = 6(J) generovana systémem
J vsech intervald na R.

Lze ukazat, ze B =0(M), kde M = {(-o0,b);b € R}.

Hazime n-krat minci. Jako pravdépodobnostni prostor pfimocare volime

Q={(by,....bn)sbr e {01}, k=1,...,n}, A=2% P(A)z'%'.
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Pokracujme nyni nekonecnym hazenim minci. Zakladni prostor
definujeme jako mnozZinu viech posloupnosti &isel 0 (rub) a 1 (lic),

Q={(b, by, ...);br € {0;1},k e N}.

Jak zkonstruujeme o-algebru A a na ni pravdépodobnost P, abychom
dostali pravdépodobnostni prostor?

Pro neN a aj,ay, ...,a, € {0;1} definujeme jevy

Apaya, ={(b1,by, ...) eQ:ag=bgprok=1,...,n}.

Jakym situacim tyto jevy (p¥i konkrétni volbé 0 a 1 za ay) odpovidaji?
Intuitivné na zakladé znalosti z kone¢ného hazeni minci chceme, aby
P(Aaya,...a,) = 3~ Pomoci t&chto jevii vytvofime systém 7,

T ={Auay..asneNage{01},k=1...,n} u{z,Q}.

Ovéfte, ze J je semialgebra a ze P je na J (konecné) aditivni. Lze
ukazat (obtizny dikaz), ze P je na J dokonce o-aditivni.
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Pouzijeme alternativni formulaci Véty o rozsiteni, kterd tvrdi, ze P Ize
roz$ifit na o-algebru A obsahujici J. Tato o-algebra A vSak bude velmi
slozita, neolekavejme zadny jeji explicitni popis. Dilezité je védét, ze
vibec existuje.

Pro n € N definujeme jevy H, = {(b1, b5, ...) € Q: b, =1}. Interpretujte
je a pomoci vhodnych jevii A a o-aditivity P ovétte, ze P(H,) = %

7 v/

Zajimavy postfeh je, ze kazdé &islo x € [0;1] Ize jednoznaéné zapsat ve

b
tvaru binarniho rozvoje x = Z —k, kde by € {0;1}, k=1,2, .... Kazdé &islo
=2k
x € [0;1] Ize tedy jednoznalné ztotoZnit s jednou z posloupnosti

(b1, b, ...) € Q. Pravdépodobnostni prostor pti nekone¢ném hézeni minci

tedy v postaté odpovida Lebesgueové mite na [0;1].
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Priklad

UvaZujme algebry J; = {2, Q, A, A}, J> = {2, Q, B, B} pro A # B,
ANB+ @ azavedme J jako algebru generovanou sjednocenim J; U J,.
Definujeme pravdépodobnostni miry y; a yy:

‘uk(z) =0, ‘uk(Q) =1, ﬂk(A) = 0,40, ‘le(B) =035 k=12

p1(AuB) =050, u(AuB) =0,60.

Naleznéte viechny prvky J a rozsitte y; a s na celé J. VSimnéte si, ze
rozsireni miry z J; U J> na J neni jednoznacné. Je to disledkem toho,
ze plvodni systém J; U J,, z néhoz jsme generovali J neni algebrou.

Priklad

Uvazujte konecny, resp. spocetny, zakladni prostor Q. Pro Ac Q
definujme zobrazeni p, p(A) = |A|, jako polet prvkia A (pfip. oo).

Ovéfte, 7e y je mira na 29, a Ze je konen4, resp. o-kone¢ni. Nazyva se
¢itaci mira (counting measure).
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Priklad
Uvazujte Q = {wy, w3, w3, w4}
aJ={a, 0 {w,w,},{w, w3}, {ws, ws},{ws, ws}}. Definujeme:

A @ Q {w} {w} {ws} {ws} {0, 02} {w, w3} {wr, ws} {ws, w4}
u(A) 06 3 3 3 3

i (A) 1 2 2 1

)| 2 11

1» Ovérte, ze J neni algebra.

2» Ovélte, ze y je mira na J.

3» Dodefinujte y; a y, tak, aby obé& byly miry na 2%,
4» Ovéfte, 7e y; a Yy jsou dvé rozsiteni y z J na 2%
5» Spotitejte vn&j$i miru u* na 22 pomoci p.

6> VSimnéte si, ze p; # py # p*. Dilvodem je to, ze J nenf algebra.

27/117



Priklad

Uvazujte Q = Ny, A = {lich4 pfirozena &isla}, J = {@, Q, A, A}. Necht u
je Citaci mira na J a definujme u;(A) = |A|, u2(A) = 2|A| pro A €29,
1» Ovéfte, ze J je algebra.

2» Ovéfte, Ze u neni o-kone¢na mira.

3» Ovéite, Ze py a p; jsou rozsiteni u z J na 29,

4» Ovéfte, ze py a Yy jsou o-konecné miry.

5» Spocitejte vnéjsi miru p*.

6> Ovéite, Ze o-algebra p*-méfitelnych mnozin je rovna 29, tj. ze
vSechny podmnoziny Q) jsou zde y*-méfitelné.
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Nahodné veliciny



Definice (Nahodna veli¢ina)

UvaZujme pravdépodobnostnf prostor (Q,.4, P). Nahodna veli¢ina
(random variable) je zobrazeni X : QO — R spliiujici podminku

{weQ: X(w)<x}eA pro viechna x € R.
L

Uvedena podminka je tzv. méritelnost. Lze ji zapsat také ve tvaru
{X <x}eAnebo X '((—o0,x]) € A. Protoze dopliiky, sjednoceni
i priniky jsou v dplnych vzorech zachovavany, je podminka ekvivalentni

X' (B)={XeB} ={weQ:X(w)eB}e.A pro viechny B € B.

Podminka vlastné zaji$tuje, ze pro libovolnou borelovskou mnozinu B je
vibec definovana pravdépodobnost P(X € B).
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Definice (Indikatorova funkce)

Indikatorova funkce mnoZiny A je zobrazeni 1, : QO — {0;1} definované

14(0) = {O’ i

1, weA.

L -
Ptiklad

Ne kazdé zobrazeni X : O — R je ndhodnou veli¢inou. Nap¥. pro
Lebesgueovu miru (Q = [0;1],.4,1) uvaZujme neméfitelnou mnozinu H,
HcQ, H¢ A, azobrazeni X = I;.

Potom X' ((-00,1)) =X ({0}) ={weQ:weH} =H ¢ A, tzn.
zobrazeni X neni ndhodnou veli¢inou.

Definice (borelovsky méfitelna funkce)

Funkce h: R — R je borelovsky méfitelna, pokud h™'(B) € B pro

vSechny B € B, tzn. je vlastné ndhodnou veli¢inou na méfitelném

prostoru (Q =R, A = B).

L .
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Tvrzeni (Jak tvofit ndhodné veli€iny)

>

>

Indikatorova funkce, X =14, jevu A € A je ndhodnou veli¢inou.
Pokud X,Y jsou nahodné veliciny a c € R, potom také X + ¢, ¢ X,
X%, X+Y, XY jsou ndhodné veli&iny.
Pokud X1, X5, ... je posloupnost nahodnych veli¢in takova, Ze limita
¢iselné posloupnosti lim X, (w) existuje pro vsechna w € Q,
n—o00

potom X(w) = lim X, (w) je ndhodnou veli¢inou.

n—oo
Pokud X je nahodna veli¢ina a h : R - R je borelovsky méfitelna
funkce, potom zobrazeni Y = ho X = h(X), kde
Y(w) = f(X)(w) = h(X(w)) pro vsechna w € Q, je ndhodnou
veli¢inou (na stejném pravdépodobnostnim prostoru).

Kazda spojitd nebo po Castech spojitd funkce je borelovsky méritelna.

Tvrzeni Fika, ze vSechny rozumné zpisoby transformaci nahodnych velicin

jsou spravné. Specialné si pripomefime funkce h(x) = x*, vedouci
k ndhodnym veli¢inam Y = h(X) = X*, k e N.
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Definice (Nezavislost nahodnych jevii)

Jevy A, B € A jsou (stochasticky) nezavislé (independent events),

pokud P(AnB) = P(A)P(B).

Systém jevi {A;}i; je nezdvisly, pokud pro kazdé n € N a kaZdou volbu
n n

indexi iy, ...,i, z indexové mnoziny I plati P(ﬂ Aik) =1 P(A;).

5 k=1 k=1 o

Definice (Nezavislost nahodnych velicin)

Nihodné veli¢iny X,Y jsou nezavislé (independent), pokud jsou pro

kazdé By, B, € B nezavislé jevy X"'(B;) a Y™!(B,), tzn.

P(X €B;,Y €B,) =P(XeB;)P(Y €B,).

Systém nahodnych veli¢in {X;};; je nezévisly, pokud pro kazdé n e N

a kazdou volbu indexd iy, ...,i, z indexové mnoziny I plati

n n

P(ﬂ X, eBk) = [1 P(X;, € Bx) pro kazdé By, ...,B, € B.
k=1 k=1

L
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Pfipomenme dvé tvrzeni o nezavislosti, kterd jsme zvykli bézné pouzivat.

Tvrzeni
Necht X a Y jsou nezivislé ndhodné veli¢iny a g,h: R — R borelovsky
méFitelné funkce. Potom ndhodné veli¢iny go X = g(X) ahoY = h(Y)
jsou opét nezavislé.

Tvrzeni
Necht X a Y jsou ndhodné veli¢iny na stejném pravddpodobnostnim

prostoru. Potom X a Y jsou nezavislé <
P(X<x,Y<y)=P(X<x)P(Y <y) pro viechna x,y € R.
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Spojitost pravdépodobnosti
a limitni jevy



Definice

Pro posloupnost jevii Ay, A, ..., A€ A v pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) zavadime znaeni:

1» A, # A oznaluje AjcA,cAzc-, |JA, =4,
n=1

3

2» A, nA oznaluje A;2A;2A32-, A, = A

=
Il
—_

Nasledujici véta ¥ika, ze pokud v jistém smyslu konverguje posloupnost
jevi, konverguje i posloupnost pravdépodobnosti.

Tvrzeni (O spojitosti pravdépodobnosti)
Pokud A,, # A, nebo A, \ A, potom lim P(A,) = P(A).

Podstatnym predpokladem pFitom je vnoreni jevii v posloupnosti A, 7 A,
nebo A, “ A. | pokud posloupnost jevl konverguje, ale jevy nejsou
spravné vnofené, rovnost lim P(A,) = P(A) nemusi platit, dokonce

n—oo

limita pravdépodobnosti ani nemusi existovat.

34/117



Ptiklad

Uvazujme posloupnost jevli A, = Q pro lichd n, A,, = @ pro suda n.
Dostavame A=U;2, A, =Q aP(A)=P(Q)=1,resp. B=N;2, A, =2
a P(B) = P(@) =0. Ale limita pravdépodobnosti lim P(A,) neexistuje,
nebot podoupnost;ravdépodobnostf{P(An)}:iT;;ZHMe,
h,?ii;lfp(Aﬂ) =0, limsupP(A,) =1.

n—oo
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Definice (Limitni jevy)
Pro jevy A, A,, -+ € A v pravdépodobnostnim prostoru (Q,.A4, P)
definujeme limitni jevy

1» A, nekonecné Casto (infinitely often, i. 0.)

limsup A, = {w € Q : v nekoneZné mnoha jevech A,} ﬂ
n n=1

||C8

2» A, skoro vzdy (almost always, a. a.)

s
8
>

liminf A, = {w € Q : ve v8ech kromé& kone¢né mnoha A,} =
n
n

Il
—_
o
I
3

L
Ptiklad (Ovérte, Ze plati:)
1» limsupA,, liminf A, € A,
n n

2» limsup A, =liminf A, a tedy P(limsupA,) =1- P(liminf A,),
n n n n

3» liminfA, =limsup A, a tedy P(liminfA,) =1- P(limsupA,).
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Tvrzeni

P(liminf A,) < llm 1an(A ) <limsupP(A,) < P(llm SupAy,).

Priklad

n—oo

Pravdépodobnostni prostor (Q = {wy, w3, w3, w4}, A = 22, P)

P({wi}) = g, P({w2}) = 3, P({ws}) = 5, P({wa}) = 5. Zvolme

posloupnost jevli A, = {w1, w,} pro lichd n, A, = {w,, w3} pro suda n.

1» Ovéfte,

2» Ovérte,
3» Ovérte,

4» Ovétte, 2

5» Ovérte,
6» Ovérte,

ze liminf, A, = {w,}.

Ze limsup, A, = {wl,wz,w3}.
e P(liminf, A,) = 3.
ze liminf, . P(A,) = 5
Ze limsup, . P(A,) =

ze P(liminf, A,) = 10
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Tvrzeni (Borelovo-Cantelliho lemma)
Necht A, A,, -+ € A.

» Pokud Y. P(A,) < oo, potom P(limsupA,) = 0.
n=1 n
» Pokud of: P(A,) = o0 a jevy Ay, A,, ... jsou nezivislé, potom
n=1
P(limsupA,) =1.

Toto tvrzeni je zajimavé tim, ze ¥ika, Ze pro nezavislé jevy je
P(limsup A,) rovna bud 0, anebo 1, nikdy zddnému jinému &islu.

n
Pouziva se pfi vypoctech pravdépodobnosti jevi, které maji nastat
nekonecné Casto nebo skoro vzdy.
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Ptiklad (Nekonec¢né mnoho licii/rubii)

Vratme se k ndhodnému pokusu s nekoneZnym hazenim minci a opét
pro n € N definujeme jevy H, = {(b;, by, ...) € Q: b, =1}.

1» Interpretujte jevy limsup H, a liminf H,.
n n

2» Ovéfte, ze limsup P(A,) = 5 i
n—oo

3» Pomoci B-C lemmatu dokazte, ze pravdépodobnost padnuti
nekonec¢né mnoha licli je rovna 1 a pravdépodobnost padnuti

kone¢né mnoha rubi je rovna 0.

a dokazte, ze P(limsup A,) >
n

4» Pomoci B-C lemmatu dokaZte, ze pravdépodobnost padnuti
nekone¢né mnoha rubl je rovna 1 a pravdépodobnost padnuti
kone¢né mnoha licd je rovna 0.

5» Davaji vysledky smysl? Mohou byt pravdépodobnosti padnuti
nekone¢né mnoha licli i nekone¢né mnoha rub(l obé rovny 17
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Stredni hodnota




Definice (Jednoducha nahodna velicina)

Nahodna veli¢ina X na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P) je
jednoducha (simple random variable), pokud jeji obor hodnot je
konetnd mnozina, {X(w);w e Q} ={x1, ..., x,}.

Jednoduchou nahodnou veli¢inu Ize zapsat ve tvaru
n
X(w) = ZkuAk(w),
k=1
kde Ay = X '({x¢}), k=1, ...,n, jsou Gplné vzory obrazii x;.
L
Definice (St¥edni hodnota jednoduché nahodné veliciny)

Pro jednoduchou nahodnou veli¢inu definujeme stfedni hodnotu
(expected value, expectation, mean) pfedpisem

E(X) = Zn:ka(Ak) = Zn:ka(X = xk).
k=1 k=1
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Uvedeny predpis pro stiedni hodnotu je ne ndhodou podobny vzorci pro
vypocet stredni hodnoty nahodné veli¢iny diskrétniho typu. Zde je vSak
omezujeme jen na konecné soucty.

Vsimnéme si vyuziti zapisu jednoduché nahodné velic¢iny

E (zn:xkl,qk) = zn:ka(Ak).
k=1 k=1

Priklad
Na pravdépodob. prostoru (Q = [0;1],.4,1) definujme ndhodné veli¢iny
2, weQ
5, w>1 4, -2
X(w) = o Y()={" Y72 .
3, w<jg 6, w<,wtQ
8, jinak

Ovéfte, ze E(X) = &, E(Y) = 2.
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Vlastnosti jednoduchych nahodnych veli¢in a stredni hodnoty:

1»

2»

3»

E(14) =P(A) pro Ae A,

nebot E (14) =E(0-I;'({0}) +1-1;'({1})) = 0- P(A) + 1- P(A).
E(c)=c¢ pro c € R,

nebot E(c) =E(clg) =cP(Q)=c.

Stfedni hodnota je linearni operéator, tzn.
E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y) pro ndhodné veli¢iny X,Y a a,b € R.

Totiz pokud X = Y7 xkla,, Y = X% yila,, potom E(a X +bY) =
=E(ZiaZihi(a X +bY)lan,) = Lko L1 (axi+b yi)P(AxnB;) =
=aYi_xk P(A)+bX [, yi P(B;) =aE(X) + bE(Y).

E(X) <E(Y) pokud X <'Y.

V ptipadé X(w) < Y(w) pro viechna w € Q totiz mdme Y - X >0,
coz dle definice znamend E(Y — X) > 0 a z linearity obdrzime

E(Y) - E(X) > 0.
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5» |[E(X)[ < E(IX]),
protoze —|X| < X <|X|.

6> E(XY)=E(X)E(Y), pokud jsou X,Y nezdvislé.
Za nezavislosti totiz E(X Y) =X > xk 1 P(Ax N B)) =
= ka1 %k P(Ak) - X121 P(B1) = E(X) E(Y).

7» Pokud X je jednoducha nahodné veli¢ina a h: R — R funkce, potom

=hoX-= h(X) = Zh(xk)IAk
k=1
je opét jednoducha nahodna velicina a plati
E(Y) =E[h(X)] = E:h(xk P(Ag).

8» P¥i speciélni volbé h(x) = [x — E(X)]? dostavame
Y = h(X) = [X - E(X)]? a definujeme rozptyl (variance) ndhodné
veli¢iny X jako
Var(X) =E(Y) =E([X -E(X)]?).
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0»
10»
11»

12»

13»

Var(X) =E(X?) - [E(X)]? a 0<Var(X)<E(X?).

Var(a X + b) = a* Var(X) pro a,b e R.

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y),

kde Cov(X,Y) = E ([X - E(X)][Y - E(Y)]) = E(X Y) - E(X) E(Y)
je tzv. kovariance (covariance).

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y), pokud jsou X, Y nezdvislé,

nebot v tom p¥ipadé je Cov(X,Y) = 0.

Pokud Var(X) >0, Var(Y) > 0, definujeme tzv. korelaci

X, Y
(correlation) predpisem Cor(X,Y) = Cov( ) e [-L1].

\/ Var(X)+/Var(Y)

Vztahy platné pro soudet, resp. linedrni kombinaci, dvou (nezavislych)

jednoduchych nahodnych velic¢in je pfitom indukci mozné zobecnit na

soucet, resp. linedrni kombinaci, libovolného poctu (nezavislych)

jednoduchych ndhodnych veli¢in.
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Definice (St¥edni hodnota nezaporné nahodné veli€iny)

Stfedni hodnotu nezdporné nihodné veli¢iny X >0, tzn. X(w) >0 pro
vSechna w € Q, jako supremum

E(X) =sup{E(Y): Y je jednoducha ndhodnj veli¢ina,Y < X}.

Tato definice funguje i pro jednoduché ndhodné veli¢iny (staéi zvolit
Y = X). Funguje v8ak nyni i v pfipadé E(X) = co.

Ptiklad
Na pravdépodobnostnim prostoru (Q =[0;1],.4,1) definujme ndhodnou

veli¢inu X: X(w) =2 pro X <w< k=12, ...

21{— 2k1v

E(X) = sup {E(Y) :Y jednoduchd, Y < X} >E(Y,) =
1
_ (F——)zn pro kazdé n € N,
k=1

tedy E(X) = oo. Ndhodné veli¢iny Y, jsou pfitom jednoduché.
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Definice (Monoténni konvergence)

Posloupnost nahodnych veli¢in X, X5, ... konverguje monoténné
k ndhodné veli¢ing X, X,, ~ X,

pokud X; < X, <+ a lim X,(w) = X(w) pro viechna w € Q.
L n—oo

Tvrzeni (O monotoénni konvergenci)

Necht nadhodné veliiny X1, X,, ... konverguji monoténné k nihodné
veli¢iné X, X, » X, a E(X;) > —oo. Potom plati lim E(X,) = E(X).
n—oo

Rovnost lim E(X,) = E(X) plati i v pfipadé, kdyz X,, » X skoro jisté,
n—o00
tzn. kdyz X, < X, <+ a lim X,(w) = X(w) pro viechna w € B,
n—oo
BcQ, P(B)=1.
L
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Ptiklad

Na pravdépodobnostnim prostoru (Q = [0;1],.4,1) definujme
posloupnost ndhodnych veli¢in X, = nl, 1/,), n =12, ....

Potom X, — 0, nebot pro w € [0;1] mdme X, (w) =0, kdyz n> L.
P¥itom vSak E(X,) =n (% - 0) +0 (1 - %) =1pro véechnan=12,....
Vidime, Ze lim E(X,) =1+ 0=E(0). Mame sice X,, — 0, ale nikoliv
X, 7 0. T
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Pro n=1,2, ... zaved me funkce

[ x2"]

2}1

¥, (x) = min {n, } pro x > 0.

Jedna se o smérem doli na nejblizsi nasobek % zaokrouhlené x, navic

useknuté v n, tj. ¥,(x) = n pro x > n. Nakreslete grafy téchto funkci pro
n =1,2,3. Ovéfte, ze obor hodnot funkce ¥, je konetny (funkce nabyva

pravé 1+ n2" hodnot a Ze pro libovolné pevné zvolené x > 0 je ¥, (x) ~ x.

Tvrzeni

Necht X nezdporni nihodnj veli¢ina. PoloZme X, = ¥,(X). Potom
kazda nahodna veli¢ina X,,, n=1,2, ..., je jednoducha, a posloupnost
monotdénné konverguje k ndhodné veli¢iné X, X,, » X.

L -
Ke kazdé nezdporné ndhodné veli¢iné X tedy existuje posloupnost
jednoduchych ndhodnych veli¢in X,, ~ X; dokonce takovou posloupnost
umime zkonstruovat.
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VSechny vlastnosti stfedni hodnoty jednoduchych nahodnych veli¢in
zlistavaji v platnosti i pro nezdporné nahodné veliiny.

K dikazu linearity stredni hodnoty nezdporné ndhodné veli¢iny ale nyni
potfebujeme umét konstruovat posloupnost monoténné konvergujici

k takové nahodné veli¢iné. Predchozi véty nam pak napf. zarucuji, ze lze
dikaz linearity vést takto:

E(aX+bY) = lim E(aX,+bY,) = lim [aE(X,) + bE(Y,)] = aE(X)+bE(Y).

Analogicky se postupuje i u dikaz( ostatnich vlastnosti.

Navic obdrzime dokonce spoletnou linearitu pro nezdporné nahodné
veli¢iny X1, Xp, ...

E(ng) = gE(Xk).
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Definice (St¥edni hodnota nahodné veli¢iny)

Stredni hodnotu ndhodné veli¢iny definujeme pfedpisem
E(X) =E(X") -E(X"),

kde X* = max{X,0} a X~ = max{-X,0}.
» E(X*) =00, E(X7)=00 = E
» E(X*) =00, E(X7) <00 = E
» E(X*) <00, E(X7)=00 = E
» E(X*) <00, E(X7) <00 = E

X) neni definovana,
X) = oo,

X) = —00,

X)eR.

o~~~ A~

Nahodné veli¢iny X* a X~ jsou nezdporné. Pro obecnou ndhodnou
veli¢inu X tedy stfedni hodnotu definujeme jako rozdil stfrednich hodnot

nezapornych veli¢in X* a X~ podle pfedchozich definic.
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Definice (Momenty)
k-ty moment nahodné veli¢iny je E (Xk), k eN.

Rikdme, %e k-ty moment je kone&ny nebo ¥e X mé kone&ny k-ty
moment, pokud E(|Xk|) < 0o.

Protoze |x|¥! < max{|x|,1} < |x|¥ +1 pro viechna x € R, plati, Ze pokud
ndhodna veli¢ina X ma konecny k-ty moment, potom ma konecny
i kazdy I-ty moment, [ =1,2, ...,k -1

Vlastnosti stredni hodnoty se prenasi z vlastnosti stfedni hodnoty
nezaporné nahodné veli¢iny. U souctu i soucinu ndhodnych veli¢in viak
nyni musime byt opatrni a znamé vztahy definujeme pouze pro ndhodné
veli¢iny s kone¢nym prvnim momentem.
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Integral podle miry




Definice (Integral podle miry)
Pro ndhodnou veli¢inu X na prostoru s mirou (€, A, u) definujeme
integral podle miry 1, [, Xdu = [ X du, nasledovné:

n
1» pro nezdpornou jednoduchou ndhodnou veli¢inu X = 3 xx14,:
k=1

f Xdu =) xku(Ax).
Q k=1

2» pro nezapornou nahodnou veli¢inu:

Xdy =l X,d
J, X = fim [, du

n—oo

pro libovolnou posloupnost nezdpornych ndhodnych veli¢in X,, # X.

3» pro obecnou ndhodnou veli¢inu:

xd :/X*d —fX’d,
fQ ‘u Q ‘u Q M

pokud alespon jeden z integral(i vpravo existuje;
pfitom X* = max{X,0} a X~ = max{-X,0}.
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Definice
N&hodna veli¢ina je integrovatelna, pokud fQ X" dy < o0
a o X" du < oo, tj. pokud [, X dyu existuje a je konetny, |fQXd;4| < oo.

Pro A € A definujeme integral na méfitelné mnoziné A predpisem

'/;Xd‘u:/Q(XIA) du.

Pro pravdépodobnostni miru, u = P, méme [, Xdu = [, XdP = E(X).
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Vlastnosti integralu:

1» Pro nezdporné ndhodné veli¢iny X, Y plati

/(X+Y)dy:fXdy+fXdy.

2» Pokud existuji integrély [ Xdu, [ Ydu a [ Xdu+ [ Ydu, potom
existuje integral /(X +Y)dy a plati

/(X+Y)dy:fXd/4+fXd[4.

3» Necht A,Be A, AnB=g. Pokud existuje integral [, , X du, existuji
i integrély [, Xdu a [; Xdy a plati

f XdyzfXd(H—/Xdy.
AuB A B
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4» Necht A,Be A, AnB=g. Pokud existuji integraly [, Xdu, [, Xdu
a f,Xdu+ [, Xdu, potom existuje integral [, , X du a plati

'/AUBXdy:fAXdy+fBXdy.

5» Pokud existuje integral [ X du, potom existuji integraly [, X du,
J5 X du pro libovolnou A € A a plati

fXdy:/Xd‘quffXd‘u.
A A

Pokud je X integrovatelnd (na Q), potom je integrovatelné i na
libovolné A e A.

6> Pokud existuje integrdl [ X du a c € R, potom existuje integrél

J,c X du a plati
chd,u:c'/Xd‘u.

7» Pokud je X nezaporna nihodna veli¢ina, potom [ X du > 0.
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8»

0»

10»

11»
12»

13»
14»

Pokud X <Y a existuji integraly [ Xdu a [ Y du, potom

[ Xdu<[Ydu.

Pokud X <Y a [ X~ du < oo, potom existuje integrél [ Y du
afXdu<[Ydpu.

Pokud X <Y a [ Y*du < oo, potom existuje integral [ X du
afXdu<[Ydpy.

Pokud existuje integral [ X du, potom |f X du| < [|X|du.

Pokud X =Y skoro vSude a existuje integral [ X du, potom existuje
integrdl [ Xdy a plati [ Xdu = [ Ydu.

X je integrovatelnd <> |X] je integrovatelna.

Pokud |X| < Y a existuje integral [/ Y du, potom je X integrovatelna.
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Priklad

V pravdépodobnostnim prostoru (Q = [0;1],.4,1) s Lebesgueovou mirou
uvazujme néhodnou veli¢inu X(w) = Iz(w). Tato ndhodn veli¢ina
(méfitelna funkce) neni Riemannovsky integrovatelna. Je vsak
Lebesgueovsky integrovatelnd a E(X) = [ XdP =1.

Ptiklad
Uvazujme prostor s mirou (Q = {-2;-1;3;-4},.4 = 2% u), kde

p({-2}) =2, u({-1}) =1, u({3}) =3, u({7}) =7, a ndhodnou veli¢inu
X, X(-2)=X(-1)=-1, X(3)=X(7) =1

Spoditejte integral / Xdu pro A={-2;3;7}. (8]
A
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Priklad
Uvazujme prostor s Lebesgueovou mirou (Q = (-5;5), A = B(_5;5),A) na

1, we(-52)
: , " 3 w=2
intervalu (=5;5) a ndhodnou veli¢inu X, X(w) =13
1, we(23]
0, we (3;5)
Spotitejte integral f XdA pro A =[-1;4]. (3]
A
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Nerovnosti pro nahodné veli€iny




Tvrzeni (Markovova nerovnost)

Necht X je nezdpornd ndhodnd veli¢ina na pravdépodobnostnim
prostoru (Q, A, P). Potom pro vSechna a > 0 plati

E(X)

P(X>a)< =2
a

Tvrzeni (CebySevova nerovnost)

Necht X je ndhodna veli¢ina s konecnou stfedni hodnotou na
pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P). Potom pro vSechna a > 0 plati

P(IX-E(X)| > a) < V%(ZX)
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Tvrzeni (Cauchyova-Schwarzova nerovnost)
Necht X,Y je ndhodné veliiny s koneEnymi druhymi momenty na
pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P). Potom plati
[E(X Y] <EB(X*)B(Y?).
L

Tvrzeni (Jensenova nerovnost)

Necht X je ndhodnd velicina s konecnou stfedni hodnotou na

pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P). Necht h: R — R je libovolnd
konvexni funkce. Potom plati

E(h(X)) > h(E(X)).
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Priklad

Pro ndhodnou veli¢inu X ~ Rs([0;4]) spolitejte pro a = 0;1;2;3;4
pravdépodobnosti P(X > a) a zaroven je odhadujte pomoci Markovovy
nerovnosti. Déle spolitejte pravdépodobnosti P(|X —2| > a —2)

a zaroven je odhadujte pomoci (v:ebyéevovy nerovnosti.

Priklad

Necht X je nadhodna veli¢ina s kone¢nou stfedni hodnotou a rozptylem
0* na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P). DokaZte, Ze potom pro
véechna ¢ > 0 plati P(|X - E(X)| > co) < 5.

Priklad

Ovéfte, ze pro ndhodnou veli¢inu X, P(X =a)=P(X =-a) = % pro
a>0, dava éebyéevova nerovnost presny odhad pravdépodobnosti, tj.
7e1=P(|X -E(X)|>a) <.

Pfiklad

Necht E (2%) = 4. Dokazte, e P(X >3) < 1.
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Konvergence nahodnych velicin




Definice (Bodova konvergence)

Posloupnost nahodnych veli¢in X;, X5, ... na pravdépodobnostnim
prostoru (Q,.A, P) konverguje bodové (pointwise convergence)
k ndhodné veli¢iné X, X, — X, nh_)rgo X, = X, pokud

lim X, (w) = X(w) pro kazdé w € Q.

L _
Definice (Konvergence skoro jisté)

Posloupnost ndhodnych veli¢in X;, X5, ... na pravdépodobnostnim
prostoru (Q,.A, P) konverguje skoro jisté (s. j.) (almost surely, a. s.)

k ndhodné veli¢ing X, X, - X, pokud
P(lim X, :X) -1,
n—oo

t. j. pokud P({weQ:nli_)rgoX,,(w):X(w)}):1.
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Definice (Konvergence podle pravdépodobnosti)

Posloupnost nadhodnych veli¢in X, X,, ... na pravdépodobnostnim
prostoru (Q, A, P) konverguje podle pravdépodobnosti (in
probability) k ndhodné veli¢iné X, X, 2, X, pokud

Ve>0: lim P(|X, - X|>¢) =0,
n—oo

t.j.pokud Ve>0: P({weQ:|X,-X|>e})— 0.
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Definice (L? konvergence, p=1,2,...)

Posloupnost ndhodnych veli¢in Xj, X5, ... na pravdépodobnostnim
prostoru (Q,.A, P) konverguje v p-tém momentu (in the p-th mean)
r
(v L?) k néhodné veli¢iné X, X, — X, pokud

lim E (|X, - X|”) — 0.

n—oo

Pro p =1 jde o tzv. limitu podle stiedu (limit in the mean):
lim E (X, - X|) — 0.
n—oo

Pro p =2 jde o tzv. limitu podle kvadratického stfedu (limit in the
mean-square):
lim E(|X, - X|) — 0.

n—oo
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Definice (Konvergence skoro vsude)

Posloupnost ndhodnych veli¢in X;, X,, ... na prostoru s mirou (Q, A4, )
konverguje skoro vSude (s. v.) (almost everywhere, a. e.) k ndhodné
veliging X, X, 25 X, pokud

o({ora: im x@ - x@}) -0

t. j. pokud  lim X,(w)=X(w) provSechna we O\ N, u(N)=0.

Mnozina N, u(N) =0, je tzv. y-nulova mnozina.

L N

Pokud je mira pravdépodobnostni, y = P, potom je s.v. konvergence

vlastné konvergenci s.j..

65/117



Definice (Konvergence podle miry)
Posloupnost ndhodnych veli¢in X;, X,, ... na prostoru s mirou (Q, A, )
konverguje podle miry (in measure) k ndhodné veli¢iné X, X, N X,
pokud
Ve>0: lim p(|X, - X|>¢) =0,
=00

t. j. pokud Ve>0: y({weQ:|Xn—X|2£})—>0.
L _—

Pokud je mira pravdépodobnostni, 4 = P, potom je konvergence podle
miry vlastné konvergenci podle pravdépodobnosti.
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Vlastnosti:
1» Pokud X, — X, potom X, b X.
2» Pokud pro kazdé e>0je P (|X, - X|>¢e nekoneéné &asto) =0,
potom X, L X.

3» Pokud pro kazdé e>0je > P(|X,-X|>¢) < oo,
q n=1
potom X, lX.

4» Pokud je mira y kone¢nd a X, i X, potom X, £, X;
specialné:  pokud X, 2 X, potom X, £ x

5» Pokud X, — X a X, — Y, potom p(X+Y)=0.

6» Pokud X, —— X, potom existuje podposloupnost {X,, } € {X,}
a néhodna velitina Y tak, ¥e X, ~> Y, a (X #Y) =0.

7» Pokud X, <5 X a X, =5 Y, potom (X # Y) = 0.

8» Pokud X, X a X o, Y, potom P(X=Y) =1.

9» Pokud X, — X a X, - Y, potom u(X # Y) =0.

10» Pokud X, Lz) X, potom X, 2. x

3 1
11> Pokud X, -5 X a X, —> Y, potom P(X=Y) =1
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Ptiklad
Uvazujte posloupnost ndhodnych veli¢in {X,,}52,,
P(X,=1)=+P(X,=0)=1-1.

S.j.
Ovéfte, ze X, L, 0, ale X,, -~ 0. VyuZijte p¥itom Borelovo-Cantelliho
lemma k vypoctu P(X, =1 nekonelné Casto) = 1.

P¥iklad
Na pravdépodobnostnim prostoru (Q =[0;1],.4,1) s Lebesgueovou
mirou uvaZujte posloupnost ndhodnych veli¢in {X,}52,,

K=oy, Xo =11,

o . 2 s.j.
Ovéte, ze X, — 0, ale X,, -~ 0.
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Priklad
UvaZujme Lebesgueovu miru (Q =R, A =5,1) na R a posloupnost
nahodnych veli¢in {X, }72,, Xy = I(y, o0)-

A
Ovétte, 7 X, — 0 a X,, —5 0, ale X, — 0.
Lebesgueova mira A na R totiz neni konecna.
P¥iklad

Uvazujme prostor (Q = N, A = 2%, ) s &taci mirou u a posloupnost
ndhodnych veli¢in {X, }72), X, = Iy, 0y

“
Ovétte, e X, — 1 a X, -5 1, ale X, —+1
Citaci mira ¢ na N totiZz neni kone¢na.
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Zakony velkych cisel




Tvrzeni (Slaby zakon velkych ¢&isel)

Necht X1, X, ... je posloupnost ndhodnych veli¢in se stejnou stfedni
hodnotou u = E(X}) a se stejnym rozptylem o* = Var(Xy), ktery je
shora omezeny. Potom pro kazdé € > 0 plati

1 n
lim P(’ZXk—y zs):o,
ns

n—oo
Xy konverguje pro
1

M=

tzn. posloupnost &asteénych priméri S, = +

k

1 — 0o v pravdépodobnosti k u, S, — u.

Tvrzeni (Silny zakon velkych &isel)

Necht X1, X, ... je posloupnost ndhodnych veli¢in se stejnou stfedni
hodnotou y = E(Xy) a se stejnym &tvrtym centralnim momentem
E[(X) — p)*]. Potom plati

P(lim@zy):l, tj. gly

n—oo
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Definice (i.d. a i.i.d. nahodné veliciny)

Nahodné veli¢iny v systému {Xy},; jsou i.d. (identically distributed),
pokud pro libovolnou borelovsky méfitelnou funkci 4 : R — R stredni
hodnota E [h(X})] nezavisi na volbé k € I, tj. pokud pro viechna k € I
stejna.

Nahodné veli¢iny v systému {Xy},; jsou i.i.d. (independent identically
distributed), pokud jsou i.d. a nezévislé.

L

Tvrzeni (Slaby a silny zakon velkych ¢&isel pro i.i.d.)

Necht X1, X, ... je posloupnost i.i.d. ndhodnych veli¢in s kone¢nou
(stejnou) stfedni hodnotou. Potom plati:

> EL%

— s.j.
> S, —u.

L
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Rozdéleni pravdépodobnosti




Definice (Rozdéleni pravdépodobnosti)

Necht X je ndhodn4 veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P). Rozdéleni pravdépodobnosti (probability distribution, law)
ndhodné veli¢iny X je zobrazeni Px : B — [0;1], dané pfedpisem

Px(B)=P(XeB)=P(X'(B))=P({weQ:X(w)eB}) proBebB.

Trojice (R, B, Px) je pravdépodobnostni prostor na R.

[ S

Definice (Distribuéni funkce)
Distribucni funkce (cumulative distribution function) ndhodné veli¢iny
X je funkce Fx : R — [0;1], dané pfedpisem

F(x) =Fx (x)=Px((-o0,x]) =P(X<x) proxeR.
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Tvrzeni (Vlastnosti distribu¢ni funkce)
Pro distribucni funkci Fx nahodné veli¢iny X plati:

» Fx je neklesajici,

» Fx je zprava spojita,

> xlimw Fx(x) =0, }Lngo Fx(x)=1.
L _—
Tvrzeni (Change of variable)
Necht X je ndhodna veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P)
a h:R - R je borelovsky méfitelna funkce. Potom plati

Ep(h(X))= [ h(X)dP= [ h(x)dPx = [ h(x)dFx =Ep, (h),
Jroose=[reon- |

pokud alespori jedna stredni hodnota existuje.

L S

Véta ¥ika, ze stfedni hodnotu transformované nahodné veli¢iny h(X)

vzhledem k pravdépodobnosti P Ize pocitat jako stfedni hodnotu funkce h
vzhledem k rozdéleni pravdépodobnosti Py. Borelovsky méfitelnd funkce

h je totiz vlastné ndhodnou veli¢inou na méfitelném prostoru (R, B). 73/117



Tvrzeni (Dusledek)

Necht X,Y jsou ndhodné velic¢iny na obecné riiznych
pravdépodobnostnich prostorech. Potom Px = Py, pravé kdyz

E(h(X)) = E(h(Y)) pro vsechny borelovsky méFitelné funkce h: R - R,
pro které alespori jedna ze stfednich hodnot existuje.

Tvrzeni (Dasledek)

Necht X,Y jsou ndhodné veli¢iny na stejném pravdépodobnostnim
prostoru a necht P(X=Y) =1.

Potom p/ath(h(X)) = E(h(Y)) pro vsechny borelovsky méfitelné
funkce h : R - R, pro které alespori jedna ze stfednich hodnot existuje.

Tvrzeni

Necht P, P, ... je posloupnost rozdéleni pravdépodobnosti na (R, B).
Potom existuje pravdépodobnostni prostor (Q, A,P) a na ném nahodné
veliciny Xy, X,, ... tak, Ze Px, =P,, n=1,2, ....
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UvaZujme ndhodnou veli¢inu X, P(X = ¢) =1 pro néjaké pevné zvolené

x € R. Rozdéleni pravdépodobnosti Px nazyvame degenerované
(koncentrované) v bodé ¢, a znatime Px = 8. Plati

1, ceB

PX(B):SC(B):IB(C):{O’ 4B’ pro B € B.

Pro distribu¢ni funkci takové nahodné veli¢iny s &, rozdélenim
pravdépodobnosti plati

0, <
Fx(x):{1 §>E’ pro x € R.

Spoditame stfedni hodnotu borelovské transformace h:

Ep(h(X)) = Ep, () = [ h(x)do. = h(c),
R

tzn. stfedni hodnota je vlastné vyhodnoceni funkce & v bodé c.
Nyni jiz lehce dokadzeme zndmé vlastnosti:

E(X)=¢, E(X*)=c%  Var(X)=0.
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Tvrzeni
Necht Px,, Px,, ... je nejvyse spoletnd posloupnost rozdéleni
pravdépodobnosti a ay, a,, --- > 0 nezdporné konstanty. Potom pro

Px =3 a, Px, a libovolnou borelovsky méritelnou funkci h: R — R plat/
n=1

thdpnglanﬁ[hdpxn.

Pokud navic Y. a, =1, je Px rozdéleni pravdépodobnosti a plati
n=1

Ep, (h) = Z anEpy, (h).
n=1
[ S

Véta Fika, ze pokud je Px konvexni kombinaci nejvyse spoCetné mnoha
rozdéleni pravdépodobnosti, Ize stfedni hodnotu vzhledem k Px pocitat
jako stejnou konvexni kombinaci stfednich hodnot vzhledem
k jednotlivym rozdélenim pravdépodobnosti.
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Uvazujme nadhodnou veli¢inu X ~ Po(1). Vime, ze
X

A
P(X=x)=e*=, x=012...
X

Pro kazdou B € B nyni Ize psat

P-4 5

Xx€B

A Lo

Ax

Mame konvexni kombinaci Py = . a, §, a podle pfedchozich vét tedy
x=1
dostavame znamy vztah

[ %) ~ /lx
Ep (h) = Y acBs, (h) = Y& h(x).
x=1 x=1 .

Uvédomte si, Ze uvedeny postup lze pouzit pro kazdou nahodnou veli¢inu
diskrétniho typu.
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Pro libovolnou borelovsky méfitelnou funkci f : R — R s vlastnostmi
f(x) >0, [ f(x)dA(x) =1, kde A je lebesgueova mira na R, definujeme
R

rozdéleni pravdépodobnosti

PY(B):ff(x)IB(x)d/\(x), BeB.
R

Takova funkce f se nazyva hustota (rozdéleni) pravdépodobnosti
(vzhledem k Lebesgueové mifie) (pdf, probability density function).

Casto se zkracené pise
Pe(B)= [ f= [ far
B B
dPy

dokonce Ize symbolicky psat dPy = fdA, resp. f = -

Pozdéji zjistime, Ze hustota pravdépodobnosti f je vlastné
Radonovou-Nikodymovou derivaci rozdéleni pravdépodobnosti Py
vzhledem k Lebesgueové mife A a odtud plyne i pojmenovani, ze Y je
nahodnou veli¢inou absolutné spojitého typu.
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Tvrzeni

Necht rozdéleni pravdépodobnosti Py m3 hustotu f vzhledem
k Lebesgueové mire A. Pro libovolnou borelovsky méritelnou funkci
h:R - R potom plati

Ep, (1) = fthX:ff(x)h(x)d)L(x),
R R

pokud alespori jedna strana rovnosti existuje.

Integral vpravo v tvrzeni véty je pfitom Lebesguellv. Z teorie miry je
znamo, Ze existuje-li Riemanniv integral, oba integraly maji stejnou
hodnotu,

[ 1@ @) = [ £ o d.

Riemanniiv integral existuje nap¥. pokud je mnozina B konecnym
sjednocenim intervalli, presnéji pokud hranice mnoziny B méa nulovou
miru, A(dB) = 0.
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Ptiklad

UvaZujte pravdépodobnostni prostor (Q = [0;1],.4,1) s Lebesgueovou
mirou na intervalu [0;1] a ndhodnou veli¢inu X,

L, 0<w<:
X(w) =420 F<w<i.
w?, %gwgl

Spotitejte pravdépodobnosti A(X € [0;1]) a A(X € [3;1]).
[52/2 20,957, %2 = 0,707
Priklad
Necht Py = 18, + 18, + 1Py, kde Y ~ N(0;1).
Ovéfte vypottem, ze E(X) = 2, E(X?) = £, Var(X) = 2.
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Priklad
Necht Y ~ N(0;1) s hustotou pravd&podobnosti ¢(y) =

[-37°]:

Pomoci ptedchozi véty odvod'te zndmé vzorce E(Y) = f yo(y)dy =0,

E(Y?) = [ yp(y)dy =1

Ptiklad
UvaZujte dvé nezavislé ndhodné veli¢iny Y,Z, Y ~ N(0;1),
P(Z=0)=P(Z=1)=3. Necht X=Y Z.

Zapiste rozdéleni pravdépodobnosti Py. [Px = 180+ 1 Py]

Ptiklad
Pro X ~ Po(1 = 5) odvod'te a &iselné spotitejte E(X), E(X?), Var(X)
a E(3%).
[5=1:30;5 = A;e!® = 22026,47]
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Ptiklad
Spotitejte E(X), E(X?) a Var(X) pro Px = 18, + 11, kde A je
Lebesgueova mira na intervalu [0;1].

(35 %]
P¥iklad
Spotitejte E(X), E(X?) a Var(X) pro Px = 18, + 2Py, kde Y ~ N(0;1).
[3:2:4]
P¥iklad

Uvazujte dvé nezavislé ndhodné veli¢iny Y,Z, Y ~ N(0;1),
P(Z=-1)=P(Z=1)=1. Necht X=Y Z.

1» Zapiste rozdéleni pravdépodobnosti Px.  [Px = Py, tj. X ~N(0;1)]
2» Ovétte, ze P(|X|=Y]) =1.

3» Ovérte, ze X, Y nejsou nezavislé.

4» Ovéfte, ze Cov(X,Y) =0.

5» Zamyslete se nad vysledky predchozich dvou podikoli.
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Lebesgueova-Stieljesova mira,
Lebesgueliv-Stieljesiv integral




Tvrzeni

Necht F: R — R je neklesajici a zprava spojita funkce a J je systém
intervald J = {(a,b]; a,b, e R,a <b}. Potom mnoZinova funkce

ur : J — R definovana predpisem yp((a, b]) = F(b) - F(a) je o-aditivni.
L

Tvrzeni

Necht F: R - R je neklesajici a zprava spojita funkce. Potom existuje
pravé jedna mira up definovand na BB, takova, Ze

ur((a,b]) =F(b) - F(a) proa,beR, a<b.

L

Definice

Mira pp : B - R z pfedchozi véty se nazyva Lebesgueova-Stieltjesova

mira indukovana funkci F.
L

Lebesgueova mira A je specidlnim pfipadem Lebesgueovy-Stieltjesovy
miry ur pro identickou funkci F, F(x) = x. V tom pfipadé totiz mame

ur((a,b]) = F(b) - F(a) = b-a = A((a,b]).
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(D)

UvaZujme posloupnost nezdpornych Cisel ay, a,, --- > 0, jejiz fada

> o2, an konverguje. Necht xi,x,, ... je lib. posloupnost redlnych &isel.
Polozme F(x) = Y. a,. Potom F(x) je neklesajici a zprava spojita.

Xn<X

(S)

Necht f:R — R je (lebesgueovsky) integrovatelnd nezaporné funkce.
X

Potom funkce F(x) = [ f(u)du je neklesajici a zprava spojita.

—o00

Podminku neklesajici a zprava spojité funkce spliiuje mj. kazda
distribu¢ni funkce F. Nahodnym veli¢indm odpovidaji urcité distribucni
funkce a tedy i urcité Lebesgueovy-Stieltjesovy miry pp.

Tvrzeni

Necht F: R — R je neklesajici a zprava spojitd funkce a necht

xgmw F(x) =0, xh_}n{r)lo F(x) =1. Potom existuje ndhodna veli¢ina X

takova, Ze F je jeji distribucni funkci, tzn. Fx = F.
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Definice

Necht F: R — R je neklesajici a zprava spojitd funkce, ur je touto
funkci indukovana Lebesgueova-Stieltjesova mira a h: R - R je
borelovsky méfitelna funkce. Integral [ hdur se nazyva
Lebesgueiiv-Stieltjesiiv integral funkce h vzhledem k funkci F

a oznaluje se také [ hdup = [ hdF.

Pro B e B definujeme

fh(x)dF(x) = fhdypz fh(x)IBd/AF: ]oh(x)lg(x)dyp(x).
B B R —o0

L

Lebesgueliv-Stieltjesiv integral je specidlnim pfipadem integralu podle
miry, [ hdu, pro y = ug.

Lebesguetliv integrél je specialnim p¥ipadem Lebesgueova-Stieltjesova
integralu pro pp = A, F(x) = x.
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Za podminek (D) je borelovsky méfitelna funkce h integrovatelnd

vzhledem k funkci F, pravé kdyz fada Y. h(x,) p, absolutné konverguje,
n=1
tj. kdyz Y |h(x,)|pn < 00. V tom pFipadé mame
n=l oo

[ 1)) = ih(xn)pn _ Zh(xn) AF(xy).

—00

Za podminek (S) je borelovsky méFitelna funkce h integrovatelna
vzhledem k funkci F, pravé kdyz existuje integral [ h(x) f(x)dx.
V tom pfipadé mame

]oh(x) dF(x) = ]oh(x)f(x) dx.

a pro B ¢ B dile fh(x)dp(x) - fh(x)f(x)lg(x)dx.

Je-li F diferencovatelnd, mame dF(x) = F'(x)dx = f(x) dx.
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Zameéna integralu a derivace,
momentova vytvorujici funkce




Uvazujme posloupnost ndhodnych veli¢in Xj, X5, ... konvergujicich skoro
jisté, X, 2%, X. Znamens to také, Ye lim E(X,) =E(X)? Vime, Ze
n—oo

obecné to neplati.

Véta o monotonni konvergenci fika, ze za podminek X, ~ X
a E(X;) > —oo opravdu plati lim E(X,) = E(X).
n—o00

Tvrzeni (O dominované konvergenci)
Necht X, Xy, X,, ... jsou ndhodné veli¢iny na pravdépodobnostnim

prostoru (Q, A, P), necht X, L Xa existuje ndhodna veli¢ina Y,
E(Y) < o0, |X,| <Y proneN. Potom plati lim E(X,) = X.
n—o00

Tvrzeni plati specialné pro konstantni ndhodnou veli¢inu Y = ¢, tzn. pro
omezené nahodné veliCiny X,,.
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Tvrzeni (zaména poradi derivace a integralu)

Necht {X,(w); te (a,b)} je mnoZina ndhodnych velicin na

pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P) zavislych na parametru ¢,

s kone&nymi stfednimi hodnotami. Necht pro viechna w e Q a t € (a,b)
0

existuje derivace gXt(w) = X}(w). Potom X jsou opét ndhodné

veliciny.

Daéle necht existuje ndhodn veli¢ina Y, E(Y) < oo, |X|(w)| < Y(w) pro

vSechna w € Q a t € (a,b). Potom funkce ¢(t) = E(X;) je

diferencovatelnd, ma konecné derivace ¢'(t) = %qb(t) a plati

#()= LEX)=E(X)  prote(ab).
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Definice (Momentova vytvotujici funkce)

Momentova vytvorujici funkce (mgf, moment generating function)
nahodné veli¢iny X na pravdépodobnostnim prostoru (Q,.A, P) je funkce

Mx(s) =Ep (eX) = Ep, ("), seR.
L
Vlastnosti momentové vytvorujici funkce:
> Mx(0) =1,
> pro s # 0 mize byt Mx(s) = oo,
> pro nezavislé ndhodné veli¢iny X,Y je Mx.y(s) = Mx(s) My(s),
pro Y ~ N(0;1) je My(s) = exp[-15?].

v
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Tvrzeni (vypocet momentii)

Necht X je ndhodn4 veli¢ina s momentovou vytvofujici funkci Mx(s),
Mx(s) < oo pro|s| < & pro néjaké & > 0. Potom E (|X"|) < oo pro
vSechna n € Ny a plati

My (s) = i B(x"),

MP(0) = MX(s) =E(X*), keN.

s=0
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Tvrzeni (Fubiniova véta)

Necht u je o-kone¢nd mira na (Q,.Ay), v je o-koneénd mira na
(Q2,Az) a necht y x v je soucinovd mira na A; x A;. Pokud

h(x,y): Ay x Ay > R je funkce méfitelnd vzhledem k u x v, potom plati

f waton) = [ [ 1)) aute) = [ f 10 aut)avir),
(TR 07 Qy "y

Q1xQy

pokud [, o h*d(uxv) < oo nebo [, . h™d(uxv)<co.
Vhnitfni integraly pFitom mohou byt nekonecné nebo nedefinované na
mnoZiné miry nula.

L
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o-linearita stredni hodnoty

Necht = P je pravdépodobnost, v je &itaci mira na N a X, X, ... jsou
ndhodné veli¢iny s 3 E (| X,|) < co. Potom plati E(Z X,,) = > E(Xy).
L n=1 n=1 n=1 o
Konvoluce

Necht X, Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozd&lenimi
pravdépodobnosti y = Px, v = Py.
Potom X + Y ma rozdéleni pravdépodobnosti Px * Py, kde

(Py * Py)(A) = fPX(A—y)dPy(y) - ny(A—x)dPX(x), AcR,
R R

kde A-y={a-y; acA}.
Navic, pokud Px ma hustotu f a Py ma hustotu g vzhledem
k Lebesgueové mite A, potom Px * Py ma vzhledem k A hustotu f * g,

(f+@) = [ f=9g ) = [ f)gz-x)dx), xR
R R

L _
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Slaba konvergence, konvergence
v distribuci




Definice

Posloupnost rozdéleni pravdépodobnosti Pj, P,, ... ndhodnych veli¢in
X1, Xy, ... konverguje slabé (weak convergence) k rozdéleni
pravdépodobnosti Px nahodné veli¢iny X, pokud pro vSechny omezené
spojité funkce h: R — R plati

lim [ hdP, —fthX

n—»oo

Slaba konvergence rozdéleni pravdépodobnosti je ekvivalentni

. , v L . /. .. . d
konvergenci ndhodnych veli¢in v distribuci (in distribution), X, — X,

definované jako bodova konvergence distribu¢nich funkci

lim F,(x) = lim P(X, < x) = Fx(x) pro vSechna x € R, kde je F(x)
n—>oo n—oo

spojita.

L
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Tvrzeni

Nasledujici vyjadreni jsou ekvivalentni:

1» posloupnost rozdéleni Py, P,, ... slabé konverguje k Py,

2» ’}Lngo F,(x) = Fx(x) pro vSechna x € R, Px({x}) =0,

3» lim Py(B) = Px(B) pro vSechny B € BB, s nulovou mirou hranice,
Py(3B) = 0.

4» lim [ hdP, = [ hdPx pro vSechny omezené borelovské funkce h

R R

n—oo

s nulovou mirou bodi nespojitosti,
5» Skorochodova véta (Skorohod’s theorem):
na stejném pravdépodobnostnim prostoru existuji nahodné veli¢iny
Y,Yl,Yz, ey takové, zZe PY = Px, Pyn = Pn, n=12,...,
ay, -5y,
L -
Tvrzeni (postacujici podminka konvergence v distribuci)
P d
Pokud X, — X, potom X, — X.
L .
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Shriime si poznatky o konvergencich:
s.j. P d
X, —X=X,—-X=X,—X = X,— X

Opacna posledni implikace neplati obecné, pouze ve tvaru Skorochodovy

. d s.j. .. . v Vo s
véty: X, —X =Y, 2y, Konvergence v distribuci totiz nerika
nic o vztahu nahodnych veli¢in X, Xj, X,, ..., hovorfi jen o jejich rozdéleni
pravdépodobnosti.

Speciélné v pfipadé konstantni ndhodné veli¢iny X = ¢ vSak ekvivalence
plati v celém Fetézci konvergenci.

Priklad

UvaZujme i.i.d. ndhodné veli¢iny X, X1, X5, ..., P(X = 1) =
P(X,=#1)=3,n=12,...

1
20

Z¥ejmé X, — X. Ale P(|X, - X|>2) = 1, lim P(|X, - X|>2)=1 =0,
n—o00

1
20

P s.j.
takze X, -~ X a tedy X, -~ X.
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Nasledujici tvrzeni je velmi uziteCnym nastrojem ve statistice.
Tvrzeni (Slutského véta, Slutsky theorem)

Necht X, X1, Xs, ..., Y1, Y, ... jsou ndhodné veliliny, takové, Ze
d P
X,—X,Y,—c ceR.

Potom plati:

b X+ Y, - Xte, X, -Y, -5 X-¢
d

b X, Y, -5 X,

pro ¢ # 0.

| &
o
o 15
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Charakteristicka funkce, centralni
limitni véta




Definice (Charakteristicka funkce)
Charakteristicka funkce (characteristic function) ndhodné veli¢iny X
na pravdépodobnostnim prostoru (Q,.A4, P) je funkce yx : R - C,

Illx(t) =Ep (eitX):EpX (e”x), teR.
L

Vlastnosti charakteristické funkce:
> yx(0) =1,
> pro nezavislé nahodné veli¢iny X, Y je yx.y(t) = wx(£) wy (1),
» protoze |e'*| =1, vzdy plati |yx(¢)] <1,
> yx je vzdy stejnomérné spojita funkce,
pro Y ~ N(0;1) je yy(t) = exp[-1£].

v

97/117



Tvrzeni (vypocet momentii)

Necht X je ndhodn3 veli¢ina s koneénym n-tym momentem, tj.
E(]X"|) < o0, a s charakteristickou funkci wx(t). Potom pro
k=0,1,...,n plati

(k)(t) E[(lX)k 1tX]) (k)( )_ atkwx(t) =ikE(Xk).

t=0
L N

Tvrzeni (Fourierova véta o jednoznaénosti)

Necht X,Y jsou ndhodné veli¢iny. Potom Px = Py, pravé kdyZ yx = yy.
L -
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Tvrzeni (Fourierova véta o inverzi)

Necht yx je charakteristickd funkce ndhodné veli¢iny X s rozdélenim
pravdépodobnosti Px. Pro a,b, € R, a < b, Px({a}) = Px({b}) =0,

potom plati T ita eith

Px([ab]) = lim [ == yx(r)dt
-T

L

Tvrzeni (O spojitosti)

Necht P, Py, Ps, ... jsou rozdéleni ndhodnych veli¢in X, X1, X, ...

s odpovidajicimi charakteristickymi funkcemi v, y1, v, .. ..

Potom {P,}"_, konverguje slabé k P, tj. X, — X, pravé kdy

,}Lngo v, (t) = w(t) pro vSechna t € R, tj. pravé kdyZ posloupnost

charakteristickych funkci konverguje bodove.
L
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Tvrzeni (Centralni limitni véta, Central Limit Theorem)

Necht X,,X,, ... je posloupnost ndhodnych veli¢in s kone¢nou sttedni

hodnotou m a koneénym rozptylem s*. Oznaéme Easteéné soucty

Sy = kfj Xk. Potom pro n — oo rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych
=1

veli&in Sz mn

S,—-mn 4
— —Y, Y ~N(0;1).
T (0:1)

S, —
» Pro kazdé x e R:  lim P("mn < x) = D(x).
n—oo sv/n
S,—-mn d
» ——

=y, Y ~ N(0;52).
NG (055°)

7 slabé konverguje k N(0;1) rozdéleni pravdépodobnosti,
s\/n
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Slabou konvergenci rozdéleni pravdépodobnosti, resp. konvergenci
nahodnych veli¢in v distribuci, lze dokazat i bez explicitniho vyuziti
charakteristické funkce nebo Véty o spojitosti, pomoci tzv. metody
momentd.

Definice

Oznaéme momenty rozdéleni pravdépodobnosti Py:

ock:kadPX(x), k=12,...
R

Predpokladejme, Ze vSechny tyto momenty «j existuji a jsou konecné.
Pokud Py je jediné rozdéleni pravdépodobnosti, které ma tyto

momenty, fikdme, Ze Px je urcené svymi momenty.
L

Ktera rozdéleni pravdépodobnosti jsou uréena svymi momenty?
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Tvrzeni

Necht X je ndhodn3 veli¢ina s momentovou vytvofujici funkci Mx(s),
kterd je omeze na na néjakém okoli poéatku, tj. Mx(s) < oo pro|s| < 8
pro néjaké § > 0. Potom rozdéleni pravdépodobnosti Px je urcené svymi
momenty, tedy i ur¢ené svoji momentovou vytvorujici funkci.

L
Tvrzeni

Necht rozdéleni pravdépodobnosti Px je urcené svymi momenty. Dale
necht Py, Ps, ... jsou rozdéleni pravdépodobnosti posloupnosti
nahodnych veli¢in X1, X,, ..., takovd, Ze [ x* dP,(x) < oo pro kaZdé

R
k,neN a lim [ x¥dP,(x) = [ x* dPx(x) pro kaZdé k e N. Potom
TR R

d . .
X, — X, tzn. posloupnost rozdéleni pravdépodobnosti slabé
konverguje k Px.

Tvrzeni vlastné Fika, Ze z konvergence momentl plyne slabad konvergence,
resp. konvergence v distribuci.
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Radonova-Nikodymova derivace,
dekompozice rozdéleni
pravdépodobnosti




Definice (Absolutni spojitost mér)

Necht p,v jsou g-kone&né miry na méfitelném prostoru (Q,.A). Mira u
je absolutné spojita (absolutely continuous) vzhledem k mife v, y < v,
pokud pro vSechny A € A plati: v(A) =0 = u(A) =0.

L N

Tvrzeni (Radonova-Nikodymova véta)

Necht p,v jsou a-koneéné miry na méfitelném prostoru (Q, A). Potom
Y << v, pravé kdyZ existuje nezdpornd méritelna funkce f: Q - R,
takova, ze

y(A):/f(w)dv(w):ff(w)IA(w)dv(w) pro Ac A.

Tato funkce f je pfitom urcena jednoznacné aZ na mnoZinu miry nula.

L N

Definice (Radonova-Nikodymova derivace)

Funkce f z Radonovy-Nikodymovy véty se nazyva

d
Radonova-Nikodymova derivace a &asto se znadi f(w) = —‘u(

! 3 w).
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Radonova-Nikodymova derivace je vlastné nahodnou veli¢inou.

Pro kazdou nihodnou veli¢inu (méfitelnou funkci) X : Q - R a kazdou
A e A plati

[ X (@ (o) = [ x(0) L (@) dv(w)

Pokud obé uvazované miry jsou pravdépodobnostni, P =y, Q = v,
P «< Q, dostavame

fX(w)dP(w) < fX(w):—g(a))dQ(w).
A A

Speciélné pro A = Q pak obdrZime vzorec pro vypocet stfedni hodnoty
nahodné veli¢iny vzhledem ke dvéma pravdépodobnostnim mirdm P <« Q,
dP )
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Definice
Rozdéleni pravdépodobnosti Py je:

» diskrétni,

pokud Px(R) = ¥ Px({x}) pro nejvyse spotetnou mnozinu M c R.
xeM

» absolutné spojité (vzhledem k Lebesgueové mive 1),
pokud existuje nezdporna borelovsky méfitelna funkce f: R — R,
takova, ze pro kazdou B € B plati

Px(B) = [ £(x)dA(x) = [ f(x)1(x) dA(x).
B R

» singularni spojité (vzhledem k Lebesgueové mive 1),
pokud Px({x}) = 0 pro viechna x € R, ale pfitom existuje mnoZina
McR: AM(M) =0, Px(M) =0.
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Tvrzeni (Lebesgueova dekompozice rozdéleni pravdépodobnosti)
KaZdé rozdéleni pravdépodobnosti Px Ize jednoznacné rozloZit do tvaru
Px = Pp + Pag + Ps, kde

> Pp je diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti,
> Pas je rozdéleni pravdépodobnosti absolutné spojité vzhledem k A,

» Ps je rozdéleni pravdépodobnosti singularni spojité vzhledem k A.

Tvrzeni (Lebesgueova dekompozice mér)
Pokud p,v jsou dvé g-kone¢né miry na méfitelném prostoru (Q, A),
potom u lze jednoznacné rozlozZit do tvaru
U= Has + Us, kde
> Uas je mira absolutné spojitd vzhledem k v, pas << v,

> us je singuldrni mira vzhledem k v, o
tj. existuje mnozina M S R: v(M) =0, us(M) =0.
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N

Podm

néna pravdépodobnost,
podminén

néna stredni hodnota

- -




Vime, Ze pro podminénou pravdépodobnost plati
P(ANnC)

P(AIC) = =5

, pokud P(C) > 0.

Obecnéji, pokud Y je ndhodn veli¢ina a P(C) > 0, Ize definovat Y|C,

rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y podminéné jevem C,

predpisem

P((YeB)nC)
P(C)

Podobné Ize definovat i podminénou stfedni hodnotu,

B(T10) - [ yebne = Sy
Q

Py(c(B) = P(Y € B|C) = . BeB.

Uvedeny postup vSak zcela selhdva v pfipadé P(C) = 0. Podminéné
pravdépodobnosti a podminéné stredni hodnoty i za podminky s nulovou
pravdépodobnostni vSak v praxi bézné potfebujeme, nap¥. pfi vypoctech
marginalnich charakteristik ve vicerozmérnych rozdélenich. Pro korektni
definici tak musime zvolit zcela jiny, neintuitivni, pFistup.
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Definice

Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Mnozina H je
sub-c-algebra, pokud H € A a je o-algebrou na Q.

Nahodna veli¢ina X na (Q, A, P) je H-méfitelna, pokud

{weQ: X(w)<x}eH pro viechna x € R.

Dale definujeme

o(X)={{XeB}:BeB}={{weQ:X(w)eB}:BeB}.
L .

Uvédomte si, Ze o(X) je vzdy sub-o-algebrou.
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Definice (podmifiovani nahodnou veli€inou)
Necht X,Y jsou ndhodné veli¢iny na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P), E(]Y]) < 00, a necht A€ A je jev.
» Podminéna stfedni hodnota E(Y | X) ndhodné veli¢iny Y p¥i dané
X je ndhodna veli¢ina E(Y | X)(w), pokud je o(X)-méfitelnd a pro
vSechny B € B spliuje

E[E(Y|X) I{xep) ] = E[Y I{xep -

» Podminéna pravdépodobnost P(A|X) jevu A pfi dané X je
ndhodn3 veli¢ina P(A| X)(w) = E(14| X)(w), pokud je
o(X)-méfitelnd a pro vdechny B € B spliiuje

E[P(A|X)I{xep) | = P[An{X e B}].

[ S

Podminénou pravdépodobnost i podminénou stfedni hodnotu zavadime
jako ndhodné veli¢iny na o(X), coZ je zcela neintuitivni. Jsme totiz zvykli
s pravdépodobnosti i se stfedni hodnotou pracovat jako s Cisly. Tento
novy pristup vsak umoznuje prekonat problémy s podminovanim jevy

s nulovou pravdépodobnosti. 109/117



P¥i volbé B = R dostavame

E[P(A|X)I{xer)] = P[An{X eR}] = P(An Q) = P(A),

E[E(Y|X)I{xer}] = E[Y Lixery | = E(Y -1) = E(Y).

To znamen4, Ze v priméru pres vSechny mozné hodnoty ndhodné veli¢iny
X se P(A|X) chova jako P(A) a E(Y|X) jako E(Y).
Jiz vime, Ze stredni hodnoty nejsou ovlivnény zménami na mnoziné miry
nula. Podminéné pravdépodobnosti a podminéné stfedni hodnoty jsou
proto uréeny jednoznacné az na mnozinu miry nula.

Tvrzeni

Necht X,Y jsou ndhodné veli¢iny na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A,P) a Ae A je jev. Potom podminénd pravdépodobnost P(A|X)
a podminénd stfedni hodnota E(Y | X) vZdy existuji a jsou uréeny

Jjednoznacné aZ na mnoZinu miry nula.
L S
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Konstrukce
Pro H € 0(X) zavedeme néasledujici miry:

> P, jako restrikci P na o(X), tj. Po(H) = P(H),

> v predpisem v(H) = P(An H),

> ', u” predpisy " (H) =E(Y" 1) a u™(H) = E(Y" I).
Vsechny zavedené miry jsou pfitom absolutné spojité vzhledem k Py,
v << Py, uyt < Pyayp” <Py Podle Radonovy—Nikodymovy tedy véty
existuji Radonovy-Nikodymovy derivace —(w) ( ) a ‘l; (w)
a jsou urceny jednoznacné az na mnozinu m|ry (PO) nuIa. ’

Nyni definujeme
> BV X)(@) = 2o (@) - T (@),

» P(A|X)(w) = d—PO(aJ).
L -
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Definice (podmifiovani sub-o-algebrou)
Obecné definujeme podminénou stfedni hodnotu E(Y |H)(w)
a podminénou pravdépodobnost P(A|#H)(w) za podminky dané
sub-o-algebrou H jako H-méfitelné ndhodné velidiny spliujici pro
vSechny H € H podminky

E[E(Y|H) 1] =E[YIy],

. E[P(A|H)1y]=E[E(I4|H)1y] = P[AnH].

Konstrukce
Pro H € H zavedeme nasledujici miry:
> P, jako restrikci P na H, tj. Py(H) = P(H),
» v predpisem v(H) = P(An H),
> u',u~ predpisy u*(H) =E(Y"1y) a p~ (H) =E(Y" 1y).

Nyni definujeme
du* du”
E(Y = — -—
> E(Y ) (0) = (@) = (),

dv
» P(A|H)(w) = dTDO(w)- 112/117
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P¥i volbé H = o(X) zjistime, Ze vlastné plati

P(Alo(X)) = P(A]X),  E(A[o(X)) = E(A]|X).

P¥i volbé H = {@, Q} obdrzime konstantni ndhodné veli¢iny

P(Al{2,0})(w) = P(A),  E(A|{2,Q})(w) = E(Y).

P¥i volbé H = A obdrzime

P(AJA) () = 1a(w),  E(A[A)(0) = Y(w).
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Definice
Podminény rozptyl ndhodné veli¢iny Y pfi dané ndhodné veliciné X,
resp. pfi dané sub-g-algebte H, je

Var(Y | X) = E[(Y - E(Y | X))’| X],
Var(Y |H) = E[(Y - E(Y | %))’ | #].
L
Podminény rozptyl kvantifikuje rozptyl Y pfi znalosti X.
Tvrzeni
Pokud Var(Y) < oo, potom plati
Var(Y) = E[Var(Y | X)] + Var[E(Y | X)],
Var(Y) = E[Var(Y|H)] + Var[E(Y | H)].
L

Nepodminény rozptyl |ze rozlozit na stfedni hodnotu podminéného
rozptyl a rozptyl podminéné stfedni hodnoty.
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Tvrzeni

Necht X,Y jsou ndhodné velic¢iny na pravdépodobnostnim prostoru
(Q,A,P), E(Y) <00, E(XY) < 0o, H je sub-o-algebra a necht X je
‘H-méfitelna.

Potom s pravdépodobnosti 1 plati
E(XY|H) = XE(Y|H).
L

Tvrzeni

Necht X je ndhodnd veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P), E(X) < o0 a necht Hy € H, jsou dvé sub-o-algebry.

Potom s pravdépodobnosti 1 plati

E[E(X|Ha) | H1] = E(X|H)).
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Martingal

Definice (Diskrétni martingal)
Nahodny proces s diskrétnim éasem Xo(w), Xj(w), X5 (w), ... je
martingal (martingale), pokud pro viechna n € Ny plati

> E(|Xn|) < 00,

» (X1 | X0 Xis - > X)) = E(Xps1 | 0(Xo, X, -, X)) = X
[ —
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