Néktera rozdéleni pravdépodobnosti | Alternativni rozdélent Normalni rozdéleni
Binomické rozdéleni Chi — kvadrat rozdéleni
Poissonovo rozdéleni Studentovo rozdéleni
Negativné binomické rozdéleni Fisherovo rozdéleni
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Charakteristiky nahodné veli¢iny

Priklad PASTELKY:
Jaka je primérna délka pastelek ve vasem vybéru?

Jaky je prumérny pocet Cervenych pastelek ve vasem vybéru?
Jaké barvy a s jakou pravdépodobnosti se vyskytuji ve vasem vybéru?

Tato &isla jsou vybérové odhady. Ceho?

- Populacniho prameéru. Statisticky ndzev je stfedni hodnota.
Podobné muizeme spocitat vybérovy rozptyl a smérodatnou odchylku.

To, co umime spocitat, jsou vybérove odhady.
Jak vypadaiji jejich teoretické protejsky — populacni parametry?




Nahodna veliéina | Rozdéleni pravdépodobnosti Stfedni hodnota, rozptyl Kovariance
Distribucni funkce Miry diverzity Vlastnosti stfredni hodnoty a rozptylu
Hustota pravdépodobnosti Nahodny vektor Normovani
Kvantilova funkce Nezavislost nahodnych velicin Korelacni koeficient

Chara kteristiky nahodné veIiEiny (populacni charakteristiky)

Stredni hodnota u,, EX [expected value, mean value]
0]

veli¢ina X s diskrétnim rozdélenim
+ Xj" je typicka hodnota

puy = EX = f x - f(x)dx velicina X se spojitym rozdélenim

— oo f(x) je hustota

e Jeto ,vazeny prumeér” vSech moznych hodnot veliCiny X, vazime pomoci
pravdépodobnosti Ze hodnota nastane

* Odvodime to cestou z vyberoveho prumeéru na populacm prl‘]mér:

n

1 cela populace 1
ok & xz—Nan 4

=1 =1

relativni Cetnost x;* ~ pravdépodobnost




Pojmy Charakteristiky polohy
Vybérovy soubor Charakteristiky rozptylu
Matematické znaceni

Populaéni medidan [population median]

Stale oznacuje ,,prostredni” hodnotu, ale populace muze byt az
nekonecna, nejsme tedy schopni jedince ocislovat.

Stale plati, ze 50 % vSech hodnot je mensich a 50 % vétsSich nez
median, ale definice je vedena pres pravdépodobnost:

P(X < median) =0.50 a P(X> median)=0.50




Nahodna veliéina | Rozdéleni pravdépodobnosti Stiedni hodnota, rozptyl Kovariance
Distribucni funkce Miry diverzity Vlastnosti stfredni hodnoty a rozptylu
Hustota pravdépodobnosti Nahodny vektor Normovani
Kvantilova funkce Nezavislost nahodnych velicin Korelacni koeficient

(Populacni) rozptyl 6?,, var X [variance, dispersion]

 Ruzné zpUsoby zapisu:
0’y =varX =D(X) = E(X — EX)? = E(X — uy)?
- j (x — px)* f(x)dx

Opét vazeny Ctverec vzdalenosti nahodné veliCiny X od jeji stredni
hodnoty EX, vazime pravdépodobnosti, ze hodnota X nastane.
Rozptyl ma jiné méritko nez pivodni ndhodna veliina.

(Populacni) smérodatna odchylka o,, sd X [standard deviation]

Oy =+ O'ZX — SD(X) — \/D(X)

 Odmocnina z populacniho rozptylu
* Ma stejné méritko jako plvodni nahodna veli¢ina




Nahodna veliéina | Rozdéleni pravdépodobnosti Stredni hodnota, rozptyl Kovariance
Distribucni funkce Miry diverzity Vlastnosti stredni hodnoty a rozptylu
Hustota pravdépodobnosti Nahodny vektor Normovani
Kvantilova funkce Nezavislost nahodnych velic¢in Korelacni koeficient

Miry diverzity, entropie
e Variabilita veli¢iny na nominalni stupnici (napf. barva kvétl)

Méli jsme entropii vybérového souboru:
m

n; n; | Kategorie jsou ocCislovany, ale vypocet
H=— E L. In-

n n charakteristik neni ovlivnén poradim kategorii.

j=1

Shannonova entropie je populacni obdoba, misto relativnich Cetnosti
ma primo pravdepodobnosti

m
Pouziva se jako mira diverzity, mira
H = _Z pj - In(p;) bohatosti spoleéenstva.
j=1

Simpsonuv index (Giniho index)

m , m Prava strana rovnice popisuje prst
1-— 2 pj- = 2 pj- (1 — p,-) mezidruhového setkani pfi
j:l j=1

neomezene velkém spolecCenstvu.




Nékteré modely rozdéleni pravdépodobnosti

Vizte samostatnou prezentaci ,Néktera rozdéleni”.




Vybérovy priimér Stredni hodnota vybér. priméru
Vybérovy rozptyl a smér. odchyl. Rozptyl vybérového priméru
Vlastnosti odhadu SD vybérového priméru
Konecnostni nasobitel

BOdOVV odhad parametru [point estimate of the parameter]

Zakladni predpoklad dalsiho odvozovani:
mam vybér n hodnot (X, X,, X3, ..., X;,), které jsou iid., tedy vzajemné
nezavislé a vSechny pochazeji ze stejného rozdéleni prsti.

K odhadu typické hodnotv (charakteristika polohy) nejcastéji pouzivame

vybérovwy primér X ==Y"_X; [sample mean]

Protoze vybérovy prﬁmerje nahodna veliCina, ma smysl se ptat:
a) jaka je jeho stredni hodnota [expected value of the estimate]
b) jaky je jeho rozptyl [variance of the estimate]
c) jaka je jeho smérodatna odchylka [standard error of the estimate]

Populacni charakteristiky pruméru (odvozeni dale):

_ _ O
EX=u var X = sd X =—

Vn

rameér
o2
n




Odvozeni pro vybérovy prumer:

(a) Stredni hodnota vybérového primeéru:

n n n
EX=E 12X —1ZEX—12 —1 =
= n i _”-1 i_n_lu_nn”_”
1= 1=

= \
vlastnost stfedni hodnoty: E(X +Y) = EX + EY

* tento odhad je nestranny, protoze EX = u




Vybérovy priimér Stredni hodnota vybér. priméru
Vybérovy rozptyl a smér. odchyl. Rozptyl vybérového priméru
Vlastnosti odhadu SD vybérového priméru
Konecnostni nasobitel

Odvozeni pro vybérovy prumer:
(b) Rozptyl vybérového pruméru:

n n n 2

— 1 1 1 1 )
varX = var —in = — var in =— EvarX,- =—'n-0°=—
n n n n

n2
i=1 / i=1 \ i=1

var(B - X) = B - varX (1) vsechna X; jsouiid., proto cov(Xi, Xj) = 0 proVi,j
(2Q)var(X+Y) = varX + varY + 2cov(X,Y)

 n=1 > var X{ = o*

« vétdin = mensirozptyl X
* problém: @2 vétiinou nezname




Vybérovy priimér Stredni hodnota vybér. priméru
Vybérovy rozptyl a smér. odchyl. Rozptyl vybérového priméru
Vlastnosti odhadu SD vybérového priméru
Konecnostni nasobitel

Odvozeni pro vybérovy prumer:
(c) Smérodatna odchylka vybérového priméru:

_ — O
S.E.(X)=+vvarX :\/_ﬁ

fikame ji stredni chyba pridméru [standard error of mean, SEM]

casto se uvadi ve vysledcich ¢lankd

charakterizuje ,,presnost” odhadu (pozor: presnost odhadu ve smyslu
stredni kvadratické chyby (viz dale) zahrnuje i vychyleni odhadu)

plati: ¢im vétsi vybér (n), tim presnéjsi odhad

SEM zavisi na parametru o, ktery vétSinou nezname a nahrazujeme ho
vhodnym odhadem, napt. vybérovym rozptylem (za chvilku). Slovni
oznaceni ,stredni chyba“ se pouziva i tehdy, kdyz misto o pouziji odhad.




Vybérovy primér

Vybérovy rozptyl a smér. odchyl. Stfedni hodnota vybér. rozptylu
Vlastnosti odhadu

Konecnostni nasobitel

Bodovy odhad variance — vybérovy rozptyl

K odhadu variability hodnot v populaci nejcastéji pouzivame

Sl , 1 v :
vybérovy rozptyl S§% = EZ?=1(Xi — X)? [sample variance]

stredni hodnota vybérového rozptylu:
ES? = ¢*

rozptyl vybérového rozptylu bézné nepotrebujeme, proto neuvadim

Sl , , 1 - vy ve
vybérovy momentovy rozptyl Sn2 = X - X)? vétsinou

. y 1 : . .
nepouzivame, protoze o - podhodnocuje skuteény parametr a2 (dale)




Vybérovy primér

Vybérovy rozptyl a smér. odchyl. Stfedni hodnota vybér. rozptylu
Vlastnosti odhadu

Konecnostni nasobitel

Vsuvka — jiny tvar vybérového rozptylu:

uzitecny tvar pro ,,rucni“ vypocet, pouziva se v algoritmech (je rychle;jsi):

n n

1 ] 1 o

$2=—— (X - 0P = —— ) (X2 - 2K + X?) =
i=1 i=1

n
2 _ zXin +n;?2> -
=1

_ X; _
: —2X-n2nl+nX2>=

n
_ _ _ 1 _
2X +nX +TlX2> = m(ZXlz —nX2>
i=1




Vybérovy primér

Vybérovy rozptyl a smér. odchyl. Stfedni hodnota vybér. rozptylu
Vlastnosti odhadu

Konecnostni nasobitel

Odvozeni vypoctu stredni hodnoty vybérového rozptylu

ESZ=E<nilz(Xi—)?)2>= ni1<ZXi2—n)?2> =
(D). e

_ 1 n(o? +u?)—n- 0—2+u2 _ (no? + nu? — 6% —nu?) =
n—1 n n—1

=—— (n-1)0? = ¢*

T n—-1

S>var X; =E(X; —EX;))? = E(X;* — 2X; EX; + (EX))?) =EX;” —2-EX;- EX; +
(EX))? =E X;* — (EX;)?

odtud: EXl-2 = varX; + (EX,-)2 = 0% + u?
- podobné: varX = E(X —EX)? =-- = E(X)? — (EX)?

— _ _ 2
odtud: EX? = varX + (EX)? = "7 + pu?




Bodovy odhad populacni SD — vybérova smérodatna odchylka

s =./s2

* tento odhad je vychyleny, skutecnou smér. odchylku v priiméru
podhodnocuje, protoze plati ES < o.




Vybérovy primér Nestranny odhad
Vybérovy rozptyl a smér. odchyl. Konzistentni odhad
Vlastnosti odhadu Vydatny, eficientni odhad
Konecnostni nasobitel Presnost odhadu

Vlastnosti bodového odhadu

Nestranny odhad (nevychyleny, nezkresleny) [unbiased estimation]

kdyz stredni hodnota odhadu = teoretickému parametru

pravé jsme méli: EX = u a ES? = ¢*

nestranny odhad systematicky nenadhodnocuje ani nepodhodnocuje
odhadovany parametr

pfiklad vychyleného odhadu — vybérovy momentovy rozptyl:
n

1 _ n-—1
ES,> =E ZZ(X" —X)2 | == m 02
i=1

vychyleni znatime B(02,S,%) = ES,* — 6% =

Sn2 podhodnocuje skuteény parametr a.




Vybérovy primér Nestranny odhad
Vybérovy rozptyl a smér. odchyl. Konzistentni odhad
Vlastnosti odhadu Vydatny, eficientni odhad
Koneénostni nasobitel Pfesnost odhadu

Vlastnosti bodového odhadu

Asymptoticky nestranny odhad

* kdyz odhad je sice vychyleny, ale se zvysujicim se rozsahem vybéru n se
vychyleni zmensuje az k nule

to je pripad vybérového momentového rozptylu:

n
1 _
Sn2 = Ezl(xi - X)Z
i=

n—1
ES, % = - o*

vychyleni ES, % — 6% = —%02

1 1
lim—-—6%2>——0%2=0
n—0oo n (0.0)




Vlastnosti bodového odhadu

Konzistentni odhad [consistent estimation]

pokud se s rostoucim rozsahem vybéru n odhad zpresnuje
E(odhadu) = parametr

a zaroven lim (var(odhadu)) =0

n—>00

plati napf. pro vybérovy priimér:
EX=u




Statistické metody: Bodovy odhad parametru | Vybérovy primeér Nestranny odhad
Intervalovy odhad parametru | Vybérovy rozptyl a smér. odchyl. Konzistentni odhad
Testovani hypotez | Vlastnosti odhadu Vydatny, eficientni odhad
Potrebny rozsah vybéru | Konecnostni nasobitel Pfesnost odhadu

Vlastnosti bodového odhadu

Vydatny, eficientni, nejlepsi nestranny odhad [efficient estimation]

* ma nejmensi rozptyl mezi vSemi nestrannymi odhady téhoz parametru

Presnost, kvalita odhadu [quality of the estimation]

merime pomoci stredni kvadratické chyby odhadu

vybérova chyba odhadu: odhad — parametr

zkratka MSE(odhadu) [mean squared error]

Kromé variability zahrnuje i vychyleni odhadu. Pro nestranné odhady
(vychyleni = 0) je to totéz jako var(odhadu) a potazmo S.E.(odhadu)

MSE (odhadu) = E(odhad — parametr)? = var(odhadu) + B?(odhadu) =
= E(odhad — E(odhadu))?+(E (odhadu) — parametr)?

pfiklad: MSE(S,2) = E(S,% — 02)" = --




Ze statistického slovniku:

Robustni = odolny

priblizné receno je to schopnost spocitat ,spolehlivy” vysledek, prestoze jsou
naruseny predpoklady testu, odhadu apod.




Statistické metody: Bodovy odhad parametru | Vybérovy primeér
Intervalovy odhad parametru | Vybérovy rozptyl a smér. odchyl.
Testovani hypotéz | Vlastnosti odhadu
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Konecnostni nasobitel

Vétsinou zahrnuje nas vybér méné nez 5 % jedincu z celé populace, proto
muUzZeme takovou populaci povazovat za nekonecnou.

Pokud ovsem vybirame z mensi konecné populace a rozsah vybéru je vétsi
nei 5 % véech jedinc(i, potom vyb&rovy priimér X z{istava nestrannym
odhadem populaéniho priméru, ale rozptyl X se ponékud zmensi. Aby byly
odhadované vlastnosti X spravné, je tieba rozptyl vynasobit koneénostnim

7 B N_
nasobitelem —n.
N-1
Tedy:

(Citace: Zvara, Karel: Biostatistika. Karolinum, Praha 2008.)




