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Vektory a pocitani s nimi

Definice
Mnozinu V' uspofadanych n-tic (z1,x2,...,z,) spolu s operacemi s¢i-
tani a nasobeni redlnym c¢islem definovanymi

($17x27”'axn)+(ylay25"‘7yn) - ($1+y1,$2+927~--7$n+yn)
c-(x1,me,...,xn) = (c-x1,¢- T2, ...,C" Ty)

pro viechna ¢ € R a (x1,z2,...,2n), (Y1,Y2,---,Yn) € V nazyvame
vektorovym prostorem. Prvky tohoto prostoru nazyvame vektory. Prvky
Z1,...,T, nazyvame slozky vektoru. Cislo n nazyvame dimenze pro-
storu V.

Je-li mnozina V' tvofena uspofadanymi n-ticemi realnych ¢éisel
oznacujeme prislusny vektorovy prostor R™.
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Skalarni soucin
Necht #, yy € R™ potom skaldrni soucin - i je definovan jako

Z-y=(x1,02,-.,%n)  (Y1,Y2,. .-, Yn) =T1Y1 + T2y2 + - + TnYn .

Velikost (norma) vektoru

Velikosti vektoru & = (x1,x3,...,2T,) € R™ rozumime nezédporné &slo

8= VE T =12l +a}+- - +a.

Odchylka vektori
Pro odchylku ¢ dvou nenulovych vektort & a i € R™ plati

8
<y

cos p =

=
5
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Linearni kombinace, zavislost a nezavislost vektoru

Linearni kombinace

Necht 71,2, ..., T, je konetné posloupnost vektori z vektorového pro-
storu V. Vektor &, pro ktery plati

T =t1T1 + todo + - - - + tp Ty,

kde t1,t9,...,t, jsou néjakad realné cisla, se nazyva linedrni kombinace
vektora &1, To, . .., Tn.

W
LZ a LN
Rekneme, Ze vektory &1, ¥a, ..., T, jsou linedrné zdvislé, jestlize existuji
realné ¢isla t1,1s, ..., t,, z nichz alespon jedno je riizné od nuly, takova,
ze plati

0=t1%1 +taoZe + -+ + tnZhn.

V opa¢ném pripadé rikame, ze vektory jsou linedrné nezdvislé.

V.
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Matice

Definice

Matici A rozumime schéma

ail a2 ... Qip
a1 ago ... Q9n
A= (aij) =
aml aGm2 ... Omn
kde a;; prot = 1,...,maj = 1,...,n jsou realné ¢isla nebo funkce.

Je-li tato matice (tabulka) sestavena z m radka a n sloupcii, fikame,
7e A je matice typu m X n. Je-li m = n nazyva se matice A cétvercovd
matice, jinak obdélnikovd matice.

Je-li A ¢tvercova matice, nazyvame prvky tvaru ag, tj. prvky, jejichz
radkovy a sloupcovy index jsou stejné, prvky hlavni diagondly.
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Operace s maticemi

Necht k # 0 je realné ¢islo. Vysledkem ndsobeni matice A ¢islem k je
matice C, jejiz prvky jsou tvaru

Cij =k- aij.

Necht A, B jsou matice téhoz typu m x n. Souctem matic A, B
nazyvame matici C, jejiz prvky jsou

Cij = aij + bij.

Necht A je matice typu m X n a B je matice typu n X p. Soudinem
matic A a B (v tomto poradi) nazyvame matici C, jejiz prvky jsou

Cij = a;1b1j + azpba; + . .. ainbyp; = g by

Petr Liska (Masarykova univerzita)
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Proc¢ se to déla zrovna takto?

Linearni zobrazeni

Zobrazeni T' z R™ do R™ je pravidlo, které kazdému vektoru z R” pii-
radi pravé jeden vektor z R™. Zobrazeni 1" navic nazveme linearni,
jestlize

T(u+v)=T(a)+ T (V) a T(cti) = cT'(@)
pro kazdé u,v € R" a ¢ € R.

Priklady
Zobrazeni z R? do R2, které

- zobrazi kazdy bod v osové soumérnosti s osou x

- kazdy bod kolmo promitne na osu x

- kazdy bod otoci kolem pocatku protisméru hodinovych rucic¢ek o
thel ¢

Petr Liska (Masarykova univerzita)
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f 1\ _ [axy+ bxa 21\ _ (Az1+ Bxa
xo)  \cxi + dxo g z2) \Cz1+ Dxs
(g 1 _f Axq + Bxo _ (aA+bC)x1 + (aB + bD)xs
9 Cz1 + Dxy (cA+dC)z1 + (¢B +dD)xo
_fa b (A B _ (aA+bC aB+0bD
r=(ta) e=(2n) m=(atie sii)

a b ' A B\ (aA+bC aB+bD
c d C D) \cA+dC c¢B+dD
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Vedeni tepla

10°C

10°C

Petr Liska

30°C

(Masarykova univerzita)

30°C

40°C

40°C

Linearni algebra

xr1 =

o =

Ir3 =

Ty =

1
Z(3O + zo + x4)
1
1(60 + 2z + .’E3)
1
1(70 + 29 + .'E4)

1
1(40 + 21+ $3)



Vyvazovani chemickych rovnic

x1 NHy + 22 Oy — 23Ny + 24 HyO.

T — 2x3 =
3$1 — 2:E4 =0
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Soustavy linearnich rovnic
Definice

Systémem k linedrnich rovnic o n nezndmich x1,x2,

.., Ty rozumime
soustavu rovnic

a11x1 + a12e + - + a1pTn = by
a1 + agere + -+ - + agpxy, = by

ap1T1 + agaxo + - - + app T, = bg.

Je-li by = by = --- = b = 0, nazyva se takovyto systém homogenni.
Resenim tohoto systému je kazda usporadana n-tice (t1,ta,...,t,) ta-
kovych ¢isel t1, ta,. .., t,, kterd dané soustavé vyhovuje.

Systém rovnic mé prdvé jedno feSend.
Systém rovnic mé nekonecné mnoho fesend.
Systém rovnic nemé Zddné fesend.

kova univerzita)
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Matici systému nazyvame matici

aip a2 ... Qin

a21 a2 ... Q2n
A=

ar1 Aag2 ... Qkn

Rozsirenou matici systému nazyvame matici

ailr a2 ... Qin b1
_ asr a2 ... Qa2n bg
A=

a1 Qg2 ... Qg by

Soustavu pak muzeme zapsat maticové
A-Z=0D,

kde T je vektor neznamych a b je vektor koeficientt z pravych stran.
Obvykle piseme také

A-X=B8B.
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Hodnost matice

Definice

Hodnost matice A je ¢islo, které je rovno maximalnimu poc¢tu linearné
nezavislych radkt. Oznacujeme ji h(A).

Je-li A ¢étvercova matice typu n X n, jejiz hodnost je rovna n, nazyvame
ji reguldrni matici. Je-li h(A) < n, nazyva se takova matice singuldrni.

y

Definice

Rekneme, Ze A je matice ve schodovitém tvaru, jestlize v matici A
kazdy nenulovy radek zacina vétsim poctem nul nez predchozi radek.

Véta
Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovich
radki.
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Hodnost a soustavy rovnic

Véta (Frobeniova véta)

Systém linedrnich rovnic md Tesent, pravé kdyZ je hodnost matice sys-

tému rovna hodnosti rozsirené matice systému.

Véta

Systém k linedrnich rovnic o n nezndmgych md jediné Tesent, jestlize je
hodnost h matice systému rovna hodnosti rozsirené matice systému a
navic je rovna poctu nezndmich n, tedy h = n.

Véta

Systém k linedrnich rovnic o n nezndmijch md nekonecné mnoho Te-
sent, jestliZe se hodnost h matice systému rovnd hodnosti rozsiiené ma-
tice a navic je tato hodnost mensi nez pocet nezndmijch, tj. h < n.

V tomto pripadé lze n — h nezndmijch volit libovolne.
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Jak soustavu vytesit?

Gaussova elimina¢ni metoda
Systém reprezentujeme pomoci matice.

Matici prevedeme do schodovitého tvaru pomoci tzv. elementdr-
nich Fddkovijch uprav:

zaména poradi radki,

vynésobeni libovolného fadku nenulovym ¢&islem,

- pfi¢tenim nasobku libovolného radku k libovolnému radku,
vypusténi fadku, ktery je slozen ze samych nul, je ndsobkem
jiného radku nebo linearni kombinaci jinych radku.

Zpétnym dosazenim vypocitame jednotlivé neznamé.
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Priklad

1 + 2x9 — bxs + 4= —2
3x1 + x9 — 4xg + 64 = —2
—x1 +2x2 — w3+ xT4= 6

To + 3x3 — 4y = 1

Priklad
r1+ X9+ X3+ T4 = 1
2x1 + 2x0 + 223 = 0
T1 + x9+5x3 —x4 +625= 1
1+ zo — 3x3+ x4 — 625 = —1
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Inverzni matice a soustavy rovnic

Definice

Necht A € R™*" je ¢tvercova matice fadu n. Jestlize existuje ¢tvercova
matice A~ fadu n, splitujici vztahy

A1A =T =447,

nazyvame matici A~ inverzni matici k matici A.

Véta
Necht A € R™™ je étvercovd matice Tddu n takovd, Ze k ni existuje

A=Y Potom systém linedrnich rovnic A% = b md pravé jedno Fesent
=A% pro libovolné b € R™.
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Jak inverzni matici najit?

Véta

Necht A je ctvercovd matice. Jestli sekvence elementdrnich 7dadkovijch
dprav prevede matici A na jednotkovu, pak stejnd sekvence elementdr-
nich Fdadkovych dprav prevede jednotkovou matici na AT,

Priklad

Petr Liska (Masarykova univerzita)
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Nejde to snadnéji?

300 100 3.0 0
06 0]-10 4 0]=1[024 0
009/ \oo7 0 0 63
300 $ 00 100
06 0 0 £ 0f=]010
009 00 3 001
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Determinant

Definice

Determinant |A| ¢tvercové matice A € R™! je ¢islo

|A| = |a11| = daly -
Determinant |A| ¢tvercové matice A € R™™ n > 2 je ¢islo

n
|A| = a11|A11| = a12|A12| S ocoE (—1)n+1a1n|A1n| = Z(_l)J+la’1j|A1j|a
j=1
kde Ay, znac¢i matici, kterd vznikla z matice A odebranim prvniho
radku a j-tého sloupce.
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V ,realité” se na to musi jinak

Priklad
1 2 -1
0 5 1
0 0 4
Véta

1. Determinant, ktery md pod hlavni diagondlouw samé nuly, je roven
soucinu proki v této diagondle.

2. Vyndsobime-li libovolny Fddek (sloupec) matice ¢islem k, determi-
nant vysledné matice bude k-ndsobkem determinantu matice pii-
vodny.

3. Zaménime-li poradi dvou Tddki (sloupcii) matice, determinant vy-
sledné matice bude mit opacné znaménko nez determinant matice
prvodnd.

4. Prictenim k-ndsobku libovolného Fddku (sloupce) k jinému fddku

(sloupci) se determinant matice nezmeénd.
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Souvislosti

Véta
Necht A € R™™ pak ndsledugici vijroky jsou ekvivalentni:
1. ]%ddky matice A jsou tvoreny linedrné nezdvislymi vektory.
Sloupce matice A jsou tvoreny linedrné nezdvislymi vektory.
K matici A existuje invezni matice A~
4] 0
Soustava linedrnich rovnic AX = B md pro libovolnou pravou
stranu B jediné Fesentd.

6. Homogenni soustava rovnic AX = 0 md pouze nulové fesent.

7. Kazdy vektor z R™ lze vyjddiit jako linedrni kombinaci vektori tvo-
rengch fddky (sloupci) matice A a to jednoznacné (aZ na poiadi).
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Vlastni vektory a vlastni ¢isla

Definice

Necht A je ¢tvercova matice, A je komplexni ¢islo a & je nenulovy vek-
tor, ktery je feSenim rovnice

AT = AL (1)

Pak se komplexni ¢islo A nazyva vlastni ¢islo matice A a vektor T se
nazyva vlastni vektor matice A (pfislusny vlastnimu &islu A).

Véta
Vlastni ¢isla matice A jsou teSenim tzv. charakteristické rovnice s ne-
Zndmou A

|A— M| =0.
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Zpatky k reakcim

kf kcat
E+S T; ES=5E+P
- Na zacatku je 60 % enzymu ve stavu E a 40 % ve stavu ES.
- Za kazdou jednotku ¢asu

1. 95% enzymu zustane ve stavu E a 5% se zméni na ES
2. 97% enzymu zilistane ve stavu ES a 3% se zméni na E

Véta J

Je-li P stochastickd matice, pak potom 1 je vlastni ¢islo matice P.

Petr Liska (Masarykova univerzita) Linearni algebra 17.9.2019 24.9.2019 24 / 26



Leslieho model

Priklad

Uvazujme napiiklad populaci hmyzu rozdélenou na tii kategorie, kaz-
dou o délce 1 rok: mladata, mladistvé a dospélé jedince. Pravdépodob-
nost preziti mladat je 50 % a nerozmnozuji se. Mladistvi maji prav-
dépodobnost preziti 25 % a kazdy z nich ma primdérné ¢tyri mladata.
Dospéli jedinci maji pravdépodobnost pieziti 0 % a kazdy z nich ma
pramérné t¥i mladata. Pfedpokladejme, Ze mame 100 samicek, piricem?
40 jsou mladata, 40 jsou mladistvi a 20 dospéli. Jak se bude tato popu-
lace vyvijet v Case?

v

0 4 3 40 9220
Lxo=|05 0 0]-140|=[ 20 |=xi.
0 025 0 20 10
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P[%)
P
4000 08
0,7
3000 0,6
05
2000 0.4
0,3
1000 0.2
0,1
\/ —————————
12 3 4 5 6 71 & Ot + 5 o >
-
Véta

Kazdd Lesliho matice md pravé jedno kladné vlastni ¢islo. Tomuto ¢islu
odpovidd vlastni vektor, jehoZ vsechny slozky jsou kladné.
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