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Definice

d o0 2 - vz . P 2z s ¥z
Bud {a,}>2, posloupnost realnych ¢isel a g libovolné realné ¢islo.
Mocninnou Tadou se stifedem v bodé& zq a koeficienty a, rozumime fadu
funkei tvaru

o
ag + a1 (x — x0) + ag(x — x0)? + - = Zan(x —x0)".
n=0

Polomeér konvergence r je &islo

an

r = lim
n—oo

an+1
Mohou nastat tii moznosti:

1. Je-li 0 < r < oo, pak fada konverguje pro z € (—r,r) a diverguje
pro |z| > r. Pro hodnoty = +r musime rozhodnout zvlast
pomoci nékterého z kritérii konvergence pro ¢iselné fady.

2. Je-li r = oo, pak fada konverguje pro vSechna z.

3. Je-li r =0, pak fada diverguje pro viechna x # 0 a fikime, ze fada
vzdy diverguje.
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Priklad
Urcete polomér konvergence pro fadu

(0.9}
Z(—l)"m”zl—x+$2—x3+---

n=0

Zakladni otazky o mocninnych radach (a celkové o funké¢nich fadach)
jsou:
1. Je souctem fady spojitych funkei na intervalu I také funkce spojita
na intervalu 17
Pro kterd & miZeme mocninou fadu derivovat ¢len po ¢lenu?

Pro kterd x miZeme mocninou fadu integrovat ¢len po ¢lenu?
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Véta
Necht mocninnd Fada y " | anx™ md polomér konvergence r > 0. Pak
soucet této fady je spojita funkce na intervalu (—r, 7).

Véta
Necht mocninnd rada ;"
pro vSechna x € (—r,r) plati

anx™ md polomér konvergence r > 0. Pak

/

o0
Zanx" =(ao—i-alx—i-ag:cQ—i----)/:a1+2a2x+3a3x2+---,

a

T oo 3
/ Zant" dt =/ (ag+ait+agt?+---)dt = a0x+i+a2x 4.
0 0

2 3

Pritom vijrazy na pravé stran€ maji stejnyg polomér konvergence.
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Priklad

Vyjadiete funkci In(1 4 =) mocninnou fadou.

Priklad

Urcete polomér konvergence a soucet mocninnych rad:

a) >0 (-1)"x =1—23+26—29...

n=0
b) T ()M =r -G+ g - T

¢) o2 nz" =142z + 322 + 4% + -
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Definice

Necht funkce f méa v bodé zy derivace viech fada. Mocninnou fadu
X £(n)
Z f (‘TO) (z — xo)n
n!
n=0

nazyvame Taylorovou radou funkce f v bodé zg. Je-li g = 0, mluvime
o Maclaurinoveé rade.

Véta

Necht funkce f md na otevireném intervalu I derivace vSech 7ddi a
necht pro posloupnost {f(")} existuje k € R, k > 0 tak, Ze |f(”)(x)‘ <k
pro vSechna n € N a vSechna x € I. Pak Taylorova tada funkce f v
libovolném bodé xo € I konverguje na I k f, tj. plati

o~ F™M(@0)
=yt

f(z)

(x —x0)".
n=0

o
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Vyznamné Maclaurinovy fady

2 n > n
e*’”:1+£+w_+...+_+...: 1‘_’ reR
11 2! n! n!
n=0
.’L‘3 .’L‘2n+1 o0 x2n+1
ner=gr—"ad. . 4 (—=1)"— ... = 1) eER
sinz=z—gr+ "Gt :O( Ve ©
72 2n o~ p2n
1 (=) R —1)” R
cos o7 + == )(2n)!+ nz:%( )(Zn)!’ z €
2 n ce n
T T z
In(1 =g (1) = Sihft— e (—1,1
n(l42) =a—"+ -+ (=1)"—+ ;() —, we(-1,1)

Priklad
Odvodte tzv. Euleriv vztah

e’ = cosx +isinz,

<
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Fourierovy rady

Definice

Necht funkce f(z) je integrovatelna na [—m, m]. Nekonecna fada

o
a .
EO + g (an cosnx + by, sinnx),
n=1
kde pro a,, a b, plati
1 ™
an = — f(z) cosnx dz, n € NU {0},
™ —Tr
1 s
by, = — f(z)sinnz dz, n €N,
m —Tr

se nazyva Fourierova fada funkce f na intervalu [—m, 7] a koeficienty
an, by, se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.
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Je-li f sudé funkce, mé jeji Fourierova fada tvar

o)
2 s
@-I-Zancosn:v, kde an:—/ f(x)cosnxdzr (neNU{0}).
2 o ™ Jo

Je-li f licha, ma jeji Fourierova fada tvar

0 T
Z bpsinnz, kde b, = %/ f(z)sinnzdzx (n €N).
n=1 0
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Abelova véta,

Funkci f nazveme po ddstech spojitou na intervalu [a, b], jestlize na
tomto intervalu existuje pouze konecny pocet bodu xg, ve kterych je
nespojita a v kazdém z téchto bodi méa obé jednostranné limity a ty
jsou vlastni. Oznacme f(z;) = limgh\;ra f(z)a f(xf) = limxﬁxg f(x).
Navic funkci f nazveme po cddistech monotonni, jestlize existuje kone¢ny
pocCet bodii, které déli interval [a, b] na krat$i intervaly takové, Ze

v kazdém z nich je dana funkce monotonni.

Véta
Necht f je po cdstech spojitd a po éastech monotonni na [—m, w|. Pak
jeji Fourierova tada konverguje na [—m, 7| a jeji soucet je roven:
1. f(zo) v kaZdém bodé xy € (—m, 7), v némz je f spojitd,
2. Lf(zg) + f(xd)] v kazdém bodé xo € (—m, ), v némz je f nespo-
Jitd,
8. 2[f(=7") + f(77)] v krajnich bodech intervalu [—m, ).

v
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Priklad

Najdéte Fourierovu fadu funkce f(x)

moci ziskaného vysledku urcete soucet Ciselné rady

2

x* na intervalu [—m, 7] a po-

Priklad

Naleznéte Fourierovu fadu funkece f(z)

sgn(x) na intervalu [—m, 7]:

€ [-m,0),
-0,
z € (0, ].

X

X
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