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Náhodný pokus
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Jakákoliv akce, jej́ıž výsledek neńı znám před jej́ım provedeńım
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Jakákoliv akce, jej́ıž výsledek neńı znám před jej́ım provedeńım

Př́ıklady:

■ Hod minćı – avers, revers
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Jakákoliv akce, jej́ıž výsledek neńı znám před jej́ım provedeńım

Př́ıklady:

■ Hod minćı – avers, revers, hrana, mince se ztrat́ı
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Náhodný pokus
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Jakákoliv akce, jej́ıž výsledek neńı znám před jej́ım provedeńım

Př́ıklady:

■ Hod minćı – avers, revers, hrana, mince se ztrat́ı

■ Zplozeńı d́ıtěte – ,
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Př́ıklady:

■ Hod minćı – avers, revers, hrana, mince se ztrat́ı

■ Zplozeńı d́ıtěte – ,
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■ Hod minćı – avers, revers, hrana, mince se ztrat́ı
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■ Zjǐst’ováńı teploty varu vody – nějaká hodnota mezi 70◦C a 105◦C
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Jakákoliv akce, jej́ıž výsledek neńı znám před jej́ım provedeńım

Př́ıklady:

■ Hod minćı – avers, revers, hrana, mince se ztrat́ı

■ Zplozeńı d́ıtěte – ,

■ Hod kostkou – t , t
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■ Tah loterie – vylosované č́ıslo

■ Zjǐst’ováńı teploty varu vody – nějaká hodnota mezi 70◦C a 105◦C

■ Sťrelba do terče – bod na terči



Prostor výsledk̊u
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Základńı prostor možných výsledků – všechny uvažované výsledky pokusu
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Základńı prostor možných výsledků – všechny uvažované výsledky pokusu

neprázdná množina Ω
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Základńı prostor možných výsledků – všechny uvažované výsledky pokusu

neprázdná množina Ω

Př́ıklady:

■ Hod minćı: {avers, revers}
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Základńı prostor možných výsledků – všechny uvažované výsledky pokusu

neprázdná množina Ω

Př́ıklady:

■ Hod minćı: {avers, revers}

■ Zplozeńı d́ıtěte: { , }
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4 / 29

Základńı prostor možných výsledků – všechny uvažované výsledky pokusu

neprázdná množina Ω

Př́ıklady:

■ Hod minćı: {avers, revers}
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■ Zjǐst’ováńı teploty varu vody: (70, 105)

■ Sťrelba do terče: {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}
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Strom pr̊uběhu a výsledků náhodného pokusu
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Strom pr̊uběhu a výsledků náhodného pokusu

Př́ıklad: Zplozeńı dvou dět́ı
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větve
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zplozeńı druhého d́ıtěte



Náhodný jev
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Nějaká rozpoznatelná část (podmnožina) prostoru výsledků Ω
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Př́ıklady:
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Nějaká rozpoznatelná část (podmnožina) prostoru výsledků Ω, A ⊆ Ω

Př́ıklady:

1. Pokus – sťrelba do terče, Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}

Jev – zásah do černého kolečka (o poloměru r) uprosťred,

A =
{

(x, y) : (x− 1
2 )

2 + (y − 1
2 )

2 < r2
}
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Nějaká rozpoznatelná část (podmnožina) prostoru výsledků Ω, A ⊆ Ω

Př́ıklady:

2. Pokus – hod kostkou, Ω = { t , t
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Př́ıklady:
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padne lichý počet ok C = { t , t
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t}
padnou nejvýše dvě oka D = { t , t

t }
padne v́ıce než šest ok E = ∅

Jev nemožný (prázdný) – nemůže nastat, E = ∅
Jev jistý – určitě nastane, Ω
Jevy slučitelné – maj́ı neprázdný pr̊unik, A ∩ C = { t

t

t
t

t}, B ∩D = { t

t }
Jevy neslučitelné – maj́ı prázdný pr̊unik, A ∩B = ∅, A ∩D = ∅
Jevy opačné, komplementárńı – neslučitelné, jejich sjednoceńım je jev jistý Ω,

C = Ω \B, B ∪ C = Ω
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Náhodný pokus mnohokrát opakujeme, zaznamenáme počet výskyt̊u jevu
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Náhodný pokus mnohokrát opakujeme, zaznamenáme počet výskyt̊u jevu

n – počet opakováńı pokusu, n > 0
fA – počet výskytu (absolutńı frekvence) jevu A

P(A) =
fA

n
,

tj. relativńı frekvence jevu A
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8 / 29

Náhodný pokus mnohokrát opakujeme, zaznamenáme počet výskyt̊u jevu

n – počet opakováńı pokusu, n > 0
fA – počet výskytu (absolutńı frekvence) jevu A

P(A) =
fA

n
,

tj. relativńı frekvence jevu A

Př́ıklad: V roce 1970 se v ČSSR narodilo 228 531 dět́ı, v tom 111 394 děvčat a zbytek
chlapc̊u.
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Náhodný pokus mnohokrát opakujeme, zaznamenáme počet výskyt̊u jevu

n – počet opakováńı pokusu, n > 0
fA – počet výskytu (absolutńı frekvence) jevu A

P(A) =
fA

n
,

tj. relativńı frekvence jevu A

Př́ıklad: V roce 1970 se v ČSSR narodilo 228 531 dět́ı, v tom 111 394 děvčat a zbytek
chlapc̊u.
Jevy: A – narozeńı děvčete, B – narozeńı chlapce. Jsou komplementárńı.

n = 228 531, fA = 111 394, fB = 228 531− 111 394 = 117 137

P(A) =
111 394

228 531

.
= 0,4874, P(B) =

117 137

228 531

.
= 0,5126
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Náhodný pokus mnohokrát opakujeme, zaznamenáme počet výskyt̊u jevu

n – počet opakováńı pokusu, n > 0
fA – počet výskytu (absolutńı frekvence) jevu A

P(A) =
fA

n
,

tj. relativńı frekvence jevu A

Vlastnosti empirické pravděpodobnosti:

0 ≤ P(A)

P(Ω) =
n

n
= 1

A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) =
fA + fB

n
= P(A) + P(B)



Klasická pravděpodobnost
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Základńı prostor je neprázdná konečná množina, všechny výsledky jsou stejně možné
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Základńı prostor je neprázdná konečná množina, všechny výsledky jsou stejně možné

P(A) =
|A|

|Ω|
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Základńı prostor je neprázdná konečná množina, všechny výsledky jsou stejně možné

P(A) =
|A|

|Ω|

Př́ıklady:
Jaká je pravděpodobnost, že na kostce padne méně než ťri oka?
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Základńı prostor je neprázdná konečná množina, všechny výsledky jsou stejně možné

P(A) =
|A|

|Ω|

Př́ıklady:
Jaká je pravděpodobnost, že na kostce padne méně než ťri oka?

Ω = { t , t

t , t

t

t , t

t
t

t , t

t

t
t

t , t t
t

t
t

t}, |Ω| = 6,

A = { t , t

t }, |A| = 2,

P(A) =
2

6

.
= 0,333
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Základńı prostor je neprázdná konečná množina, všechny výsledky jsou stejně možné

P(A) =
|A|

|Ω|

Př́ıklady:
Jaká je pravděpodobnost, že v rodině se ťremi dětmi je holčička?
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Základńı prostor je neprázdná konečná množina, všechny výsledky jsou stejně možné

P(A) =
|A|

|Ω|

Př́ıklady:
Jaká je pravděpodobnost, že v rodině se ťremi dětmi je holčička?

Ω = { , , , , , , , }, |Ω| = 8

A = { , , , , , , }, |A| = 7

P (A) =
7

8

.
= 0,875
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Základńı prostor je neprázdná konečná množina, všechny výsledky jsou stejně možné

P(A) =
|A|

|Ω|

Vlastnosti klasické pravděpodobnosti:

0 ≤ P(A)

P(Ω) =
|Ω|

|Ω|
= 1

A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) =
|A|+ |B|

|Ω|
= P(A) + P(B)



Zobecněná klasická pravděpodobnost
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Základńı prostor je neprázdná konečná množina,
každému prvku ω ∈ Ω je přǐrazena váha w(ω) ≥ 0,

∑

ω∈Ω

w(ω) > 0
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Základńı prostor je neprázdná konečná množina,
každému prvku ω ∈ Ω je přǐrazena váha w(ω) ≥ 0,
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w(ω) > 0
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∑

ω∈A

w(ω)

∑
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w(ω)
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Základńı prostor je neprázdná konečná množina,
každému prvku ω ∈ Ω je přǐrazena váha w(ω) ≥ 0,
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Př́ıklady:
Jaká je pravděpodobnost, že při hodu dvěma nerozlǐsitelnými mincemi padnou obě na
stejnou stranu?
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10 / 29

Základńı prostor je neprázdná konečná množina,
každému prvku ω ∈ Ω je přǐrazena váha w(ω) ≥ 0,

∑

ω∈Ω

w(ω) > 0

P(A) =

∑

ω∈A

w(ω)

∑

ω∈Ω

w(ω)

Př́ıklady:
Jaká je pravděpodobnost, že při hodu dvěma nerozlǐsitelnými mincemi padnou obě na
stejnou stranu?

Ω = {(avers, avers), (avers, revers), (revers, revers)},

w(avers, avers) = w(revers, revers) = 1, w(avers, revers) = 2,

A = {(avers, avers), (revers, revers)}

P(A) =
1 + 1

1 + 2 + 1
=

2

4
= 0,5
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Základńı prostor je neprázdná konečná množina,
každému prvku ω ∈ Ω je přǐrazena váha w(ω) ≥ 0,

∑

ω∈Ω

w(ω) > 0

P(A) =

∑

ω∈A

w(ω)

∑

ω∈Ω

w(ω)

Př́ıklady:
Uvažujme velkou populaci, u ńıž sledujeme jeden dialelický gen. Předpokládejme, že
dominantńı alela je stejně častá jako recesivńı. Jaká je pravděpodobnost, že náhodně
vybraný jedinec má recesivńı fenotyp?
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Základńı prostor je neprázdná konečná množina,
každému prvku ω ∈ Ω je přǐrazena váha w(ω) ≥ 0,

∑

ω∈Ω

w(ω) > 0

P(A) =

∑

ω∈A

w(ω)

∑

ω∈Ω

w(ω)

Př́ıklady:
Uvažujme velkou populaci, u ńıž sledujeme jeden dialelický gen. Předpokládejme, že
dominantńı alela je stejně častá jako recesivńı. Jaká je pravděpodobnost, že náhodně
vybraný jedinec má recesivńı fenotyp?

Ω =
{

AA❧, Aa❧, aa❧
}

, w( AA❧) = w( aa❧) = 1, w( Aa❧) = 2, A =
{

aa❧
}

,

P(A) =
1

1 + 2 + 1
=

1

4
= 0,25
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Základńı prostor je neprázdná konečná množina,
každému prvku ω ∈ Ω je přǐrazena váha w(ω) ≥ 0,

∑

ω∈Ω

w(ω) > 0

P(A) =

∑

ω∈A

w(ω)

∑

ω∈Ω

w(ω)

Vlastnosti zobecněné klasické pravděpodobnosti:

0 ≤ P(A)

P(Ω) =

∑

ω∈Ω

w(ω)

∑

ω∈Ω

w(ω)
= 1

A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) =

∑

ω∈A

w(ω) +
∑

ω∈B

w(ω)

∑

ω∈Ω

w(ω)
= P(A) + P(B)



Geometrická pravděpodobnost
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Základńı prostor je nějaký geometrický útvar, který má ḿıru µ (délku, obsah, objem a
podobně).
Jev – část základńıho prostoru, který má ḿıru

”
stejného druhu“.
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Základńı prostor je nějaký geometrický útvar, který má ḿıru µ (délku, obsah, objem a
podobně).
Jev – část základńıho prostoru, který má ḿıru

”
stejného druhu“.

P (A) =
µ(A)

µ(Ω)



Geometrická pravděpodobnost
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Základńı prostor je nějaký geometrický útvar, který má ḿıru µ (délku, obsah, objem a
podobně).
Jev – část základńıho prostoru, který má ḿıru

”
stejného druhu“.

P (A) =
µ(A)

µ(Ω)

Př́ıklady:
Jaká je pravděpodobnost, že při sťrelbě do terče tvaru čtverce o straně 1m
zasáhneme sťred, což je kolečko o pr̊uměru 1 cm?
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zasáhneme sťred, což je kolečko o pr̊uměru 1 cm?

Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 100, 0 ≤ y ≤ 100}, µ(Ω) = 100 · 100 = 10 000,

A =
{

(x, y) : (x− 1
2 )

2 + (y − 1
2 )

2 <
(

1
2

)2
}

, µ(A) = π · 0,52
.
= 0,7854,

P (A) =
π · 0,52

10 000

.
= 0,000 078 54
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Př́ıklady:
On a Ona se domluv́ı, že se sejdou na určeném ḿıstě mezi 13. a 14. hodinou. On po
př́ıchodu čeká 40 minut, Ona 15 minut. Jaká je pravděpodobnost, že se nesetkaj́ı?
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µ(A)

µ(Ω)

Př́ıklady:
On a Ona se domluv́ı, že se sejdou na určeném ḿıstě mezi 13. a 14. hodinou. On po
př́ıchodu čeká 40 minut, Ona 15 minut. Jaká je pravděpodobnost, že se nesetkaj́ı?

Označeńı: x . . . čas, kdy přǐsel On, y . . . čas, kdy přǐsla Ona

Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}, µ(Ω) = 1,
A =

{

(x, y) ∈ Ω : y > x+ 2
3 nebo y < x− 1

4

}

,

µ(A) = 1
2 ·

(

3
4

)2
+ 1

2 ·
(

1
3

)2
= 9

32 + 1
18

.
= 0,3368,

P(A)
.
= 0,3368

y

1

x1

2
3

1
4

y = x+ 2
3

y = x− 1
4
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11 / 29

Základńı prostor je nějaký geometrický útvar, který má ḿıru µ (délku, obsah, objem a
podobně).
Jev – část základńıho prostoru, který má ḿıru

”
stejného druhu“.

P (A) =
µ(A)

µ(Ω)

Vlastnosti geometrické pravděpodobnosti:

0 ≤ P(A)

P(Ω) =
µ(Ω)

µ(Ω)
= 1

A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) =
µ(A) + µ(B)

µ(Ω)
= P(A) + P(B)
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Ω 6= ∅ – základńı prostor
A – množina jev̊u, tj. množina podmnožin Ω, která má vlastnosti

Ω ∈ A
A ∈ A ⇒ Ω \A ∈ A
A1, A2, A3, · · · ∈ A ⇒ A1 ∪A2 ∪ A3 ∪ · · · ∈ A
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Pravděpodobnost: P : A → 〈0,∞), tj. přǐrazeńı nezáporného č́ısla jevu.
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Pravděpodobnost: P : A → 〈0,∞), tj. přǐrazeńı nezáporného č́ısla jevu.
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12 / 29
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pravděpodobnost, že mezi nimi
a) nebude žádný zmetek?
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c(90, 10)

c(100, 10)
=

90!

10!80!

10!90!

100!
=

90!90!

80!100!

.
= 0,3305
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Jev Bi – ve výběru je právě i zmetků, i = 0, 1, 2.
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Jevy jsou neslučitelné, tj. P(B) = P(B0) + P(B1) + P(B2)
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V sérii 100 výrobků je 10 zmetků. Náhodně vybereme 10 výrobků. Jaká je
pravděpodobnost, že mezi nimi
a) nebude žádný zmetek?

Výběr je neuspǒrádaný: P(A) =
c(90, 10)

c(100, 10)
=

90!

10!80!

10!90!

100!
=

90!90!

80!100!

.
= 0,3305

Výběr je uspǒrádaný: P(A) =
v(90, 10)

v(100, 10)
=

90!

80!

90!

100!

Nezálež́ı na tom, zda výběr chápeme jako uspǒrádaný nebo neuspǒrádaný.

b) budou nejvýše dva zmetky?

Jev Bi – ve výběru je právě i zmetků, i = 0, 1, 2.

Jevy jsou neslučitelné, tj. P(B) = P(B0) + P(B1) + P(B2)

B0 = A, P(B1) =
c(10, 1)c(90, 9)

c(100, 10)

.
= 0,4080,
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V sérii 100 výrobků je 10 zmetků. Náhodně vybereme 10 výrobků. Jaká je
pravděpodobnost, že mezi nimi
a) nebude žádný zmetek?

Výběr je neuspǒrádaný: P(A) =
c(90, 10)

c(100, 10)
=

90!

10!80!

10!90!

100!
=

90!90!

80!100!

.
= 0,3305

Výběr je uspǒrádaný: P(A) =
v(90, 10)

v(100, 10)
=

90!

80!

90!

100!

Nezálež́ı na tom, zda výběr chápeme jako uspǒrádaný nebo neuspǒrádaný.

b) budou nejvýše dva zmetky?

Jev Bi – ve výběru je právě i zmetků, i = 0, 1, 2.

Jevy jsou neslučitelné, tj. P(B) = P(B0) + P(B1) + P(B2)

B0 = A, P(B1) =
c(10, 1)c(90, 9)

c(100, 10)

.
= 0,4080, P(B2) =

c(10, 2)c(90, 8)

c(100, 10)

.
= 0,2015
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V sérii 100 výrobků je 10 zmetků. Náhodně vybereme 10 výrobků. Jaká je
pravděpodobnost, že mezi nimi
a) nebude žádný zmetek?

Výběr je neuspǒrádaný: P(A) =
c(90, 10)

c(100, 10)
=

90!

10!80!

10!90!

100!
=

90!90!

80!100!

.
= 0,3305

Výběr je uspǒrádaný: P(A) =
v(90, 10)

v(100, 10)
=

90!

80!

90!

100!

Nezálež́ı na tom, zda výběr chápeme jako uspǒrádaný nebo neuspǒrádaný.

b) budou nejvýše dva zmetky?

Jev Bi – ve výběru je právě i zmetků, i = 0, 1, 2.

Jevy jsou neslučitelné, tj. P(B) = P(B0) + P(B1) + P(B2)
.
= 0,94

B0 = A, P(B1) =
c(10, 1)c(90, 9)

c(100, 10)

.
= 0,4080, P(B2) =

c(10, 2)c(90, 8)

c(100, 10)

.
= 0,2015
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Na prázdnou šachovnici náhodně uḿıst́ıme dvě věže r̊uzné barvy. Jaká je
pravděpodobnost, že se vzájemně
a) ohrožuj́ı?
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Na prázdnou šachovnici náhodně uḿıst́ıme dvě věže r̊uzné barvy. Jaká je
pravděpodobnost, že se vzájemně
a) ohrožuj́ı?

P(A) =
c(82, 1)c(7 + 7, 1) 12

c(82, 2)
=

64 · 14 1
2

64·63
2

= 2
9

.
= 0,222
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Na prázdnou šachovnici náhodně uḿıst́ıme dvě věže r̊uzné barvy. Jaká je
pravděpodobnost, že se vzájemně
a) ohrožuj́ı?

P(A) =
c(82, 1)c(7 + 7, 1) 12

c(82, 2)
=

64 · 14 1
2

64·63
2

= 2
9

.
= 0,222

b) neohrožuj́ı?

P(Ω \A) = 1− 2
9 = 7

9

.
= 0,778
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Úlohy ryt́ı̌re de Mère
1. Háźıme n kostkami. Jaké muśı být n, aby pravděpodobost, že aspoň na jedné
kostce bude šestka, byla aspoň 1

2?

t t
t

t
t

t

t t
t

t
t

t

t t
t

t
t

t
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Úlohy ryt́ı̌re de Mère
1. Háźıme n kostkami. Jaké muśı být n, aby pravděpodobost, že aspoň na jedné
kostce bude šestka, byla aspoň 1

2?

Jev A – t t
t

t
t

t padne: P(Ω \A) =
V (5, n)

V (6, n)
=

5n

6n
⇒ P(A) = 1−

(

5
6

)n

t t
t

t
t

t

t t
t

t
t

t
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Úlohy ryt́ı̌re de Mère
1. Háźıme n kostkami. Jaké muśı být n, aby pravděpodobost, že aspoň na jedné
kostce bude šestka, byla aspoň 1

2?

Jev A – t t
t

t
t

t padne: P(Ω \A) =
V (5, n)

V (6, n)
=

5n

6n
⇒ P(A) = 1−

(

5
6

)n

1−
(

5
6

)n
≥ 1

2

1
2 ≥

(

5
6

)n

log 1
2 ≥ n log 5

6

n ≥
log 1

2

log 5
6

.
= 3,8
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Úlohy ryt́ı̌re de Mère
1. Háźıme n kostkami. Jaké muśı být n, aby pravděpodobost, že aspoň na jedné
kostce bude šestka, byla aspoň 1

2?

Jev A – t t
t

t
t

t padne: P(Ω \A) =
V (5, n)

V (6, n)
=

5n

6n
⇒ P(A) = 1−

(

5
6

)n
, n ≥ 4
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t

t
t

t
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t

t
t
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Úlohy ryt́ı̌re de Mère
1. Háźıme n kostkami. Jaké muśı být n, aby pravděpodobost, že aspoň na jedné
kostce bude šestka, byla aspoň 1

2?

Jev A – t t
t

t
t

t padne: P(Ω \A) =
V (5, n)

V (6, n)
=

5n

6n
⇒ P(A) = 1−

(

5
6

)n
, n ≥ 4

2. Háźıme n-krát dvojićı kostek. Jaké muśı být n, aby pravděpodobost, že aspoň
jednou padne součet ok rovný dvanácti, byla aspoň 1

2?
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t
t
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t

t
t

t
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Úlohy ryt́ı̌re de Mère
1. Háźıme n kostkami. Jaké muśı být n, aby pravděpodobost, že aspoň na jedné
kostce bude šestka, byla aspoň 1

2?

Jev A – t t
t

t
t

t padne: P(Ω \A) =
V (5, n)

V (6, n)
=

5n

6n
⇒ P(A) = 1−

(

5
6

)n
, n ≥ 4

2. Háźıme n-krát dvojićı kostek. Jaké muśı být n, aby pravděpodobost, že aspoň
jednou padne součet ok rovný dvanácti, byla aspoň 1

2?

Jev B – padne ( t t
t

t
t

t

t t
t

t
t

t):

P(Ω \B) =
V
(

V (6, 2)− 1, n
)

V
(

V (6, 2), n
) =

V (62 − 1, n)

V (62, n)
=

35n

36n
⇒ P(B) = 1−

(

35
36

)n
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Úlohy ryt́ı̌re de Mère
1. Háźıme n kostkami. Jaké muśı být n, aby pravděpodobost, že aspoň na jedné
kostce bude šestka, byla aspoň 1

2?

Jev A – t t
t

t
t

t padne: P(Ω \A) =
V (5, n)

V (6, n)
=

5n

6n
⇒ P(A) = 1−

(

5
6

)n
, n ≥ 4

2. Háźıme n-krát dvojićı kostek. Jaké muśı být n, aby pravděpodobost, že aspoň
jednou padne součet ok rovný dvanácti, byla aspoň 1

2?

Jev B – padne ( t t
t

t
t

t

t t
t

t
t

t):

P(Ω \B) =
V
(

V (6, 2)− 1, n
)

V
(

V (6, 2), n
) =

V (62 − 1, n)

V (62, n)
=

35n

36n
⇒ P(B) = 1−

(

35
36

)n

1−
(

35
36

)n
≥ 1

2

1
2 ≥

(

35
36

)n

n log 36
35 ≥ log 2

n ≥
log 2

log 36− log 35

.
= 24,6
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Úlohy ryt́ı̌re de Mère
1. Háźıme n kostkami. Jaké muśı být n, aby pravděpodobost, že aspoň na jedné
kostce bude šestka, byla aspoň 1

2?

Jev A – t t
t

t
t

t padne: P(Ω \A) =
V (5, n)

V (6, n)
=

5n

6n
⇒ P(A) = 1−

(

5
6

)n
, n ≥ 4

2. Háźıme n-krát dvojićı kostek. Jaké muśı být n, aby pravděpodobost, že aspoň
jednou padne součet ok rovný dvanácti, byla aspoň 1

2?

Jev B – padne ( t t
t

t
t

t

t t
t

t
t

t):

P(Ω \B) =
V
(

V (6, 2)− 1, n
)

V
(

V (6, 2), n
) =

V (62 − 1, n)

V (62, n)
=

35n

36n
⇒ P(B) = 1−

(

35
36

)n
,

n ≥ 25
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Dvěma náhodně vedenými řezy rozděĺıme klobásu na ťri části. Jaká je
pravděpodobnost, že jedna z část́ı bude deľśı, než součet délek obou zbývaj́ıćıch část́ı?
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Dvěma náhodně vedenými řezy rozděĺıme klobásu na ťri části. Jaká je
pravděpodobnost, že jedna z část́ı bude deľśı, než součet délek obou zbývaj́ıćıch část́ı?

Délku klobásy považujeme za jednotkovou. Uḿıst́ıme ji na osu tak, že jeden jej́ı konec
je v bodě 0, druhý v bodě 1. Souřadnici prvńıho řezu označ́ıme x, druhého řezu y.

0 1x y

y
1

x1
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Dvěma náhodně vedenými řezy rozděĺıme klobásu na ťri části. Jaká je
pravděpodobnost, že jedna z část́ı bude deľśı, než součet délek obou zbývaj́ıćıch část́ı?

Délku klobásy považujeme za jednotkovou. Uḿıst́ıme ji na osu tak, že jeden jej́ı konec
je v bodě 0, druhý v bodě 1. Souřadnici prvńıho řezu označ́ıme x, druhého řezu y.

0 1x y

1. x < y (
”
řez jedńım nožem“) y

1

x1

Ω
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Dvěma náhodně vedenými řezy rozděĺıme klobásu na ťri části. Jaká je
pravděpodobnost, že jedna z část́ı bude deľśı, než součet délek obou zbývaj́ıćıch část́ı?

Délku klobásy považujeme za jednotkovou. Uḿıst́ıme ji na osu tak, že jeden jej́ı konec
je v bodě 0, druhý v bodě 1. Souřadnici prvńıho řezu označ́ıme x, druhého řezu y.

0 1x y

1. x < y (
”
řez jedńım nožem“)

Má platit: x > 1− x, tj. x > 1
2 ,

y
1

x1

Ω

y
1

x1
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Dvěma náhodně vedenými řezy rozděĺıme klobásu na ťri části. Jaká je
pravděpodobnost, že jedna z část́ı bude deľśı, než součet délek obou zbývaj́ıćıch část́ı?

Délku klobásy považujeme za jednotkovou. Uḿıst́ıme ji na osu tak, že jeden jej́ı konec
je v bodě 0, druhý v bodě 1. Souřadnici prvńıho řezu označ́ıme x, druhého řezu y.

0 1x y

1. x < y (
”
řez jedńım nožem“)

Má platit: x > 1− x, tj. x > 1
2 ,

nebo y − x > x+ (1− y), tj. y > x+ 1
2 ,

y
1

x1

Ω
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1
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Dvěma náhodně vedenými řezy rozděĺıme klobásu na ťri části. Jaká je
pravděpodobnost, že jedna z část́ı bude deľśı, než součet délek obou zbývaj́ıćıch část́ı?

Délku klobásy považujeme za jednotkovou. Uḿıst́ıme ji na osu tak, že jeden jej́ı konec
je v bodě 0, druhý v bodě 1. Souřadnici prvńıho řezu označ́ıme x, druhého řezu y.

0 1x y

1. x < y (
”
řez jedńım nožem“)

Má platit: x > 1− x, tj. x > 1
2 ,

nebo y − x > x+ (1− y), tj. y > x+ 1
2 ,

nebo 1− y > y, tj. y < 1
2 .
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Dvěma náhodně vedenými řezy rozděĺıme klobásu na ťri části. Jaká je
pravděpodobnost, že jedna z část́ı bude deľśı, než součet délek obou zbývaj́ıćıch část́ı?

Délku klobásy považujeme za jednotkovou. Uḿıst́ıme ji na osu tak, že jeden jej́ı konec
je v bodě 0, druhý v bodě 1. Souřadnici prvńıho řezu označ́ıme x, druhého řezu y.

0 1x y

1. x < y (
”
řez jedńım nožem“)

Má platit: x > 1− x, tj. x > 1
2 ,

nebo y − x > x+ (1− y), tj. y > x+ 1
2 ,

nebo 1− y > y, tj. y < 1
2 .

P(A) = 3
4

y
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Dvěma náhodně vedenými řezy rozděĺıme klobásu na ťri části. Jaká je
pravděpodobnost, že jedna z část́ı bude deľśı, než součet délek obou zbývaj́ıćıch část́ı?

Délku klobásy považujeme za jednotkovou. Uḿıst́ıme ji na osu tak, že jeden jej́ı konec
je v bodě 0, druhý v bodě 1. Souřadnici prvńıho řezu označ́ıme x, druhého řezu y.

0 1x y

1. x < y (
”
řez jedńım nožem“)

Má platit: x > 1− x, tj. x > 1
2 ,

nebo y − x > x+ (1− y), tj. y > x+ 1
2 ,

nebo 1− y > y, tj. y < 1
2 .

P(A) = 3
4

1. bez předpokladu x < y (
”
řez dvěma noži“)
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Dvěma náhodně vedenými řezy rozděĺıme klobásu na ťri části. Jaká je
pravděpodobnost, že jedna z část́ı bude deľśı, než součet délek obou zbývaj́ıćıch část́ı?

Délku klobásy považujeme za jednotkovou. Uḿıst́ıme ji na osu tak, že jeden jej́ı konec
je v bodě 0, druhý v bodě 1. Souřadnici prvńıho řezu označ́ıme x, druhého řezu y.

0 1x y

1. x < y (
”
řez jedńım nožem“)

Má platit: x > 1− x, tj. x > 1
2 ,

nebo y − x > x+ (1− y), tj. y > x+ 1
2 ,

nebo 1− y > y, tj. y < 1
2 .

P(A) = 3
4

1. bez předpokladu x < y (
”
řez dvěma noži“)

P(A) = 6
8 = 3

4 .

y
1

x1

Ω

y
1

x1

y
1
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Jevy A a B jsou (deterministicky) závislé, pokud

A ⊆ B, nebo B ⊆ A nebo A ∩B = ∅
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Jevy A a B jsou (deterministicky) závislé, pokud

A ⊆ B, nebo B ⊆ A nebo A ∩B = ∅

A ⊆ B – pokud nastane jev A, v́ıme, že také nastane jev B



Deterministická závislost a nezávislost
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Jevy A a B jsou (deterministicky) závislé, pokud

A ⊆ B, nebo B ⊆ A nebo A ∩B = ∅

A ⊆ B – pokud nastane jev A, v́ıme, že také nastane jev B

A ∩B = ∅ – pokud nastane jev A, v́ıme, že určitě nenastane jev B



Stochastická závislost
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Jevy A a B jsou (stochasticky) nezávislé, pokud

P(A ∩B) = P(A)P(B)
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Pokud nastane (nenastane) jev A, pravděpodobnost jevu B se nezměńı
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Jevy A a B jsou (stochasticky) nezávislé, pokud

P(A ∩B) = P(A)P(B)

Pokud nastane (nenastane) jev A, pravděpodobnost jevu B se nezměńı
B ⊆ A ⇒ P(A) = P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B) ⇒ P(B) = P(A ∩ B)
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18 / 29

A Ω \A

B p11 p12 n1 = p11 + p12
Ω \B p21 p22 n2 = p21 + p22

m1 = p11 + p21 m2 = p12 + p22 N = n1 + n2 = m1 +m2
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A Ω \A

B p11 p12 n1 = p11 + p12
Ω \B p21 p22 n2 = p21 + p22

m1 = p11 + p21 m2 = p12 + p22 N = n1 + n2 = m1 +m2

P(A) =
m1

N
, P(B) =

n1

N
, P(A ∩B) =

p11

N
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A Ω \A

B p11 p12 n1 = p11 + p12
Ω \B p21 p22 n2 = p21 + p22

m1 = p11 + p21 m2 = p12 + p22 N = n1 + n2 = m1 +m2

P(A) =
m1

N
, P(B) =

n1

N
, P(A ∩B) =

p11

N

Pokud se hodnoty
m1n1

N
a
p11

N ”
př́ılǐs nelǐśı“, tj. pokud m1n1 ≈ p11,

pak považujeme jevy A a B za stochasticky nezávislé.
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Pravděpodobnost úspěchu v nějakém pokusu je rovna p.
a) Pokus opakujeme tak dlouho, až nastane úspěch. Jaká je pravděpodobnost jevu
Ak, že pokus budeme opakovat k-krát?
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Pravděpodobnost úspěchu v nějakém pokusu je rovna p.
a) Pokus opakujeme tak dlouho, až nastane úspěch. Jaká je pravděpodobnost jevu
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Př́ıklady

19 / 29
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Př́ıklady

19 / 29
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P( ) + P( ) = 0,522 + 0,48 · 0,52 = 0,52
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Tedy: Podḿıněná pravděpodobnost je pravděpodobnost.
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P(A) = P(B) ⇒ P(B ∩ A) = P(B)P(A)
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Předpokládáme, že P(H) > 0.
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P(H|A) =
P(H ∩ A)

P(A)
=

P(A ∩H)P(H)

P(H)P(A)
=

P(H)

P(A)
P(A|H)
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P(H|A) =
P(H)

P(A)
P(A|H)

Př́ıklad:
Developerská firma chce postavit resort na pozemku pobĺıž pláže, ktarý je však již
obsazený. Pokud by uměla vyvolat cunami, s velkou pravděpodobnost́ı to udělá,
pozemek tak uvolńı a začne stavět. K cunami došlo a brzy se na uvolněném pozemku
skutečně začalo stavět. Jaká je pravděpodobnost, že př́ıslušná firma cunami vyvolala?
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Developerská firma chce postavit resort na pozemku pobĺıž pláže, ktarý je však již
obsazený. Pokud by uměla vyvolat cunami, s velkou pravděpodobnost́ı to udělá,
pozemek tak uvolńı a začne stavět. K cunami došlo a brzy se na uvolněném pozemku
skutečně začalo stavět. Jaká je pravděpodobnost, že př́ıslušná firma cunami vyvolala?

A – k cunami došlo a firma začala stavět
H – firma uḿı vyvolat cunami
P(A|H) = 0,99
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Př́ıklad:
Developerská firma chce postavit resort na pozemku pobĺıž pláže, ktarý je však již
obsazený. Pokud by uměla vyvolat cunami, s velkou pravděpodobnost́ı to udělá,
pozemek tak uvolńı a začne stavět. K cunami došlo a brzy se na uvolněném pozemku
skutečně začalo stavět. Jaká je pravděpodobnost, že př́ıslušná firma cunami vyvolala?

A – k cunami došlo a firma začala stavět, P(A) = 1.
H – firma uḿı vyvolat cunami, P(H) = 0,0001.
P(A|H) = 0,99
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skutečně začalo stavět. Jaká je pravděpodobnost, že př́ıslušná firma cunami vyvolala?

A – k cunami došlo a firma začala stavět, P(A) = 1.
H – firma uḿı vyvolat cunami, P(H) = 0,0001.
P(A|H) = 0,99

P(H|A) =
P(H)

P(A)
P(A|H) = 0,000099
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P(H|A) =
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P(A|H)

Př́ıklad:
Developerská firma chce postavit resort na pozemku pobĺıž pláže, ktarý je však již
obsazený. Pokud by uměla vyvolat cunami, s velkou pravděpodobnost́ı to udělá,
pozemek tak uvolńı a začne stavět. K cunami došlo a brzy se na uvolněném pozemku
skutečně začalo stavět. Jaká je pravděpodobnost, že př́ıslušná firma cunami vyvolala?

A – k cunami došlo a firma začala stavět, P(A) = 1.
H – firma uḿı vyvolat cunami, P(H) = 0,0001.
P(A|H) = 0,99

P(H|A) =
P(H)

P(A)
P(A|H) = 0,000099

Induktivńı úsudek: Je-li P(H|A) > P(Ω \H|A), pak ze skutečnosti, že nastal jev A

usuzujeme, že plat́ı hypotéza H.
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Necht’ H1 a H2 jsou komplementárńı. Pak plat́ı

P(A) = P
(

(A ∩H1) ∪ (A ∩H2)
)

= P(A ∩H1) + P(A ∩H2) =

= P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2)
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Necht’ H1 a H2 jsou komplementárńı. Pak plat́ı

P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2)

Př́ıklady:
Srpkovou anémii má 20% obyvatel USA západoafrického původu. Mezi ostatńımi má
tuto genetickou odchylku 1% obyvatel. USA má 35% obyvatel západoafrického
původu. Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný občan USA má srpkovou
anémii?
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Necht’ H1 a H2 jsou komplementárńı. Pak plat́ı

P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2)
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Srpkovou anémii má 20% obyvatel USA západoafrického původu. Mezi ostatńımi má
tuto genetickou odchylku 1% obyvatel. USA má 35% obyvatel západoafrického
původu. Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný občan USA má srpkovou
anémii?

A – člověk má anemii,
H1 – člověk je západoafrického původu,
H2 – člověk je jiného původu.
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tuto genetickou odchylku 1% obyvatel. USA má 35% obyvatel západoafrického
původu. Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný občan USA má srpkovou
anémii?

A – člověk má anemii, P(A|H1) = 0,2, P(A|H2) = 0,01,
H1 – člověk je západoafrického původu, P(H1) = 0,35,
H2 – člověk je jiného původu, P(H2) = 1− 0,35 = 0,65.
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původu. Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný občan USA má srpkovou
anémii?

A – člověk má anemii, P(A|H1) = 0,2, P(A|H2) = 0,01,
H1 – člověk je západoafrického původu, P(H1) = 0,35,
H2 – člověk je jiného původu, P(H2) = 1− 0,35 = 0,65.

P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2) = 0,35 · 0,2 + 0,65 · 0,01 = 0,0765
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Necht’ H1 a H2 jsou komplementárńı. Pak plat́ı

P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2)

Př́ıklady:
Test obsahuje 100 otázek, zkoušený zná odpověd’ na k otázek. Vylosuje si jednu
otázku. Pokud zná odpověd’, odpov́ı správně, pokud odpověd’ nezná, náhodně zvoĺı
jednu ze čty̌r nab́ızených odpověd́ı.

a) Jaká je pravděpodobnost, že správně odpov́ı?
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jednu ze čty̌r nab́ızených odpověd́ı.

a) Jaká je pravděpodobnost, že správně odpov́ı?

A – zkoušený odpov́ı správně,
H1 – vylosuje si otázku, na niž nezná odpověd’,
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Př́ıklady:
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1
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100 , P(H2) =
k

100 ,
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100− k

100

1

4
+

k

100
=

100 + 3k

400
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jednu ze čty̌r nab́ızených odpověd́ı.

a) Jaká je pravděpodobnost, že správně odpov́ı?

P(A) =
100 + 3k

400

b) Kolik muśı zkoušený znát odpověd́ı, aby pravděpodobnost úspěchu byla věťśı
než 1

2?
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Necht’ H1 a H2 jsou komplementárńı. Pak plat́ı

P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2)

Zobecněńı:
Necht’ základńı prostor Ω je rozdělen na n po dvou neslučitelných jev̊u
H1, H2, . . . , Hn. Pak pro každý jev A ⊆ Ω plat́ı

P(A) =

n
∑

i=1

P(Hi)P(A|Hi).
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Necht’ H1 a H2 jsou komplementárńı. Pak plat́ı

Vzorec pro inverzńı pravděpodobnost: P(Hi|A) =
P(Hi)

P(A)
P(A|Hi), i = 1, 2

Vzorec pro celkovou pravděpodobnost: P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2)

Bayes̊uv vzorec: P(H1|A) =
P(H1)P(A|H1)

P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2)
,

P(H2|A) =
P(H2)P(A|H2)

P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2)
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otázku. Pokud zná odpověd’, odpov́ı správně, pokud odpověd’ nezná, náhodně zvoĺı
jednu ze čty̌r nab́ızených odpověd́ı.

c) Jaká je pravděpodobnost, že zkoušený odpověd’ pouze hádal, když odpověděl
správně?
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jednu ze čty̌r nab́ızených odpověd́ı.
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4
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400
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100− k
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Necht’ H1 a H2 jsou komplementárńı. Pak plat́ı

Bayes̊uv vzorec: P(H1|A) =
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otázku. Pokud zná odpověd’, odpov́ı správně, pokud odpověd’ nezná, náhodně zvoĺı
jednu ze čty̌r nab́ızených odpověd́ı.

c) Jaká je pravděpodobnost, že zkoušený odpověd’ pouze hádal, když odpověděl
správně?

A – zkoušený odpov́ı správně, P(A|H1) =
1
4 , P(A|H2) = 1,

H1 – vylosuje si otázku, na niž nezná odpověd’, P(H1) =
100−k

100 , P(H2) =
k

100 ,

P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2) =
100+3k

400

P(H1|A) =
100−k

100 · 1
4

100+3k
400

=
100− k

100 + 3k

Pro k = 34 je P(H1|A) = 0,3267.
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Necht’ H1 a H2 jsou komplementárńı. Pak plat́ı

Bayes̊uv vzorec: P(H1|A) =
P(H1)P(A|H1)

P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2)

Zobecněńı:
Necht’ základńı prostor Ω je rozdělen na n po dvou neslučitelných jev̊u
H1, H2, . . . , Hn. Pak plat́ı

P(Hk|A) =
P(Hk)P(A|Hk)

P(A)
n
∑

i=1

P(Hi)P(A|Hi)
.
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”
Jest zcela nezpochybnitelným faktem, že nemůžeme-li se poznat nejpravdivěǰśı
soudy, muśıme se ř́ıdit soudy nejpravděpodobněǰśımi.

René Descartes, Rozprava o metodě“
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počet možnost́ı, jak z m označených jedinc̊u vybrat k: c(m, k) =

(

m

k

)
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neznámý počet jedinc̊u v populaci: n; určitě je n ≥ max{m, r}
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populace

27 / 29

Lincolnova-Petersonova metoda, mark-recatch

• Odchyt́ıme a označkujeme m jedinc̊u.
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P(Amrk
n ) =

(

m

k

)(

n−m

r − k

)

(

n

r

)
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Vyšeťrovaný objekt bud’ zjǐst’ovanou charakteristiku (chorobu) má nebo nemá.
Test je postup, který dá právě jeden ze dvou možných výsledk̊u:

+ pozitivńı, choroba zjǐstěna
− negativńı, choroba nezjǐstěna



Diagnostické testy
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sledovanou charakteristiku (chorobu) maj́ı. p = P(+|H)
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P(H) = r P(+|H) = p P(−|H) = 1− p

P(H ′) = 1− r P(+|H ′) = 1− q P(−|H ′) = q

Bayes̊uv vzorec:

P(H|+) =
P(H)P(+|H)

P(H)P(+|H) + P(H ′)P(+|H ′)
=

rp

rp+ (1− q)(1− r)
=

rp

1− r − q + rp+ rq

P(H|−) =
P(H)P(−|H)

P(H)P(−|H) + P(H ′)P(−|H ′)
=

r(1− p)

r(1− p) + (1− r)q
=

r(1− p)

r + q − rq − rp
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28 / 29

P(H) = r P(+|H) = p P(−|H) = 1− p

P(H ′) = 1− r P(+|H ′) = 1− q P(−|H ′) = q

Bayes̊uv vzorec:

P(H|+) =
rp

1− r − q + rp+ rq

P(H|−) =
r(1− p)

r + q − rq − rp
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r1 = 0,091 : P(H|++) = 0,909
r2 = 0,909 : P(H|+++) = 0,999, P(H|++−) = 0,020
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• Populace nestrukturovaná

x = x(t) . . . množstv́ı jedinc̊u v čase t
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f . . . očekávaný (pr̊uměrný) počet potomk̊u jedince za jednotku času
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x(t+ 1) = x(t) +množstv́ı narozených−množstv́ı uhynulých = x(t) +B −D =

= x(t) + fx(t) − (1 − σ)x(t) = (σ + f)x(t) = rx(t)

B = fx(t), 1− σ =
D

x(t)
⇒ D = (1− σ)x(t)

Označeńı: r = σ + f



Růst populace

29 / 29

• Populace nestrukturovaná: x(t+ 1) = rx(t)
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σ1 . . . P(juvenilńı jedinec p̌režije jednotku času)
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Růst populace

29 / 29

• Populace nestrukturovaná: x(t+ 1) = rx(t)
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Růst populace

29 / 29

• Populace nestrukturovaná: x(t+ 1) = rx(t)
• Populace strukturovaná na juvenilńı a plodné: x(t+ 1) = Rx(t)
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