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Růst homogenńı populace
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x(t) – velikost populace v čase t, který plyne v
”
přirozených“ jednotkách

x(t+ 1) = x(t)− uhynuĺı+ narozeńı

x(t+ 1) = x(t)− dx(t) + bx(t) = (1− d+ b)x(t) = rx(t)

d – úmrtnost (pravděpodobnost úmrt́ı během časové jednotky), d ∈ 〈0, 1〉
b – porodnost (pr̊uměrný počet potomků jedince), b ≥ 0
r = 1− d+ b – r̊ustový koeficient, r ≥ 0

x(t+ 1) = rx(t)

Rekurentńı formule pro geometrickou posloupnost
x(0) = x0 – počátečńı velikost populace

x(t) = x0r
t











r > 1, tj. b > d, populace roste

r = 1, tj. b = d, populace má konstatntńı velikost

r < 1, tj. b < d, populace vyḿırá
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Růst homogenńı populace

3 / 27

x(t+ 1) = rx(t), x(0) = x0
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Růst homogenńı populace

3 / 27

x(t+ 1) = rx(t), x(0) = x0

r̊ustový koeficient

r =
x(t+ 1)

x(t)

záviśı na velikosti populace
r = r

(

x(t)
)
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x(t+ 1) = r1−
x(t)
K x(t)
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Pojem posloupnosti

6 / 27
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• monotonnost
• periodicita (s přirozenou periodou)
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Posloupnost je funkce s definičńım oborem N, nebo N ∪ {0}, nebo Z.

Označeńı: a posloupnost, n ∈ D(a). a(n) = an – n-tý člen posloupnosti.
Alternativńı zápis posloupnosti s definičńım oborem N ∪ {0}: {an}∞n=0

Vlastnosti: • ohraničenost
• monotonnost
• periodicita (s přirozenou periodou)

Operace: aritmetické

Zadáváńı posloupnosti: • obecným předpisem
• rekurentně

Rekurentńı zápis posloupnosti: předpis pro výpočet n-tého členu posloupnosti pomoćı
jednoho (nebo několika předchoźıch) současně se zadáńım počátečńıho členu (nebo
několika počátečńıch členů)
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d < 0 neohraničená klesaj́ıćı,
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Název rekurentńı vztah obecný člen an poznámka

aritmetická an+1 = an + d a0 + nd d – diference,

an = 1
2
(an−1 + an+1)

geometrická an+1 = qan qna0 q – kvocient,
an =

√
an−1an+1

q > 1, a0 6= 0 neohraničená, a0 > 0 rostoućı, a0 < 0 klesaj́ıćı
q = 1 ohraničená (stacionárńı)
0 < q < 1, a0 6= 0 ohraničená, a0 > 0 klesaj́ıćı, a0 < 0 rostoućı
q = 0, a0 6= 0 ohraničená, a0 > 0 nerostoućı, a0 < 0 neklesaj́ıćı
−1 < q < 0, a0 6= 0 ohraničená,

”
tlumené oscilace“

q = −1, a0 6= 0 ohraničená, periodická s periodou 2
q < −1, a0 6= 0 neohraničená,

”
netlumené oscilace“
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an =
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Fibonacciho an+2 = an+1 + an ,
a0 = 1, aa = 1

(1 +
√
5)n+1 − (1 −

√
5)n+1

2n+1
√
5

pro
”
velká“ n

”
se chová“ jako geometrická s kvocientem 1

2
(1+

√
5) a počátečńım členem 1

5
(5+

√
5)
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Mayova (logistická) an+1 = ran

(

1 −
r − 1

r

an

K

)

r – r̊ustový koeficient,

K – kapacita (úživnost)

r = 2, K = 1
2
, an = 2(1− an): an = 1

2

(

1− (1− 2a0)2
n
)

r = 4, K = 3
4
, an = 4(1− an): an = [sin (2n arcsin

√
a0)]

2
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(1 +
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5)n+1 − (1 −
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5)n+1

2n+1
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5

Mayova (logistická) an+1 = ran

(

1 −
r − 1

r

an

K

)

r – r̊ustový koeficient,

K – kapacita (úživnost)

Bevertonova-Holtova an+1 =
Kr

K + (r − 1)an

Ka0

a0 + (K − a0)r−n

Rickerova an = r1−an/Kan
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8 / 27
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∆an lze chápat jako n-tý člen nějaké posloupnosti;
diferenci lze chápat jako posloupnost.

{an}∞n=0
⇒ {∆an}∞n=0

Rekurentńı formuli lze přepsat pomoćı diference:

Př́ıklad: an+1 = ran

(

1− r − 1

r

an

K

)

an+1 − an = ran − (r − 1)
a2n

K
− an

∆an =(r − 1)an
(

1− an

K

)
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Limita

9 / 27

lim
n→∞

an = α
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Proces: zvěťsováńı indexu n
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Členy posloupnosti se přibližuj́ı k č́ıslu α
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n→∞

an = c

• (∀n)an < bn ⇒ lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn

• (∀n)an ≤ bn ≤ cn, lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = α ⇒ lim
n→∞

bn = α



Vlastnosti limity

10 / 27
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Př́ıklady

11 / 27

lim
n→∞

1

nk
= 0, k ∈ N, lim

n→∞
qn = 0 pro |q| < 1

lim
n→∞

n2

2n
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Nevlastńı limita
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n→∞

(an ± bn) = ∞
lim
n→∞

an = −∞, {bn}∞n=0 je ohraničená ⇒ lim
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”
bĺızko“ f(x0).

• Zvoĺıme-li
”
mě̌ŕıtko bĺızkosti“ ε závisle proměnné ε, lze k němu naj́ıt

”
mě̌ŕıtko

bĺızkosti“ δ nezávisle proměnné takové, že když je x
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bĺızko“ k x0 ”

podle
mě̌ŕıtka“ δ, tak je f(x)

”
bĺızko“ f(x0) ”

podle mě̌ŕıtka“ ε.
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bĺızko“ k x0 ”

podle
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bĺızko“ k x0 ”

podle
mě̌ŕıtka“ δ, tak je f(x)

”
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je bĺızko“ k x0, tak f(x) je od f(x0) ”

daleko“.
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daleko“ od funkčńı hodnoty f(x0).
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17 / 27

y

xx0

f(x0)
ε

Funkce f je nespojitá v bodě x0:
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”
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17 / 27

y

xx0

f(x0)
ε

Funkce f je nespojitá v bodě x0:
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• Při nějakém
”
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• Přestože x
”
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mě̌ŕıtko dalekosti“ ε, že pro libovolné
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Funkce f je nespojitá v bodě x0 ∈ D(f):

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x ∈ D(f)) |x− x0| < δ & |f(x)− f(x0)| ≥ ε
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Exkurs: výroky s kvantifikátory

18 / 27

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

Funkce f je spojitá v x0 ∈ D(f).
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(∀ε > 0)(∀δ > 0)(∀x ∈ D(f)) |x− x0| ≥ δ & |f(x)− f(x0)| < ε
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Exkurs: výroky s kvantifikátory
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(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

Funkce f je spojitá v x0 ∈ D(f).

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x ∈ D(f)) |x− x0| < δ & |f(x)− f(x0)| ≥ ε

Funkce f je nespojitá v x0 ∈ D(f). (Funkce f neńı spojitá v x0 ∈ D(f).
Neńı pravda, že funkce f je spojitá v x0 ∈ D(f).)

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∀x ∈ D(f)) |x− x0| ≥ δ & |f(x)− f(x0)| < ε

Funkce f je ohraničená.

(∀ε > 0)(∀δ > 0)(∀x ∈ D(f)) |x− x0| ≥ δ & |f(x)− f(x0)| < ε

Funkce f je konstantńı.

(∃δ > 0)(∀ε > 0)(∀x ∈ D(f)) |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

Funkce f má v x0 ∈ D(f) ohraničenou rychlost r̊ustu.



Operace se spojitými funkcemi
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Necht’ funkce f a g jsou spojité v bodě x0 ∈ D(f) ∩D(g). Pak také funkce

f + g, f − g, fg

jsou spojité v bodě x0. Pokud nav́ıc g(x0) 6= 0, pak je také funkce

f

g

spojitá v bodě x0.



Operace se spojitými funkcemi
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Necht’ funkce f a g jsou spojité v bodě x0 ∈ D(f) ∩D(g). Pak také funkce

f + g, f − g, fg

jsou spojité v bodě x0. Pokud nav́ıc g(x0) 6= 0, pak je také funkce

f

g

spojitá v bodě x0.

Necht’ funkce g je spojitá v bodě x0 a g(x0) ∈ D(f). Je-li funkce f spojitá v bodě
g(x0), pak je složená funkce f ◦ g spojitá v bodě x0.



Operace se spojitými funkcemi

19 / 27

Necht’ funkce f a g jsou spojité v bodě x0 ∈ D(f) ∩D(g). Pak také funkce

f + g, f − g, fg

jsou spojité v bodě x0. Pokud nav́ıc g(x0) 6= 0, pak je také funkce

f

g

spojitá v bodě x0.

Necht’ funkce g je spojitá v bodě x0 a g(x0) ∈ D(f). Je-li funkce f spojitá v bodě
g(x0), pak je složená funkce f ◦ g spojitá v bodě x0.

Necht’ funkce f je spojitá v bodě x0. Pokud existuje inverzńı funkce f−1, pak je tato
funkce spojitá v bodě f(x0).



Spojitost na intervalu
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Funkce f je spojitá na intervalu J ⊆ D(f), pokud je spojitá v každém bodě tohoto
intervalu.

(∀x0 ∈ J)(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε



Spojitost na intervalu

20 / 27

Funkce f je spojitá na intervalu J ⊆ D(f), pokud je spojitá v každém bodě tohoto
intervalu.

(∀x0 ∈ J)(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

Každá elementárńı funkce je spojitá na každém intervalu, který je část́ı jej́ıho
definičńıho oboru.



Funkce spojité na uzav̌reném intervalu
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Necht’ funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉 ⊆ D(f). Pak plat́ı:
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Necht’ funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉 ⊆ D(f). Pak plat́ı:

• Funkce f je ohraničená na intervalu 〈a, b〉.

(∃k ∈ R)(∀x ∈ 〈a, b〉) |f(x)| < k



Funkce spojité na uzav̌reném intervalu

21 / 27

Necht’ funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉 ⊆ D(f). Pak plat́ı:

• Funkce f je ohraničená na intervalu 〈a, b〉.

(∃k ∈ R)(∀x ∈ 〈a, b〉) |f(x)| < k

• Funkce f nabývá na intervalu 〈a, b〉 své nejmenš́ı a nejvěťśı hodnoty.

(∃c, d ∈ 〈a, b〉)(∀x ∈ 〈a, b〉) f(c) ≤ f(x) ≤ f(d)



Funkce spojité na uzav̌reném intervalu
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Karl Theodor Wilhelm Weierstraß 1815–1897

Necht’ funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉 ⊆ D(f). Pak plat́ı:

• Funkce f je ohraničená na intervalu 〈a, b〉.

(∃k ∈ R)(∀x ∈ 〈a, b〉) |f(x)| < k

• Funkce f nabývá na intervalu 〈a, b〉 své nejmenš́ı a nejvěťśı hodnoty.

(∃c, d ∈ 〈a, b〉)(∀x ∈ 〈a, b〉) f(c) ≤ f(x) ≤ f(d)



Funkce spojité na uzav̌reném intervalu
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Necht’ funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉 ⊆ D(f). Pak plat́ı:

• Pokud maj́ı funkčńı hodnoty v krajńıch bodech intervalu 〈a, b〉 opačná znaménka,
pak uvniťr tohoto intervalu existuje kǒren rovnice f(x) = 0.

f(a)f(b) < 0 ⇒ (∃c ∈ (a, b)) f(c) = 0



Funkce spojité na uzav̌reném intervalu
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Necht’ funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉 ⊆ D(f). Pak plat́ı:

• Pokud maj́ı funkčńı hodnoty v krajńıch bodech intervalu 〈a, b〉 opačná znaménka,
pak uvniťr tohoto intervalu existuje kǒren rovnice f(x) = 0.

f(a)f(b) < 0 ⇒ (∃c ∈ (a, b)) f(c) = 0

• Funkce f nabývá na intervalu 〈a, b〉 všech hodnot mezi svou nejvěťśı a nejmenš́ı
hodnotou.

(∃c, d ∈ 〈a, b〉)(∀x ∈ 〈a, b〉) f(c) ≤ f(x) ≤ f(d)

& (∀y ∈ 〈f(c), f(d)〉)(∃ξ ∈ 〈a, b〉) f(ξ) = y



Funkce spojité na uzav̌reném intervalu
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Bernard Bolzano 1781–1848

Necht’ funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉 ⊆ D(f). Pak plat́ı:

• Pokud maj́ı funkčńı hodnoty v krajńıch bodech intervalu 〈a, b〉 opačná znaménka,
pak uvniťr tohoto intervalu existuje kǒren rovnice f(x) = 0.

f(a)f(b) < 0 ⇒ (∃c ∈ (a, b)) f(c) = 0

• Funkce f nabývá na intervalu 〈a, b〉 všech hodnot mezi svou nejvěťśı a nejmenš́ı
hodnotou.

(∃c, d ∈ 〈a, b〉)(∀x ∈ 〈a, b〉) f(c) ≤ f(x) ≤ f(d)

& (∀y ∈ 〈f(c), f(d)〉)(∃ξ ∈ 〈a, b〉) f(ξ) = y
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Představa a pojem limity

Nevlastńı limita
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lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má v bodě x0 limitu a:
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lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má ve vlastńım bodě x0 vlastńı limitu a:
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lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu a ∈ R:
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lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu a ∈ R:
y

xx0

y

xx0

y

xx0



Představa a pojem limity
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lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu a ∈ R:
y

xx0

a
y

xx0

a
y

xx0

a

Když se s hodnotami nezávisle proměnné se přibližujeme k x0 tak se funkčńı hodnoty
přibližuj́ı k a.
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lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu a ∈ R:
y

xx0

y

xx0

a
y

xx0

a

Když se s hodnotami nezávisle proměnné se přibližujeme k x0 tak se funkčńı hodnoty
přibližuj́ı k a.
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lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu a ∈ R:
y

xx0

y

xx0

a
y

xx0

a

Když se s hodnotami nezávisle proměnné se přibližujeme k x0 tak se funkčńı hodnoty
přibližuj́ı k a.

Při jakémkoliv přibližováńı se nezávisle proměnné k hodnotě x0 se př́ıslušné hodnoty
nutně přibĺıž́ı k hodnotě a.



Představa a pojem limity

23 / 27

lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu a ∈ R:
y

xx0

a
y

xx0

a
y

xx0

a

Když se s hodnotami nezávisle proměnné se přibližujeme k x0 tak se funkčńı hodnoty
přibližuj́ı k a.

Při jakémkoliv přibližováńı se nezávisle proměnné k hodnotě x0 se př́ıslušné hodnoty
nutně přibĺıž́ı k hodnotě a.

(

∀{xn}∞n=0 ⊆ D(f)
)

lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f(xn) = a



Představa a pojem limity
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lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu a ∈ R:
y

xx0

a
y

xx0

a
y

xx0

a

Pokud je funkce f spojitá v x0, tak a se rovná funkčńı hodnotě f(x0).



Představa a pojem limity
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lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu a ∈ R:
y

xx0

a
y

xx0

a
y

xx0

a

Pokud je funkce f spojitá v x0, tak a se rovná funkčńı hodnotě f(x0).

Pokud funkce f neńı spojitá v x0, tak a je taková hodnota, že dodefinováńı nebo
změna funkčńı hodnoty v x0 splňuj́ıćı rovnost f(x0) = a, změńı funkci f na funkci
spojitou v x0.



Představa a pojem limity

23 / 27

lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu a ∈ R:
y

xx0

a
y

xx0

a
y

xx0

a

Pokud je funkce f spojitá v x0, tak a se rovná funkčńı hodnotě f(x0).

Pokud funkce f neńı spojitá v x0, tak a je taková hodnota, že dodefinováńı nebo
změna funkčńı hodnoty v x0 splňuj́ıćı rovnost f(x0) = a, změńı funkci f na funkci
spojitou v x0.

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− a| < ε
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lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu a ∈ R:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− a| < ε
(

∀{xn}∞n=0 ⊆ D(f)
)

lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f(xn) = a



Představa a pojem limity
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lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu a ∈ R:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− a| < ε
(

∀{xn}∞n=0 ⊆ D(f)
)

lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f(xn) = a

Předpokládáme, že definičńı obor funkce f je takový, že posloupnost

{xn}∞n=0 ⊆ D(f), lim
n→s

xn = x0

existuje, tj. že v každém ryźım okoĺı bodu x0 jsou hodnoty z definičńıho oboru
funkce f .



Představa a pojem limity
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lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu a ∈ R:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− a| < ε
(

∀{xn}∞n=0 ⊆ D(f)
)

lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f(xn) = a

Předpokládáme, že definičńı obor funkce f je takový, že posloupnost

{xn}∞n=0 ⊆ D(f), lim
n→s

xn = x0

existuje, tj. že v každém ryźım okoĺı bodu x0 jsou hodnoty z definičńıho oboru
funkce f .

x0 je hromadný bod definičńıho oboru.



Představa a pojem limity
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lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu a ∈ R:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− a| < ε

(

∀{xn}∞n=0 ⊆ D(f)
)

lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f(xn) = a

x0 je hromadný bod definičńıho oboru.



Nevlastńı limita
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x0 ∈ R

lim
x→x0

f(x) = ∞: (∀H ∈ R)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) > H
(

∀{xn}∞n=0 ⊆ D(f)
)

lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f(xn) = ∞

lim
x→x0

f(x) = ∞: (∀H ∈ R)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) < H
(

∀{xn}∞n=0 ⊆ D(f)
)

lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f(xn) = −∞

y

xx0

y

x



Limita v nevlastńım bodě
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Vlastńı limita v nevlastńım bodě:

lim
x→∞

f(x) = a: (∀ε > 0)(∃h ∈ R)(∀x ∈ D(f)) x > h ⇒ |f(x)− a| < ε
(

∀{xn}∞n=0 ⊆ D(f)
)

lim
n→∞

xn = ∞ ⇒ lim
n→∞

f(xn) = a

lim
x→−∞

f(x) = a: (∀ε > 0)(∃h ∈ R)(∀x ∈ D(f)) x < h ⇒ |f(x)− a| < ε
(

∀{xn}∞n=0 ⊆ D(f)
)

lim
n→∞

xn = −∞ ⇒ lim
n→∞

f(xn) = a



Limita v nevlastńım bodě
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Nevlastńı limita v nevlastńım bodě:

lim
x→∞

f(x) = ∞: (∀H ∈ R)(∃h ∈ R)(∀x ∈ D(f)) x > h ⇒ f(x) > H
(

∀{xn}∞n=0 ⊆ D(f)
)

lim
n→∞

xn = ∞ ⇒ lim
n→∞

f(xn) = ∞

lim
x→∞

f(x) = −∞: (∀H ∈ R)(∃h ∈ R)(∀x ∈ D(f)) x > h ⇒ f(x) < H
(

∀{xn}∞n=0 ⊆ D(f)
)

lim
n→∞

xn = ∞ ⇒ lim
n→∞

f(xn) = −∞

lim
x→−∞

f(x) = ∞: (∀H ∈ R)(∃h ∈ R)(∀x ∈ D(f)) x < h ⇒ f(x) > H
(

∀{xn}∞n=0 ⊆ D(f)
)

lim
n→∞

xn = −∞ ⇒ lim
n→∞

f(xn) = ∞

lim
x→−∞

f(x) = −∞: (∀H ∈ R)(∃h ∈ R)(∀x ∈ D(f)) x < h ⇒ f(x) < H
(

∀{xn}∞n=0 ⊆ D(f)
)

lim
n→∞

xn = −∞ ⇒ lim
n→∞

f(xn) = −∞
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lim
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f(x), x0 ∈ R
∗

• f spojitá v x0 ∈ R → lim
x→x0

f(x) = f(x0)



Výpočet limit
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lim
x→x0

f(x), x0 ∈ R
∗

• f spojitá v x0 ∈ R → lim
x→x0

f(x) = f(x0)

• f nespojitá v x0 ∈ R
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lim
x→x0

f(x), x0 ∈ R
∗

• f spojitá v x0 ∈ R → lim
x→x0

f(x) = f(x0)

• f nespojitá v x0 ∈ R: najdeme funkci g, která má na nějakém ryźım okoĺı bodu x0

stejné funkčńı hodnoty jako funkce f → lim
x→x0

f(x) = g(x0)
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lim
x→x0

f(x), x0 ∈ R
∗

• f spojitá v x0 ∈ R → lim
x→x0

f(x) = f(x0)

• f nespojitá v x0 ∈ R: najdeme funkci g, která má na nějakém ryźım okoĺı bodu x0

stejné funkčńı hodnoty jako funkce f → lim
x→x0

f(x) = g(x0)

[

(∃η)(∃g)(∀x ∈ D(f) ∩D(g))
(

0 < |x− x0| < η ⇒ f(x) = g(x)
)

&
(

g spojitá v x0

)

]

⇒ lim
x→x0

f(x) = g(x0)



Výpočet limit
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lim
x→x0

f(x), x0 ∈ R
∗

• f spojitá v x0 ∈ R → lim
x→x0

f(x) = f(x0)

• f nespojitá v x0 ∈ R: najdeme funkci g, která má na nějakém ryźım okoĺı bodu x0

stejné funkčńı hodnoty jako funkce f → lim
x→x0

f(x) = g(x0)

[

(∃η)(∃g)(∀x ∈ D(f) ∩D(g))
(

0 < |x− x0| < η ⇒ f(x) = g(x)
)

&
(

g spojitá v x0

)

]

⇒ lim
x→x0

f(x) = g(x0)

Př́ıklad: lim
x→1

x2 − 2x+ 1

x2 − 1



Výpočet limit
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lim
x→x0

f(x), x0 ∈ R
∗

• f spojitá v x0 ∈ R → lim
x→x0

f(x) = f(x0)

• f nespojitá v x0 ∈ R: najdeme funkci g, která má na nějakém ryźım okoĺı bodu x0

stejné funkčńı hodnoty jako funkce f → lim
x→x0

f(x) = g(x0)

[

(∃η)(∃g)(∀x ∈ D(f) ∩D(g))
(

0 < |x− x0| < η ⇒ f(x) = g(x)
)

&
(

g spojitá v x0

)

]

⇒ lim
x→x0

f(x) = g(x0)

Př́ıklad: lim
x→1

x2 − 2x+ 1

x2 − 1

x 6= 1 :
x2 − 2x+ 1

x2 − 1
=

(x− 1)2

(x− 1)(x+ 1)
=

x− 1

x+ 1
,



Výpočet limit
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lim
x→x0

f(x), x0 ∈ R
∗

• f spojitá v x0 ∈ R → lim
x→x0

f(x) = f(x0)

• f nespojitá v x0 ∈ R: najdeme funkci g, která má na nějakém ryźım okoĺı bodu x0

stejné funkčńı hodnoty jako funkce f → lim
x→x0

f(x) = g(x0)

[

(∃η)(∃g)(∀x ∈ D(f) ∩D(g))
(

0 < |x− x0| < η ⇒ f(x) = g(x)
)

&
(

g spojitá v x0

)

]

⇒ lim
x→x0

f(x) = g(x0)

Př́ıklad: lim
x→1

x2 − 2x+ 1

x2 − 1

x 6= 1 :
x2 − 2x+ 1

x2 − 1
=

(x− 1)2

(x− 1)(x+ 1)
=

x− 1

x+ 1
, g(x) =

x− 1

x+ 1
je spojitá v x0 = 1



Výpočet limit
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lim
x→x0

f(x), x0 ∈ R
∗

• f spojitá v x0 ∈ R → lim
x→x0

f(x) = f(x0)
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je spojitá v x0 = 1
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• f spojitá v x0 ∈ R → lim
x→x0

f(x) = f(x0)

• f nespojitá v x0 ∈ R: najdeme funkci g, která má na nějakém ryźım okoĺı bodu x0
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)

]

⇒ lim
x→x0

f(x) = g(x0)
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”
Standardńı limity:“

• lim
x→∞

(

anx
n − an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0
)

= sgn(an)∞
lim

x→−∞

(

anx
n − an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0
)

= sgn(an)(−1)n∞
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anx
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x→−∞
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x→∞

anx
n − an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

bmxm − bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0
=























0, m > n

an

bm
, m = n

sgn

(

an

bm

)

∞, m < n

lim
x→−∞

anx
n − an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

bmxm − bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0
=























0, m > n

an

bm
, m = n

sgn

(

an

bm

)

(−1)n+m∞, m < n
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ax =











∞, a > 1

1, a = 1

0, 0 < a < 1,

lim
x→−∞

ax =











0, a > 1

1, a = 1

∞, 0 < a < 1
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log
a
x =

{
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−∞, 0 < a < 1
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• lim
x→∞

log
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x =

{
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∞, a > 0

1, a = 0
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”
Standardńı limity:“

• lim
x→0

ex − 1

x
= 1 y

x

y = x

y = ex − 1
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”
Standardńı limity:“

• lim
x→0

ex − 1

x
= 1 y

x

y = x

y = ex − 1

• lim
x→0

sinx

x
= 1 y

x

y = x

y = sinx



Př́ıklady

27 / 27

lim
x→−2

6− 2x− 2x2

3x2 + 4x− 3
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√
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√
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1 + 1

x

)
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|x|
√
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sgn(x)
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1 + 1
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