M1030 7. a 14.11.2019




Aplikace — motivace

Rist homogenni populace
Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

Posloupnosti
Spojité funkce

Limita funkce

Aplikace — motivace

2 /27



Rist homogenni populace

x(t) — velikost populace v €ase t, ktery plyne v ,,pfirozenych" jednotkach

x(t 4+ 1) = x(t) — uhynuli + narozenfi
x(t+1)=x(t) —de(t) + bx(t) = (1 —d+ b)x(t) = rz(t)
d — amrtnost (pravdépodobnost Gmrti b&hem ¢asové jednotky), d € (0,1)

b — porodnost (primé&rny polet potomkd jedince), b > 0
r =1 —d+ b — ristovy koeficient, r > 0

z(t+1) =rz(t)
Rekurentni formule pro geometrickou posloupnost
x(0) = xo — pocatedni velikost populace
z(t) = xort
(7 > 1, tj. b > d, populace roste
{r =1, tj. b=d, populace ma konstatntni velikost

|7 <1, tj. b<d, populace vymira
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ristovy koeficient




ristovy koeficient

zavisi na velikosti populace




zdroji




zdroji

Malthus, Euler: roe
x(t+ 1) = ra(t)




Z!I’Ojl

z(t+1)

z(t)

Malthus, Euler:
x(t+ 1) = ra(t)

Verhulst, May:
z(t+1) = (r — (r— 1)%) x(t)




Rust homogenni populace s omezenymi

zdroji

Malthus, Euler:
x(t+ 1) = rx(t)

Verhulst, May:

z(t+1) = (r (- 1)%) 2(t)

Beverton a Holt, Pielou:

r(t+1) = x(t)
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Rust homogenni populace s omezenymi
zdroji

Malthus, Euler:
x(t+ 1) = rx(t)

Verhulst, May:

z(t+1) = <r (- 1)%) 2(t)

Beverton a Holt, Pielou:

r(t+1) = x(t)

Ricker:
r(t+1)=7r"
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Posloupnost je funkce s definiénim oborem N, nebo N U {0}, nebo Z.

Oznaleni: a posloupnost, n € D(a). a(n) = a, — n-ty €len posloupnosti.
Alternativni zapis posloupnosti s definiénim oborem NU {0}: {a,} _,

Vlastnosti: e ohrani¢enost
® monotonnost
e periodicita (s pfirozenou periodou)

Operace: aritmetické

Zadavani posloupnosti: @ obecnym predpisem
e rekurentné

Rekurentni zapis posloupnosti: predpis pro vypoclet n-tého ¢lenu posloupnosti pomoci
jednoho (nebo nékolika pfedchozich) souéasné se zadanim poc&atecniho ¢lenu (nebo
nékolika pocatecnich &leni)
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Nazev rekurentni vztah obecny ¢&len a, poznamka
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Nazev rekurentni vztah obecny ¢&len a, poznamka

aritmetickad Ap41 = an + d ag + nd d — diference,
an = %(an—l +ant1)

d > 0 neohraniéena rostouci
d < 0 neohraniéend klesajici,

d = 0 ohraniéena stacionarni




Nazev rekurentni vztah obecny ¢&len a, poznamka

aritmetickad Ap41 = an + d ag + nd d — diference,
an = %(an—l +ant1)

geometricka Ap41 = gan q - ap q — kvocient,

An = /An—-1aAn41




Priklady posloupnosti

Nazev rekurentni vztah obecny &len a, poznamka

aritmeticka Ap41 = anp +d ag + nd d — diference,
An = %(an—l + an—l—l)

geometricka Ap+4+1 = gan q - ap q — kvocient,

An = \/An—-1An41

q>1,a0#0 neohraniéend, ag > 0 rostouci, ag < 0 klesajici
qg=1 ohraniena (stacionarni)

0<qg<1,ag#0 ohrani¢ena, ag > 0 klesajici, ag < 0 rostouci
q=0,a9F#0 ohrani¢ena, ag > 0 nerostouci, ag < 0 neklesajici
—1 < g <0, ag # 0 ohraniéena, ,tlumené oscilace"

q=—1,a9 #0 ohrani¢ena, periodicka s periodou 2

q<—1,a9 #0 neohraniéend, ,,netlumené oscilace"
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Nazev

rekurentni vztah

obecny ¢&len a,

poznamka

aritmetickad

geometricka

Fibonacciho

Ap+1 = an +d

An+4+1 — gan

An+4+2 = An41 + an,
ag =1,aq =1

ag + nd

(1 + \/g)n—kl . (1 . \/g)n+1

2n+1y5

d — diference,
an = %(an—l + an—|—1)

q — kvocient,

An = /An—-1aAn41




Priklady posloupnosti

Nazev rekurentni vztah obecny &len a, poznamka

aritmeticka Ap41 = anp +d ag + nd d — diference,
An = %(an—l + an—l—l)

geometrickd Apt+1 = gan q" ag q — kvocient,
An = \/An—-1An41
Fibonacciho Ap42 = api1 + an, (1+ \/g)n—|-1 (11— \/g)n—|-1
ag =1,aq =1
0 a 2n+1\/5

pro ,velkd” n ,se chovd" jako geometrickd s kvocientem %(1 + \/5) a polateénim &lenem %(5 + \/5)
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Nazev

rekurentni vztah

obecny ¢&len a,

poznamka

aritmetickad

geometricka

Fibonacciho

Mayova (logistickd)

Ant1 = an +d

An4+1 = gqan

Ap42 = aGpt1 + an,
ag =1,aq =1

r—1

anpt1 = Tan (1 —
r

an
K

)

ag + nd

(1+ VB — (1 - VB!

2n+1y5

d — diference,
An = %(an—l + an—|—1)

q — kvocient,

An = /An—-1aAn41

T — rlstovy koeficient,

K — kapacita (UZivnost)




Priklady posloupnosti

Nazev rekurentni vztah obecny &len a, poznamka

aritmeticka Ap41 = anp +d ag + nd d — diference,
An = %(an—l + an—l—l)

geometrickd Apt+1 = gan q" ag q — kvocient,
Un = \/An—-1An41
Fibonacciho Ap42 = api1 + an, (1+ \/g)n—|-1 (11— \/g)n—|-1
=1 =1
ao , Qg on+1 \/5
. r—1anp . , .
Mayova (logistickd) Up41 = Tan (1 — ?> r — rdstovy koeficient,
T

K — kapacita (dzivnost)

ﬁ

ﬁ

=2, K=1 a,=2(1—an) an =1 (1—(1—2a0)2”)
=4, K = %, an = 4(1 — an): an = [sin (2" arcsin \/ag)]?
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Nazev

rekurentni vztah

obecny ¢&len a,

ag + nd

poznamka

d — diference,
an = %(an—l + an—|—1)

aritmeticka
geometricka

Fibonacciho

Mayova (logistickd)

Bevertonova-Holtova

Rickerova

ant+1 = an +d

An41 = gan

An+2
agQ

= a’n—l—l +a”n,)
=1l,aq =1

r—1a

n
An41 = Tan 1— - ?

Kr

a =
" K F (r = Day,

an

— ,r,l—an/Kan

)

(1+ VB — (1 - VB!

2n+1./5

ag + (K —ag)r—"n

q — kvocient,

An = /An—-1An41

T — rlstovy koeficient,

K — kapacita (Uzivnost)




Prvni diference vpred: Aa,, = a,11 — an




Prvni diference vpred: Aa,, = a,11 — an

(Vn)Aa, >0 = posloupnost je rostouci,
(Vn)Aa, <0 = posloupnost je klesajici
(Vn)Aa, > 0 = posloupnost je neklesajici
(Vn)

Vn)Aa, <0 = posloupnost je nerostouci




Diference a jeji vyznam

Prvni diference vpred: Aa,, = a,1+1 — ay

(Vn)Aa, > 0 = posloupnost je rostouci,
(Vn)Aa, < 0 = posloupnost je klesajici
(Vn)Aa, >0 = posloupnost je neklesajici
(Vn)Aa, <0 = posloupnost je nerostouci

Aa,, lze chapat jako n-ty ¢len néjaké posloupnosti;
diferenci lze chapat jako posloupnost.

{an},—o = {Aan},
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Diference a jeji vyznam

Prvni diference vpred: Aa,, = a,1+1 — ay

(Vn)Aa, > 0 = posloupnost je rostouci,
(Vn)Aa, < 0 = posloupnost je klesajici
(Vn)Aa, >0 = posloupnost je neklesajici
(Vn)Aa, <0 = posloupnost je nerostouci

Aa,, lze chapat jako n-ty ¢len néjaké posloupnosti;
diferenci lze chapat jako posloupnost.

{an},—o = {Aan},

Rekurentni formuli |ze pfepsat pomoci diference:

\V o4 - 1
Piklad: Gir = ran (1 T "ﬂ)
r K
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lim a, = o
n—r00

Cleny posloupnosti se p¥iblizuji k &islu

Vzdélenost mezi &isly a,, a a: |a, — «|
.G j€ blizko k a*: a: |a, — «al je mensi neZ ,, méfitko malosti”, «; |a, — a| < €.

Proces: zvétSovani indexu n
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Limita

lim a, = «
n—oo

Cleny posloupnosti se pFiblizuji k &islu

Vzdalenost mezi &isly a,, a a: |a, — ¢
.an je blizko k a': a: |a, — a| je mensi nez ,méFitko malosti”, o; |a, — a| < €.

Proces: zvétSovani indexu n

Kdyz zvétSujeme index n tak dojde k tomu, Ze ¢leny posloupnosti jsou blizko k &islu o

At zvolime , mé&¥itko malosti" € jakkoliv, tak po dostate&ném zvé&téeni indexu n budou
¢leny posloupnosti ,,blizko™ €isla a.
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Vlastnosti limity
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10 / 27



Vlastnosti limity

e KaZda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Pokud existuje lim a,,, posloupnost {a,}, _, se nazyva konvergentni.
n—o0

e Konvergentni posloupnost je ohranicend

e (VYn)a, = c (posloupnost je stacionarni) = lim a, = c
n—oo

e (Vn)a, <b, = lim a, < lim b,

n—oo n—oo

e (Vn)a, <b, <cp,, lima,= lim ¢, =a = lim b, =«
n— oo n— oo n— oo

10 / 27



Vlastnosti limity

e KaZda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Pokud existuje lim a,,, posloupnost {a,}, _, se nazyva konvergentni.
n—o0

e Konvergentni posloupnost je ohranicend

e (VYn)a, = c (posloupnost je stacionarni) = lim a, = c
n—oo

e (Vn)a, <b, = lim a, < lim b,

n—oo n—oo

e (Vn)a, <b, <cp,, lima,= lim ¢, =a = lim b, =«
n— oo n— oo n— oo

e lim a, =0, {b,}>°, je ohrani¢end = lim a,b, =0
n—oo n—oo

10 / 27



Vlastnosti limity

e KaZda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Pokud existuje lim a,,, posloupnost {a,}, _, se nazyva konvergentni.
n—o0

e Konvergentni posloupnost je ohranicend

e (VYn)a, = c (posloupnost je stacionarni) = lim a, = c
n—oo

e (Vn)a, <b, = lim a, < lim b,

n—oo n—oo

e (Vn)a, <b, <cp,, lima,= lim ¢, =a = lim b, =«
n— oo n— oo n— oo

e lim a, =0, {b,}>°, je ohrani¢end = lim a,b, =0
n—oo n—oo

e lim (a, £b,)= lim a, + lim b,

10 / 27



Vlastnosti limity

e KaZda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Pokud existuje lim a,,, posloupnost {a,}, _, se nazyva konvergentni.
n—o0

e Konvergentni posloupnost je ohranicend

e (VYn)a, = c (posloupnost je stacionarni) = lim a, = c
n—oo

e (Vn)a, <b, = lim a, < lim b,

n—oo n—oo

e (Vn)a, <b, <cp,, lima,= lim ¢, =a = lim b, =«
n— oo n— oo n— oo

e lim a, =0, {b,}>°, je ohrani¢end = lim a,b, =0
n—oo n—oo

e lim (a, £b,)= lim a, + lim b,

n—oo n—oo n—oo
e lim a,b, = lim a, - lim b,
n—oo n—oo n—oo

10 / 27



Vlastnosti limity

e KaZda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Pokud existuje lim a,,, posloupnost {a,}, _, se nazyva konvergentni.
n—o0

e Konvergentni posloupnost je ohranicend

e (VYn)a, = c (posloupnost je stacionarni) = lim a, = c
n—oo

e (Vn)a, <b, = lim a, < lim b,

n—oo n—oo

e (Vn)a, <b, <cp,, lima,= lim ¢, =a = lim b, =«
n— oo n— oo n— oo

e lim a, =0, {b,}>°, je ohrani¢end = lim a,b, =0
n—oo n—oo

e lim (a, £b,)= lim a, + lim b,

n—oo n—oo n—oo
e lim a,b, = lim a, - lim b,
n—oo n—oo n—oo
a, W 0n .
e lim — = —"—— pokud lim b, # 0
n—oo by, lim b, n— 00
n—oo

10 / 27



1
lim — =0, k€N, lim ¢" =0 pro |q| < 1

n— 00 ’n,k n— 00




1
lim — =0, k€N, lim ¢" =0 pro |q| < 1

n— 00 ’n,k n— 00

n-+1

lim

n—oo n




1
lim — =0, k€N, lim ¢" =0 pro |q| < 1

n— 00 ’n,k n— 00

n— 00 n n— 00

n—,oo 71

1 1 1
hm 21— jim <1+—>:1+1im—=1+0=1
mn




1
lim — =0, k€N, lim ¢" =0 pro |q| < 1

n— 00 ’n,k n— 00




1
lim — =0, k€N, lim ¢" =0 pro |q| < 1

n— 00 ’n,k n— 00




1
lim — =0, k€N, lim ¢" =0 pro |q| < 1
n—oo N n— 00
2_9 1 —1)2 —1 2
lim i nt = lim (n ) = lim n = lim (1— =1
n— 00 n2 —1 n— 00 (n -+ 1)(n — 1) n—oon + 1 n— 00 n-+1
1_2_|_L
= lim n__n? _q




1
lim — =0, k€N, lim ¢" =0 pro |q| < 1

n— 00 ’n,k n— 00

on _ 3n

lim

71— 00 2n—|—1 _ 3n—|—1




1
lim — =0, k€N, lim ¢" =0 pro |q| < 1

n— 00 ’n,k n— 00

1. 2n - 3n B l. 2n 37’1; B
e on+1 _ gn+1 — oot on+l _ 3n+l  9n+l _ 3n+l |

1 1 1
_= ]_.[“ — :O——: 1




1
lim — =0, k€N, lim ¢" =0 pro |q| < 1

n— 00 ’n,k n— 00

lim —
n—oo 2N




1
lim — =0, k€N, lim ¢" =0 pro |q| < 1
n—soo N n— 00
. n?
lim —
n—oo 2N
2 2 2
n n n
0< — = =




1

lim — =0, k€N, lim ¢" =0 pro |q| < 1
n—oo N n— 00
2
limn—
n—oo 2N
n? n? n? n?
20 D e (MY e (M) bt 1w (M) 4 (7
T2 3 T2 3
6n? 6n2 6

:6+6n+3n(n—1)+n(n—1)(n—2):6+5n+n3 S +24n




1

lim — =0, k€N, lim ¢" =0 pro |q| < 1
n—oco N n—o00
2
lim —
n—oo 2N
n? n? n? n?
0< — = = < =
20 D e (MY e (M) bt 1w (M) 4 (7
SRR 3 "2 3
B 6m° B 6n> B 6
- 6+6n+3n(n—1)+nn—1)(n—-2) 6+5m+n> S4+34p
6
lim =0




1

lim — =0, k€N, lim ¢" =0 pro |q| < 1
n—oo M n— 00
2
.on
ST
n? n? n? n?
O<2_“:(1+1)": n n < n n\
1+n+(2)+<3>+---+1 1+n+(2)+<3>
B 6m> B 6n> B 6
- 6+6n+3n(n—1)+nn—1)(n—-2) 6+5m+n> S4+34p
6
lim =0




lim a, = o0
n—oo




lim a, = o0
n—r00

Cleny posloupnosti neomezené rostou.




lim a, = o0
n—r00

Cleny posloupnosti neomezené rostou.

Kdyz zvétSujeme index n tak ¢leny posloupnosti rostou nade vechny meze




Nevlastni limita

lim a,, = c©
n—oo
Cleny posloupnosti neomezené rostou.
KdyZ zvétSujeme index n tak ¢leny posloupnosti rostou nade vsechny meze
At zvolime , hranici velikosti H jakkoliv, tak po dostate¢ném zvé&teni indexu n
budou ¢leny posloupnosti vétsi nez hranice H a pfi dalSim zvétSovani indexu jiz pod

tuto hranici neklesnou.

(VH € R)(3Ing € N)(Vn > ng) a, > H
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Nevlastni limita

lim a,, = c©
n—oo

Cleny posloupnosti neomezené rostou.

KdyZ zvétSujeme index n tak ¢leny posloupnosti rostou nade vsechny meze

At zvolime , hranici velikosti H jakkoliv, tak po dostate¢ném zvé&teni indexu n
budou ¢leny posloupnosti vétsi nez hranice H a pfi dalSim zvétSovani indexu jiz pod

tuto hranici neklesnou.

(VH € R)(3Ing € N)(Vn > ng) a, > H

Posloupnost {a,,}>° , diverguje do nekonec¢na.
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lim a, = o0
n—r00

(VH € R)(dng € N)(Vn > ng) a, > H

Posloupnost {a, }5° , diverguje do nekonecna.




lim a, = o0
n—r00

(VH € R)(dng € N)(Vn > ng) a, > H

Posloupnost {a, }5° , diverguje do nekonecna.

lim a, = —0c0
n—oo




lim a, = o0
n—r00

(VH € R)(dng € N)(Vn > ng) a, > H

Posloupnost {a, }5° , diverguje do nekonecna.

lim a, = —0c0
n—oo

(VH € R)(Ing € N)(Vn > ng) ap < H

Posloupnost {a, }°° , diverguje do minus nekonecna.




Nevlastni limita neni limita




Nevlastni limita neni limita

e Existuje nejvysSe jedna nevlastni limita posloupnosti.




Nevlastni limita neni limita

e Existuje nejvysSe jedna nevlastni limita posloupnosti.

e Divergentni posloupnost je neohraniena.




Vlastnosti nevlastni limity

Nevlastni limita neni limita
e Existuje nejvySe jedna nevlastni limita posloupnosti.
e Divergentni posloupnost je neohranicena.

e lim a, =00, {b,}32, jeohrani¢end = lim (a, £b,) =

n—oo n— oo
lim a, = —o0, {b,}>2, je ohrani¢end = lim (a, £b,) = —o¢
n—oo n—oo
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Vlastnosti nevlastni limity

Nevlastni limita neni limita
e Existuje nejvySe jedna nevlastni limita posloupnosti.
e Divergentni posloupnost je neohranicena.

e lim a, =00, {b,}32, jeohrani¢end = lim (a, £b,) =

n—oo n— oo
lim a, = —o0, {b,}>2, je ohrani¢end = lim (a, £b,) = —o¢
n—oo n—oo

e lim a, =*+00,b,>0>0= lim a,b, = £

n—oo n—oo

lim a, = +00,b, <0 < 0= lim a,b, = Foo

n—oo n—oo
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Vlastnosti nevlastni limity

Nevlastni limita neni limita

e Existuje nejvyse jedna nevlastni limita posloupnosti.

e Divergentni posloupnost je neohranicena.

e lim a,
n—oo
lim a,
n—oo

e lim a,
n—oo
lim a,
n—oo

=00, {b,}>2, je ohranitend = nli_}rglo(an +b,) = ¢

= —00,{bn}22 je ohrani¢end = lim (a, £ b,) = —0
n—00

= +00,b, >0 >0= lim a,b, = £oc

n—00
= t+00,b, <J < 0= lim a,b, = Foo
n—oo
: 1 :
an, =mn, lim a, =00, b, = —, lim anb, =1
n— oo n n— oo
2 1. 1 : :
an, =n°, lim a, =00, b, = —, lim a,b, = lim n = oo
n— oo n n— oo n— oo
: 1 . 1
an =n, lim a, =00, by=—, lim apb, = lim — =0
n— 00 n n—00 n—oo 1
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Vlastnosti nevlastni limity

Nevlastni limita neni limita
e Existuje nejvySe jedna nevlastni limita posloupnosti.
e Divergentni posloupnost je neohranicena.

e lim a, =00, {b,}32, jeohrani¢end = lim (a, £b,) =

n—oo n— oo
lim a, = —o0, {b,}>2, je ohrani¢end = lim (a, £b,) = —o¢
n—oo n—oo

e lim a, =*+00,b,>0>0= lim a,b, = £

n—oo n—oo

lim a, = +00,b, <0 < 0= lim a,b, = Foo
n—oo n—oo
. : Y . by
e lim a, = Fo0, {b,}°2, je ohraniend = lim — =0
n—oo n—oo an
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Vlastnosti nevlastni limity

Nevlastni limita neni limita
e Existuje nejvySe jedna nevlastni limita posloupnosti.
e Divergentni posloupnost je neohranicena.

e lim a, =00, {b,}°%, jeohrani¢end = lim (a,, +b,) = o0

n—oo n—oo
lim a, = —00,{b,}2 je ohrani¢end = lim (a,, +b,) = —
n—oo n—oo

e lim a, =*+00,b,>0>0= lim a,b, = £

n—oo n—oo

lim a, = +00,b, <0 < 0= lim a,b, = Foo
n—oo n—oo
. . Y . by
e lim a, = Fo0, {b,}°2, je ohraniend = lim — =0
n—oo n—oo an
: , 1
e Ilima,=0a,>0= lim — =0
n— 00 n—o0 Ap
, 1
lim a, =0,a, <0= lim — = —0
n—oo n—oo a,n
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74 A4 4 7 Ve

Operace na R* = R U {—00, o0} (rozsifené mnoZin& realnych &isel)




Operace na R* = R U {—00, o0} (rozsifené mnoZin& realnych &isel)
ceR,c#0
@ CH+HOXO=00,C—00=—00
o ¢>0= coo=o00, ¢(—0) =—00
c< 0= coo=—00, ¢(—00) = 0
c c
[ ) _— — O
00 —00
1
[ ] —| = O
0




Operace na R* = R U {—00, o0} (rozsifené mnoZin& realnych &isel)
ceR,c#0
@ CH+HOXO=00,C—00=—00
o ¢>0= coo=o00, ¢(—0) =—00
c< 0= coo=—00, ¢(—00) = 0
« - _° _o
00 —00
1
[ ] —| = O
0
¢ O0+00=00
e 00-00=00, X (—0)=(—00) 00=—00, (—00) - (—00) =00
0 oo

Neurdité vyrazy: —, —, 0 - 00, 00 — 00
0 oo




Vlastnosti nevlastni limity

Operace na R* = RU {—o00, 00} (rozsifené mnoziné redlnych &isel)

ceR,c#0
@ CH+OX=00,C—00=—00
e ¢>0= coo=00,c(—00) =—00

c< 0= coo=—00, ¢c(—00) =00
L oC_ e,

00 —00

1
° —| = o0

0
® O0+00 =00
e -0 =00, 0" (—00)=(—00) 00=—00, (—00) - (—00) =00

1

: 5 0 1 0 1 1 0-0 0
N Cité 7 D= E:Q:— . = . — = — — = - — — = — —
eurcite vyrazy (OO % O,Ooo 0 0 0,00 o0 070 02 0)



lim n* = o0, k€N,

n—oo

lim q

n—oo

n

(:O
=1

= O

_heexistuje

pro [g] <1
proqg =1
prog > 1
pro g < —1




(=0 pro |q| < 1
=1 proqg =1

lim n* = o0, k €N, lim ¢" <
n— 00 n—00 = 00 proq > 1

| neexistuje pro g < —1

lim (4 — 3n + 2n? —n?)

n— o0




(=0 pro |q| < 1
- k : ) =1 prog=1
lim n” =00, k€N, lim ¢" <
n— 00 n—00 = 00 proq > 1
| neexistuje pro g < —1
lim (4—3n+2n?—n%) = lim (5 -3 +2-1)n%= —oc

n— o0 n— o0




(=0 pro |q| < 1
=1 proqg =1

lim n* = o0, k €N, lim ¢" <
n— 00 n—00 = 00 proq > 1

| neexistuje pro g < —1

n2+2n+1

lim

n—00 1 — n2




(=0 pro |q| < 1
=1 proqg =1

lim n* = o0, k €N, lim ¢"

n— 00 n— 00 = 00 pro q > 1

| neexistuje pro g < —1




(=0 pro |q| < 1
- k : L) =1 prog=1
lim n” =00, k€N, lim ¢
n— 0o n— 0o = 00 prog > 1
| neexistuje pro g < —1
242 1 1)2 1 2
Tt S M U S O el 1 1) =1
n— 00 1 — n? n—>oo(]_—|—’n,)(1—n) n—soco]l —n n—oco\1—n
142+ 14040
= lim - = =—1
n— 00 — —1 0—1




(=0 pro |q| < 1
=1 proqg =1

lim n* = o0, k €N, lim ¢" <
n— 00 n—00 = 00 proq > 1

| neexistuje pro g < —1

In*—3n3+5

lim

n—oo 3n® 4+ 4n + 1




n—oo

o2t —3nd +5
lim =

(:O
=1
lim ¢"
n— 00 =
| neexistuje
Z-Z 45 0-0+0
3+ 4L +L  3+0+0

pro |q| < 1

pro g =1
prog > 1
prog < —1




(=0 pro |q| < 1
=1 proqg =1

lim n* = o0, k €N, lim ¢" <
n— 00 n—00 = 00 proq > 1

| neexistuje pro g < —1

In*—3n3+5

lim

n—oo 3n3 4+ 4n + 1




(=0 pro |q| < 1
=1 proqg =1

lim n* = o0, k €N, lim ¢" <
n— 00 n—00 = 00 proq > 1

| neexistuje pro g < —1

oA 3345 2n—3+4 23
lim = lim N~ — o0




lim n* = o0, k €N, lim ¢"

(=0 pro |q| < 1
=1 proqg =1

n— 00 n— 00 = 00 pro q > 1

. aknk + ak_lnk_l + -+ ap
lim =

n—oo b,,n™ + bm_lnm_l + -+ by B

\

| neexistuje pro g < —1

rsgn(g—ﬂ’fb)oo, k>m

s k=m




Aplikace — motivace

Posloupnosti

Spojité funkce

Spojitost

Spojitost v bodé&

Exkurs: vyroky s kvantifikatory
Operace se spojitymi funkcemi
Spojitost na intervalu

Funkce spojité na uzavfeném intervalu

Limita funkce Spojité funkce

15 / 27



Funkce je spojitd, pokud




Funkce je spojitd, pokud

e jeji graf Ize nakreslit bez pferuseni kontaktu psaciho nastroje s podlozkou,




Funkce je spojitd, pokud

e jeji graf Ize nakreslit bez pferuseni kontaktu psaciho nastroje s podlozkou,
tj. jeji graf je souvisla k¥ivka;




Funkce je spojitd, pokud

e jeji graf Ize nakreslit bez pferuseni kontaktu psaciho nastroje s podlozkou,
tj. jeji graf je souvisla k¥ivka;

e mald zména nezavisle proménné vyvola malou zménu zavisle proménné.



















Funkce spojita v bodé z Funkce nespojité v bodé x




Funkce f je spojita v bodé x: / \




Funkce f je spojita v bodé x: / \

e Funkce f je v bod& z( definovana, xg € D(f).




Funkce f je spojita v bodé x: / \

e Funkce f je v bod& z( definovana, xg € D(f).
o Jeliz ,blizko" zg pak je f(x) ,blizko" f(x0).




Spojitost v bodé

Funkce f je spojita v bodé x: / \

e Funkce f je v bodé xg definovana, xg € D(f).
o Jeli z ,blizko" x(y pak je f(x) ,blizko” f(xg).

e /volime-li ,méFitko blizkosti” £ zavisle proménné ¢, Ize k nému najit ,,méFitko
blizkosti” ¢ nezavisle proménné takové, Ze kdyzZ je = , blizko" k xg , podle
mé&fitka® 9, tak je f(x) ,blizko" f(zg) ,,podle mé&fitka" e.

17 / 27



Funkce f je spojita v bodé x: / \

Spojitost v bodé

Funkce f je v bodé x¢ definovdna, xg € D(f).
Je-li x ,blizko" xg pak je f(x) ,blizko" f(xq).

Zvolime-li ,,méFitko blizkosti” € zavisle proménné ¢, lze k nému najit , méritko
blizkosti” ¢ nezavisle proménné takové, Ze kdyzZ je = , blizko" k xg , podle
mé&fitka® 9, tak je f(x) ,blizko" f(zg) ,,podle mé&fitka" e.

v € D(f) [x—mo| <o |f(x)— flzo)] <e
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Spojitost v bodé

Funkce f je spojita v bodé x: / \

e Funkce f je v bodé xg definovana, xg € D(f).
o Jeli z ,blizko" x(y pak je f(x) ,blizko” f(xg).

e /volime-li ,méFitko blizkosti” £ zavisle proménné ¢, Ize k nému najit ,,méFitko
blizkosti” ¢ nezavisle proménné takové, Ze kdyzZ je = , blizko" k xg , podle
mé&fitka® 9, tak je f(x) ,blizko" f(zg) ,,podle mé&fitka" e.

o Ke kazdému kladnému ¢&islu

(Ve > 0) r € D(f) |[t—xo|l <d |f(x)— flxo)] <e
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Spojitost v bodé

Funkce f je spojita v bodé x: / \

e Funkce f je v bodé xg definovana, xg € D(f).
o Jeli z ,blizko" x(y pak je f(x) ,blizko” f(xg).

e /volime-li ,méFitko blizkosti” £ zavisle proménné ¢, Ize k nému najit ,,méFitko
blizkosti” ¢ nezavisle proménné takové, Ze kdyzZ je = , blizko" k xg , podle
mé&fitka® 9, tak je f(x) ,blizko" f(zg) ,,podle mé&fitka" e.

o Ke kaZzdému kladnému ¢&islu ¢ existuje kladné &islo o

(Ve >0)(30>0) zeD(f) |r—zof <o |f(z)— flzo)| <&
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Funkce f je spojita v bodé x: / \

Spojitost v bodé

Funkce f je v bodé x¢ definovdna, xg € D(f).
Je-li x ,blizko" xg pak je f(x) ,blizko" f(xq).

Zvolime-li ,,méFitko blizkosti” € zavisle proménné ¢, lze k nému najit , méritko
blizkosti” ¢ nezavisle proménné takové, Ze kdyzZ je = , blizko" k xg , podle
mé&fitka® 9, tak je f(x) ,blizko" f(zg) ,,podle mé&fitka" e.

Ke kaZdému kladnému &islu ¢ existuje kladné &islo 6, Ze pro jakékoliv z € D(f)

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € D(f)) |z —zo[ <o |f(x) — f(zo)| <&
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Funkce f je spojita v bodé x: / \

Spojitost v bodé

Funkce f je v bodé x¢ definovdna, xg € D(f).
Je-li x ,blizko" xg pak je f(x) ,blizko" f(xq).

Zvolime-li ,,méFitko blizkosti” € zavisle proménné ¢, lze k nému najit , méritko
blizkosti” ¢ nezavisle proménné takové, Ze kdyzZ je = , blizko" k xg , podle
mé&fitka® 9, tak je f(x) ,blizko" f(zg) ,,podle mé&fitka" e.

Ke kaZdému kladnému &islu ¢ existuje kladné &islo 6, Ze pro jakékoliv z € D(f)

z §-blizkosti x k xg nutné vyplyne e-blizkost f(z) k f(xg).

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € D(f)) |z — zo| <o = |f(x) — f(zo)| <&
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2e

Funkce f je spojita v bodé x: /

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € D(f)) |z — xo| <0 = [f(z) = f(z0)| <€




Funkce f je nespojita v bodé x:




Funkce f je nespojita v bodé x: / \

% Funkce neni v z( definovana; xo € D(f).




Funkce f je nespojita v bodé x:

% Funkce neni v z( definovana; xo € D(f).

* Pokud xzg € D(f), pak

e PfYestoZe z ,je blizko" k g, tak f(z) je od f(xq) ,daleko".




Spojitost v bodé

Funkce f je nespojita v bodé x: / \

% Funkce neni v z( definovana; xg & D(f).

* Pokud xzg € D(f), pak
e PYestoZe x ,je blizko" k zq, tak f(x) je od f(xg) ,,daleko”.

e P¥i né&jakém , méfitku dalekosti” jsou funkéni hodnoty néjakych nezavisle
proménnych libovolné , blizkych* k xq ,,daleko” od funkéni hodnoty f(xg).
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Spojitost v bodé

Funkce f je nespojita v bodé x: / \

% Funkce neni v z( definovana; xg & D(f).

* Pokud xzg € D(f), pak
e PYestoZe x ,je blizko" k zq, tak f(x) je od f(xg) ,,daleko”.

e P¥i né&jakém , méfitku dalekosti” jsou funkéni hodnoty néjakych nezavisle
proménnych libovolné , blizkych* k xq ,,daleko” od funkéni hodnoty f(xg).

r—xo| <46 |f(z)— f(wo)| > €

17 / 27



Spojitost v bodé

Funkce f je nespojita v bodé x: / \

% Funkce neni v z( definovana; xg & D(f).

* Pokud xzg € D(f), pak
e PYestoZe x ,je blizko" k zq, tak f(x) je od f(xg) ,,daleko”.

e P¥i né&jakém , méfitku dalekosti” jsou funkéni hodnoty néjakych nezavisle
proménnych libovolné , blizkych* k xq ,,daleko” od funkéni hodnoty f(xg).

e [Existuje takové , méfitko dalekosti” ¢

(3e > 0) r—xo| <0 [f(x) = flzo)| =€
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Spojitost v bodé

Funkce f je nespojita v bodé x: / \

% Funkce neni v z( definovana; xg & D(f).

* Pokud xzg € D(f), pak
e PYestoZe x ,je blizko" k zq, tak f(x) je od f(xg) ,,daleko”.

e P¥i né&jakém , méfitku dalekosti” jsou funkéni hodnoty néjakych nezavisle
proménnych libovolné , blizkych* k xq ,,daleko” od funkéni hodnoty f(xg).

e Existuje takové ,méfitko dalekosti” €, ze pro libovolné , méfitko blizkosti” ¢

(Je > 0)(Vd > 0) r—1xo| < |f(x)— flxo)| > €
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Spojitost v bodé

Funkce f je nespojita v bodé x: / \

% Funkce neni v z( definovana; xg & D(f).
% Pokud x¢ € D(f), pak
e PYestoZe x ,je blizko" k zq, tak f(x) je od f(xg) ,,daleko”.

e P¥i né&jakém , méfitku dalekosti” jsou funkéni hodnoty néjakych nezavisle
proménnych libovolné , blizkych* k xq ,,daleko” od funkéni hodnoty f(xg).

e Existuje takové ,méfitko dalekosti” €, ze pro libovolné , méfitko blizkosti” ¢
|ze najit hodnoty x nezavisle proménné

(Fe > 0)(Vo > 0)(Fz € D(f)) |x —xo| < [f(z) — fzo)| = &
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Spojitost v bodé

Funkce f je nespojita v bodé x: / \

% Funkce neni v z( definovana; xg & D(f).

* Pokud xzg € D(f), pak
e PYestoZe x ,je blizko" k zq, tak f(x) je od f(xg) ,,daleko”.

e P¥i né&jakém , méfitku dalekosti” jsou funkéni hodnoty néjakych nezavisle
proménnych libovolné , blizkych* k xq ,,daleko” od funkéni hodnoty f(xg).

e Existuje takové ,méfitko dalekosti” €, ze pro libovolné , méfitko blizkosti” ¢
|ze najit hodnoty x nezavisle proménné ,0-blizké k x¢", jejichZ p¥islusné
funkéni hodnoty jsou ,e-vzdalené" od funkéni hodnoty f(zq).

(Fe > 0)(Vd > 0)(Fz € D(f)) |z —xo| <0 & [f(z) — fzo)| = £
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F(@o)| ‘ \
Funkce f je nespojitd v bodé& xo € D(f): / \

(Fe > 0)(Vo > 0)(3x € D(f)) |[x —xo| <6 & |f(x) — f(zo)] > €




(Ve > 0)(36 > 0)(Vo € D(f)) | —xo| <0 = [f(x) — flzo)| <&
Funkce f je spojitd v xg € D(f).

(32 > 0)(Vo > 0)(Fz € D(f)) v —xo| <0 & [f(x) — f(wo)| = €
Funkce f je nespojitd v zg € D(f).




(Ve > 0)(36 > 0)(Vo € D(f)) | —xo| <0 = [f(x) — flzo)| <&
Funkce f je spojitd v xg € D(f).

(32 > 0)(Vo > 0)(Fz € D(f)) v —xo| <0 & [f(x) — f(wo)| = €
Funkce f je nespojitd v xg € D(f). (Funkce f neni spojitd v zg € D(f).)




Exkurs: vyroky s kvantifikatory

(Ve > 0)(30 > 0)(Va € D(f)) |z —zo| <d = [f(z) — flzo)| <e
Funkce f je spojitd v xg € D(f).

(Je > 0)(Vo > 0)(3z € D(f)) |z — xo| <0 & |f(2) — f(z0)| =2 €
Funkce f je nespojitd v zg € D(f). (Funkce f neni spojita v zg € D(f).
Neni pravda, Ze funkce f je spojitd v xo € D(f).)
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Exkurs: vyroky s kvantifikatory
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Funkce f je spojitd v xg € D(f).

(Fe > 0)(Vd > 0)(Fz € D(f)) |z —zo| <0 & [f(z) — fz0)| = €

Funkce f je nespojitd v zg € D(f). (Funkce f neni spojita v zg € D(f).
Neni pravda, Ze funkce f je spojitd v xo € D(f).)

(Fe > 0)(V6 > 0)(Vz € D(f)) |z —xo| 20 & [f(x) — flzo)| <&
Funkce f je ohraniena.
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Funkce f je konstantni.

(30 > 0)(Ve > 0)(Vz € D(f)) |z —xo| <= [f(z) = flzo)| <&
Funkce f ma v xg € D(f) ohranienou rychlost ristu.
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Necht funkce f a g jsou spojité v bod& zo € D(f) N D(g). Pak také funkce

f+9, f—9 fg
jsou spojité v bodé xg. Pokud navic g(xg) # 0, pak je také funkce
f
g

spojitd v bodé xy.




Operace se spojitymi funkcemi

Necht funkce f a g jsou spojité v bod& xg € D(f) N D(g). Pak také funkce

f+9, f—9 fg
jsou spojité v bodé xy. Pokud navic g(xq) # 0, pak je také funkce
f
g

spojitd v bodé xy.

Necht funkce g je spojitd v bod& g a g(xzg) € D(f). Je-li funkce f spojitd v bod&
g(xg), pak je slozena funkce f o g spojitd v bodé xy.
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Operace se spojitymi funkcemi

Necht funkce f a g jsou spojité v bod& xg € D(f) N D(g). Pak také funkce

f+9, f—9 fg
jsou spojité v bodé xy. Pokud navic g(xq) # 0, pak je také funkce
f
g

spojitd v bodé xy.

Necht funkce g je spojitd v bod& g a g(xzg) € D(f). Je-li funkce f spojitd v bod&
g(xg), pak je slozena funkce f o g spojitd v bodé xy.

Necht funkce f je spojitd v bod& zy. Pokud existuje inverzni funkce f~!, pak je tato
funkce spojitd v bod& f(xg).
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Funkce f je spojitd na intervalu J C D(f), pokud je spojitd v kaZdém bodé& tohoto
intervalu.

(Vxg € J)(Ve > 0)(36 > 0)(Vx € D(f)) |[vt —xzo| <6 = |f(x) — f(xo)] < €




Spojitost na intervalu

Funkce f je spojitd na intervalu J C D(f), pokud je spojitd v kaZzdém bodé& tohoto
intervalu.

(Vzo € J)(Ye > 0)(38 > 0)(Yz € D(f)) |z — 0| < 6 = |f(z) — f(z0)| < ¢

Kazda elementdrni funkce je spojitd na kazdém intervalu, ktery je &3sti jejiho
defini¢niho oboru.
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Necht funkce f je spojitd na intervalu {(a,b) C D(f). Pak plati:




Necht funkce f je spojitd na intervalu {(a,b) C D(f). Pak plati:

e Funkce f je ohrani¢ena na intervalu (a,b).

(Fk € R)(Vx € {a,b)) |f(x)| < k




Funkce spojité na uzavireném intervalu

Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b) C D(f). Pak plati:

e Funkce f je ohrani¢ena na intervalu (a,b).

(Fk € R)(Vx € (a,b)) |f(z)| < k

e Funkce f nabyva na intervalu (a, b) své nejmensi a nejvétsi hodnoty.

(Fe,d € (a,0))(Va € {a,b)) flc) < fz) < f(d)
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Funkce spojité na uzavireném intervalu

Necht funkce f je spojitd na intervalu {(a,b) C D(f). Pak plati:

e Funkce f je ohrani¢ena na intervalu (a,b).

(Fk € R)(Vzx € {(a,b)) |f(x)| < k

e Funkce f nabyva na intervalu {(a, b) své nejmensi a nejvétsi hodnoty.

(3e,d € (a,b))(Vz € (a,b)) f(c) < f(z) < f(d)

Karl Theodor Wilhelm Weierstral8 1815-1897
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Funkce spojité na uzavireném intervalu

Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b) C D(f). Pak plati:

e Pokud maji funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu {(a, b) opa¢nd znaménka,
pak uvnitf tohoto intervalu existuje kofen rovnice f(x) = 0.

fla)f(b) <0 = (Fece (a,b)) flc) =0
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e Funkce f nabyva na intervalu {(a, b) v8ech hodnot mezi svou nejvétsi a nejmensi
hodnotou.

(3e,d € {a,b))(Vz € (a,b)) f(c) < f(x) < f(d)
& (Vy € (f(c), f(d)))(3€ € (a,0)) f(§) =y
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Funkce spojité na uzavireném intervalu

Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b) C D(f). Pak plati:

e Pokud maji funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu {(a, b) opa&na znaménka,
pak uvnitf tohoto intervalu existuje kofen rovnice f(x) = 0.

fla)f(b) <0 = (Fece (a,b)) flc) =0

e Funkce f nabyva na intervalu {(a, b) v8ech hodnot mezi svou nejvétsi a nejmensi
hodnotou.

(3e,d € {a,b))(Vz € (a,b)) f(c) < f(z) < f(d)
& (Vy € (f(c), [(d))(3€ € (a, b)) f(§) =y

Bernard Bolzano 1781-1848
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Aplikace — motivace

Posloupnosti

Spojité funkce

P¥edstava a pojem limity
Nevlastni limita

Limita v nevlastnim bodé&
Vypocet limit

P¥iklady Limita funkce




Jim 7)<

Funkce f ma v bodé z¢ limitu a:




Jim f)=a

Funkce f ma ve vlastnim bod& x( vlastni limitu a:




Jim 7)<

Funkce f ma v bodé zg € R limitu a € R:




Jim 7)<

Funkce f ma v bodé zg € R limitu a € R:




lim f(z)=a

T—XTQ

Funkce f ma v bodé zg € R limitu a € R:

y
a

y
a

//

To \a';

KdyZ se s hodnotami nezdvisle proménné se priblizujeme k x tak se funkéni hodnoty
priblizuji k a.




lim f(z)=a

T—XTQ

Funkce f ma v bodé zg € R limitu a € R:

A A
Y a

O\

P >
\ ) x

To \a';

KdyZ se s hodnotami nezdvisle proménné se priblizujeme k x tak se funkéni hodnoty

priblizuji k a.




Predstava a pojem limity

i flo) =

Funkce f md v bodé zg € R limitu a € R:

KdyZ se s hodnotami nezdvisle proménné se pfibliZujeme k xy tak se funkéni hodnoty
priblizuji k a.

PYi jakémkoliv pFiblizovani se nezdvisle proménné k hodnoté x( se prislusné hodnoty
nutné priblizi k hodnoté a.
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Predstava a pojem limity

lim

T—XTQ

f(z) =a

Funkce f md v bodé zg € R limitu a € R:

A 4
at¥o 3 a

/N

N/

o \1"

KdyZ se s hodnotami nezdvisle proménné se pfibliZujeme k xy tak se funkéni hodnoty

priblizuji k a.

PYi jakémkoliv pFiblizovani se nezdvisle proménné k hodnoté x( se prislusné hodnoty

nutné priblizi k hodnoté a.

(V{antoo € D(f)) lim zp, =20 = lim f(z,) =a

n—oo

n—oo
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i 1) =

Funkce f ma v bodé zg € R limitu a € R:

A A A
at¥o : at¥o , a

Pokud je funkce f spojitd v zq, tak a se rovna funkéni hodnot& f(xg).




Predstava a pojem limity

Jim £) =

Funkce f md v bodé zg € R limitu a € R:

A A A
Y 3 Y : a

N SN SN

Pokud je funkce f spojitd v xq, tak a se rovnda funkéni hodnoté f(xg).

Pokud funkce f neni spojitd v xg, tak a je takova hodnota, ze dodefinovani nebo
zména funkéni hodnoty v x( spliiujici rovnost f(xg) = a, zméni funkci f na funkci

spojitou v x.
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Predstava a pojem limity

Jim £) =

Funkce f md v bodé zg € R limitu a € R:

A A A
Y 3 Y : a

N SN SN

Pokud je funkce f spojitd v xq, tak a se rovnda funkéni hodnoté f(xg).

Pokud funkce f neni spojitd v xg, tak a je takova hodnota, ze dodefinovani nebo
zména funkéni hodnoty v x( spliiujici rovnost f(xg) = a, zméni funkci f na funkci

spojitou v x.

(Ve >0)(F0 >0)(Vx e D(f)) O0< |x —xg| <d=|f(x) —a| <e
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Jim 7)<

Funkce f ma v bodé zg € R limitu a € R:

(Ve >0)(F0>0)(Vr e D(f) 0< |z —xg| <d=|f(x) —a|l <e
(V{zntoro € D(f)) lim z, =20 = lim f(z,)=a

n—oo n—oo




Predstava a pojem limity

Jim £) =

Funkce f md v bodé zg € R limitu a € R:

(Ve >0)(F0>0)(Vr e D(f)) O0<|x—x9| <= |f(x)—al <e
(Va0 C D)) lim ca =20 = lim f(z.) =a

n—oo n—oo

Predpokladame, Ze definiéni obor funkce f je takovy, Ze posloupnost

{zn}nZo € D(f), lim z, = z9

n—s

existuje, tj. Ze v kazdém ryzim okoli bodu ¢ jsou hodnoty z defini¢niho oboru
funkce f.
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Predstava a pojem limity

Jim £) =

Funkce f md v bodé zg € R limitu a € R:

(Ve >0)(F0>0)(Vr e D(f)) O0<|x—x9| <= |f(x)—al <e
(Va0 C D)) lim ca =20 = lim f(z.) =a

n—oo n—oo

Predpokladame, Ze definiéni obor funkce f je takovy, Ze posloupnost

{zn}nZo € D(f), lim z, = z9

n—s

existuje, tj. Ze v kazdém ryzim okoli bodu ¢ jsou hodnoty z defini¢niho oboru
funkce f.

xo je hromadny bod defini¢niho oboru.
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Jim 7)<

Funkce f ma v bodé zg € R limitu a € R:
(Ve >0)(F0 > 0)(Vxr e D(f)) 0 < |z —xo| <0 =|f(x)—al <ce

(V{zntozo € D(f)) lim z, =20 = lim f(z,)=a

n—oo n—oo

xo je hromadny bod defini¢niho oboru.




ro € R
JE{% fx)=00: (VH €R)(F0>0)(Vz e D(f)) 0< |x —x9| <= f(x) > H
(V{zn}22o € D(f)) nh_}n(r)lo Ty =To = nh_}n(r)lo flxy) =0
xlgg f(x)=00: (VH €R)(F0>0)(Vz e D(f)) 0< |x —a9| <d= f(x) < H
(V{zn}2lo € D(f)) lim z, =20 = lim f(z,) = -

n—oo n—oo

Y

T > : /\ />
zo. : \ \/ Yz




Vlastni limita v nevlastnim bodé:
xli)rgo flx)=a: (VMe>0)(FheR)Vxe D(f) z>h=|f(x)—a|l<e
(V{zn}22o € D(f)) nlgrolo T, =00 = nlgrolo f(xn) =a
xli)r_noo flx)=a: (VMe>0)(FheR)Vxe D(f) z<h=|f(x)—a|l<e
(V{zn}2eo € D(f)) lim z, =—-0cc = lim f(z,)=a

n— o0 n—00




Limita v nevlastnim bodé

Nevlastni limita v nevlastnim bodé&:
xlggof(:z:) =o00: (VH eR)FheR)Vx e D(f)) x>h= f(zx)>H
(V{zn}22o € D(f)) nlgglo Ty =00 = nll_)Iglo f(x,) = o0
xlggo flr)=—00: (VHeR)(FheR)Vze D(f)) x>h= f(r) < H
(V{zn}2Zo C D(f)) nll_}H;o T, =00 = nh—>Holo f(xy) = —oc0
xli)r_noof(x) =o0: (VHeR)(FheR)(Vzxe D(f)) x<h= f(r)>H
(V{zn}22o € D(f)) nlglgo T, = —00 = nh—{%o f(xn) =00
xll}lr_noof(x) =—o0: (VHeR)(FheR)(Vze D(f) x<h= flzr)<H
(V{zn}22o € D(f)) lim z, =—00 = lim f(z,)=—

n—oo n—oo
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lim f(iU), xrg € R”

Tr—rTo




lim f(z), zg€R"

Tr—rTo

o fspojitdvaxyg e R— lim f(x)= f(xg)

Tr—rIQ




lim f(z), zg€R"

Tr—rTo

o fspojitdvaxyg e R— lim f(x)= f(xg)

Tr—rIQ

e f nespojitd vy eR




lim f(z), zg€R"

Tr—rTo

o fspojitdvaxyg e R— lim f(x)= f(xg)

Tr—rIQ

e f nespojitda v zg € R: najdeme funkci g, kterd ma na né&jakém ryzim okoli bodu x(
stejné funkéni hodnoty jako funkce f — lim f(z) = g(xo)
Tr— T




Vypocet limit

lim f(:l?), xo € R*

T—XTQ

o fspojitdvzyceR — lim f(x)= f(zo)

T—rXT0

e f nespojitd v xg € R: najdeme funkci g, ktera ma na néjakém ryzim okoli bodu x
stejné funkéni hodnoty jako funkce f — lim f(z) = g(xo)
T—rXTQ

[(Hn)(ﬂg)(vﬂi € D(f) N D(g)) (0 < |z — 0| <n= f(z) = g(x))&(g spojitd v 5’30)}

= lim f(z) = g(zo)
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Vypocet limit

lim f(:l?), xo € R*

T—XTQ

o fspojitd vy eR — lim f(x)= f(zo)

T—rXT0

e f nespojitd v xg € R: najdeme funkci g, ktera ma na néjakém ryzim okoli bodu x
stejné funkéni hodnoty jako funkce f — lim f(z) = g(xo)
T—XTQ

(3)(39)(va € D(£) N D(9)) (0 < & — z0| < 1= [(x) = g(x))& (g spojité v o) ]

= lim f(z) = g(zo)

-2z 41
Priklad: lim ==
r—1 x4 —1
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Vypocet limit

lim f(:l?), xo € R*

T—XTQ

o fspojitd vy eR — lim f(x)= f(zo)

T—rXT0

e f nespojitd v xg € R: najdeme funkci g, ktera ma na néjakém ryzim okoli bodu x
stejné funkéni hodnoty jako funkce f — lim f(z) = g(xo)
T—XTQ

(3)(39)(va € D(£) N D(9)) (0 < & — z0| < 1= [(x) = g(x))& (g spojité v o) ]

= lim f(z) = g(zo)

-2z 41
Priklad: lim ==
r—1 x4 —1

*—2x+1  (z—1)*  =xz-1

7l e - D(z+1) z+1
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Vypocet limit

lim f(:l?), xo € R*

T—XTQ

o fspojitd vy eR — lim f(x)= f(zo)

T—rXT0

e f nespojitd v xg € R: najdeme funkci g, ktera ma na néjakém ryzim okoli bodu x
stejné funkéni hodnoty jako funkce f — lim f(z) = g(xo)
T—XTQ

(3)(39)(va € D(£) N D(9)) (0 < & — z0| < 1= [(x) = g(x))& (g spojité v o) ]

= lim f(z) = g(zo)

-2z 41
Priklad: lim ==
r—1 x4 —1

e —2x+1  (z—1)* x—1 x—1

r7l: 2 —1 (x—l)(x—l—l):x—l—l’g(x):x—l—l

je spojita vy =1
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Vypocet limit

lim f(:l?), xo € R*

T—XTQ

o fspojitd vy eR — lim f(x)= f(zo)

T—rXT0

e f nespojitd v xg € R: najdeme funkci g, kterda ma na néjakém ryzim okoli bodu x
stejné funkéni hodnoty jako funkce f — lim f(z) = g(xo)
T—XTQ

(3)(39)(va € D(£) N D(9)) (0 < & — z0| < 1= [(x) = g(x))& (g spojité v o) ]

= lim f(z) = g(zo)

-2z +1
Priklad: lim = =2~ _
r—1 x* —1
r? — 2x + 1 (x —1)2 x—1 x—1
1: = = = je spojita =1
z7 x? —1 (x —1)(z+1) x—l—l’g(x) z 4190 oPeie Vo
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Vypocet limit

lim f(:l?), xo € R*

T—XTQ

o fspojitdvzyceR — lim f(x)= f(zo)

T—rXT0

e f nespojitd v xg € R: najdeme funkci g, ktera ma na néjakém ryzim okoli bodu x
stejné funkéni hodnoty jako funkce f — lim f(z) = g(xo)
T—rXTQ

[(Hn)(ﬂg)(vﬂi € D(f) N D(g)) (0 < |z — 0| <n= f(z) = g(x))&(g spojitd v 5’30)}
= lim f(z) = g(zo)
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