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Ur&it obsah .S obrazce pod grafem spojité funkce na intervalu (a, b)
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Ur&it obsah .S obrazce pod grafem spojité funkce na intervalu (a, b)

Oznaleni: F(x) obsah obrazce pod grafem funkce f na intervalu od a do x




Zakladni uloha integralniho poctu

Uréit obsah S obrazce pod grafem spojité funkce na intervalu (a, b)
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Zakladni uloha integralniho poctu

Uréit obsah S obrazce pod grafem spojité funkce na intervalu (a, b)

Oznaceni: F'(x) obsah obrazce pod grafem funkce f na intervalu od a do x
Ax ptirtstek nezavisle proménné
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Oznaceni: F'(x) obsah obrazce pod grafem funkce f na intervalu od a do x

Ax ptirtstek nezavisle proménné
ff(r,Az) =max{f(s): v < s <x+ Az}
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flz) < F'(x) < f(x)
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Uvod

Neurdity integral

Primitivni funkce a jeji vlastnosti
,» Tabulkové integraly*
Substituéni metoda

Integrace ,,per partes”

P¥iklady

Urdity integral a jeho uZziti

Neurcity integral
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Funkce F' je primitivni k funkci f na intervalu (a,b), je-li na tomto intervalu spojita a
pro kazdé x € (a,b) plati




Funkce F' je primitivni k funkci f na intervalu (a,b), je-li na tomto intervalu spojita a
pro kazdé x € (a,b) plati

Oznacenti:

F:/f(:c)d:c




Primitivni funkce a jeji vlastnosti

Funkce F' je primitivni k funkci f na intervalu (a, b), je-li na tomto intervalu spojitd a
pro kazdé x € (a,b) plati

Oznadeni:

F:/f(:z:)da:.

Alternativni ndzvy: Funkce F' je neurcity integral z funkce f.
Funkce F' je antiderivace k funkci f.
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Funkce F' je primitivni k funkci f na intervalu (a, b), je-li na tomto intervalu spojitd a
pro kazdé x € (a,b) plati
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e Primitivni funkce k dané funkci, pokud existuje, neni uréena jednoznacné.
Je-li F' primitivni k f, pak také F' + c je primitivni k f pro libovolnou konstantu c.

e Primitivni funkce je aditivni

[ @)+ g@)ar= [ f@ar+ [ oo
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Primitivni funkce a jeji vlastnosti

Funkce F' je primitivni k funkci f na intervalu (a, b), je-li na tomto intervalu spojitd a
pro kazdé x € (a,b) plati
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Je-li F' primitivni k f, pak také F' + c je primitivni k f pro libovolnou konstantu c.

e Primitivni funkce je homogenn

/(cf(x))d:l: :c/f(:l:)d:l:.
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Primitivni funkce a jeji vlastnosti

Funkce F' je primitivni k funkci f na intervalu (a, b), je-li na tomto intervalu spojitd a
pro kazdé x € (a,b) plati

Vlastnosti primitivni funkce:

o Ke kazdé funkci spojité na intervalu (a, b) existuje na tomto intervalu funkce
primitivni.

e Primitivni funkce k dané funkci, pokud existuje, neni uréena jednoznacné.
Je-li F' primitivni k f, pak také F' + c je primitivni k f pro libovolnou konstantu c.

e Primitivni funkce je linearni:

/ (af(2) + bg(x))dz = a / F(@)dz + b / g(2)dz.
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wa—l—l
/azadaz: 1 pro a # —1
/ldaj = In |z|
x
/emdw —=e”
/axdaz -4
Ina
/lnxdx =z(lnx — 1)




wa—l—l
/azadaz: 1 pro a # —1
/ldaj = In |z|
x
/emdw =e”
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Ina
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/sinazdaz — —Ccoszx




wa—l—l
x'dx = [ proa #+ —1
1
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x
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Inzdr = z(lnx — 1)
sinxdxr = — cosx

cosxdxr = sinx
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“dr = —1 de =1t
x dx ] pro a # /(cosa:)2 r=tgx
1
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gt 1
“dr = —1 dr =t
x dx ] pro a # /(cosa:)2 r=tgx
1 1
—dz = In |z| / ——dz = —cotgx
x (sinx)
e’dxr = e”
a*dr = 2
Ina

Inzdr = z(lnx — 1)
sinxdxr = — cosx

cosxdxr = sinx
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! 1
xdr = pro a # —1 / dr = tgx
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1 1
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N 14227 ST = &
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,» Tabulkové integraly“

Inzdr = z(lnx — 1)
sinxdxr = —cosx

cosxdxr = sinx

f
f
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Ptiklady:




Priklady:
/ (3:1:5 — 23+ % — 2) dz




Priklady:
6 4 3

/(3x5—2x3+x2—2)dx23%—2%—%%—233:%x6—lx4—lx2—2x

2 3




Priklady:
6 4 3

/(3x5—2x3+x2—2)dx23%—2%—%%—233:%x6—%x4—%x2—2x

202 — 2 —
/a: r + 2x/x \/de

Vo +1




Priklady:
6 4 3

/(3w5—2x3+x2—2)dx:3%—2%4—%—233:%x6—%x4—%x2—2$

/2w2—w+2x\/5—\/5dw: 2T (VEH1) ~VE(VEHD)
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i
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Priklady:
6 4 3
€T €T
1,6 _ 1,4 _ 1,2 9.

/(3x5—2x3—|—x2—2)d:1::3%—214—?—233:5 — 52" — 3%

/?ﬁ—nﬂ4m¢5—¢@h:: 2eyr(ye+l) —velVe+l),
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:/(Qx%—a:%)da::2x _ L :(gxz—gx)\/f

z—1\° 22 — 22 + 1 X 2
/(3x>dx—/ 0.2 da:—§/<1—;—|—az )dx—




Fr=f F=[f







Fr=f F=[f

Derivace sloZené funkce: [F(go(t))]’ = iF(cp(t)) = f(e(t))¢'(t)

Odtud: /f(go(t))go’(t)dt = F(p(1))




Fr=f F=[f

o d

Derivace sloZené funkce: |F(p(t))] = aF(g&(t)) = f(e(t))¢'(t)

Odtud: /f(go(t))go’(t)dt = F(p(1))

PouZiti vzorce:




Fr=f F=[f

o d

Derivace sloZené funkce: |F(p(t))] = aF(g&(t)) = f(e(t))¢'(t)

Odtud: /f(go(t))go’(t)dt = F(p(1))

PouZiti vzorce: 1. Vypolet integralu [ f(¢(z))¢' (z)dx




Fr=f F=[f

o d

Derivace sloZené funkce: |F(p(t))] = EF(go(t)) = f(e(t))¢'(t)

Odtud: /f(go(t))go’(t)dt = F(p(1))

PouZiti vzorce: 1. Vypolet integralu [ f(¢(z))¢' (z)dx
substituce: p(z) = s, dp(x) = ¢’




Fr=f F=[f

o d

Derivace sloZené funkce: |F(p(t))] = EF(go(t)) = f(e(t))¢'(t)

Odtud: /f(go(t))go’(t)dt = F(p(1))

PouZiti vzorce: 1. Vypolet integralu [ f(¢(z))¢' (z)dx
substituce: p(z) = s, dp(x) = ¢’




Substituéni metoda

Fr=f F=]f

Derivace slozené funkce: [F(gp(t))]/ = —F (o) = fe@)¢'(t)
Odtud: / F (o)) (H)dt = F(o(1))

PouZiti vzorce: 1. Vypolet integralu [ f(¢(z))¢ (z)dz
substituce: p(x) = s, dp(z) = ¢’

2. Vypoctet integrilu [ f(x)dx
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Substituéni metoda

Fr=f F=]f

Derivace slozené funkce: [F(gp(t))]/ = —F (o) = fe@)¢'(t)
Odtud: / F (o)) (H)dt = F(o(1))

PouZiti vzorce: 1. Vypolet integralu [ f(¢(z))¢ (z)dz
substituce: p(x) = s, dp(z) = ¢’

2. Vypoctet integrilu [ f(x)dx
substituce: z = p(s), dz = dp(s) = ¢'(s)ds
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Substituéni metoda

Fr=f F=]f

Derivace sloZené funkce: [F(gp(t))]/ = —F (o) = fe@)¢'(t)

Odtud: / F (o)) (H)dt = F(o(1))

PouZiti vzorce: 1. Vypolet integralu [ f(¢(z))¢ (z)dz
substituce: p(z) = s, dp(x) = ¢'(z)dx = ds

[ 1e@)e @z = [ is)as F(o(@)

2. Vypoctet mtegralu ff
substituce: z = d:z: = dgp( ) = ¢'(s)ds

/ z)dr = /f F(p(s)) = F(z)
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Priklady:
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: 1
substituce: Inx = s, —dxr = ds
x
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3+ x 43 2x
dp = 1 d 1 d
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Priklady:

2
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T

: 1
substituce: Inx = s, —dxr = ds
x

/xef”zdaﬁ = %/Q:Be"’Qda: = %/esds =

substituce: 2 = s, 2xdx = ds
3+ A3
d 1 d
/:z:4 1 4/3:4 1

substituce 1: 2% + 1 = s, 423dz = ds

(Inx)3

W=
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s__ 1
€ =3

N|—




Priklady:

2
/(lnaz) dor = /82d8 = %83:
T

: 1
substituce: Inx = s, —dxr = ds
x

(Inx)3

W=

/xewzdx = %/Q:Be"’Qda: = %/esds = %es = %ex2
substituce: 2 = s, 2xdx = ds
3+ x 1 43 ;[
= 2 1In|s|

substituce 1: 2% + 1 = s, 423dz = ds




Priklady:

2
/(lnaz) dor = /82d8 = %83:
T

: 1
substituce: Inx = s, —dxr = ds
x

/xe"’zdx = %/2xe"’2da: = %/esds =

substituce: 2 = s, 2xdx = ds

3+ x 1 43 1 2x ;[

= 2 1In|s|

substituce 1: 2% + 1 = s, 423dz = ds
substituce 2: 2 =t, 2zdz = dt

(Inx)3

W=

2
e’ = %ex

N|—




Substituéni metoda

Priklady:
(Inx)?
/ dz = [ s*ds = 5s° = (Inx)?

X

: 1
substituce: Inx = s, —dxr = ds
x

2 2 2
/:Cex dx:%/erx dx:%/esds:%eszéem

substituce: 2 = s, 2xdx = ds

3+ 423 2x 1 1
d 1 d l/ d :l/_d l/ dt =
/5134—|—1x 4/:1:4—|—1 T3 R e SS+2 t2+1

= 21In|s| + 1 arctgt

substituce 1: z* + 1 = s, 4x3dx = ds
substituce 2: 2 =t, 2zdx = dt
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Substituéni metoda

Priklady:
(Inx)?
/ dz = [ s*ds = 5s° = (Inx)?

X

: 1
substituce: Inx = s, —dxr = ds
x

2 2 2
/:Ce“” dx:%/erx d:l::%/esds:%eszéem

substituce: 2 = s, 2xdx = ds

3+ A3 2x 1 1
dr = 1 d l/ d :l/_d l/ dt =
/513'4—|—1x 4/:1:4—|—1 T3 R e SS+2 t2+1

= 21In|s| + L arctgt = T In(z* + 1) + L arctg 2

substituce 1: z* + 1 = s, 4x3dx = ds
substituce 2: 2 =t, 2zdx = dt
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Priklady:
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d
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Priklady:

1 — bx 3 —bxr — 2 1 —H
dz = dr = [1dz — 2 dr = o + 2 d
/3—593”3 / 3_br / o /3—5:::‘” m+5/3—5x”3




Priklady:

1 — bx 3 —bxr — 2 1 —H
dz = dr = [1dz — 2 dr = o + 2 d
/3—593‘” / 3_br / o /3—5:::‘” x+5/3—5x”3

substituce: 3 — 5x = s, —5dx = ds




Priklady:

1 — bx 3 —bxr — 2 1 —H
dz = dz = [1dz —2 de =z + 2 dz=
/3—593‘” / 3_br / o /3—593‘” x+5/3—5x‘”

1
:x+%/gds:x+%ln|s|:x+%1n|3—5:1:|

substituce: 3 — 5x = s, —5dx = ds




Priklady:

1 — bx 3 —bxr — 2 1 —H
dz = dz = [1dz —2 de =z + 2 dz=
/3—593‘” / 3_br / o /3—593‘” x+5/3—5x‘”

1
:x+%/gds:x+%ln|s|:x+%1n|3—5:1:|

substituce: 3 — 5x = s, —5dx = ds

/(sin r)%dw




Priklady:

1 — bx 3 —bxr — 2 1 —H
dz = dz = [1dz —2 de =z + 2 dz=
/3—59393 / 3_br / o /3—5:::”3 $+5/3—5x”3

1
:x+%/gds:x+%ln|s|:x+%ln|3—5az|

/ cos 2xdx

substituce: 3 — 5x = s, —5dx = ds

1 - 2 1
/(sinx)de :/ 0208 L = /ida} — %/COS 2ede = Sz —

N |—




Priklady:

1 — bx 3 —bxr — 2 1 —H
dz = dz = [1dz —2 de =z + 2 dz=
/3—5:1:‘” / 3_br / o /3—5:::‘” x+5/3—5x93

1
:x+%/;ds:x+%ln|s|:x+%ln|3—5:c|

/ cos 2xdx

substituce: 3 — 5x = s, —5dx = ds

1 - 2 1
/(sinx)2dx :/ 0208 L = /idx — %/COS 2ede = Sz —

N |—

substituce: 2z = s, 2dx = ds, dx = %ds




Substituéni metoda

Priklady:

/1_5xdx:/3_5x_2dx—/1dx—2/ da:—:z:—l—/ =0 dz=
3 — bx 3 — dx 3 — dx 3 — dx

::E—I—%/gds::c+%ln|8|:a:—|—%1n\3—5x\
substituce: 3 — bx = s, —bdx = ds

1 — 2 1
/(Sin r)%dx :/ CZOS Tda = /idx - %/cos 2edx = /COS 2edr=

T — l/cossds: sr— 3sins =2z — ;sin2zx = < (v — sinxz cosz)

N
N

— 1
T2 4 2 4 2 4

Lds

substituce: 2z = s, 2dz = ds, dz = 5

7/ 14



Ptiklady:
/ Vr? —x?2dx




Ptiklady:
/ Vr2 —z2dx

substituce: x = rcoss, dr = —rsinsds

/72 — (rcoss)? = \/7“2(1 — (cos s)?) =rsins




Priklady:
/, /72 — 22de — —rp /(Sm 3)2d3 = % (sinscoss —5)

substituce: x = rcoss, dr = —rsinsds

/72 — (rcoss)? = \/7“2(1 — (cos s)?) =rsins




Priklady:
/, /72 — 22de — —rp /(Sm 3)2d3 = % (sinscoss —5)

substituce: x = rcoss, dr = —rsinsds

/72 — (rcoss)? = \/7“2(1 — (cos s)?) =rsins

T T\ 2 r2 — g2
s = arccos —, sins = /1 — ( — =

r r r




Ptiklady:
/\/7“2 — r2dx = —r?

(sins)?ds = r2(sinscoss — s)=

—

1 9 r2 — g2y T . . 5 19 T
= 5T — —arccos — | = 5x\Vr —x° — 57r°arccos —
r r r r
substituce: x = rcoss, dr = —rsinsds

/72 — (rcoss)? = \/7“2(1 — (coss)?) =rsins

r AR r? — 2
S =arccos —, sins=4/1—(|—) =

r r r




Priklady:

/1;/5\/5(1%




Priklady:

/1;/5\/5(1%

substituce: = = s?, dz = 2sds




Priklady:
2 2 141
VT dxr = > 28d8:2/ > ds:2/8 + ds =
1+ 1+s 1+s s+1

1
:/<2s_2+2 +1)d8:82—28+21n|s+1|:x—2ﬁ+1n<1+@2
S

substituce: = = s?, dz = 2sds




Linearni substituce:

/f(a:r: + b)dx




Linearni substituce:
/ flax + b)dx
1

substituce: ax +b = s, adx = ds, der = —ds
a




Linearni substituce:

/fa:c—l—b /f ):%F(ax—l—b)

substituce: ax +b = s, adx = ds, dz = —ds
a




Linearni substituce:

/f(a:r: + b)dz = %F(aa} +0)




Linearni substituce:

Logaritmicka substituce:




Linearni substituce:

Logaritmicka substituce:

1
f(x)

substituce: In | f(x)| = s,

f'(x)dz = ds




Linearni substituce:

/f(ax + b)dz = %F(aa: +0)

Logaritmicka substituce:

/‘];((z))da::/ds:s:lnf(x)

1
f(x)

substituce: In | f(x)| = s,

f'(x)dz = ds




Linearni substituce:

/f(a:c + b)dz = %F(ax +0)

Logaritmicka substituce:

P,
/f(sc)dm_1 fl@)







Derivace souéinu funkci:

(u(2)v(@)) =/ (z)v(z) + ulz)v'(2),




Derivace souéinu funkci:

odtud




Derivace souéinu funkci:

odtud

tedy




Ptriklady:




/u(x)v'(a:)da: = u(z)v(x) — /u'(az)v(x)dx

Ptriklady:

/(2 — 3x)el ¥z




Ptriklady:
/(2 — 3x)el ¥z

u=2-—3x
v =¢e

1—=x




Ptriklady:

/(2 — 3x)el ¥z




Ptiklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /3e1_“”d;p = (32 — 2)el™® 4 3617 =
= (Bx +1)e!™*

u=2-3x u =-3
U’:e V= —

-z 1—2x

e




/u(x)v'(az)dx = u(z)v(x) — /u'(az)v(x)dx
Ptriklady:

J 2 saet s =~ - wget — [elrdz = (30 —2)el 4 3ol =

/ In xdx

= 3z + 1)el™®




Ptiklady:

J 2 saet s =~ - wget — [elrdz = (30 —2)el 4 3ol =

= 3z + 1)el™®
/lnxda:

1
’U,:lnx u = —
T

v = V=2




Ptiklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /3e1_“”d;p = (32 — 2)el™® 4 3617 =
= (Bx +1)e!™*

/lnxda: =zlnzr — /1d:1: =zlnz —z=2x(lnzx —1)

1
u=lnxr u =-—
. €T
'U:]_ V=2




Ptiklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /3e1_“”d;p = (32 — 2)el™® 4 3617 =
= (Bx +1)e!™*

/lnxda: =zlnzr — /1d:1: =zlnz —z=2x(lnzx —1)

/:z:2 cos z dz




Ptiklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /Bel—xdx = (32 — 2)el™® 4 3617 =
= (Bx +1)e!™*

/lnxda: =zlnzr — /1d:1: =zlnz —z=2x(lnzx —1)

/:z:2 cos z dz

’U/:.CU2 ’U,’:2:U

vV =cosx v=-sing




Ptiklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /Bel—xdx = (32 — 2)el™® 4 3617 =
= (Bx +1)e!™*

/lnxda: =zlnzr — /1d:1: =zlnz —z=2x(lnzx —1)
/xzcosa:d:c = a:QSin:c—Z/a:sina:d:c

’U/:[L’2 ’U,,:2[L'

vV =cosx v=-sing




Ptiklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /Bel—xdx = (32 — 2)el™® 4 3617 =
= (Bx +1)e!™*

/lnxda: =zlnzr — /1d:1: =zlnz —z=2x(lnzx —1)
/xzcosa:d:c = a:QSin:c—Z/a:sina:d:c

U =2x ’U,/:

v/ =sinx v = —coszx




Ptriklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /Bel—xdx = (32 — 2)el™® 4 3617 =
= (Bx +1)e!™*

/lnxdx =zlnzr — /1d:1: =zlnz —z=2x(lnzx —1)

/xzcoswd:c = a:QSin:c—Z/a:sina:d:c = x?sinx — 2 (—a:cosa:—l—/cosa:dx)

Uu=2=x u =

vV =sinx v = —cosz




Ptriklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /Bel—xdx = (32 — 2)el™® 4 3617 =
= (Bx +1)e!™*

/lnxdx =zlnzr — /1d:1: =zlnz —z=2x(lnzx —1)

/xzcoswd:c szSinx—Z/xsinxdxzxzsina:—Q (—a:cosa:—l—/cosa:dx) =

— x2sing + 2xcosz — 2sinx = (:1:2 — 2) sinx + 2x cosx







2 _3
/ZB \/de — x2+%_5d$:/$_gd$: v — _% !

o







2 _3
TN\ T 1_ _5 T2 1
/ \5/7(1:6 p— :U2+2 5dx p— /:U Qdaj f— f— —%—

i

6
/ (7e"” — —) dz = 7e* — 61n|z|= 7e® — In 2"

i




2 _3
TN\ T 1_ _5 T2 1
/ \5/7(1:6 p— :U2+2 5dx p— /:U Qdaj f— f— —%—

i

6
/ (7e"” — —) dr = 7e®* — 61In|z|= 7e® — In 2"

i

/ (cotg z)? da




2 _3
/:IZ \/de — x2+%_5dx:/x_gdx: L = —%—1

o

6
/ (7e"’ — —) dr = 7e®* — 61In|z|= 7e® — In 2"

i

/ (cotgr)”da = / (s )2‘1"” B / : zsi(ji;l)?zdf” B / ((Sinl:c)2 - 1) =

— —cotgxr —x




2 _3
/:IZ \/de — x2+%_5dx:/x_gdx: L = —%—1

ZC5 —% x3
T 6 6
Te - dr =T7e* —61ln|z|=7e¢” — Inx
2 coS T\ 2 1 — (sinx)? / 1
/(CO g) du /(sinx) v / (sinx)? da (sin x)? da

— —cotgxr —x

72
/ dax
V1 — 22




2 _3
TN\ T 1_ _5 T2 1
/ \5/7(1;6 p— [L’2+2 5dx p— /[L’ de f— f— —%—

x —3 3
T 6 6
7" — — |dx =7e® —6ln|x|=Te" —Inx
T
2 coS T\ 2 1 — (sinx)? / 1
t dr = dz = dz = —1)dx =
/(CO g) du /(sinx) v / (sinx)? B (sin x)? ’

— —cotgxr —x

x> 1+22—1 1
—dx = dr = | ———=dx — | V1 — z22dx =
/\/1—:132 V1 — 22 /\/1—:1:2 /

— — arccosx — %x\/l — x? 4+ % arccos xr — —% (arccos:c + v 1 — :c2)




2 _3
TN\ T 1_ _5 T2 1
/ \5/7(1;6 p— [L’2+2 5dx p— /[L’ de f— f— —%—

x —3 3
T 6 6
7" — — |dx =7e® —6ln|x|=Te" —Inx
T
2 coS T\ 2 1 — (sinx)? / 1
t dr = dz = dz = —1)dx =
/(CO g) du /(sinx) v / (sinx)? B (sin x)? ’

— —cotgxr —x

x> 1+22—1 1
—dx = dr = | ———=dx — | V1 — z22dx =
/\/1—:132 V1 — 22 /\/1—:1:2 /

— — arccosx — %x\/l — x? 4+ % arccos xr — —% (arccos:c + v 1 — :c2)
/Be_xd:c




2 _3
TN\ T 1_ _5 T2 1
/ \5/7(1;6 p— [L’2+2 5dx p— /[L’ de f— f— —%—

x —3 3
T 6 6
7" — — |dx =7e® —6ln|x|=Te" —Inx
T
2 coS T\ 2 1 — (sinx)? / 1
t dr = dz = dz = —1)dx =
/(CO g) du /(sinx) v / (sinx)? B (sin x)? ’

— —cotgxr —x

x> 1+22—1 1
—dx = dr = | ———=dx — | V1 — z22dx =
/\/1—:132 V1 — 22 /\/1—:1:2 /

— — arccosx — %x\/l — x? 4+ % arccos xr — —% (arccos:c + v 1 — :c2)

/Se_xd:c = —3e” 7




2 _3
TN\ T 1_ _5 T2 1
/ \5/7(1;6 p— [L’2+2 5d{L’ p— /[L’ de f— f— —%—

x —3 3
T 6 6
7" — — |dx =7e® —6ln|x|=Te" —Inx
T
2 coS T\ 2 1 — (sinx)? / 1
t dr = dz = dz = —1)dx =
/(CO g) du /(sinx) v / (sinx)? B (sin x)? ’

— —cotgxr —x

x> 1+22—1 1
—dx = dr = | ———=dx — | V1 — z22dx =
/\/1—:132 V1 — 22 /\/1—:1:2 /

— — arccosx — %x\/l — x? 4+ % arccos xr — —% (arccos:c + v 1 — :c2)

/Se_xd:c = —3e” 7

/ (3z — 7)'dx




Priklady

|

1

Va3

2 _
/5’7 \5/5(1513 — [ 22T275%dx = /CC_%dLU _ -

i

6
/ <7ex — —> dz = 7e¢* —61n|x| = 7e® — Ina®

X

[ (o as = [ (22 ar— [ ar - [( Lo 1)a-

= —cotgxr —x

x> 1+a22 -1 1
—dﬂj p— dCL’ = —dCC — V 1 —CCQdLC =
/\/1—:1:2 V1 — 22 /\/1—302 /

— — arccos T — %:13\/1 —x? 4+ % arccos T = —% (arccosa: + V1 — 332)

/Se_wdx = —3e 7%

/(3:1: 7) " dr = 5 T = =

Wb

_3
2
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x
/x2_1da}




x 1 2x
/x2_1d$:§/$2_1d$




x 1 2x
/x2_1d$:§/x2_1d$

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds




* _ 1 2z T I S B

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds




* _ 1 2z T I S B

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tg rdx




* _ 1 2z T I S B

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tga:da: :/smxdx
COS T




* _ 1 2z T I S B

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tga:d:c :/SHlxd:z:
COS T

substituce: In | cosz| = s,

—sinx

dzr = ds

COS T




* _ 1 2z T I S B

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tga:dxzfSmxdx=—/ds=—s=—ln|cosx|
COS

—sinx
dx = ds

substituce: In | cosz| = s,

COS T




* _ 1 2z T I S B

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tga:dxzfSmxdx=—/ds=—s=—ln|cosx|
COS

—sinx
dx = ds

substituce: In | cosz| = s,
COS

sin x
V2 4 cosx

dz




* _ 1 2z T I S B

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tga:dxzfSmxdx=—/ds=—s=—ln|cosx|
COS T

—sinx
dx = ds

substituce: In | cosz| = s,
COS

sin x
V2 4 cosx

dz

substituce: 2 +cosx = s, —sinxdx = ds




* _ 1 2z T I S B

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tgwdxzfSmxdx=—/ds=—s=—ln\cosx|
COS T

—sinx

substituce: In | cosz| = s, dr = ds
COS I
1
sin & 1 1 S2
dr = — | —=ds=— | s 2ds = ——— = —2/s= —2/2 + cosx
V2 + cosx /\/E / 5 Vs v

substituce: 2 +cosx = s, —sinxdx = ds




* _ 1 2z T I S B

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tgwdxzfSmxdx=—/ds=—s=—ln\cosx|
COS T

—sinx

substituce: In | cosz| = s, dr = ds
COS I
1
sin & 1 1 S2
dr = — | —=ds=— | s 2ds = ——— = —2/s= —2/2 + cosx
V2 + cosx /\/E / 5 Vs v

substituce: 2 +cosx = s, —sinxdx = ds

62:13
/ S
Ver -1




* _ 1 2z T I S B

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tgwdxzfSmxdx=—/ds=—s=—ln\cosx|
COS T

—sinx

substituce: In | cosz| = s, dr = ds
COS I
1
sin & 1 1 S2
dr = — | —=ds=— | s 2ds = ——— = —2/s= —2/2 + cosx
V2 + cosx /\/E / 5 Vs v

substituce: 2 +cosx = s, —sinxdx = ds

62:13
/ S
Ver -1

substituce: e* — 1 = s, e*dz = ds




Priklady

£ 1 2x 1 1 1 B
/az2—1dx_§/x2—1dx_§/Ed8—§ln|8|—h’l 22 — 1]

substituce: z2 — 1 = s, 2zdzx = ds

/tgmdx:/smxdx:—/ds:—s:1n|cosx]
COS &

—sinx
dx = ds

substituce: In|cosz| = s,
COS &

Sin x 1 1 S
/\/Q—I—COSCIZ ! /\/E ’ /S i % Vs V2+cosz

substituce: 2 +cosx = s, —sinxdx = ds

e?” s+1 1 1 S |
—— _dx = ds = <§_|__§>d:__|__:2§ 1+ 3) =
/mx /\/E S /S S s : 1 552 (s +3)

substituce: e* — 1 = s, e*dx = ds

N|—=
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/ r3e®dx













/ Pdr = 13e” 3/ eTdxr = z3e® — 3 (:c2e‘” — Q/xexdaj) —

— 13e” — 3z%e +6/:cexd:c




/:c?’ewdx — 3 — 3/:c2exdx — 3¢ — 3 (:c2e‘” — Q/xe‘”da:) =

— 3¢ — 322%™ + G/xexd:c

u=z u =1
vV =e" wv=¢"




/:c?’ewdx — 3 — 3/x2e‘”dx — 3¢ — 3 (:c2e‘” — 2/a:exda:) =

— 23e® — 31%e” + G/xexdx = z7e” — 3z%e” +6 (ze” —e”) =
o (333—321324—633—6)633

u=z u =1
vV =e" wv=¢"




/:c?’ewdx — 3 — 3/x2e‘”dx — 3¢ — 3 (:c2e‘” — 2/a:exda:) =

— 23e® — 31%e” + G/xexdx = z7e” — 3z%e” +6 (ze” —e”) =
o (333—321324—633—6)633

/:1:2 Inxdx




/:c?’ewdx — 3 — 3/x2e‘”dx — 3¢ — 3 (:c2e‘” — 2/xe‘”dx) =

— 13e” — 3x%e” + G/xexdx = z7e” — 3x%e" +6 (ze” —€¥) =

= (2® — 32* + 62 — 6) "
/x2lna:d:c

u=Ilnx U =
V' =22 v=

8|

3

)

1
3




/x?’e‘”daz — 3 — 3/xzexdx — 3¢ — 3 (:I:Ze:'C — 2/xexda}) =

— 23e® — 31%e” + G/xexdx = z7e” — 3z%e” +6 (ze” —e”) =
o (5133—321324—633—6)633

2 _ 1.3 1 21, 1.3 _1.3_1.3 3
/:1: lna:d:c—3a: Inx S/xdx—Sx Inx sX” = 5 (lnx 1)
1
u=Ilnx u =-—
€T
o' =22 v=3a2®




/x?’e‘”daz — 3 — 3/xzexdx — 3¢ — 3 (:I:Ze:'C — 2/xexda}) =

— 23e® — 31%e” + G/xexdx = z7e” — 3z%e” +6 (ze” —e”) =
o (5133—321324—633—6)633

/:1:2 mrdr =13 lnx — l/:1:2d:1: — 13 ng — 13 =

3 3 3 9 x? (ln z7 — 1)

1
9

I:/sinlnxdx




/x3e‘”daz — 3 — 3/:czexdx — 3¢ — 3 (:I:Ze:'C — 2/xexda}) =

— 23e® — 31%e” + G/xexdx = z7e” — 3z%e” +6 (ze” —e”) =
o (5133—321324—6.17—6)636

%x?’ (ln 3 — 1)

/:1:2 Inxdx = %QZSlnx — %/:ﬂdx = %x?’lna: — %a:3:

I:/sinlnazdx

) , 1
u=sinlnx v = —coslnz
€T

vV =1 V=2




/x3e‘”daz — 3 — 3/:czexdx — 3¢ — 3 (:I:Ze:'C — 2/xexda}) =

— 23e® — 31%e” + G/xexdx = z7e” — 3z%e” +6 (ze” —e”) =
o (5133—321324—6.17—6)636

%x?’ (ln 3 — 1)

/:1:2 Inxdx = %QZSlnx — %/:ﬂdx = %x?’lna: — %a:3:

I:/sinlna:dx::csinln:c—/cosln:cdx

) , 1
u=sinlnx u = —coslnzx
€T

vV =1 V=2




/x3e‘”daz — 3 — 3/:czexdx — 3¢ — 3 (:I:Ze:'C — 2/xexda}) =

— 23e® — 31%e” + G/xexdx = z7e” — 3z%e” +6 (ze” —e”) =
o (5133—321324—6.17—6)636

%x?’ (ln 3 — 1)

/:1:2 Inxdx = %QZSlnx — %/:ﬂdx = %x?’lna: — %a:3:

I:/sinlna:dx::csinln:c—/cosln:cdx

/ 1 .
u=-coslnxr u =——sinlhzx
€T

vV =1 V=2




/x3e‘”daz — 3 — 3/xzexdx — 3¢ — 3 (:1026:'C — Q/xexda:) =

— 23e® — 31%e” + G/xexdx = z7e” — 3z%e” +6 (ze” —e”) =
o (5133—3:624—6%—6)636
X3 (ln x3 — 1)

1
9

/:1:2 Inxdx = %QZSHMB — %/x2dx = %x:)’lna: — %a:SZ

I:/sinlna:dx::csinln:c—/coslnxdx =

= xsinlnx — (:Ccoslna:Jr/sinlnxdx) =gxsinlnx —xzcoslnx — [

/ 1 .
u=-coslnxr u =——sinlhzx
€T

vV =1 V=2




/x3e"’dx — 3 — 3/xzexdx — 3¢ — 3 (:lcze:'C — Q/xexda:) =

— 23e® — 31%e” + G/xexdx = z7e” — 3z%e” +6 (ze” —e”) =
o ($3—3$2+6x_6)ex

2 _ 1.3 1 21, 1.3 _1.3_1.3 3
/:1: lnxdx—3a: Inx S/xdx—Sx Inx sX” = 5 (lnx 1)

I:/sinlna:dx::csinln:c—/coslnxdx =

= xsinlnx — (:Ccoslna:Jr/sinlnxdx) =gxsinlnx —xzcoslnx — [

Tedy 2] = zsinlnz — zcoslnz, odtud I = Sz (sinlnz — cosIn z)



/ eV




/ eV

substituce: x = t?, dx = 2tdt




/eﬁdx — Q/tetdt

substituce: x = t?, dx = 2tdt







/eﬁdx = 2/tetdt= 2 (tet - /etdt> =2(t — 1)et




/eﬁdx = Q/tetdt: 2 (tet - /etdt> =2(t — 1)et

substituce: = = t?, dx = 2tdt




/eﬁdx = Q/tetdt: 2 (tet - /etdt> =2(t—1)et =2 (/o —1)eV”

substituce: = = t?, dx = 2tdt

u=-=t u =1
o — ot ¢

=c




Uvod
Neurdity integral

Urcity integrdl a jeho uZiti

Definice a zakladni vlastnosti
Obsah obrazce

Délka rovinné kfivky

Objem télesa (exhaustivni metoda)

Urcity integral a jeho uziti
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Necht f je spojitd funkce na (a,b) a F je funkce primitivni k f,

F'(x) = f(x) pro vdechna = € (a,b).




Necht f je spojitd funkce na (a,b) a F je funkce primitivni k f,

F'(x) = f(x) pro vdechna = € (a,b).

Newtoniiv urcity integral z funkce f v mezich od a do b je definovan jako




Definice a zakladni vlastnosti

Necht f je spojitd funkce na {(a,b) a F je funkce primitivni k f,

F'(x) = f(x) pro vechna x € (a,b).

Newtoniiv urcity integral z funkce f v mezich od a do b je definovan jako

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a)

Oznaceni: F'(b) — F'(a)

|
1
B
—~
8
~—
| I |
8
|
S
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Definice a zakladni vlastnosti

Necht f je spojitd funkce na {(a,b) a F je funkce primitivni k f,

F'(x) = f(x) pro vechna x € (a,b).

Newtoniiv urcity integral z funkce f v mezich od a do b je definovan jako

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a)

Oznaceni: F'(b) — F'(a)

||
g
=
Ig_l
|

S|

||

g
=
IQ_I
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Necht f je spojitd funkce na {(a,b) a F je funkce primitivni k f,

F'(x) = f(x) pro vechna x € (a,b).

Newtoniiv urcity integral z funkce f v mezich od a do b je definovan jako

Oznaceni: F'(b) — F'(a)

||
g
=
Ig_l
|

S|

||

g
=
IQ_I
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[ f@dz = FO) - F@) = [F@)),




a b
o [f(x)dz=0, [f(z)de =~ [ f(z)dz

e Linearita vzhledem k integrované funkci:




a

a b
o [f(x)dz=0, [f(z)de =~ [ f(z)dz

b

e Linearita vzhledem k integrované funkci:
b

b b
aditivita: [ (f(z) + g(z))dz = [ f(z)dz + [(z)dx

a




Definice a zakladni vlastnosti

a b a
o [f(zx)dz =0, [ f(z)dz = —{f(w)dw

e Linearita vzhledem k integrované funkci:
b b b
aditivita: [ (f(z) + g(z))dz = [ f(z)dz + [(x)dx

a

homogenita: fbcf(x)dx = cfbf(:zz)da:
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Definice a zakladni vlastnosti

a b a
o [f(zx)dz =0, [ f(z)dz = —{f(w)dw

e Linearita vzhledem k integrované funkci:
b

aditivita: [ (f(z) + g(z))dz = fbf () da:—i—fb(:zz)da:

a

homogenita: f cf(x dx—cff

e Aditivita vzhledem k integra¢nimu oboru:

b c b
€ (a,b) = [ f(x)dz = [ f(z)dz+ [ f(z)dx

11 / 14



e Integrace , per partes” pro urcité integraly:
b

[ u(x)v'(z)de = [u(:z:)v(a:)]z — fu’(a:)v(:c)dx

a




Definice a zakladni vlastnosti

e Integrace , per partes” pro urcité integrdly:
b

b
[u(x)v'(z)de = [u(x)v(:z:)}z — [/ (z)v(z)dz
e Substitué¢ni metoda pro urdité integraly:
b p(b)
J ()¢’ (z)dz = [ f(s)ds
a p(a)
substituce: p(z) = s, ¢'(x)dz = ds
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Definice a zakladni vlastnosti

e Integrace , per partes” pro urcité integrdly:
b

b
[u(x)v'(z)de = [u(x)v(:z:)}z — [/ (z)v(z)dz
e Substitué¢ni metoda pro urdité integraly:
b p(b)
J ()¢’ (z)dz = [ f(s)ds
a p(a)
substituce: p(z) = s, ¢'(x)dz = ds

b 7~ (b)
J f(z)dz = f( )f(SO(S))SO'(S)dS
a 90—1 a
substituce: x = ¢(s), tj. o H(x) = s, ¢’ (x)dz = ds

11 / 14



Obrazec ohranieny osou z, pfimkami x = a, z = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).




Obrazec ohranieny osou z, pfimkami x = a, z = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

b—a

n € N, poloZime Ax = ar;,=a+1Ax,1=1,2,...,n.

n

a xl ... x'L DR xn_l b x




Obsah obrazce

Obrazec ohraniceny osou x, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

n € N, poloZime Ax =

1=1

b—a

n

axr,=a+1Azx,1=12,...,n. Pak je

c Tp—1 b .TV
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Obsah obrazce

Obrazec ohraniceny osou x, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

b—a

n € N, poloZime Ax =

1=1

n

lim

n—r00 4

b

| f@)a,

a

axr,=a+1Azx,1=12,...,n. Pak je

c Tp—1 b .TV

12 / 14



Obsah obrazce

Obrazec ohraniceny osou x, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

h—
n € N, polozime Ax = ¢ a x;i =a+1Ax,1=1,2,...,n. Pak je
n
. . b b
S=3fw)be. Jm 3 fae= [ f@dn 5= [ f@a
a ., a
F T e [ S S

Ax R
T e

12 / 14



Obrazec ohranieny osou z, pfimkami x = a, z = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

Sz/f(a:)da:

a

Priklady:




Obrazec ohranieny osou z, pfimkami x = a, z = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

Sz/bf(a:)da:

Priklady: Vypocitejte obsah parabolické lsece, ktera ma vysku v a délku
zakladny a.




Obsah obrazce

Obrazec ohranigeny osou z, pfimkami x = a, z = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

S = /b f(x)dz

Priklady: Vypoditejte obsah parabolické usece, ktera ma vysku v a délku
zakladny a.

f(z) = v (1 _ igﬂ) y

a2

N[
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Obsah obrazce

Obrazec ohranigeny osou z, pfimkami x = a, z = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

S = /b f(x)dz

Priklady: Vypoditejte obsah parabolické usece, ktera ma vysku v a délku
zakladny a.

f(z) = v (1 _ igﬂ) y

a2

N[ —
N[

12 / 14



Obsah obrazce

Obrazec ohraniéeny osou z, pfimkami z = a, z = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

S = /b f(x)dz

Priklady: Vypoditejte obsah parabolické usece, ktera ma vysku v a délku
zakladny a.

f(z) = v (1 _ %gﬂ)

S
IS
IS
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Obrazec ohranieny osou z, pfimkami x = a, z = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

Sz/bf(m)daj

Priklady: Vypocitejte obsah elipsy s poloosami a a b.




Obsah obrazce

Obrazec ohranigeny osou z, pfimkami x = a, z = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

S = /b f(x)dz

Priklady: Vypoditejte obsah elipsy s poloosami a a b.

@

_
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Obsah obrazce

Obrazec ohranigeny osou z, pfimkami x = a, z = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

S = /b f(x)dz

Priklady: Vypoditejte obsah elipsy s poloosami a a b.

P b
—+b—2=1 — Y= —va?®—x?

a

Y
N

12 / 14




Obsah obrazce

Obrazec ohranigeny osou z, pfimkami x = a, z = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

S = /b f(x)dz

Priklady: Vypoditejte obsah elipsy s poloosami a a b.

N
|
S
O\
Q|
Q
N
T
]
N
o,
]
/\@%

_
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Obsah obrazce

Obrazec ohraniéeny osou z, pfimkami z = a, z = b (a < b) a grafem spojité

funkce f definované na intervalu (a,b).

b
= /f(x)d:c

Priklady: Vypoditejte obsah elipsy s poloosami a a b.

2 2
x Y b
—+b—2=1 — y= a? — 2

2
:4/2\/a2—x2dx— / a(cos s) ds—4ab/ +COS Sds:

0 0 0

= 2ab [s +

substituce: z = asins, dz = acossds, a® —z® =a’(1— (sins)?) = a’(cos s)?
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K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu (a, b).




K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu (a, b).
b—a

Ay; :f?xi—l-l) — flxi), i=1,2,....n.

n € N, poloZzime Ax = , Lo =a, x; = a+ 1Ax,

f(zit1)
f(z4)




Délka rovinné k¥ivky

K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu (a, b).
b—a

n € N, poloZzime Ax = X0 = a, r; = a+ 1Az,
n

Ayz — f(x’H—l) _f(m’b)' 1=1,2,...,n. Pakje

Ay,

Ay,
= f'(x;), tedy — A,

lim
Ax—0 ACIZ

~ f'(xi)
KNZ\/A:B (Ay;)? :Tfl\/ (
v

n—1 y
Jim 31 = [ et

f(zi)

Top = a X1 X Titr1 - b:JInIL’
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Délka rovinné k¥ivky

K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).
b—a

n € N, poloZzime Ax = X0 = a, r; = a+ 1Az,
n

Ayz — f(x’H—l) _f(m’b)' 1=1,2,...,n. Pakje

Ay;

lim Ay = f'(x;), tedy e ~ f'(x;)

Ax—0 ACIZ

z~2¢m Ayz)2:7§ (Ay’b> Axwz\/l + (f'(2:))* Az

13 / 14



K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu {(a, b). Jeji délka je dana integralem

b
(= [V (@) e




K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).

b
(= [+ (@) e

Priklad:




K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).

b
(= [+ (@) e

Priklad: Vypocitejte délku kruZnice o poloméru r.




K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).

b
(= [+ (@) e

Priklad: Vypocitejte délku kruZnice o poloméru r.

fl2) = VT2




K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).

b
(= [+ (@) e

Priklad: Vypocitejte délku kruZnice o poloméru r.

fla) = VP =2, f(0) = s (F(@)) = 5

2

r?—x r? — 12




K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).

b
(= [+ (@) e

Priklad: Vypocitejte délku kruZnice o poloméru r.

fla) = VP =2, f(0) = s (F(@)) = 5

r2 —x r2 — x?
‘€_
—:c2

2




Délka rovinné k¥ivky

K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).

b
/ :/\/1 + (F(2)2da

Ptiklad: Vypocitejte délku kruZnice o poloméru r.

fl@) = ViT— a2, f'(z) =~ (f'(2))" = 5

r? —x r2 — x?

r r
624/\/1+T2_x2dx:4/mdx
0 0

substituce: x = rsins, dr = rcos sds
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Délka rovinné k¥ivky

K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).

b
/ :/\/1 + (F(2)2da

Ptiklad: Vypocitejte délku kruZnice o poloméru r.

fl@) = ViT— a2, f'(z) =~ (f'(2))" = 5

r? —x r2 — x?

s

r r COS S
624/\/14— da::4/ d:z::4r2/ ds =
/ r2 — x? J V12 — 2 ry/1— (sin s)2

0

2

= 4r d3:4r%:27r7“

) \
N

substituce: x = rsins, dr = rcos sds

13 / 14



Té&leso umisténé v souradné soustavé.




Té&leso umisténé v soufadné soustavé.
UvaZujeme jeho fezy rovinami kolmymi k ose x, které jsou od sebe vzdaleny o Ax.




Objem télesa (exhaustivni metoda)

Téleso umisténé v souradné soustavé.
UvaZujeme jeho ¥ezy rovinami kolmymi k ose x, které jsou od sebe vzdaleny o Ax.

Necht roviny protinaji osu z v bodech zo = a,z1,22,..., %, = .
P¥itom x;,.1 — x; = Ax, celé téleso se nachdzi mezi 0-tou a n-tou rovinou.
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

Téleso umisténé v souradné soustavé.

UvaZujeme jeho ¥ezy rovinami kolmymi k ose x, které jsou od sebe vzdaleny o Ax.

Necht roviny protinaji osu z v bodech zo = a,z1,22,..., %, = .
P¥itom x;,.1 — x; = Ax, celé téleso se nachdzi mezi 0-tou a n-tou rovinou.

Obsah Yezu (prlniku) télesa i-tou rovinou oznadime S(x;).
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

Téleso umisténé v souradné soustavé.
UvaZujeme jeho ¥ezy rovinami kolmymi k ose x, které jsou od sebe vzdaleny o Ax.

Necht roviny protinaji osu z v bodech zo = a,z1,22,..., %, = .
P¥itom x;,.1 — x; = Ax, celé téleso se nachdzi mezi 0-tou a n-tou rovinou.

Obsah Yezu (prlniku) télesa i-tou rovinou oznadime S(x;).

Objem (tenké) vrstvy télesa mezi (¢ — 1)-ni a i-tou rovinou je pFiblizné roven
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

Téleso umisténé v souradné soustavé.
UvaZujeme jeho ¥ezy rovinami kolmymi k ose x, které jsou od sebe vzdaleny o Ax.

Necht roviny protinaji osu z v bodech zo = a,z1,22,..., %, = .
P¥itom x;,.1 — x; = Ax, celé téleso se nachdzi mezi 0-tou a n-tou rovinou.

Obsah Yezu (prlniku) télesa i-tou rovinou oznadime S(x;).
Objem (tenké) vrstvy télesa mezi (¢ — 1)-ni a i-tou rovinou je pFiblizné roven

Pro objem té&lesa tedy plati: V' = Z S(x;)Ax

1=1
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

Téleso umisténé v souradné soustavé.
UvaZujeme jeho ¥ezy rovinami kolmymi k ose x, které jsou od sebe vzdaleny o Ax.

Necht roviny protinaji osu z v bodech zo = a,z1,22,..., %, = .
P¥itom x;,.1 — x; = Ax, celé téleso se nachdzi mezi 0-tou a n-tou rovinou.

Obsah Yezu (prlniku) télesa i-tou rovinou oznadime S(x;).
Objem (tenké) vrstvy télesa mezi (¢ — 1)-ni a i-tou rovinou je pFiblizné roven

Pro objem té&lesa tedy plati: V' = Z S(x;)Ax
i=1

Limitnim pfechodem n — oo dostaneme

V= /b S(z)dz

14 / 14






V = /bS(:c)d:c

Priklad: Vypocitejte objem trojosého elipsoidu s poloosami a, b, c.




V = /bS(:c)d:c

Priklad: Vypocitejte objem trojosého elipsoidu s poloosami a, b, c.

2
+ L2 <,

a?  b?2 2




V = /bS(x)dx

Priklad: Vypocitejte objem trojosého elipsoidu s poloosami a, b, c.
2

J z
a? + b2 + c? =1

g2 22 72
Obvodova kfivka fezu rovinou kolmou k ose z: == + — =1 — —, tj.

b2 2 a?

2 2
z
yfc2 b2 + 22\ 2 1
(1-%) (1-%)c




Objem télesa (exhaustivni metoda)

b

V= / S(z)dz

a

Priklad: Vypocitejte objem trojosého elipsoidu s poloosami a, b, c.
2

J z
a2 + b2 + c? =1
g2 22 72
Obvodova kfivka ¥ezu rovinou kolmou k ose z: == + — =1 — —, tj.
b2 2 a2
2 2

Yy <

=1
(-2 (-2
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

b

V= / S(z)dz

a

Priklad: Vypocitejte objem trojosého elipsoidu s poloosami a, b, c.
2

J z
+ + < 1.
a? b2 2
2 2 72
Obvodova kfivka ¥ezu rovinou kolmou k ose z: == + — =1 — —, tj.
b2 2 a2
2 2

y Z
=1
(-2 (-2

a2

S(a) = mbe (1 - l‘_)

a

x> 23 1° a? 4
V:2/7Tbc<1—?> dx = 2mbc [x—&?]O :271'[)6(&—@) = gmabc

0
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V = /bS(:C)d:c

Specialni p¥ipad: téleso vzniklé rotaci ,,podgrafu” funkce y = f(x) definované na
intervalu (a, b) kolem osy x.

S(x) = 7r(f(:1:))2 tj.

V= w/b (f(z))’da




(f(2))*da

b/O




b
V= 77/ (f(:c))2d:c
0

P¥iklad: Vypotitejte objem kulové vrstvy tloudtky h s poloméry podstav R a r.




b
V= 77/ (f(:c))2d:c
0

P¥iklad: Vypotitejte objem kulové vrstvy tloudtky h s poloméry podstav R a r.
a+h

V:ﬂ'/ (gz—a:Q)d:c

a




Objem télesa (exhaustivni metoda)

Vﬂ/b(f(:zz))Qda:

Priklad: Vypoditejte objem kulové vrstvy tloustky h s polomé&ry podstav R a r.
a+h

Ve [ (@)= (@l - [307) =
! =7 <Q2h — %(3&2/2 + 3ah? + h3))

—

>
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

Vw/b(f(a:))Qd:c

Priklad: Vypoditejte objem kulové vrstvy tloustky h s polomé&ry podstav R a r.
a+h

Ve [ (@)= (@l - [307) =
=7 (QQh — %(3&2/2 + 3ah? + h3))

—

>
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

Vﬂ/b(f(:zz))Qda:

Priklad: Vypoditejte objem kulové vrstvy tloustky h s polomé&ry podstav R a r.
a+h

Ve [ (@)= (@l - [307) =
=7 <Q2h — %(3&2/2 + 3ah? + h3))

—

>
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

Vﬂ/b(f(:zz))Qda:

Priklad: Vypoditejte objem kulové vrstvy tloustky h s polomé&ry podstav R a r.
a+h

Vi=m / (0> —2?)dz = (92 [:I:S}GM — [%xﬂ“*’l) _

a a

=7 (0*h — £(3a*h + 3ah? + h?))

ra R2 _ 2 _ 2
CLQZQQ—RQ 2 2 2 - 2h
(a+h2:Q2—T2 } — 2ah+h” = R" —r — \ , (RQ—’I"Q—h2)2 ,
\Q - 4h? t+h
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

Vﬂ/b(f(:zz))Qda:

Priklad: Vypoditejte objem kulové vrstvy tloustky h s polomé&ry podstav R a r.
a+h

Vi=m / (0> —2?)dz = (92 [:I:S}GM — [%xﬂ“*’l) _

a a

=7 (0*h — £(3a*h + 3ah? + h?))

ra R2 _ 2 _ 2
CLQZQQ—RQ 2 2 2 - 2h
(a+h2:Q2—T2 } — 2ah+h” = R" —r — \ , (RQ—’I"Q—h2)2 ,
\Q - 4h? t+h
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

Vﬂ/b(f(:zz))Qd:z:

Priklad: Vypoditejte objem kulové vrstvy tloustky h s polomé&ry podstav R a r.
a+h

Vi=m / (0> —2?)dz = (92 [:I:S}GM — [%xﬂa*h) _

a a

— 7 (QQh — %(3&2/2 + 3ah? + h3))

ra R2 _ 2 _ 2
aQZQQ—RQ 2 2 2 - 2h
(a+h2:Q2—T2 } — 2ah+h” = R" —r — \ , (RQ—’I"Q—h2)2 ,
\Q - 4h? t+h

Celkem: V = 2wh(3(R? + r?) + h?)

Specieln& — Kulovd dset (r = 0): V = ¢wh(3R* + h?)
Polokoule (r =0, h=R): V = 27 R?
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