
Domácí úlohy p°edm¥tu M3100

1. cvi£ení

1. Ur£ete sou£ty následujících °ad:

•
∞∑
n=1

(−1)n

[Posloupnost sou£t· bude oscilovat.]

•
∞∑
n=1

(−1)nn

[
sn =

{
−k, n = 2k − 1

k, n = 2k.
Sou£et neexistuje.

]
•

∞∑
n=1

(−1)n

2n

[s = − 1
3 ]

•
∞∑
n=1

n

[Posloupnost sou£t· bude divergovat k ∞.]

2. Nalezn¥te posloupnosti an, bn, cn, dn, en, fn tak, aby

•
∑∞
n=1 an = 1

• posloupnost bn byla ohrani£ená, ale
∑∞
n=1 bn =∞

• posloupnost cn ≥ 0 byla neohrani£ená, ale
∑∞
n=1 cn konvergovala.

• °ada
∑∞
n=1(en)

p konvergovala pro kaºdé p ∈ N.
• °ada

∑∞
n=1(fn)

p divergovala pro kaºdé p ∈ N.

3. Nalezn¥te funkci f(x) takovou, aby °ada

∞∑
n=1

f(n)

konvergovala, ale limx→∞ f(x) 6= 0.

4. Máme banky ozna£ené jako i ∈ {0, 1, 2, 3, . . . }. Kde kaºdá banka poskytuje
úv¥ry Li a musí zachovávat �nan£ní rezervu Ri, která d¥lá K ∈ (0, 1)
násobek jejích celkových vklad·. Zárove¬ p°edpokládáme, ºe banka p·j£í
v²echny peníze, která má k dispozici(tedy Li + Ri = Di a ºe úv¥ry Li
banky i se vºdy dostanou skrze ekonomiku do banky i+1 jako její vklady.
Vloºíme-li do banky 0 £ástku D0, jaký bude celkový objem vklad·, který
se objeví v bankách? (je pot°eba vyjád°it Dn pomocí D0).
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[
∑∞
i=0Di =

D0

K .]

2. cvi£ení

1. Nalezn¥te °adu s nezápornými £leny, jejíº sou£et osciluje.

2. Rozhodn¥te o divergenci/konvergenci následujících °ad

• Je li q > 0 a p ∈ N

∞∑
n=1

n!n−p

q(q + 1) . . . (q + n)

(Lze vyuºít Raabeho kritérium a binomickou v¥tu)

[Konverguje pro p+ q > 1.]

•
∞∑
n=1

(2n+ 1)!

4n(n!)2

[�ada diverguje.]

•
∞∑
n=1

a cos2 n

2n
.

pokud je a > 0. (lim cos2 n je problém, který jednodu²e nevy°e²íme.)

[�ada konverguje.]

3. Nalezn¥te posloupnost dn tak, aby o konvergenci/divergenci °ady
∑∞
n=1 dn

ne²lo rozhodnout odmocninovým kritériem, ale limitním srovnávacím ano.

4. Rozhodn¥te o konvergenci °ady

∞∑
n=1

1

n2 + 1

pomocí limitního porovnávacího kritéria s volbou bn = 1/n, respektive
bn = 1/n2, respektive bn = 1/n3.

5. Rozhodn¥te o konvergenci/divergenci °ady

∞∑
n=1

1

n

pomocí podílového, odmocninového, raabeho, integrálního kritéria.

[Lze rozhodnout jen integrálním kritériem. Ostatními ne.]

6. Nalezn¥te dv¥ °ady, kde jedna konverguje a druhá diverguje, ale odmoc-
ninovým kritériem nelze rozhodnout ani o konvergenci ani jedné z nich.
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7. Nalezn¥te funkci f(x) tak, aby∫ ∞
f(x)dx

divergoval, ale p°itom °ada
∑∞
n=1 f(n) konvergovala. (Co zkusit nespojitou

funkci f?)

8. Nalezn¥te funkci f(x) tak, aby∫ ∞
f(x)dx

konvergoval, ale p°itom °ada
∑∞
n=1 f(n) divergovala. (Co zkusit nespojitou

funkci f?)

9. Nalezn¥te konvergentní alternující °adu, na niº nelze pouºít Leibnitzovo
kritérium.

10. V závod¥ Achillea a ºelvy má ºelva náskok 50 metr·. Vyrazí zárove¬ a
sprinter Achilleus se v £ase n pohybuje rychlostí an =

√
n4/4 + 400−n2/2

metr·. Oproti tomu ºelva se pohybuje rychlostí bn = 1/(n+1) metr·. Roz-
hodn¥te, kdo vyhraje jejich závod, pokud b¥ºí tradi£ní °eckou disciplínu:
nekone£ný maraton. Zm¥ní se vít¥z, pokud budou závodit pouze na 100
metr·?

[Závod nebude napínavý, pokud znáte výsledky dop°edu ;)]

3. cvi£ení

1. Rozhodn¥te o absolutní konvergenci °ad

(a)
∞∑
n=1

sin(nπ/2)

n
.

[Konverguje neabsolutn¥.]

(b)
∞∑
n=1

(−1)n

(n+ (−1)n)p
,

kde p = 1, respektive p = 2.

[Pro p = 1 konverguje neabsolutn¥, pro p = 2 absolutn¥.]

2. Pomocí Abelova kritéria rozhodn¥te o konvergenci °ady

∞∑
n=1

n3 cos(1/n2)

(n+ 1)(n+ 2)
e−n

3. Nalezn¥te absolutn¥ konvergentní °adu, která nekonverguje.
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4. Kolik £len· je t°eba se£íst, abych odhadnul sou£et

∞∑
n=1

1

n2 + n

s chybou men²í neº 10−3.

5. Koupili jste si látku a prodava£ vám ust°ihne an = (n+1)/n3 metr· látky
za minutu, navíc je ob¥tav¥ ochoten st°íhat nekone£n¥ dlouho. Jak dlouho
jej musíte nechat st°íhat, aby jste nep°i²li o více neº 1 centimetr látky (tj.
abyste jej nezastavili moc brzo).

[Asi 110.]

6. Vítr uná²í list sem a tam, který padá z dostate£n¥ velké vý²ky, aby padal
skoro nekone£n¥ dlouho. V kaºdé sekund¥ navíc vítr posune list do strany
o an = (−1)n

n−lnn metr·. S jakou p°esností dokáºeme ur£it místo dopadu listu
po

(a) jedné minut¥.

(b) po deseti minutách

[a) asi 0,18 b) asi 0,0017]

7. Nalezn¥te posloupnosti an, bn, cn, dn, en, fn takové, aby

• °ady
∑∞
n=1 an,

∑∞
n=1 bn byly divergentní, ale °ada

∞∑
n=1

anbn

byla relativn¥ konvergentí.

• °ady
∑∞
n=1 cn,

∑∞
n=1 dn byly divergentní, ale °ada

∞∑
n=1

cndn

byla absolutn¥ konvergentní.

• °ady
∑∞
n=1 en byla absolutn¥ konvergentní, ale °ada

∞∑
n=1

enfn

byla relativn¥ konvergentní.

4. cvi£ení

1. Ukaºte, ºe
∞∑
n=1

n cos2 nx

n4 + 1

je spojitá a má spojitou derivaci.
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2. Pomocí Abelova kritéria ukaºte, ºe je-li
∑∞
n=1 fn(x) stejnom¥rn¥ konver-

gentní na I = [−1, 1], pak také

∞∑
n=1

fn(x)
x

n

konverguje stejnom¥rn¥ na I.

3. Nalezn¥te p°íklad funkcí fn(x), které jsou ohrani£ené, ale nekonvergují
stejnom¥rn¥.

4. N¥kolik °ad se vydalo na procházku a ztratilo sv·j obor absolutní konver-
gence. Pomozte jim ho najít. Jsou to °ady

∑
fn(x), kde

(a)

fn(x) =
2n sinn x

n2

(b)

fn(x) =

(
x(x+ n)

n

)n
(c)

fn(x) =
xn

nn+x

[a) |x− kπ| ≤ π/6 b) |x| < 1 c) x > 1]

5. Pot°ebujete opravit st°echu na intervalu [0, 2] a naleznete inzerát. První

pokrýva£ garantuje, ºe za n dní mu bude zbývat uº jen (n5+1) 3√sin x
n6 z va²í

st°echy. Zam¥stnali byste takového pokrýva£e?

5. cvi£ení

1. Nalezn¥te obor konvergence °ad

(a)
∞∑
n=1

4nx3n

(b)
∞∑
n=1

x2n

an + bn + cn
, a > 0, b > 0, c > 0

(c)
∞∑
n=1

2n!!

(2n+ 1)!!
xn

Vy²et°ete krajní body.

[a) (− 1
3√4
, 1

3√4
) b)L =

√
max{a, b, c}, I = (−L,L) krajní body závisí na

tom, zda je L > 1 nebo ne c) (−1, 1) v −1 °ada konveguje relativn¥]
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2. Rozvi¬te do mocninné °ady funkci

ln(1 + x)

1 + x

[
∑∞
n=1(−1)n−1(1 + 1/2 + . . . 1/n)xn]

3. Nech´ má °ada
∑∞
n=1 anx

n polom¥r konvergence R1 a °ada
∑∞
n=1 bnx

n

polom¥r konvergence R2. Jaký polom¥r konvergence mají °ady

(a)
∞∑
n=1

(an ± bn)xn

(b)
∞∑
n=1

anbnx
n

[a) b) ]

6. cvi£ení

1. Najd¥te fourierovy °ady na intervalu [−π, π] funkcí

(a) cos(ax), kde a inR.
(b) sgn(cosx)

(c) | sinx|

[a) sin(πa)
aπ + 2 sin(πa)

π

∑∞
n=1(−1)n+1 a cosnx

n2−a2 b)
4
π

∑∞
n=1(−1)n

cos(2n+1)x
2n+1 c) 2

π −
4
π

∑∞
n=1(−1)n

cos 2nx
4n2−1 ]

2. Funkce f spl¬uje f(x+ π) = −f(x). Ukaºte, ºe four. °ada f na intervalu
[−π, π] spl¬uje a2n = 0 = b2n.

3. Funkce f spl¬uje f(x + π) = f(x). Ukaºte, ºe four. °ada f na intervalu
[−π, π] spl¬uje a2n−1 = 0 = b2n−1
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