Domaci tlohy predmétu M3100

1. cvi€eni
1. Urcete soucty néasledujicich rad:

Y (="

n=1

[Posloupnost souc¢ta bude oscilovat.

-k, n=2k-1 . L
Sp = Soucet neexistuje.
k, n = 2k.

oo
D n
n=1
[Posloupnost souétt bude divergovat k co.]

2. Naleznéte posloupnosti a,, by, ¢n, dn, €n, fn tak, aby

Xl =1
e posloupnost b,, byla ohrani¢ena, ale Y>> | b, = o0

oo

e posloupnost ¢, > 0 byla neohranicena, ale )"~ ;

¢, konvergovala.

fada Y77 | (e, )P konvergovala pro kazdé p € N.

n=1

fada >~ | (fn)P divergovala pro kazdé p € N.

3. Naleznéte funkei f(x) takovou, aby fada

konvergovala, ale lim,_,, f(x) # 0.

4. Mame banky oznacené jako i € {0,1,2,3, ... }. Kde kazda banka poskytuje
uvéry L; a musi zachovdvat finan¢ni rezervu R;, kterd déla K € (0,1)
nésobek jejich celkovych vklada. Zaroven predpokladame, ze banka pujci
v8echny penize, kterd ma k dispozici(tedy L; + R; = D; a ze uvéry L;
banky ¢ se vidy dostanou skrze ekonomiku do banky i+ 1 jako jeji vklady.
Vlozime-li do banky 0 ¢astku Dy, jaky bude celkovy objem vklada, ktery
se objevi v bankach? (je potfeba vyjadiit D,, pomoci Dy).



[Zzo D; = %]

2. cviéeni
1. Naleznéte fadu s nezadpornymi ¢leny, jejiz soucet osciluje.
2. Rozhodnéte o divergenci/konvergenci nasledujicich fad

e Jelig>0apeN

> nln=P
Ez: (¢g+1)...(g+n)

(Lze vyuzit Raabeho kritérium a binomickou vétu)

[Konverguje pro p + g > 1.]

o

2n—|—1

—

n=

[Rada diverguje.]

00
Z acos n

pokud je a > 0. (lim cos? n je problém, ktery jednoduse nevytesime.)
[Rada konverguje.|

3. Naleznéte posloupnost d,, tak, aby o konvergenci/divergenci fady > .-, d,
neslo rozhodnout odmocninovym kritériem, ale limitnim srovnévacim ano.

4. Rozhodnéte o konvergenci fady
>
2
fnt 1

pomoci limitniho porovnévaciho kritéria s volbou b, = 1/n, respektive
= 1/n2, respektive b, = 1/n?.

5. Rozhodnéte o konvergenci/divergenci fady
>
n
n=1
pomoci podilového, odmocninového, raabeho, integralniho kritéria.

[Lze rozhodnout jen integralnim kritériem. Ostatnimi ne.|

6. Naleznéte dvé tady, kde jedna konverguje a druh& diverguje, ale odmoc-
ninovym kritériem nelze rozhodnout ani o konvergenci ani jedné z nich.



7. Naleznéte funkci f(z) tak, aby

/OO f(z)dz

divergoval, ale pfitom fada ). ; f(n) konvergovala. (Co zkusit nespojitou
funkci f7?)

8. Naleznéte funkci f(x) tak, aby

/OO flx)dx

konvergoval, ale piitom fada Y-, f(n) divergovala. (Co zkusit nespojitou
funkei f7?)

9. Naleznéte konvergentni alternujici fadu, na niz nelze pouzit Leibnitzovo
kritérium.

10. V zévodé Achillea a Zelvy ma Zelva naskok 50 metra. Vyrazi zaroven a
sprinter Achilleus se v ¢ase n pohybuje rychlosti a,, = y/n*/4 + 400 —n?/2
metri. Oproti tomu Zelva se pohybuje rychlosti b, = 1/(n+1) metra. Roz-
hodnéte, kdo vyhraje jejich zédvod, pokud bézi tradi¢ni feckou disciplinu:
nekone¢ny maraton. Zmeéni se vitéz, pokud budou zavodit pouze na 100
metra?

[Zavod nebude napinavy, pokud znate vysledky dopiedu ;)]

3. cviéeni

1. Rozhodnéte o absolutni konvergenci fad
(a)
i sin(nm/2)
—

[Konverguje neabsolutné.|

> o
n=1 (n + (_1)n)p’
kde p = 1, respektive p = 2.

[Pro p = 1 konverguje neabsolutné, pro p = 2 absolutné.]

2. Pomoci Abelova kritéria rozhodnéte o konvergenci Fady
= 1
Z (1/n?) eos\/mn) -n
— (n+2)

3. Naleznéte absolutné konvergentni fadu, kterd nekonverguje.



4. Kolik ¢lent je tieba secist, abych odhadnul soucet

=1
>

n=1

s chybou men&i nez 1073.

5. Koupili jste si latku a prodavaé vam ustiihne a,, = (n+1)/n® metri latky
za minutu, navic je obétavé ochoten stifhat nekoneéné dlouho. Jak dlouho
jej musite nechat stiihat, aby jste nepfisli o vice nez 1 centimetr latky (tj.
abyste jej nezastavili moc brzo).

[Asi 110.]

6. Vitr unési list sem a tam, ktery padé z dostatecné velké vysky, aby padal
skoro nekone¢né dlouho. V kazdé sekundé navic vitr posune list do strany
0 ay = % metri. S jakou piesnosti dokdzeme uréit misto dopadu listu
po

(a) jedné minuteé.

(b) po deseti minutach
[a) asi 0,18 b) asi 0,0017]

7. Naleznéte posloupnosti a,, by, cn, dp, €n, fn takové, aby

e fady > 0, an, >, by, byly divergentni, ale Fada

n=1
0
> anby
n=1

byla relativné konvergenti.
o fady > 07 | ¢n, oo, dy byly divergentni, ale fada

oo
E Cndp
n=1

byla absolutné konvergentni.

e fady > 7, e, byla absolutné konvergentni, ale fada

o0
Z enfn
n=1

byla relativné konvergentni.

4. cviéeni

1. Ukazte, ze
= 2
Z 7.COS* NI
nt41
n=1

je spojitd a ma spojitou derivaci.



2. Pomoci Abelova kritéria ukazte, ze je-li Y~ fn(x) stejnomérné konver-
gentni na I = [—1, 1], pak také

3 fale)®
n=1

konverguje stejnomérné na 1.

3. Naleznéte piiklad funkei f,(x), které jsou ohranicené, ale nekonverguji
stejnomérné.

4. Nekolik fad se vydalo na prochazku a ztratilo sviij obor absolutni konver-
gence. Pomozte jim ho najit. Jsou to fady > f(z), kde

(3 -
folz) = £ s x

n2

(b)

f"(x): nnt
[a) |t — kn| <7/6b) |z] <1c)x>1]

5. Potiebujete opravit stfechu na intervalu [0, 2] a naleznete inzerat. Prvni
(n®+1) ¥sinz
n6

pokryvaé garantuje, Ze za n dni mu bude zbyvat uz jen z vasi

stiechy. Zaméstnali byste takového pokryvace?
5. cviéeni

1. Naleznéte obor konvergence fad
(a)
o0
Z 4n$3n
n=1

e 2n

in,a>0,b>0,c>0
nzla"—kb"—i-c”

s onll
; 2n + 1

Vysettete krajni body.

[a) (— if ﬁ) b)L = y/max{a,b,c}, I = (=L, L) krajni body zavisi na
tom, zda je L > 1 nebo ne ¢) (—1,1) v —1 fada konveguje relativné]



2. Rozvinite do mocninné fady funkci

In(1+x)
1+

e (DA +1/2+ . 1/n)a"

3. Necht ma rada > ° | a,z" polomér konvergence Ry a fada >, b,a™

polomér konvergence Rs. Jaky polomér konvergence maji fady

(a)

(an £ by)z™

n=1

() )
Z apby,x™
n=1
[a) b) |

6. cvi¢eni
1. Najdéte fourierovy fady na intervalu [—, 7] funkci

(a) cos(azx), kde a inR.
(b) sgn(cosx)

(c) |sinz|

[a) sin(mwa) + 2 sin(ma) Zoo 1(_1)n+1 ancos

nx )
am T n= 2—qa? b

o) n cos(2n T o] n cos 2nx

AV (F) R o) 2 - A5 (1)

2. Funkce f spliuje f(z + 7) = —f(x). Ukazte, ze four. fada f na intervalu
[—7, 7] spliwuje ag, = 0 = bay,.

3. Funkce f splije f(z + 7) = f(z). UkaZzte, ze four. fada f na intervalu
[_71—777—] Splﬁuje a2n—1=0=bay 1



