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Pfiklad 1

Hazime opakované& minci. Ze 100 nahodnych pokusi: 56 X , hlava” a 44 x , orel”.
[Otézka : je tato mince , spravedlivd“?

prostor elementarnich jevi: Q= { hlava®;,orel"}
elementérni jevy: wq =,hlava”, wy =, orel"
jevovd o— algebra: A = {Q,wy, wy, O}
Nds v8ak zajima nap¥. pocet hlav ve 100 pokusech

{,hlava'} e QS 1€eR

{,orel"} € O X 0eR

X je zobrazeni, &islo 1 se nazyvé jeho realizace
[Otazka : Jaké jsou pravd&podobnosti jednotlivych hodnot zobrazeni X?



Nahodna velic¢ina

Definice 1

Necht (Q), A, P) je pravd€podobnostni prostor, X : QO — R je takové zobrazeni, Ze
pro V x € R plati

{weO: X(w)<x}=X1((—0,x)) c A

Pak X nazyvdme ndahodnou veli¢inou (random variable) (vzhledem k jevovému

poli (), A)).

Pravdépodobnostni chovani nahodné veli¢iny Ize popsat pomoci distribueni funkce.

Definice 2

Necht X je ndhodn3 veli¢ina definovana na pravdépodobnostnim prostoru
(Q), A, P). Pak funkci F(x) = P(X < x), kde x € R, nazyvame distribu&ni funkci
(cumulative distribution function) nihodné veliginy X.

v

Poznamka 3
Zjednodusené znaceni: P(X < x) = P({w € O : X(w) < x})
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Ptiklad 2 (3 nezavislé hody minci)

Q={w,=(H, H,H),w,=(H,H,0),ws=(H,0,H),wy=(0,H, H),ws =

(0,0,H),ws=(0,H,0),w;=(H,0,0),ws=(0,0,0)}.
Q

Jevovd o-algebra: A = 2.
X ..., po&et hlav ve tfech hodech” = X € {0,1,2,3}.

Distribuéni funkce:
F(x)
1 *—
i — F(x) =P(X <x)
F(x)=P(@) =0

e —rx=0)- ]
=P(X=0v1)=1+3=1
=P(X=0V1v2) =143 42 =47

%0—
=P(X=0Vv1v2Vv3) =1+

1 2 3

x<0

0<x<1
1<x<2
2<x<3

x>3



Véta 4 (Vlastnosti distribu¢ni funkce)
Necht F(x) je distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X definované na (Q), A, P). Pak
» F je neklesajici.
» F je zprava spojitd.
> ,}H&P(x) =1a xLiIPooP(x) =0.
» 0<F(x)<1prox €R.
» P(X =x)=F(x)— lim F(y).
Yy—=x—
» F ma nejvyse spoletné mnoho bodii nespojitosti.
» P(x; < X <xp) =F(xp) —F(x1) prox1,x €R, x1 < xp.




Ptiklad 3

Hazime opakované minci.
X3 ..., pocet hlav v 10 pokusech”
Xy ..., Cas, ktery stravi mince ve vzduchu, neZ spadne’

‘

Obecné
diskrétni ndhodna veli¢&ina — max. spoéetné mnoho hodnot

napt. X € Ny

X
spojita ndhodna veli¢ina — nespocetné mnoho hodnot

napf. X € (0,00)



Diskrétni nahodna veli¢ina

Definice 5

Rekneme, Ye ndhodn4 velitina X je diskrétniho typu (discrete), pokud existuje
nejvye spotetnd mnozina M C R takovd, Ze plati P(X € M) = 1.

Definice 6

Necht X je diskrétni ndhodnd veli¢ina. Pak funkci p(x) = P(X = x), x € M,
nazyvame pravdépodobnostni funkci (probability distribution function)
diskrétni ndhodné veli¢iny X a mnoZinu M oborem hodnot X.

Poznamka 7

Pravdépodobnostni funkci Ize definovat pro vSechna realna Cisla, kdyZ poloZime
p(x) =0 prox ¢ M.

Znaceni : Fakt, Ze jde o diskrétni ndhodnou veli¢inu budeme znatit X ~ (M, p).
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Véta 8 (Vlastnosti pravdépodobnostni funkce)

Necht X ~ (M, p). Pak

»plx) >0proVxeR a Y px)=1
xeM

» P(XeB)= Y. p(x) prolibovolné B € B.

xeMNB

» F(x)= Y p() po VxeR.
teM, t<x

» p(x) =F(x) — yl_i)rxni F(y) pro VxeRR.




Pt¥iklad 4 (Alternativni rozdéleni (Alternative distribution))

Uvazujme nahodny pokus, ktery miiZe skonéit s pravd&podobnosti 6 € (0,1)
., Uspéchem ™ a s pravdépodobnosti 1 — 0 ,, netispéchem”,

Prostor elementdrnich jevi: Q) = {wq, w7}

o-algebra ndhodnych jevii: A = {@,{w1}, {wy}, O}
PST: P(®) = 0, P(w;) =1 — 0, P(ws) = 8 a P(Q) = 1.
N&dhodnd velitina:  X(wp) =0  (nedspéch),

X(wy) =1 (Uspéch).



pravdé&podobnostni
1 funkce p(x)
0 =07
0.7 1
0.3
1
distribu&ni
funkce F(x)
17T -—
0.7 1
0.3 ¢
1

Diskrétni ndhodnd veli¢ina s definienim oborem
M = {0,1} a pravd&podobnostni funkci

0 x=1
x(1 _ p\1—x —
px) = 416 x=o={9(1 9) x k0,1
0 jinak Jhak-

Nahodnou veli¢inu zna&ime -



Pt¥iklad 5 (Binomické rozdéleni (Binomial distribution))

Uvazujme posloupnost n nezdvislych alternativnich pokusd typu dspéch/nedspéch
s pravd&podobnosti uspéchu 6 € (0,1) pro kaZdy pokus.
X je ndhodna veli¢ina udavajici pocet aspéchii v n pokusech.

Obor hodnot ndhodné veli¢iny X:
M={0,1,...,n}
a pravdépodobnostni funkce

()= 4 WEA-6"" x=01,...nneN € (01)
0 jinak.

Nahodnou veli¢inu zna&ime _



Priklad 6

Basketbalista hdzi trestny hod (Sestku) s pravd&podobnosti dspéchu 0,9. Ur&ete
pravd&podobnost, Ze z péti hodli:

a) dd 5 kosii

b) dd alespoii dva kose

¢) dd nejvyse dva kose

X ...poket vstfelenych ko z péti pokusi, X ~ Bi(5;0,9)

a) P(X=5)=(2)0,9°0,1°=0,59

b) P(X>2)=1-P(X<1)=1-(P(X=0)+P(X=1))
=1-((3)0,9°,15 + (3)0,9'0,1%) = 0,99954

) P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)

= (2)0,9°, 15 + (3)0,9'0,1* + (3)0,920, 13 = 0,00856
0 1 2



Priklad

Pt¥iklad 7 (Poissonovo rozdéleni)

Jestlize M = {0,1,2,...} a pravd&podobnostni funkce je tvaru
e M x=0,1,2,..., A>0

p(x) = : , pak zna&ime X ~ Po(A) .

0 jinak
Poissonovo rozdéleni popisuje vyskyt Fidkych jevi za urlitou jednotku Casu,
prostoru apod. Parametr A zna&i ogekdvany (primérny) pocet vyskytii za
jednotku. Jako pFiklad miZeme uvést

pocet organismi v jednotce pldy

pocet listi na stromech

pocet havdrii za &asovou jednotku (den, tyden, mésic, rok, ...)
pocet hovorti v telefonni siti za Easovou jednotku
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Priklad

Priklad 8

Na server pFijde béhem hodiny priméré 120 poZadavki.

Jakd je pravdépodobnost, Ze béhem 2 minut, po které je server restartovan:
a) neptijde Zddny poZadavek,

b) pFijdou vice jak 3 poZadavky,

c) pFijdou vice jak 3 poZadavky, ale méné neZ 7 poZadavkd.

X ...pocet poZadavk(i b&hem 2 minut, 120 pozadavki za hodinu = 4 poZadavky
za 2 minuty = X ~ Po(4)

a) P(X =0) = e 4 =0,0183
b) P(X>3):1—P(X<3)
— et S+ 8 4 —0,5665
) PB<X<7)=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)
—e L+ L 44 =0,4558
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Ptiklad 9 (Geometrické rozdé&leni)

UvaZujme nekonecnou posloupnost nezavislych alternativnich pokusi typu
uspé&ch/netisp&ch s pravd&podobnosti dspéchu 6 € (0,1) pro kaZdy pokus.
Nahodna veli¢ina X uddvd poéet neuspécha pred prvnim tispéchem.
Defini&ni obor ndhodné veli¢iny: M = {0,1,2,...}.

Pravdépodobnostni funkce je tvaru

—0)* —
p(x) _ {(()1 9) 0 ;nako,].,z,..., 0 e (0,1) aZna(\fllrne_




Pravdépodobnost narozeni divky je 0,49. Jaka je pravdépodobnost, Ze divka se
narodi aZ jako treti?

X ...potet narozenych chlapcii p¥ed prvni divkou, X ~ Ge(0,49)

P(X =2) = (1—-0,49)%-0,49 = 0,127



Spojita ndhodna veli¢ina

Definice 9

Rekneme, Ye ndhodna velitina X definovana na (Q, A, P) je absolutn& spojitého
typu (continuous), jestlize existuje nezdpornd integrovatelnd funkce f takovd, Ze
rozdéleni pravdépodobnosti

Px(B) = [ f(x)dx pro kazdé BeB.
B

Funkci f nazyvdme hustotou rozdéleni pravdépodobnosti (density) nihodné
veli¢iny X absolutné spojitého typu, struéngji f je hustotou X.

Znaceni: Fakt, Ze jde o spojitou ndhodnou veli¢inu budeme znatit X ~ f.
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Spojita ndhodna veli¢ina

Véta 10 (Vlastnosti hustoty)

Necht X je ndhodnd veli¢ina absolutné spojitého typu, f jeji hustota a F jeji
distribuéni funkce. Pak

Zf(x)dx =1

X
F(x) = [ f(t)dt
F je absolutné spojita funkce.

Hustota f je urcena skoro vude jednoznacné vzhledem k Lebesgueové mive, tj.
Jsou-li f a g hustoty ndhodné veli¢iny X, pak p ({x: f(x) # g(x)}) = 0.
Existuje F' skoro viude vzhledem k Lebesgueové mive a funkce f(x) = F'(x) je
hustotou ndahodné veli¢iny X.

Pro kazdé a < b plati F(b) — F(a) = [ f(x)dx
b
ataké P(a <X <b)=P@<X<b)=Pa<X<b)= [f(x)dx.

a
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Sy
| [—=
B

S~ —————— —

0 x<a

L xe(ab),a<b, _ =
f(x)={3_“ 'imzk( ) F(x)=q 5% x€(ab),a<b

Jina. 1 x>0




Priklad

Priklad 12

Tramvaj jezdi v 10 minutovych intervalech. Nahodné pFijdeme na zastavku a
méFime Cas cekani na tramvaj. Urlete pravdépodobnost, Ze budu cekat méné neZ
2 minuty.

X ...%s (v minutdch) do pfijezdu tramvaje = X ~ Ro(0,10), f(x) = 5 pro
€ (0,10)

Pfiklad 13

N&ahodnou veli¢inou s rovnomérnym rozdélenim je nap¥. chyba pFi zaokrouhlovani.
Nap¥iklad zaokrouhlujeme-Ii na k desetinnych mist, pak chyba

X ~ Ro (—5 10%1,5. 10*’“1).
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Pt¥iklad 14 (Normalni (Gaussovo) rozdé&leni (Normal, Gaussian distribution))

PPN
flx) = —e_% =) xeR, ;peR, 0 >0 znatime _
p(u) = \/%?e—%uz uelR znatime _

X —
Standardizaces U - * !
o

Hustota ¢(u) je hustotou tzv. standardizovaného normalniho rozdéleni. Byvd

zvykem znacit jeji distribuéni funkci jako ®(u f p(t

Distribuéni funkci normainiho rozdé&leni F(x) = f f(t)dt nelze vyjadFit pomoci

elementarnich funkci, Ize ji vSak zapsat pomoci mocninnych Fad.




0.9

Hustoty

08
0.7
0.6
05
0.4
03
0.2
0.1

n=0;0=0.5

n=3;6=1.25,

Distribué&ni funkce




P¥iklad 15

P¥i prodeji vano&nich kaprii ma hmotnost kapra v jedné z kadi pFiblizné normalni
rozdéleni' s parametry y = 2,3 a 02 = 0,32. Jaky podil kaprii pfesdhne svou
hmotnosti 2,6 kg?

X ... hmotnost kapra = _

P(X>2,6)=1—P(X<2,6) :1—P<

X—p _26-23
=03
—1-PU<1)=1-®(1)=1-0,84=0,16




Pt¥iklad 16 (Exponencialni rozdé&leni)

Necht jev A se vyskytuje v ndhodnych okamZicich a predpoklddame, Ze vyskyty
tohoto jevu v nepfekryvajicich se intervalech jsou nezavislé.

Ozna¢me
X ... ndhodnd veli¢ina udavajici &as, kdy poprvé nastane sledovany jev A.
Distribuéni funkce N
—Ax
R D
Hustota

Fx) = {/\e_)‘x, x>0,

0, x <0.

Rekneme, Ze X md exponencialni rozdé&leni s parametrem A a zna&ime




Priklad 17
V porodhnici se narodi v priméru kaZdé 2 hodiny dité. Uréete pravdépodobnost, Ze
se v daném dni nenarodi Zadné dité.

X ...¢&as do narozeni prvniho ditéte (jednotka = 1 den), 1 dit& za 2 hodiny = 12

dé&ti za den = _

PX>1)=1-P(X<1)=1-F1)=1-(1-¢?)=¢12=6,14-10"°

X ...pocet narozenych déti za 1 den = _

o e 12=6,14-10"°

P(X = 0) = p(0)



Ptiklad 18 (Gamma rozdéleni)

Jestlize ndhodnd ve/ié‘in% X md hustotu
— L _x=1"% 4>0,x>0,

9 {7 cnatime  KIGHIHAGH)
f®) {0 x <O0.

Specidini pFipady: a =1 EXPONENCIALN{ ROZDELENT
a=n€N ERLANGOVO ROZDELENI{

Funkce T je pro a > 0 definovana predpisem I'(a) = [ x~le ¥dx.
0
Jeji nejcastéji pouZzivané vlastnosti jsou
[(a+1) =al(a),
r(1/2)=+n
I'n)=(mn—-1)! pron e N



0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Hustoty

h=2, a=0.75
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Distribué&ni funkce

0

0 2 4 6 8 10 0 2 P s 10
Gamma rozdéleni se pouZivad predevsim v teorii spolehlivosti, kdy napf¥iklad

exponencialni rozdéleni modeluje dobu do poruchy u komponent, které nejsou
trvale namahany, Erlangovo rozdéleni se vyuZiva pro popis doby Zivota do n-té
poruchy apod.



Ptiklad 19 (Beta rozdéleni)
Jestlize ndhodna veli¢ina X ma hustotu
1 a—1 b—1
X 1—x a,b>0,xe (0,1
f (x) = B(ab) ( ) 0D znalime _
0 Jinak
Specidlni pFipady: a=1, b=1 ROVNOMERNE ROZDELEN{ Ro(0,1)

Funkce B(a, b) je pro a,b > 0 definovana pFedpisem
1

B(a,b) = [x""1(1 —x)b Ldx.
0

Plati vztah mezi beta a gamma funkcf

_ T@re)

B(ll, b) W



Hustoty
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3

25 a=2,b=5
a=1, b=

a=5,b=2

a=2,b=2

05 \

0 0.2 04 0.6 0.8

1

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Distribué&ni funkce

a=2,b=5

a=1,b=3

a=0.5,b=05
a=5, b=2

a=2,b=2

0

0.2 04 0.6 0.8 1

V souvislosti s pfedchozimi rozdélenimi se daji ukazat vztahy

lim nBeta(1,n) = Exp(1),

n—o0

lim nBeta(k,n) = Gamma(k,1).

n—o0




