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Priklad 1

V pytliku jsou 3 zelené a 2 &ervené kulicky. Nahodné vybereme jednu kuli¢ku,
nevracime ji a vybereme druhou kuli¢ku. Popiste rozdéleni pravdépodobnosti
tohoto pokusu. Jak se toto rozdéleni zméni v pFipadé, Ze pred druhym vybé&rem
prvni kuli¢ku vratime do pytliku?

X ...potet o, X € {0,1,2}
Y ...potet @, Y € {0,1,2}

- a) 1. kulitku nevracime
Y
L 0 1 2
3.2
01 0 0 51 «ply
1| o 222 0
2.1
2 [ 21 0 0




b) 1. kuli¢cku vracime

Y| 0 1 2
X
3 3
01 0 g , 55 —p(x,y)
1 2o2 232 0
2 | 2.2 0 0

jinak

23

(X,Y) ~ Mn (2, 5 5) ...viz P¥iklad 4



Nahodné vektory

Definice 1

Necht (Q), A, P) je pravdépodobnostni prostor, X = (X1,...,X;) : Q — R" je
takové zobrazenf, Ze pro V x € R" plati

{weQ:X(w) <x} e A

Pak X nazyvame n-rozmérnym nahodnym vektorem (random vector).

Definice 2

Necht X = (X3,...,Xy)" je n-rozmérny ndhodny vektor definovany na
pravdépodobnostnim prostoru (), A, P). Potom redlnou funkci

F(x1,...,xp) =P(X3 <2x1,..., X <x,) =P(X < x)
definovanou pro kazdy vektor x = (xy,...,x,)" € R" nazveme distribu&ni funkci
nahodného vektoru X.

n

Znaceni: X € B] = [X; €By,..., Xy € By] = N{w € Q: X;(w) € B;},
=1

kde B= By x --- x B, € B".

i=
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Distribuéni funkce

Véta 3 (Vlastnosti vicerozmérné distribuéni funkce)

Pro distribu¢ni funkci ndhodného vektoru X plati
F(x1,...,x4) je neklesajici v kaZdé z proménnych x1, ..., Xxn, p¥i pevné danych
hodnotach ostatnich proménnych.

F(x1,...,%,) je zprava spojitd v kaZdé z promé&nnych x4, ..., xy, p¥i pevné
danych hodnotdch ostatnich proménnych.

ProVi=1,...,nje lim F(xq,...,x,) =0, tj. vicerozm&rnd distribu&ni
Xj—r—00
funkce je nulova, jestliZe alespori jedna z proménnych jde k —oo.
JCliglool-" (x1,...,%,) =1, tj. vicerozmé&rnd distribu¢ni funkce je rovna jedné,
1
Xy~ 00
jestlize vsechny proménné jdou k oo.
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Definice 4

Rekneme, Ze ndhodny vektor X = (X1,...,X,) je diskrétniho typu, jestlize
existuje nejvyZe spoetnd mnoZzina M C R" takovd, Ze Px(M) = 1. Funkci
p(x1,...,%1) = P(X1 = x1,...,Xn = x») nazyvdme pravdé&podobnostni funkci
nihodného vektoru X = (Xj,...,Xy)" a M nazyvdme oborem hodnot
nahodného vektoru X = (Xy,...,Xn)".

[Znakeni : Fakt, 7e jde o diskrétni ndhodny vektor budeme znatit X ~ (M, p).



P¥iklad 2 (Rovnomérné diskrétni rozdéleni)

Necht G = {ay,...,a,} je konend mnoZina, a; € R?, i =1,...,n.
Pravd&podobnost je pro vSechny body stejnd, (X,Y) zna&f souFadnice bodi v R2.

pro (x,y) € G
jinak

1
p(xy) = {g

Nahodny vektor (X,Y) ma rovnomérné diskrétni rozd&leni na mnozin& G.
Znatime




Nahodny vektor (X,Y) md rovnomé&rné diskrétni rozd&leni na mnoZin&
G = {[0,0]; [L,0;0,1]}-

1
_J3 po(xyeG
plxy) {0

jinak
o o1
X
0 1/3 1/3
1 1/3 0




P¥iklad 4 (Multinomické rozdéleni)

UvaZujme pokus, ktery miiZe mit n disjunktnich vysledkii Ay, . ..,A,. Necht
n

6; = P(A;) proi=1,...,n, pfitemZ Y. 6; = 1. Tento pokus budeme k-krat
i=1

nezavisle opakovat.

X; ...pocet nastoupeni jevu A; v provedenych k pokusech.

Naleznéte rozd&leni pravdépodobnosti ndhodného vektoru X = (X1, ..., Xy)’.

X;€{0,1,...,k} proi=1,...,n a pravdépodobnostni funkce je rovna

(;fl)(k;;d . (k_xl_."c‘n‘_xnfl) 011032 - - 63

x' x'

n
p(x) = = 071652 - - - 603" prox; € {0,1,...,k}, Y x;=k
i—1

0 jinak



Priklad
Priklad 5
Hodim kostkou. Poté hazim minci tolikrat, kolik bylo ok na kostce. Nahodna

veli¢ina X popisuje pocet ok na kostce, ndhodnd veli¢ina Y popisuje, kolikrat padl
sorel”. Uréete rozd&leni pravd&podobnosti ndhodného vektoru (X,Y).

X ...poket ok, X € {1,2,...,6}, Y ...poket ,orla“, Y € {0,1,...,6}

XY 0 1 2 3
1 §3 §3 0 0
2 2
2 |5 (8) kD33 B() o
() s02() () $()
p(x,y) = é(;) G)X*y (%)y ;:‘k(xry) €{1,2,...,6} x{0,1,...,6}, y<x
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Spojité nahodné vektory

Definice 5

Rekneme, Ze ndhodny vektor X = (X1,...,Xy,) definovany na (Q), A, P) je
absolutné spojitého typu, jestlize existuje nezaporna integrovatelna funkce f
takovd, Ze rozdé&leni pravdépodobnosti

P(X € B) /f dx—/ /fxl,..., ) dxq...dxy

By By

pro kazdé
B=B;x---xB, e€B"

Funkci f nazyvdme hustotou rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vektoru
X = (Xy,...,Xy)" absolutng& spojitého typu, stru€néji f je hustotou X.

Znaceni: Fakt, Ze jde o spojity ndhodny vektor budeme znatit X ~ f.
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Spojité nahodné vektory

Véta 6 (Vlastnosti hustoty)

Necht X = (X1, ...,Xy,)" je ndhodny vektor absolutné spojitého typu, f jeho
hustota a F jeho distribu¢ni funkce. Pak

f(x) >0 pro kaZdé x € R"
[ f(ix=1
Rﬂ

ProtoZe P(X € B) = [ f(x) dx, pak pro B = (—0,x1) X
B

F(x1,..., / /fl’l,..., dtl

Hustotu Ize pomoci distribuéni funkce vyjadFit takto

- X (_Oo/xn>/

ai’l
f(x1,. . .,xn) — mp(xl, . .,xn>

pFicemZ uvedend derivace existuje skoro vsude vzhledem k Lebesgueové mire.
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Ptiklad 6 (Vicerozmé&rné rovhomé&rné rozdéleni)

Rekneme, %e nihodny vektor X = (X1,...,X,) md vicerozm&rné rovnomérné
rozdéleni s parametry ay, by, ..., a,,by € R (a; <b;, i=1,...,n), pokud jeji
hustota md tvar

n
flx ) = Hl b,-lui pro x; € (a;,b;), a; <b;, i=1,...,n,
1r7ecesdn) = N 1=
0 Jinak.

Nahodny vektor budeme znacit _




Priklad

Pt¥iklad 7 (Squash)

Predpoklddame, Ze squash hraji dva zalatecnici, kterym micek padd zcela ndhodné
do h¥ist. Popiste rozd&leni pravd&podobnosti ndhodného vektoru (X,Y), ktery
oznacuje soufadnice dopadu micku. Rozmér squashového kurtu je 640 x 975 cm.

Mi¢ek padd ,ndhodn&" = rov-
%10 o . nomé&rné rozdé&leni

_ Jcpro (x,y) € (0;640) x (0;975)
fly) = {Ojinak

c="?

[ee] [ee]
Musi platit [ [ f(x,y)dxdy = 1,
tj. objem kvadru = 1

1
640-975-c = 1= ¢ = zriors

(X,Y) ~ Rs(0,640,0,975)
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Ptiklad 8 (Vicerozmé&rné normalni rozdéleni)

Rekneme, Ze nihodny vektor X = (X1,...,X,) md n-rozmérné normalni
(Gaussovo) rozdé&leni s parametry p = (y1,...,1n) € R" a X > 0, pokud jeji
hustota ma tvar

NI

T[22 (X=m)E7 (X=p),

f(x) = (2m)”
Piseme

X > 0 ... matice je pozitivné definitni a tedy i regularni.
Symbol |X| ... determinant matice.




2
_ (M Y — 01 0102 01
K (P‘2>' (P‘TNZ o3 ) pel)

2 2
1 X1~ X1—p1 Xo—H2 Xo—Ho
L | (MR Rt ()
flx,x) =————F—e




=3 =30} =

Ukéazky hustot f(x1,x2) ~ Na(u1, y2, 012, azz,p)

1,03=1p=0

/I/; O‘Q\
N\
/7?’;’*:‘:““{\\\
AN
TSN
2N
AN
SIS

osay o0 osax

Vrstevnicovy graf hustoty

i =3p=30=1,03 =065 p=075

osay 0 osa x

z

Vrstevnicovy graf hustoty

m=3m=30r=103=1p=-05

osay o osa x

Vrstevnicovy graf hustoty

S




Motivacni ptiklad

Ptiklad 9 (Chodec a semafor)

Roztrzity profesor p¥echazi silnici aniZ by se dival na semafor pro chodce.
Pravdépodobnost, Ze bude zasaZen autem je 0,01, pokud sviti &ervena, 0,1 pokud
sviti oranZovd a 0,8 pokud sviti zelend. Zelend na semaforu sviti 20% &asu,
oranZova 10% a &ervend 70%. Ur&ete pravd&podobnostni rozdéleni nahodné
veli¢iny, kterd znali zasaZeni chodce autem.

S ...barva na semaforu, S € {0,1,2}, 0 =@, 1 =@, 2=@
Z ...zasaZeni chodce autem, Z € {0,1}, 0 = ,ne“, 1 = ,ano"

S

N O

0,01 0,1 0,8

0,99 09 0,2
S
2 o ® | P2

P(Z,S) = P(Z|S)P(S) = .ano“ [ 0,007 0,01 0,16 | 0,177 Y.P(Z,S)

.ne“ 10,693 0,09 0,04 0,823 s
P(S) 0,7 0,1 0,2 1
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Véta 7 (n=2)

» Necht (X,Y) ~ (M,p). Pak margindini ndhodné veliciny X a Y maji marginaini
pravdépodobnostni funkce

px(x) =Y p(xy), pr(y)= ) plxy),

yEMy xEMy

kde M = My x My.
» Necht (X,Y) ~ f(x,y). Pak margindini ndhodné veli¢iny X a Y maji margindini
hustoty tvaru

@) = [fepan, A= [fxyax




Marginalni nahodné vektory

Véta 8 (obecng&)
Pro pfirozené k < n mé&me indexy {11, ik C{l,...,n} a
(et = Lo\ i

Necht X ~ (M, p). Pak margindini ndhodny vektor X* ma margindini
pravdépodobnostni funkci rovnu

pr(x) =p (xi,..x) =PX =x)= Y - Y pla,... ),

le EMH xjn eM]n «

kde M = M X --- X My, pficemZ M; je obor hodnot ndhodné veli¢iny X;,
i=1,...,n

Necht X je ndhodny vektor absolutné spojitého typu s hustotou f(x). Pak
margindlni ndhodny vektor X* md margindini hustotu tvaru

oo [e9)

FrOf) = (xi,...,x) = / /f(x1,...,xn)dxj1 dxj, .

—00 —00
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Marginalni nahodné vektory

Véta 9 (n=2)

ViSechna margindini rozdéleni nshodného vektoru (X,Y) jsou jednoznaéné uréena
a pro margindini distribuéni funkce Fx(x) a Fy(y) plati

Fx(¥) = im F(xy),  Fy(y) = Jim F(x).

Véta 10 (obecng)

Visechna margindini rozd&leni ndhodného vektoru X = (Xy,...,Xy)" jsou
Jjednoznacné uréena rozdélenim nahodného vektoru X, pFitom pro marginaini
distribu¢ni funkci F*(x*) margindlniho ndhodného vektoru X* = (Xj,, ..., X;,)
plati
* 9
F*(x*) ZF*(xi1/-~'rxik) = xj111£>noo F(x1,...,%n),

; ’ [o0]
X

kde

{jlr"'/jnfk} = {1,...,n}\{i1,...,ik}.
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Sdruzena
distribuéni funkce

Sdruzena hustota

LE+Y) 2e(0,2), ye(0,3),

f@y) = {0 jinak.

Marginalni distribu¢ni funkce

0 <0 0 y<0
Fx(@)={1(5+2) ve(0.2), ) =15 (5+y) veo3),
1 r>2. 1 y>3.
1 1
08 0.8
06 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
o 0 T 5 3 B
Margindlni hustoty
fx(w) = {é(“ boee o ) = {% (3+1) e,
jinak. 0 jinak.

o o
S




Motivacni ptiklad

Pf¥iklad 10 (Pirati silnic)

Na daném dseku méFime rychlost aut. Zaznamendvame barvu auta a pFekroeni
povolené rychlosti. Pozorovali jsme 100 aut, z nichZ 30 bylo modrych, 20 zelenych
a 50 &ervenych. Tabulka uvadi relativni Cetnosti aut, ktera pFekrocila povolenou

rychlost. Zjistéte, zda prekroeni rychlosti zavisi na barvé auta.

| modrd  zelend  &ervend
nepfekro&i | 0,18 0,12 0,3
prekroli 0,12 0,08 0,2

X ... prekro&eni rychlosti, Y ...barva auta
X nezavisi na Y, pak

P(XNY)
P(Y)
& P(XNY)=P(X)P(Y)

= p(xy) = px()py(y)

P(X|Y) = P(X) & — P(X)
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X Y| modra zelens ervens px(x)
neprekroti | (0,18 0,12 0,3
prekrodi 0,12 0,08 0,2
nw | B8 02 05 | 1

Je tieba ov&fit p(x,y) = px(x)py(y), ti.

0,18=10,3-0,6
0,12=0,2-0,6




Nezavislé nahodné veliciny

Definice 11

Rekneme, Ye ndhodné veli¢iny X1, ..., X, jsou (stochasticky) nezavislé
( ), jestliZe jsou nezdvislé ndhodné jevy {X1 < x1},..., {Xy < x,}
pro libovolné x = (x1,...,x,)" € R".

Véta 12
Me&jme diskrétni ndhodny vektor X = (X1, ...,X,) ~ (M,p). Pak Xy,...,Xn
jsou nezavislé, pravé kdyZ
n
p(x1,...,xy) = Qpi(xi) pro Vx=(x1,...,x,) € R,
Pl

kde proi=1,...,n je pi(x;) margindini pravd&podobnostni funkce ndhodné
velic¢iny X;.

Necht X = (X3,...,X;,) je absolutn& spojity ndhodny vektor se sdruZenou
hustotou f(x1,...,%n). Pak X1, ..., Xy jsou nezavislé, pravé kdyz

n
f(x1,...,x0) = I1fi(xi) pro swv. x=(x1,...,x1) € R,
i=1

kde proi=1,...,n je fi(x;) margindini hustota ndhodné veli¢iny X;.
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Véta 13

Necht nahodny vektor X = (X1,...,X,) md sdruZenou distribuéni funkci

F(x) = F(xy,...,xu) @ necht proi=1,...,n je Fi(x) margindini distribuni
funkce ndhodné veli¢iny X;. Pak ndhodné veli¢iny X1, ..., Xy, jsou (stochasticky)
nezavislé, pravé kdyZ

F(x) =F(xq,..., %) = HF xj) pro Vx=(x1,...,x,) € R".




Priklad 11

Nahodny vektor (X,Y) md rovnomé&rné diskrétni rozd&leni na mnoZin&
G = {[0,0];[1,0]; [0,1]}. Jsou ndhodné veli¢iny X a Y nezavislé?

1
_J3 po(xy)€G
pxy) {O jinak

o [1/3 1/3 | 2/3
1 |13 o | @8
pv(y) | 2/3 A8 | 1




Pf¥iklad 12

Nahodny vektor (X,Y) md rovnomé&rné spojité rozdéleni na mnoZing
G = (0;2) x (0;2). Jsou ndhodné veliciny X a'Y nezdvislé?

| eo@yec
fey) = {0 jinak
e 2
fx() = J flomdy = | 1iy =
& 2
frly) = _f fx,y)dx = ({%dx — l




Ptiklad 13

N3hodny vektor (X,Y) md rovhomé&rné spojité rozd&leni na mnoZiné
G = {(x,y) € R%x* +y? < 1}. Jsou nahodné veliciny X a Y nezavislé?

. pro (x,y) € G
X, y) =
f( y) {0 jinak

1—x2

CORINRECAY e

.
e "
fxy) # fx(x)fy(y)




