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Motivačńı p̌ŕıklad

Př́ıklad 1

V pytĺıku jsou 3 zelené a 2 červené kuličky. Náhodně vybereme jednu kuličku,
nevraćıme ji a vybereme druhou kuličku. Popǐste rozděleńı pravděpodobnosti
tohoto pokusu. Jak se toto rozděleńı změńı v p̌ŕıpadě, že p̌red druhým výběrem
prvńı kuličku vrát́ıme do pytĺıku?

X . . . počet , X ∈ {0, 1, 2}
Y . . . počet , Y ∈ {0, 1, 2}

a) 1. kuličku nevraćıme

X
Y 0 1 2

0 0 0 3
5 ·

2
4

1 0 2 · 3
5 ·

2
4 0

2 2
5 ·

1
4 0 0

← p(x, y)
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Motivačńı p̌ŕıklad

b) 1. kuličku vraćıme

X
Y 0 1 2

0 0 0 3
5 ·

3
5

1 0 2 · 3
5 ·

2
5 0

2 2
5 ·

2
5 0 0

← p(x, y)

p(x, y) =

{
2!

x!y!
( 2

5
)x ( 3

5
)y

pro (x, y) ∈ {0, 1, 2}2, x + y = 2

0 jinak

(X, Y) ∼ Mn
(

2,
2
5

,
3
5

)
. . . viz Př́ıklad 4
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Náhodné vektory

Definice 1

Necht’ (Ω,A, P) je pravděpodobnostńı prostor, X = (X1, . . . , Xn)′ : Ω→ Rn je
takové zobrazeńı, že pro ∀ x ∈ Rn plat́ı

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ A.

Pak X nazýváme n-rozměrným náhodným vektorem (random vector).

Definice 2

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je n-rozměrný náhodný vektor definovaný na
pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P). Potom reálnou funkci

F(x1, . . . , xn) = P(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = P(X ≤ x)
definovanou pro každý vektor x = (x1, . . . , xn)′ ∈ Rn nazveme distribučńı funkćı
náhodného vektoru X.

Značeńı : [X ∈ B] = [X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn] =
n⋂

i=1
{ω ∈ Ω : Xi(ω) ∈ Bi},

kde B = B1 × · · · × Bn ∈ Bn.
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Distribučńı funkce

Věta 3 (Vlastnosti v́ıcerozměrné distribučńı funkce)

Pro distribučńı funkci náhodného vektoru X plat́ı

I F(x1, . . . , xn) je neklesaj́ıćı v každé z proměnných x1, . . . , xn, p̌ri pevně daných
hodnotách ostatńıch proměnných.

I F(x1, . . . , xn) je zprava spojitá v každé z proměnných x1, . . . , xn, p̌ri pevně
daných hodnotách ostatńıch proměnných.

I Pro ∀ i = 1, . . . , n je lim
xi→−∞

F(x1, . . . , xn) = 0, tj. v́ıcerozměrná distribučńı

funkce je nulová, jestliže alespoň jedna z proměnných jde k −∞.

I lim
x1→∞

...
xn→∞

F(x1, . . . , xn) = 1, tj. v́ıcerozměrná distribučńı funkce je rovna jedné,

jestliže všechny proměnné jdou k ∞.
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Diskrétńı náhodné vektory

Definice 4

Řekneme, že náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ je diskrétńıho typu, jestliže
existuje nejvýše spočetná množina M ⊂ Rn taková, že PX(M) = 1. Funkci
p(x1, . . . , xn) = P(X1 = x1, . . . , Xn = xn) nazýváme pravděpodobnostńı funkćı
náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)′ a M nazýváme oborem hodnot
náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)′.

Značeńı : Fakt, že jde o diskrétńı náhodný vektor budeme značit X ∼ (M, p).
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Př́ıklady

Př́ıklad 2 (Rovnoměrné diskrétńı rozděleńı)

Necht’ G = {a1, . . . , an} je konečná množina, ai ∈ R2, i = 1, . . . , n.
Pravděpodobnost je pro všechny body stejná, (X, Y) znač́ı soǔradnice bod̊u v R2.
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p(x, y) =

{
1
n pro (x, y) ∈ G
0 jinak

Náhodný vektor (X, Y) má rovnoměrné diskrétńı rozděleńı na množině G.

Znač́ıme (X, Y) ∼ Rd2(G) .
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Př́ıklady

Př́ıklad 3

Náhodný vektor (X, Y) má rovnoměrné diskrétńı rozděleńı na množině
G = {[0, 0]; [1, 0]; [0, 1]}.
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Př́ıklady

Př́ıklad 4 (Multinomické rozděleńı)

Uvažujme pokus, který může ḿıt n disjunktńıch výsledk̊u A1, . . . , An. Necht’

θi = P(Ai) pro i = 1, . . . , n, p̌ričemž
n
∑

i=1
θi = 1. Tento pokus budeme k-krát

nezávisle opakovat.
Xi . . . počet nastoupeńı jevu Ai v provedených k pokusech.
Nalezněte rozděleńı pravděpodobnost́ı náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)′.

Xi ∈ {0, 1, . . . , k} pro i = 1, . . . , n a pravděpodobnostńı funkce je rovna

p(x) =


( k

x1
)(k−x1

x2
) · · · (k−x1−···−xn−1

xn
) θx1

1 θx2
2 · · · θ

xn
n

= k!
x1!···xn! θx1

1 θx2
2 · · · θ

xn
n pro xi ∈ {0, 1, . . . , k},

n
∑

i=1
xi = k

0 jinak

Znač́ıme X ∼ Mn(k, θ1, . . . , θn) .
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Př́ıklad

Př́ıklad 5

Hod́ım kostkou. Poté háźım minćı tolikrát, kolik bylo ok na kostce. Náhodná
veličina X popisuje počet ok na kostce, náhodná veličina Y popisuje, kolikrát padl

”
orel“. Určete rozděleńı pravděpodobnosti náhodného vektoru (X, Y).

X . . . počet ok, X ∈ {1, 2, . . . , 6}, Y . . . počet
”
orl̊u“, Y ∈ {0, 1, . . . , 6}

X
Y 0 1 2 3 . . .
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6
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2 0 0 . . .
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6
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2

)2 1
6 (

2
1)
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1
6

(
1
2

)2
0 . . .

3 1
6

(
1
2

)3 1
6 (

3
1)

1
2

(
1
2

)2 1
6 (

3
2)
(

1
2

)2 1
2

1
6

(
1
2

)3
. . .

...
...

...
...

...

p(x, y) =

 1
6 (

x
y)
(

1
2

)x−y ( 1
2

)y
pro (x, y) ∈ {1, 2, . . . , 6} × {0, 1, . . . , 6}, y ≤ x

0 jinak
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Spojité náhodné vektory

Definice 5

Řekneme, že náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ definovaný na (Ω,A, P) je
absolutně spojitého typu, jestliže existuje nezáporná integrovatelná funkce f
taková, že rozděleńı pravděpodobnost́ı

P(X ∈ B) =
∫
B

f (x) dx =
∫
B1

· · ·
∫
Bn

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

pro každé
B = B1 × · · · × Bn ∈ Bn.

Funkci f nazýváme hustotou rozděleńı pravděpodobnost́ı náhodného vektoru
X = (X1, . . . , Xn)′ absolutně spojitého typu, stručněji f je hustotou X.

Značeńı : Fakt, že jde o spojitý náhodný vektor budeme značit X ∼ f .
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Spojité náhodné vektory

Věta 6 (Vlastnosti hustoty)

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný vektor absolutně spojitého typu, f jeho
hustota a F jeho distribučńı funkce. Pak

I f (x) ≥ 0 pro každé x ∈ Rn

I
∫

Rn
f (x)dx = 1

I Protože P(X ∈ B) =
∫
B

f (x) dx, pak pro B = (−∞, x1〉 × · · · × (−∞, xn〉,

F(x1, . . . , xn) =

x1∫
−∞

· · ·
xn∫
−∞

f (t1, . . . , tn) dt1 . . . tn

I Hustotu lze pomoćı distribučńı funkce vyjáďrit takto

f (x1, . . . , xn) =
∂n

∂x1 . . . ∂xn
F(x1, . . . , xn)

p̌ričemž uvedená derivace existuje skoro všude vzhledem k Lebesgueově ḿı̌re.
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Př́ıklad

Př́ıklad 6 (V́ıcerozměrné rovnoměrné rozděleńı)

Řekneme, že náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ má v́ıcerozměrné rovnoměrné
rozděleńı s parametry a1, b1, . . . , an, bn ∈ R (ai < bi, i = 1, . . . , n), pokud jej́ı
hustota má tvar

f (x1, . . . , xn) =


n
∏
i=1

1
bi−ai

pro xi ∈ (ai, bi), ai < bi, i = 1, . . . , n,

0 jinak.

Náhodný vektor budeme značit X ∼ Rsn(a1, b1, . . . , an, bn) .
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Př́ıklad

Př́ıklad 7 (Squash)

Předpokládáme, že squash hraj́ı dva začátečńıci, kterým ḿıček padá zcela náhodně
do ȟrǐstě. Popǐste rozděleńı pravděpodobnosti náhodného vektoru (X, Y), který
označuje soǔradnice dopadu ḿıčku. Rozměr squashového kurtu je 640× 975 cm.

c =?

Mı́ček padá
”
náhodně“ ⇒ rov-

noměrné rozděleńı

f (x, y) =

{
c pro (x, y) ∈ 〈0; 640〉 × 〈0; 975〉
0 jinak

c =?

Muśı platit
∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y)dxdy = 1,

tj. objem kvádru = 1
640 · 975 · c = 1⇒ c = 1

640·975

(X, Y) ∼ Rs2(0, 640, 0, 975)
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Př́ıklad

Př́ıklad 8 (V́ıcerozměrné normálńı rozděleńı)

Řekneme, že náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ má n-rozměrné normálńı
(Gaussovo) rozděleńı s parametry µ = (µ1, . . . , µn)′ ∈ Rn a Σ > 0, pokud jej́ı
hustota má tvar

f (x) = (2π)−
n
2 |Σ|− 1

2 e−
1
2 (X−µ)′Σ−1(X−µ).

Ṕı̌seme

X ∼ Nn(µ, Σ)

Σ > 0 . . . matice je pozitivně definitńı a tedy i regulárńı.
Symbol |Σ| . . . determinant matice.
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Př́ıklad

Pro n = 2 :

µ =

(
µ1
µ2

)
, Σ =

(
σ2

1 ρσ1σ2
ρσ1σ2 σ2

2

)
, ρ ∈ 〈0, 1〉

f (x1, x2) =
1

2πσ1σ2
√

1−ρ2
e
− 1

2(1−ρ2)

[(
x1−µ1

σ1

)2
−2ρ

x1−µ1
σ1

x2−µ2
σ2

+

(
x2−µ2

σ2

)2
]

Ṕı̌seme

X = (X1, X2)
′ ∼ N2(µ1, µ2, σ2

1 , σ2
2 , ρ)
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Př́ıklad

Ukázky hustot f (x1, x2) ∼ N2(µ1, µ2, σ2
1 , σ2

2 , ρ)
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Vrstevnicový graf hustoty

0

2

4

6

1
2

3
4

5

0.2

0.4

0.6

0.8

osa xosa y

o
s
a

 z

µ1 = 3,µ2 = 3, σ2
1 = 1, σ2

2 = 0.65, ρ = 0.75

1 2 3 4 5

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

Vrstevnicový graf hustoty

0

2

4

6

0

2

4

6

0.1

0.2

0.3

0.4

osa xosa y

o
s
a

 z

µ1 = 3, µ2 = 3, σ2
1 = 1, σ2

2 = 1, ρ = −0.5

1 2 3 4 5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
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Motivačńı p̌ŕıklad

Př́ıklad 9 (Chodec a semafor)

Roztržitý profesor p̌recháźı silnici aniž by se d́ıval na semafor pro chodce.
Pravděpodobnost, že bude zasažen autem je 0, 01, pokud sv́ıt́ı červená, 0, 1 pokud
sv́ıt́ı oranžová a 0, 8 pokud sv́ıt́ı zelená. Zelená na semaforu sv́ıt́ı 20% času,
oranžová 10% a červená 70%. Určete pravděpodobnostńı rozděleńı náhodné
veličiny, která znač́ı zasažeńı chodce autem.

S . . . barva na semaforu, S ∈ {0, 1, 2}, 0 = , 1 = , 2 =
Z . . . zasažeńı chodce autem, Z ∈ {0, 1}, 0 =

”
ne“, 1 =

”
ano“

P(Z|S) ⇒
Z

S

”
ano“ 0, 01 0, 1 0, 8

”
ne“ 0, 99 0, 9 0, 2

P(S) ⇒ S
P(S) 0, 7 0, 1 0, 2

P(Z, S) = P(Z|S)P(S)⇒
Z

S P(Z)

”
ano“ 0, 007 0, 01 0, 16 0, 177

”
ne“ 0, 693 0, 09 0, 04 0, 823

P(S) 0, 7 0, 1 0, 2 1

∑
S

P(Z, S)
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Marginálńı náhodné vektory

Věta 7 (n=2)

I Necht’ (X, Y) ∼ (M, p). Pak marginálńı náhodné veličiny X a Y maj́ı marginálńı
pravděpodobnostńı funkce

pX(x) = ∑
y∈MY

p(x, y), pY(y) = ∑
x∈MX

p(x, y),

kde M = MX ×MY.

I Necht’ (X, Y) ∼ f (x, y). Pak marginálńı náhodné veličiny X a Y maj́ı marginálńı
hustoty tvaru

fX(x) =
∞∫
−∞

f (x, y) dy, fY(y) =
∞∫
−∞

f (x, y) dx.
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Marginálńı náhodné vektory

Věta 8 (obecně)

Pro p̌rirozené k < n mějme indexy {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n} a
{j1, . . . , jn−k} = {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik}.
I Necht’ X ∼ (M, p). Pak marginálńı náhodný vektor X∗ má marginálńı

pravděpodobnostńı funkci rovnu

p∗(x∗) = p∗(xi1 , . . . , xik) = P(X∗ = x∗) = ∑
xj1
∈Mj1

· · · ∑
xjn−k

∈Mjn−k

p(x1, . . . , xn),

kde M = M1 × · · · ×Mn, p̌ričemž Mi je obor hodnot náhodné veličiny Xi,
i = 1, . . . , n.

I Necht’ X je náhodný vektor absolutně spojitého typu s hustotou f (x). Pak
marginálńı náhodný vektor X∗ má marginálńı hustotu tvaru

f ∗(x∗) = f ∗(xi1 , . . . , xik) =

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

f (x1, . . . , xn) dxj1 . . . dxjn−k .
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Marginálńı náhodné vektory

Věta 9 (n=2)

Všechna marginálńı rozděleńı náhodného vektoru (X, Y) jsou jednoznačně určena
a pro marginálńı distribučńı funkce FX(x) a FY(y) plat́ı

FX(x) = lim
y→∞

F(x, y), FY(y) = lim
x→∞

F(x, y).

Věta 10 (obecně)

Všechna marginálńı rozděleńı náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)′ jsou
jednoznačně určena rozděleńım náhodného vektoru X, p̌ritom pro marginálńı
distribučńı funkci F∗(x∗) marginálńıho náhodného vektoru X∗ =

(
Xi1 , . . . , Xik

)′
plat́ı

F∗(x∗) = F∗(xi1 , . . . , xik) = lim
xj1
→∞
...

xjn−k
→∞

F(x1, . . . , xn),

kde
{j1, . . . , jn−k} = {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik}.
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Př́ıklad

RNDr. Marie Forbelská, Ph.D., Mgr. Jan Koláček, Ph.D. 49

Předchozí výpočty nyní shrneme a graficky znázorníme. Všimněme si nejdříve sdružené distri-
buční funkce

F (x, y) =





0 x < 0 nebo y < 0

FX(x) =
1
4

(
x2

2 + x
)

x ∈ 〈0, 2〉, y > 3

FY (y) =
1
6

(
y2

3 + y
)

x > 2, y ∈ 〈0, 3〉
1
12

(
x2y
2 +

xy2

3

)
x ∈ 〈0, 2〉, y ∈ 〈0, 3〉

1 x > 2, y > 3

F (x, y)

✲

✻

2

3

FX(x)

FY (y)

F
(x
, y
) =
1

F
(x
,y
)
=
0

F
(x
, y
) =
0

F (x, y) = 0

Vidíme, že

• pro x ∈ 〈0, 2〉 a y > 3, kdy marginální složka Y je mimo
definiční obor, je sdružená distribuční funkce rovna mar-
ginální, tj.

F (x, y) = FX(x)

neboť hodnoty y nehrají žádnou roli;

• a analogicky pro x > 2 a y ∈ 〈0, 3〉, kdy nyní je to
marginální složka X, která je mimo definiční obor, je
opět sdružená distribuční funkce rovna marginální, tj.

F (x, y) = FY (y)

a v tomto případě hodnoty x nemají vliv na hodnotu
sdružené distribuční funkce.

Na následujících grafech shrneme výsledky o všech sdružených i marginálních funkcionálních
charakteristikách daného rozdělení.
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Sdružená
distribuční funkce

Marginální distribuční funkce

FX(x) =





0 x < 0
1
4

(
x2

2 + x
)

x ∈ 〈0, 2〉,
1 x > 2.

FY (y) =





0 y < 0
1
6

(
y2

3 + y
)

y ∈ 〈0, 3〉,
1 y > 3.

Sdružená hustota

f(x, y) =

{
1
6

(
x
2 +

y
3

)
x ∈ 〈0, 2〉, y ∈ 〈0, 3〉,

0 jinak.

Marginální hustoty

fX(x) =

{
1
4(x+ 1) x ∈ 〈0, 2〉,
0 jinak.

fY (y) =

{
1
6

(
2y
3 + 1

)
y ∈ 〈0, 3〉,

0 jinak.
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Motivačńı p̌ŕıklad

Př́ıklad 10 (Piráti silnic)

Na daném úseku mě̌ŕıme rychlost aut. Zaznamenáváme barvu auta a p̌rekročeńı
povolené rychlosti. Pozorovali jsme 100 aut, z nichž 30 bylo modrých, 20 zelených
a 50 červených. Tabulka uvád́ı relativńı četnosti aut, která p̌rekročila povolenou
rychlost. Zjistěte, zda p̌rekročeńı rychlosti záviśı na barvě auta.

modrá zelená červená

nep̌rekroč́ı 0, 18 0, 12 0, 3
p̌rekroč́ı 0, 12 0, 08 0, 2

X . . . p̌rekročeńı rychlosti, Y . . . barva auta
X nezáviśı na Y, pak

P(X|Y) ?
= P(X)⇔ P(X ∩ Y)

P(Y)
= P(X)

⇔ P(X ∩ Y) = P(X)P(Y)

⇔ p(x, y) = pX(x)pY(y)
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Př́ıklad

X
Y

modrá zelená červená pX(x)

nep̌rekroč́ı 0, 18 0, 12 0, 3 0, 6

p̌rekroč́ı 0, 12 0, 08 0, 2 0, 4

pY(y) 0, 3 0, 2 0, 5 1

Je ťreba ově̌rit p(x, y) = pX(x)pY(y), tj.

0, 18 = 0, 3 · 0, 6
0, 12 = 0, 2 · 0, 6

...
...
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Nezávislé náhodné veličiny

Definice 11

Řekneme, že náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou (stochasticky) nezávislé
(independent), jestliže jsou nezávislé náhodné jevy {X1 ≤ x1}, . . . , {Xn ≤ xn}
pro libovolné x = (x1, . . . , xn)′ ∈ Rn.

Věta 12

I Mějme diskrétńı náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ ∼ (M, p). Pak X1, . . . , Xn
jsou nezávislé, právě když

p(x1, . . . , xn) =
n
∏
i=1

pi(xi) pro ∀ x = (x1, . . . , xn)′ ∈ Rn,

kde pro i = 1, . . . , n je pi(xi) marginálńı pravděpodobnostńı funkce náhodné
veličiny Xi.

I Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je absolutně spojitý náhodný vektor se sdruženou
hustotou f (x1, . . . , xn). Pak X1, . . . , Xn jsou nezávislé, právě když

f (x1, . . . , xn) =
n
∏
i=1

fi(xi) pro s.v. x = (x1, . . . , xn)′ ∈ Rn,

kde pro i = 1, . . . , n je fi(xi) marginálńı hustota náhodné veličiny Xi.
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Nezávislé náhodné veličiny

Věta 13

Necht’ náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ má sdruženou distribučńı funkci
F(x) = F(x1, . . . , xn) a necht’ pro i = 1, . . . , n je Fi(x) marginálńı distribučńı
funkce náhodné veličiny Xi. Pak náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou (stochasticky)
nezávislé, právě když

F(x) = F(x1, . . . , xn) =
n

∏
i=1

Fi(xi) pro ∀ x = (x1, . . . , xn)
′ ∈ Rn.
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Př́ıklad

Př́ıklad 11

Náhodný vektor (X, Y) má rovnoměrné diskrétńı rozděleńı na množině
G = {[0, 0]; [1, 0]; [0, 1]}. Jsou náhodné veličiny X a Y nezávislé?

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2 -1
-0.5

0
0.5

1
1.5

2

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

c = 1
3

p(x, y) =

{
1
3 pro (x, y) ∈ G
0 jinak

X
Y 0 1 pX(x)

0 1/3 1/3 2/3

1 1/3 0 1/3

pY(y) 2/3 1/3 1
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Př́ıklad

Př́ıklad 12

Náhodný vektor (X, Y) má rovnoměrné spojité rozděleńı na množině
G = 〈0; 2〉 × 〈0; 2〉. Jsou náhodné veličiny X a Y nezávislé?

c = 1
4

f (x, y) =

{
1
4 pro (x, y) ∈ G

0 jinak

fX(x) =
∞∫
−∞

f (x, y)dy =
2∫

0

1
4 dy = 1

2

fY(y) =
∞∫
−∞

f (x, y)dx =
2∫

0

1
4 dx = 1

2

f (x, y) = fX(x)fY(y)
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Př́ıklad

Př́ıklad 13

Náhodný vektor (X, Y) má rovnoměrné spojité rozděleńı na množině
G = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≤ 1}. Jsou náhodné veličiny X a Y nezávislé?

c = 1
π

f (x, y) =

{
1
π pro (x, y) ∈ G

0 jinak

fX(x) =

√
1−x2∫

−
√

1−x2

1
π dy = 2

π

√
1− x2

fY(y) =

√
1−y2∫

−
√

1−y2

1
π dx = 2

π

√
1− y2

f (x, y) 6= fX(x)fY(y)
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