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Motivacni ptiklad

Priklad 1

Do vyroby pracovnich nastrojii vstupuje ty¢ délky X cm. Ta je déle strojové
opracovana tak, Ze se jeji délka zdvojndsobi a je pFisroubovana k dalsimu dilu
délky 10 cm. Jakd bude celkova délka pracovniho ndstroje?

Zipis: X ~ fx, ¥ =2X+10 = Y ~?, vime E(Y) = E(2X +10) = 2E(X) + 10
napt. X ~ N(50,1), Y =2X+10= Y ~?; E(Y) =2-50+ 10 = 110,
D(Y)=22-D(X) =4

Dalsi otazky :

Z ...délka druhého dilu, tj. X ~ fx, Z~fz, Y =2X+Z, =Y ~?

A ... koeficient prodlouZeni ty¢e, tj. X ~ fx, Z ~fz, A~fa, Y=AX+Z

Obecné:

X~ fx, Y=h(X) = fy =?

nebo
X=(X1,....%n) ~fx, Y =h(X) =fy =2
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Véta 1

Necht X ~ fx(x) a transformace y = h(x) je vzajemné& jednoznacna (prostd a
na), tj. kdyZ existuje derivace %h_l (y) a je spojita. Pak plati

fr) = (17100) [ 22|, (1

Pt¥iklad 2 (Lognormalni rozdéleni, Lognormal distribution)
Nahodna velicina X ~ N(0,1). Vypoltéte hustotu nahodné veliciny Y = eX.

X~N(0,1) = fx(x) = ﬁe T, xeR

dhil(y) _ din(y) _ 1
g ) — —

= e =x=1In > 0; derivace:
y= v), v =y

h(x) h=1(y)
P dn(y) 1 My
fry) =fx (1 (y)) ‘ @y ‘ =t Py y>0
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Ptiklad 3 (Linearni transformace)

Necht ndhodnd veligina X je absolutné spojita s hustotou fx(x). Naleznéte
hustotu transformované nahodné veli&iny
Y = a+bX, kdea,b € R, b # 0.

Dva zpiisoby FeSeni:

» Dosazeni do vzorce (1)

K transformaci y = a + bx existuje inverzni transformace 1! (y) = 3%, ktera

dhi(y) 1 v
T = 7, takZe

-0 [0 (57)

ma derivaci



» Vypocet pres distribu¢ni funkci

Fy(y) =P(Y <y)

P(X <L) =Fy (L2 prob >0
=P(a+bX§y)={ (= t57) =P (s
>




Véta 2 (Linearni transformace normalniho rozdéleni)

Mé&jme nahodnou veli¢inu s normainim rozd&lenim X ~ N(u,0?). Ddle necht
a,b € R, b # 0 jsou redlné konstanty. Potom ndhodnd veli¢ina, kterd je linedrni
transformaci pivodni, ma opét normaini rozdéleni, a to

Y =a+bX ~ N(a+ bu,b*c?).
Specidlné ndhodna veli¢ina

u=2=* _n,1)
(o

mad standardizované normalni rozdéleni.




Priklad

Ptiklad 4 (Standardizace normalniho rozdé&leni)
P¥i prodeji vanocnich kapri ma hmotnost kapra v jedné z kadi pFibliZné normaini
rozdéleni' s parametry y = 2,3 a % =0,3%

a) Jaky podil kaprii pFesdhne svou hmotnosti 2,6 kg?

b) Jaky podil kaprii ma hmotnost mezi 2,1 kg a 2,6 kg?

c) Jak volit hmotnostni hranici, aby podil kaprii pFesahujicich tuto hranici byl
10%?

X ...hmotnost kapra = X ~ N(2,3;0,3%)

a) Jaky podil kapri presdhne svou hmotnosti 2,6 kg?

o 0,3
=1-PU<1)=1-9(1)=1-0,84=10,16

P(X>2,6):1—P(X§2,6):1_p<X_V - 2,6—2,3)
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b) Jaky podil kapri ma hmotnost mezi 2,1kg a 2,6 kg?

P(2,1< X <2,6) =P<2’1_2’3 < X—u - 2,6—2,3)

0,3 [ 0,3
—p <—§ <u< 1) — ®(1) - d(—2/3)

=®(1) - (1-®(2/3)) =0,84+0,74—1=0,58

c) Jak volit hmotnostni hranici, aby podil kaprii p¥esahujicich tuto hranici byl
10 %7

0,3 0,3
c—2,3
P 4 =0,9
( 0,3 )

_2,
0033=uo,9:1,28=>c=0,3'1r28+2'3:-




St¥edni hodnota transformované n. v.

Véta 3

Necht h(x) je borelovskd funkce. Potom stFedni hodnota transformované ndhodné
veliéiny = h( ) existuje pravé kdyZ existuje a je kone&ny integra’/

f h(x ) < 0. V tomto pFipadé plati [EY = Eh(X f h(x

Necht X ~ (M, p) je diskrétniho typu, pak plati
Y e L£1(O,AP) < Y h(x)p(x) absolutné konverguje. V tomto pFipadé
xeM

EY = Eh(X) = erMh(x)p(x) .

Necht X ~ f(x) je absolutné spojitého typu. Potom EY existuje pravé kdyZ je
funkce h(x )f (x) integrovatelna’ vzhledem k Lebesgueové mi¥e a pFitom plati

EY = Eh(X f h(x)f(x)dx, tj. EY = Eh(X) € L1(Q, A, P) < h(x)f(x) je

integrovatelna vzh/edem k Lebesgueové miFe.

P¥. Y = X2 = EY = EX? = [ xf(x)dx nebo EY = EX? = ¥ x?p(x)
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Néhodna veligina X ma binomické rozdé&leni X ~ Bi(n, ). Vypoctéte stfedni

hodnotu nahodné veliciny Y = e?X.

BY =B = L (Z) 6*(1-6)""
x=0
-5 (1) @) aor

binom. véta (962+1 _9)”



©s 7

Momentova vytvorujici funkce

Definice 4
Necht X je ndhodna veli¢ina definovand na (Q), A, P). Pak funkce m : R — R

dand vztahem m(f) = EeX  t € R, se nazyvd momentovou vytvofujici funkci
ndhodné velig¢iny X (moment-generating function).

Definice 5
Necht X je ndhodnd veli¢ina definovand na (Q), A, P). Pak funkce ¢ : R — C
dand vztahem §(t) = Ee*X , t € R, se nazyva charakteristickou funkci

nahodné velitiny X (characteristic function). Tj. [(t) = m(it) .

Véta 6
Za pFedpokladu, Ze existuji pFislusné momenty nahodné veli¢iny X, tak existuji i
pFislusné derivace momentové vytvorujici funkce a plati

m®) (0) = EX*.
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Priklad 6

N3hodn3 veli¢ina X md binomické rozd&leni X ~ Bi(n,0). Viypoltéte st¥edni
hodnotu nahodné veli¢iny X pomoci momentové vytvoFujici funkce.

Z P¥ikladu 5 mame
m(t) = (6e' +1—0)".
Podle predchozi véty je EX = m’(0).
Derivujeme
m'(t) =n (0" +1— O)n_l fet.
Takze

EX=m'(0)=n (960 +1-— 9) 0¢° = nf.



Priklad 7

N3hodn3 veli¢ina X md geometrické rozd&leni X ~ Ge(8). Vypoctéte st¥edni
hodnotu nahodné veli¢iny X.

Pravdépodobnostni funkce geometrického rozdé&leni je tvaru

p(x) = (1-60)¢ x=0,12,..., 6€(0,1)
0 jinak
Z definice

o

EX = i xp(x) = ) x(1—6)*0 =...2 (viz tabule).
x=0 x=0

Momentova vytvotujici funkce
(o)

_oo tx _ Xg — t _ X _ 0
m(t)_g)e (1-0)%0 ezo[e(1 9)] e

X



Derivujeme ( o
0(1—0)e
! — T -
)= A da a2
Takze
1-6
EX = m’(O) =5



Obecn&: Y =h(Xq,...,Xy) = Y ~?
Konkrétné: Y =X; 4+ Xp = Y ~?

Véta 7

Jestlize nahodné veliciny spojitého typu X1 ~ fx, a Xp ~ fx, jsou nezavislé, pak
nahodna veli¢ina Y = X1 + X, ma hustotu

fry) = /le (y — x2)fx, (x2)dxa = /fxl (x1)fx, (y — x1)dx,

Hustotu fy(y) potom nazyvdme konvoluci (convolution) hustot fx, afx, a




Definice 8 (x? rozdéleni, Chi-square distribution)
Rekneme, ¥e ndhodn3 veligina X m3 )(2 rozdéleni s v > 0 stupni volnosti, pokud

jeji hustota ma tvar

v 1
A xi7lem2¥ x>0

fx(x) =4 221(3%)
0

x <0

a budeme psat




Véta 9 (Soulet 1 nezavislych x? veligin)
Necht Uy, ..., U, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se standardizovanym
normalnim rozdélenim, t.j.

u; ~N(0,1) pro i=1,...,n

Pak ndahodna veli¢ina

n
K=Y U7~ x*(n)
i=1

md x? rozdéleni o n stupnich volnosti.




Definice 10 (Studentovo rozdéleni, Student’s distribution)

Rekneme, ¥e ndhodn3 velitina X m3 Studentovo f rozdéleni o v > 0 stupnich
volnosti, pokud jeji hustota je tvaru

——r<m> - —+1)_% prox € R

Pak piseme




» William Sealy Gosset (13.6.1876 -
16.10.1937)

vystudoval Winchester College a poté mate-
matiku a chemii na New College v Oxfordu
> hlavni slddek v pivovaru Arthur Guinness &
Son v Dublinu

b zkoumal moZnosti, jak statisticky testovat
kvalitu surovin — zejména je¢mene a chmele
» 1906 — 1907 pracoval v laboratofi K. Pear-
sona

> vypracoval vlastni t-test pro malou velikost
statistického souboru

» nesmél publikovat pod vlastnim jménem,
pouZival pseudonym Student

»Posildam Vam kopii Studentovych tabulek, protoZe jste zfejmé jediny &lovék, ktery
je kdy pouzije.”
W. Gosset v dopise R. A. Fisherovi



Véta 11 (Podil standardizovaného normalniho a x?)

Necht nahodné veli¢iny U ~ N(0,1) a K ~ x?(v) jsou nezavislé. Pak nihodna
veli¢ina u

= N ~ t(v)

md Studentovo t-rozdéleni o v stupnich volnosti.




Definice 12 (Fisherovo—Snedecorovo F rozdéleni)

Rekneme, ¥e ndhodn3 velitina X ma Fisherovo—Snedecorovo F rozdéleni o
v > 0 a vy > 0 stupnich volnosti, pokud jeji hustota je tvaru

ratv ity

2 n)? F-1(uy 1) ? >0
= oy (8) v (Bven) T w0
0 y <0.

Pak piseme




Véta 13 (Podil dvou nezavislych x?)

Necht K; a Ky jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny a
K,' NXZ(UI'), i=1,2.

Pak nahodna veli¢ina
Ki/v
B =
Ko /vy

ma Fisherovo—Snedecorovo F rozdéleni o vy a vy stupnich volnosti.

~ F(Ul,l/z)




Motivacni ptiklad

Pfiklad 8

Necht ndhodna veli¢ina X1 zna&i vysledek hodu kostkou. Popiste rozdéleni této

veliciny.

Necht X, znaé&i vysledek hodu druhou kostkou. Popiste rozdé&leni veliiny X1 + X.

Daéle popiste rozdéleni veli¢iny X1 + X5 + X3.

X |1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1
|t L L1 1L
Xi +X; | 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 4 4 2 1
I R R EEEE
X1+ Xp 4+ X3¢
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
T3 & U §T o 5 ¥ Z 5 T B U & 3 T
63 63 63 63 63 63 63 63 63 63 63 63 63 63 63 63
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n=1 n=4
Pk} plk)
0.18 . oas
0.16 0.16
0.14 0.14
0.12 0.12 13,648
0.10 0.10
0.08 0.08
0.05 0.05
0.04 0.04
0.02 0.02
ul
0.00 13388 X 000 o) o a
n=2 n=>5
pik) pik)
0.18 176 0.18
0.16 0.16
0.14 0.14
0.12 0.12
0.10 0.10 65 £ 648
0.08 0.08
0.05 0.05
0.04 0.04
0.02 0.02
| |
0005, k000 5 1718 30k
n=3
ik}
0.18
0.16
0.14

—gy
0.12
0.10
0.08
0.05
0.04
0.02
0.00

3 1011 18k




1
X,=-Y X
ni3

Véta 14 (Lindebergova—Lévyho CLV, Central Limit Theorem)
Necht {X,}° , je posloupnost nezavislych nihodnych veli¢in se stejnym
rozdélenim se stfedni hodnotou p a nenulovym rozptylem o2. Potom ndhodné

veli¢iny -
e N

Xn o

maji asymptoticky standardizované normalni rozdéleni N(0,1), coZ budeme
znacit

Uy ~ N(O,1).




Centralni limitni véta

Priklad 9

ZatiZeni letadla s 64 misty nemd prekro¢it 6000 kg. Jakd je pravdépodobnost, Ze
pFi plném obsazeni bude tato hodnota pFekrotena, ma-li hmotnost cestujiciho
st¥edni hodnotu 90 kg a smé&rodatnou odchylku 10 kg?

X; ... hmotnost i-tého cestujiciho, E(X;) =90, D(X;) =100, i=1,...,64
64

Y=Xi1+ -+ Xaa= ¥ X;, [P(Y >6000) =2
i=1

n i X;—nE(X;)
CLV = ¥ X;~N(E(X;),nD(X;)) = = ~N(0,1)
i=1 nD(X;)

Proto

6

4 Y—64-90 6000 —64-90
P(Y >6000)=1—P X; <6000 | =1-P <
( ) (l; T ) (\/64~100 ~ V64100 )

=1—-®(3) =1-0,9985 = 0,0015
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Priklad 10

Predpokladejme, Ze Zak ma pFi pisemce stejnou sanci dostat kteroukoli ze znamek
1-5. Jakd je pravdépodobnost, Ze primér znamek ve tFidé se 40 Zaky bude lepsi
nez 2,57

X; ...zndmka i-tého %dka, E(X;) = £(14+2+3+4+5) =3,
D(X;) =122 +1+0+1+2%) =2,i=1,...,40

1 40
Y= & x. PRI
1=

CWv = 2 X; ~ N(nE(X;),nD(X;)) = D—(X)( ~ N(0,1)

Proto

P(Y <2,5) = ( <25 3) (—V/5)

N

=1-®(V/5)=1-0,98713 = 0,013




Véta 15 (Integralni véta Moivre—Laplaceova)

Necht ndhodnd veli¢ina Y,, uddva poet uspéchii v posloupnosti délky n
nezdvislych alternativnich pokusii s pravdépodobnosti tuspéchu 6. Pak ndhodné
veli¢iny

Y, —nb

\/né(1—9)

2 N(0,1).




Priklad

P¥iklad 11 (Anketa)

PFi anketé& rozdame 160 dotazniki. Pravdépodobnost, Ze se nam vrati dotaznik
vyplnény, je 0,7. Jakd je pravdépodobnost, Ze se nam vrati alespori 100
vyplnénych dotazniki?

X; ...i-ty dotaznik se vrati vypln&ny, X; € {0,1}, X; ~ A(0,7), i=1,...,160
160

Y ...potet vypln&nych dotaznikd ze 160 rozdanych, Y ~ Bi(160;0,7), Y = ¥ X;
i=1

E(Y) = 160-0,7 = 112, D(Y) = 160-0,7 - 0,3 = 33,6

P(Y >100) = (350)0,7'%0,3%0 + (159)0,71010,3% + - - - + (1590, 700,30 =2

Oprava na spojitost a uziti CLV:

Y —112 < 99,5 — 112)

P(Y >100) =P(Y >99) =P(Y >99,5) =1-P
2 100 = P99 =R =955 (Ves < “m

-12,5
=1-o 4 =®(2,0702) = 0,98
(\/33,6> ( )
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Priklad

P¥iklad 12 (Anketa)

Kolik listki musime v pfedchozim pFikladé rozdat, aby pravdépodobnost, Ze se jich
vrati minimalné& 100 vyplnénych byla alespori 0,997

Yy ...potet vyplng&nych dotaznikd z n rozdanych, Y, ~ Bi(n;0,7)
E(Y,)=n-0,7, D(Y,) =n-0,7-0,3

P(Y, >100) = P(Yy, > 99) = P(Y, >99,5)
Re¥ime nerovnici

P(Y, > 99,5) > 0,99

1 (Y n07<995 n07>>099
vn-0,7-0,3 ~ /n-0,7-0,3

99,5 —1-0,7
o227 <0,01
(x/n-0,7-0,3>_

99,5 0,7
= Wgog < Up,01 = —UQ,99 = —2,326

©0,7-n—2,326-/0,21y/n— 99,5 > 0= /n, = W2 = n > 161,5
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Priklad

Pt¥iklad 13 (Oslava)

Kupujeme chlebitky na oslavu, které se zi&astni 100 lidi. Ozna&ime X; pocet
snédenych chlebi¢kii i-tého ulastnika oslavy a ze zkuSenosti vime, Ze E(X;) =3 a
D(X;) = 3. Kolik musime koupit chlebi¢ki, aby s pravd&podobnosti 0,95 nedosly?

X; ...polet sné&denych chlebitkl i-tého G&astnika oslavy, E(X;) = 3, D(X;) = 3,
i=1,...,100

100
Y=X14+ -+ X = ¥ X;...poclet viech sn&denych chlebitki

i=1

Hledame [@ tak, aby P(Y <¢) =0,95.

0,95:P(Y§c):P<

¢ — 300
S(— ) =09
< @)
¢ —300
=u =1,645 = [¢ = 300+ 1,645 - v/300 = [328,49 .
N
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Priklad

Ptiklad 14 (Pojistovna)

Pojistovna md 1000 klientii stejné vékové skupiny. Pravd&podobnost tmrti klienta
této skupiny v daném roce je 0,01. KaZdy klient zaplati pojistné 1200 K& ro¢né.
Jakd je pravddpodobnost, Ze pojistovna nebude mit daném roce zisk, kdyZ

v pFipadé dmrti klienta vyplati jeho rodiné 80000 K¢?

X; ...i-ty klient zemte, X; € {0,1}, X; ~ A(0,01), i=1,...,1000
1000

Y ...potet Gmrti v daném roce, Y ~ Bi(1000;0,01), Y= ¥ X;
i=1

E(Y) = 1000 - 0,01 = 10, D(Y) = 1000 - 0,01 - 0,99 = 9,9

Oprava na spojitost a uziti CLV:
P(80000 - Y > 1000 - 1200) = P(Y > 15) = P(Y > 14,5)
—1-p (u < 145—10)
9,9
4,5

:1q’<m
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Priklad

Priklad 15 (Sitovy disk)

Poé&itadovy spravce poskytuje 100 uZivateliim neomezené misto na sitovém disku.
Ozna¢me X; pofet MB obsazenych i-tym uZivatelem. Z pFedchozich zkuSenosti
vime, e EX; = 1200 a DX; = 160000. Jakou kapacitu musi mit sitovy disk, aby
byla prekro&ena s pravdépodobnosti 0,017

X; ...potet MB obsazenych i-tym uZivatelem, EX; = 1200, DX; = 160 000.
100

Y=X14+ -4+ X0 = L X; ...obsazené misto na disku
i=1

Hleddme [€ tak, aby P(Y <¢) =0,99.

0,99:P(Y§c):p(y_100'1200 _ c—100.1200> _q><c—120000>

/100 - 160000 ~ /100-160000/ 4000
¢ — 120000
P (4000 ) = 0,99

¢ — 120000

1000 Up99 = 2,326 = ¢ = 120000 + 2,326 - 4000 = 129304 MB .
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