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Pojem funkce
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Wind-chill index

T/v| 5 |10 15| 20| 25| 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80
5 4 3 2 1 1 0 -1 -1 ] -21]-2]-3
0 23|45 -6|6|-7]-8|-9]-9]-10
-5 -7 | -9 |-11|-12|-12 | -13 | -14 | -15 | -16 | -16 | -17

-10 | -13 | -15 | -17 | -18 | -19 | -20 | -21 | -22 | -23 | -23 | -24

-15 | -19 | -21 | -23 | -24 | -25 | -26 | -27 | -29 | -30 | -30 | -31

-20 | -24 | -27 | -29 | -30 | -32 | -33 | -34 | -35 | -36 | -37 | -38

-25 | -30 | -33 | -35|-37|-38|-39 | -41 | -42 | -43 | -44 | -45

-30 | -36 | -39 | -41 | -43 | -44 | -46 | -48 | -49 | -50 | -51 | -52

W = 13,12 4+ 0,6215T — 11,37v%1° 40,3965 Tv%10
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Funkce

Definice

Necht M C R", n € N, M # (). Zobrazeni f: M — R se nazyvd (redind)

funkce n (redlnych) promé&nnych. Mnozina M se nazyvé defini¢ni obor
funkce f.

Definice (Specidlng)

Necht D C R?, D # (). Ptedpis f, ktery kazdému bodu roviny [x,y] € D
pfitazuje pravé jedno z € R, nazyvame funkci dvou proménnych. Tuto
funkci oznalujeme

z=f(x,y).

MnoZina D se nazyva defini¢ni obor funkce f.
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Graf funkce

Definice
Necht M C R”, f: M — R. Pak

G(f)={[x1,-- s xmyli[x1,-- -, xa) ER™" y = f(x1,...,%n)}

se nazyva graf funkce f.

Definice
Necht M C R2, f: M = R, ¢ € R. MnoZinu

fe=Alx,y] € M: f(x,y) =c}

nazyvame vrstevnice funkce f na drovni c.
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DuleZité pojmy z metrickych prostorii
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Metricky prostor

Definice

Mnozinu P # () a zobrazeni g: P x P — R splHujici pro v8echna x, y,
ze P

1. o(x,y) =0<=x=y
2. Q(va) = ,Q(y,X)
3. o(x.y) + oly,2) 2 o(x, z)

se nazyva metricky prostor. Zobrazeni g se nazyva metrika, o(x,y) je pak
vzdélenost bodil x, y v prostoru (P, o).
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Definice

Necht (P, 0) je metricky prostor. Pro A,B € P, A, B # () definujeme
vzdalenost mnoZin A a B

o(A, B) =inf{o(x,y),x € A,y € B}
a priimér mnoziny A
d(A) =sup{o(x,y),x,y € A}

Jestlize mnoZina d(A) neni shora ohranitend, klademe d(A) = cc.

Je-li d(A) < 0o mnoZina se nazyva ohranicend (omezend).
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Definice

Necht a € P, e > 0. MnoZinu O. = {x € P: g(x, a) < €} nazyvdme
(epsilonovym) okolim bodu a.

hrani¢ni bod — libovolné okoli obsahuje bod, ktery patfi do mnoziny, i
bod, ktery do mnoZiny nepatH

hranice — mnozina vsech hrani¢nich bodi

uzaviend mnoZina — obsahuje svoji hranici

oteviena mnoZina — s kazdym bodem obsahuje i n&jaké jeho okolf

hromadny bod — kazdé jeho okoli obsahuje nekone¢né& mnoho bodi
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Definice

Necht {x,}3° je posloupnost bodii v (P, ¢). Rekneme, e posloupnost
konverguje k bodu xp (x, — x0), jestlize

o(xn,x0) = 0 pro n— oc.
Rekneme, %e posloupost je cauchyovskd, jestlize

0(Xm,Xn) = 0 pro min{m, n} — occ.

Definice

Necht 01, oo jsou metriky na P. Rekneme, %e metriky jsou ekvivalentni,
jestlize
01 02
Xp —> X0 <~ Xn — X0
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Definice
Metricky prostor se nazyva dplny, jestlize v ném kazda cauychovska po-
sloupnost ma limitu.

Definice
Prostor (mnoZina) se nazyva kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti Ize
vybrat konvergentni podposloupnost.
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Limita a spojitost
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Limita
Definice
Necht f: R" — R aa € (R*)" je hromadny bod defini¢niho oboru f.
Rekneme, e f ma v bodg a limitu L, L € R*, jestlize ke kazdému O(L)
existuje ryzi okoli O(a) takové, Ze pro kazdy bod x € O(a) N D(f) plati
f(x) € O(L). Piseme

lim f(x) = L.

X—a

Definice

Necht f: R?> — R a [xo, yo] € D(f) je hromadny bod D(f). Rekneme, Ze
funkce f ma v bodé& [xo, yo] limitu L, jestlize Ve > 035 > 0 tak, Ze

V(x,y) € D(F): 0 < 1/(x —x0f2 + (y —yo)2 <& plati |f(x,y)~L| <e.

Piseme

lim f(x,y)=L.
(x,y)=(x0,y0) bey)

v
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Véta

Funkce f ma v kaZdém bodé nejvyse jednu limitu.

Véta
Necht 1im(, ,)—(x0.y0) f(X,¥) = 0 a v n&jakém ryzim okoli bodu [xo, yo]
plati, Ze |g(x, y)| < K. Pak lim(x y) s (x.y0) F (X, ¥)8(x,y) = 0.

Véta
Necht h(x,y) < f(x,y) < g(x,y) v n&akém ryzim okoli bodu [xq, yo]
a plati lim(, ) (x0,00) POGY) = liM(x ) 00,0) 806 Y) = L. Pak

im(xy) = (o00) F(X, ) = L.

Véta

Ma-Ii funkce f v bodé& [xo, yo] € (R*)? viastni limitu, pak existuje ryzi
okoli bodu [xo, yo| v némZ je funkce f ohrani¢end.
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Véta

Necht |im(x,y)—>(xo,yo) f(X,y) =1, |im(x,y)—>(x0,yo)g(xa)/) =lyal;,Lr e

R. Pak pro kaZdé c1,c, € R plati

lim  (af(x,y)+ cg(x,y)) =ali+ cls
(x,y)—(x0,¥0)

lim  f(x,y)g(x,y) = L1 L
(x.y)=(0.y0)

ajelil, #0
li f(va) _ Ll
im = —.
(y)—=(oy0) 8(x,y) L2
Véta
Funkce f md v bodé& [xo, yo| limitu rovnu L, jestlize existuje néjaka
funkce g: [0,00) — [0, 00) spliujici lim,_,o+ g(r) = 0 takovd,Ze

|f(x0 + rcos e, yo + rsing) — L| < g(r) pro libovolné ¢ € [0,2w) ar >0
dostatecné malé.

v
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Spojitost
Definice
Rekneme, e funkce f je spojitd na mnozing M C R2, jestlize pro kazdy

bod [xo, yo] € M, ktery je jejim hromadnym bodem, plati

lim f(x,y) = f(x0, y0)-
(x,y)—(x0,¥0)
(x.y)eM

Véta (Weierstrass)

Necht funkce f je spojita na kompaktni mnoZiné M C R?. Pak nabyvd na
M své nejmensi a nejvétsi hodnoty.

Véta (Bolzano)

Necht funkce f je spojitd na oteviené souvislé mnoZiné M C R2. Necht
pro A,B € M plati f(A) # f(B). Pak ke kaZdému &islu ¢ leZicimu mezi
f(A) a f(B) existuje C € M tak, Ze f(C) = c.

V.
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Parcidlni derivace
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Parcialni derivace

Definice
Necht f: R2 — R a [xo, yo] je bod. Existuje-li limita

. f(x,y0) — f(x0,0) . f(x+ h,y0) — f(x0,¥0)
lim = lim
X—+Xp X — X0 h—0 h

fekneme, Ze funkce f ma v bod& [xo, yo| parcidlni derivaci podle x s hod-
notou této limity.

Tuto derivaci znaéime

5 (0, of
o, 0) = 200K _ O ) = f1630,30)
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Véta

Necht funkce f, g: R?> — R maji parcidlni derivaci podle proménné x;,
i € {1,2}, na oteviené mnoZin& M. Pak jejich soucet, rozdil, soucin a
podil ma na M parcidlni derivaci podle x; a plati

21600+ 8] = 1 F () % 10 g(x).
2 1500800 = - F()80) + 8) - Fx)

Je-li navic g(x) # 0, pak

Kl (f(x)) _ - f(x)g(x) — F(x) &g (x)
ox; \ g(x) g2%(x) .
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Derivace vyssich radi
Necht [xo, o] € D(fx). Existuje-li parcidlni derivace funkce f(x,y) podle
prom&nné x v bod& [x, yo|, nazyvdme tuto derivaci parcidlni derivaci
funkce 2. Fadu podle x funkce f v bod& [xp, yo] a znacime ji fix(X0, ¥0)
2
nebo %(Xg,yo).
Existuje-li parcialni derivace funkce f(x,y) podle proménné y v bodg&
[x0, Yo], nazyvdme tuto derivaci smiSenou parcidlni derivaci 2. Fadu funkce
“ v/ .. L, 92
f v bod& [xp, yo] a znakime ji £, (xo, ¥0) nebo také aigy (x0, ¥0)-

Véta (Schwarz, Clairaut)

Necht funkce f md v okoli bodu [xo, yo| parcidlni derivace fy, f, a
smiSenou parcidlni derivaci f.,, kterd je v bodé& [xo, vo| spojita. Pak exis-
tuje také smiSend parcidini derivace f,x(xo, yo) a plati

fxy(X07y0) = @X(X()’yo)'
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Definice
Rekneme, Ye funkce f: R? — R ma v bod& [xo, yo] smé&rovou derivaci ve

smé&ru jednotkového vektoru & = (ug, u2), jestlize existuje limita

f(xo + urh, yo + uzh) — f(x0, ¥0)
h

Dgf (x0, yo) = M‘O

Definice
Necht f: R? — R, pak gradientem funkce f rozumime vektor Vf (grad f)

VE(x,y) = (f(x,¥), f(x,y))-

Véta

Ma-li funkce f(x,y) spojité parcidlni derivace prvniho Fadu, pak ma
funkce smérovou derivaci ve sméru libovolného vektoru i = (uy, up) a
plati

Daf(x,y) = fi(x,y)ur + f,(x,y)ur = VF(x,y) - 0.

w
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Diferencial a kmenova funkce

Petr Liska (Masarykova univerzita) Diferencialni po&et funkci vice prom&nnych 18.9.2019 — 9.10.2019 23 /38



Diferencial funkce
Definice

Rekneme, Ye funkce f: R? — R definovana v okoli bodu [xo, yo] je v

tomto bodé diferencovatelnd, jestlize existuji redlna &isla A, B takova, Ze
plati

i ot iy + k) = f(x0,30) = (Ah+ BK)
(h,k)—(0,0) Vh? + k2
Linearni funkce Ah + Bk promé&nnych h, k se nazyva diferencial funkce v

bod& [xo, yo] a zna&i se df (xo, yo)(h, k), p¥ipadn& df(xo, yo)-
Ekvivalentn&: existuji A, B € R a funkce 7: R? — R tak, e plati

=0.

f(xo + h,yo + k) — f(x0, ¥0) = Ah + Bk + 7(h, k),

kde
7(h, k)

lim —= =
(h,k)=(0.,0) v/ h? + k2
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Véta
Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé [xo, yo|, pak je v tomto bodé& spo-
jitd.

Véta
Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé& [xo, yo], pak md v tomto bodé
parcialni derivace a plati

df(xo0, y0) = f(x0, ¥0)h + f,(x0, o) k.

Véta

Ma-li funkce f v bodé& [xo, yo| spojité parcidlni derivace 1. Fadu, pak md v
tomto bodé také diferencidl.
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Véta
Ma-li funkce f(x,y) v bodé& [xo, yo| totdini diferencidl, ma graf funkce v
tomto bodé tecnou rovinu o rovnici

z = f(x0, Y0) + £ (%0, ¥0) (x — x0) + fy(x0, Y0 )(¥ — ¥0)-

Véta

Necht P, Q jsou spojité funkce proménnych x, y definované na otevrené
Jjednoduse souvislé mnoZin& Q C R2?, které maji na této mnoZiné& spo-
Jjité parcialni derivace P,, Qx. Pak vyraz P(x,y)dx + Q(x,y)dy je dife-
rencidlem né&jaké funkce, pravé kdyZ plati

Py(x,y) = Q«(x,y)  pro kazdé  [x,y] € .

Funkci z pfedchozi v&ty se ¥ikd kmenovd funkce funkci P a Q.
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Lokalni a absolutni extrémy
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Lokalni extrémy

Definice

Rekneme, Ye funkce f: R?2 — R nabyvé v bod& [xo, yo] lokdlniho maxima
(minima), jestlize existuje okoli tohoto bodu takové, Ze pro viechny body
z tohoto okoli plati f(x,y) < f(xo,¥0), resp. f(x,y) > f(xo, y0)-

Jsou-li nerovnosti v t&chto vztazich pro [x,y] # [xo, yo] ostré, mluvime o
ostrych lokalnich maximech a minimech.

(Ostrd) lokdlni maxima a minima nazyvame souhrn& (ostré) lokadlni
extrémy.

Definice
Necht f: R?2 — R. Rekneme, ¥e bod [x0, Yo] je staciondrni bod funkce f,
jestlize v bod& [xp, yp] existuji ob& parcidlni derivace prvniho ¥adu funkce f
a plati

f(x0, ¥0) = f,(x0, y0) = 0.
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Véta (Fermat)

Necht funkce f: R? — R md v bodé& [xo, yo] lokdIni extrém. Pak viechny
parcidlni derivace funkce f, které v tomto bodé& existuji, jsou rovny nule.

Véta

Necht funkce f: R2 — R md v bodé& [xo, yo] a n&akém jeho okoli spojité
parcidlni derivace druhého Fidu a necht [xo, yo] je jeji staciondrni bod.
JestliZze

D(x0, ¥0) = fiox(x0, )y (X0, ¥0) — [y (X0, ¥0)]* > 0,

pak ma funkce f v [xo, yo| ostry lokalni extrém. Je-Ii fux(x0, o) > 0, jde o
minimum, je-li (X0, o) < 0, jde o minimum.
Jestlize D(xo, yo) < 0, pak v bodé& [xo, yo| lokalni extrém nenastava.
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Absolutni extrémy

Definice

Necht f: R? — R, M C D(f). Rekneme, %e bod [xo, yo] € M je bo-
dem absolutniho minima (maxima) funkce f na M, jestlize f(xo, y0) <
f(x,y) (f(x0,¥0) > f(x,y)) pro kazdé [x,y] € M. Jsou-li nerovnosti pro
[x0, Yo] # [x, y] ostré, mluvime o ostrych absolutnich extrémech.

Véta
Necht M C R? je kompaktni mnoZina a funkce f: M — R je spojitd

na M. Pak f nabyvd svych absolutnich extrémii bud v bodech lokalniho
extrému leZicich uvnitf M, nebo v nékterém hraniénim bodg.
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Derivace slozené funkce

Petr Liska (Masarykova univerzita) Diferencidlni pocet funkei vice promé&nnych



Véta

Necht funkce x = g(t) ay = h(t) jsou diferencovatelné v bodé ty.
Oznacme xg = g(to) a yo = h(to). Je-li funkce z = f(x,y) diferen-
covatelnd v bodé [xo, yo], pak z je diferencovatelnd funkce proménné t a

plati’
dz _of dx of dy
E(fo) = 8x(X°’y°)dt(tO) + 8y(xo’y0)dt(t0)'

Véta

Necht funkce u(x,y) a v(x,y) maji parcidlni derivace prvniho ¥du v bod&
[x0, yo]. Oznaéme uy = u(xo, o), vo = v(x0, yo). Je-li funkce z = f(u, v)
diferencovatelnd v bodé [ug, vo|, pak sloZend funkce z = F(x,y) =

f (u(x,y),v(x,y)) md parcialni derivace 1. Fadu v bodé& [xo, yo| a plati:

oF of 0 of 0
500 70) = 5= (U0, v0) 5= (%0, Y0) + 5= (uo, v0) 5 (0, 0),
oF of ou of v

ay( X0, ¥0) = 7 -(u0, vo) 5 (Xo,)/o) + 5, (Lo, Vo)@(xo,)/o)-
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Taylorova véta
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Definice

Necht funkce f: R? — R ma v bod& [xo, yo] spojité parcidlni derivace
az do ¥adu m v&etn&. Diferencidlem m-tého Fadu funkce f v bod& [xo, yo]
rozumime funkci

= /m omf ; ;
mf h, k) = —_— Hkm .

Véta
Necht funkce f: R2 — R m4d v bodé& [xo, yo] a n&jakém jeho okoli spojité parcidlni derivace a2
do ¥adu n + 1 v&etné, pak pro kaZdy bod [x, y] z tohoto okoli plati

f(Xzy) = Tn(va) + R”(Xzy)7

kde

1 1
T"(X7y) = f(X07y0) + df(X(),yo)(h, k) + Ede(X(J?yO)(h? k) +ot ;dnf(X(),yo)(IL k)

R"(X:y): d"+1f(X0+l/h,YO+Vk)(h,k)’ I/E(O,l),h:X—Xo,k:y—yo.

(n+ 1)

v
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Funkce dana implicitné

Petr Liska (Masarykova univerzita) Diferencidlni pocet funkei vice promé&nnych



Definice
Necht F je funkce dvou prom&nnych F(xp,yo) = 0. P¥edpoklddejme, Ze
existuje obdélnikové okoli O = (xp — d,x0 + 6) X (yo — &,y0 +¢€), § > 0,
€ > 0, s ndsledujici vlastnosti:
K libovolnému x € (xg — d, x0 + 0) existuje v intervalu (yo — &, yo + €)
pravé jedno y takové, Ze F(x,y) = 0. Ozname tuto hodnotu y =
f(x).
Pak o takto definované funkci f(x), x € (xo — 0, x0 + 9), Fikdme, Ze je
zadana implicitné rovnici F(x, y) = 0 v okoli bodu [xo, yo].
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Véta

Necht je funkce F spojitd na &tverci
R ={lx,y] € D(F): [x = x| < a,|y — yo| < a}

a necht F(xp,y0) = 0. Ddle pFedpoklidejme, Ze funkce F md spojitou
parcidlni derivaci a%F(x,y) v bodé& [xo, yo] a platl’%F(xo,yo) #0.

Pak existuje okoli bodu [xo, yo|, v némZ je rovnosti F(x,y) = 0 implicitn&
definovdna pravé jedna funkce y = f(x), kterd je spojita.

Ma-li navic funkce F na R spojité parcidlni derivace 1. ¥adu, pak ma
funkce f derivaci v bodé xg a plati

Fx(x0, o)
F(xp) = — XX0, Y0)
bo) Fy(x0, ¥0)
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Véta
Necht funkce F: R"1 5 R,

M = {[Xay]: [le"'7Xn7y] GR”+1,F(X,y):O},
bod [x*,y*] € M a funkce F je spojitd na mnoZiné
R={[x,y] =[x, s xmy]: |xi = x| <a,i=1,...,ny—y*| <a}.

Ddle predpokladejme, Ze F ma spojitou parcidlni derivaci F, v bodé
[x*,y*] a g—g(x*’)’*) # 0. Pak existuje okoli bodu [x*, y*], v némZ je rov-
nici F(x,y) = F(x1,...,%n,y) = 0 implicitné uréena pravé jedna spojita
funkce y = f(x) = f(x1,...,Xn).

Ma-Ii navic funkce F v bodé& [x*, y*| spojité parcidlni derivace a%,-F , ma

implicitn& uréend funkce f v bod& x* = [xf,...,x}] parcidlni derivace a
plati
OF
of () e (X5 ¥%)
— (X)) = -
. OF
Oxi 3y (X5 ")

v

Petr Liska (Masarykova univerzita) Diferencialni po&et funkci vice prom&nnych 18.9.2019 - 9.10.2019 38 /38



