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Prolog

Nejprve se podivame na nékolik zjednodusenych modeli néjakych realnych procesi. Na nich
potom ukazeme, ¢im se tento text, a tedy predmét M5858, zabyva.

Y

Samocisténi jezera

Predstavme si jezero, do kterého pritéka a ze kterého odtéka voda tak, ze se jeho objem
nemeéni. Pfitom proudéni je dostatecné rychlé, aby voda byla stale dokonale promichana.
Odparovani vody z jezera a dést maji na mnozstvi vody v jezefe zanedbatelny vliv.

V jistém okamziku se do jezera dostane néjaké znecisténi. Znecistujici latka (polutant)
je ve vodé rozpustna nebo je tvorena malymi ¢asticemi, které maji zhruba stejnou hustotu
jako voda. Za takové situace se latka v jezefe rovnomeérné rozptyli, jeji koncentrace bude
v kazdém okamziku konstantni a postupné se z jezera odplavi. Chceme tento proces popsat
kvantitativné.

Oznac¢me V objem jezera a v rychlost pritoku a odtoku vody; objem V' budeme vyjadiovat
v objemovych jednotkach (napf. m?), rychlost v v objemovych jednotkich za jednotku ¢asu
(napi. m® / den). Pfedpoklddejme, Ze na pocatku, tj. v éase t = 0, se do jezera dostal polutant
o celkové hmotnosti m; vyjadiime ji v néjakych jednotkdch hmotnosti (napt. g).

Daéle ozna¢me z(t) koncentraci polutantu v jezefe v ¢ase t od okamziku znecisténi; kon-
centraci budeme vyjadfovat v jednotkdch hmotnosti na jednotku objemu vody (tedy napf.
g /m3), ¢as vyjadiujeme ve stejnych jednotkach, k nimz je vztazena rychlost v (tedy napi. ve
dnech).

Chceme znat koncentraci polutantu v libovolném c¢ase od vzniku znecisténi, hledame tedy
neznamou funkci x nezavisle proménné ¢. Koncentrace polutantu na poc¢atku procesu je rovna

2(0) = 7. (1)

Zvolme casovy interval tak kratky, ze se béhem ného koncentrace polutantu prakticky ne-
zméni. Oznac¢me délku tohoto ¢asového intervalu At. Za ¢as At od okamziku ¢ bude mnozstvi
polutantu v jezefe rovno Vz(t + At). Toto mnozstvi se rovnd mnozstvi polutantu, které,
které bylo v jezefe v Case t, tj. Vx(t), zmenSené o mnozstvi, které za casovy interval délky At
odteklo. Za tento interval z jezera odtece voda o objemu vAt a v ném bylo zhruba (vAt)x(t)
polutantu. Celkem dostavame

Va(t + At) = Va(t) —va(t)At, (2)

nebo po snadné tpravé
x(t+ At) —x(t) v
= —ux(1).
At )
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Za predpokladu, ze funkce z je diferencovatelnd, muzeme v této rovnosti provést limitni

prechod At — 0 a dostaneme
v

#(t) = sa(t) 3)

Hledana funkce = tedy spliiuje rovnici (3), v niz je vazdna hodnota neznadmé funkce a jeji
derivace. Déale funkce spliiuje podminku (1), v niz je ddna hodnota funkce z na pocatku
procesu. Nyni mizeme snadno pfimym vypoc¢tem ovérit, ze funkce dana predpisem

m vy

x(t) = Ve_V

spliiuje rovnici (3) i podminku (1). Je to klesajici funkce, pro kterou plati

lim z(t) = 0.

t—00
Koncentrace znecistujici latky v jezete tedy exponencidlné klesa; v libovolném koneéném case
od znecisténi je vSak polutant v jezefe stale pritomny.

Rust populace

Ptedstavme si populaci néjakych organismii. Vsechny jedince budeme povazovat za stejné; je
tedy primeétenéjsi si predstavovat bakterie nez napiiklad obratlovce. Tyto organismy jednak
umiraji, jednak davaji vznik novym jedinctim. Velikost populace v néjakém okamziku — na
zacatku popisovaného déje — povazujeme za znamou. Budeme se snazit popsat, jak se tato
velikost vyviji v prubéhu c¢asu.

Oznac¢me tedy z(t) velikost populace v ¢ase t. Tuto velikost mizeme vyjadfovat t¥eba
v poctu jedinct, v poctu jedinct vztazeném k jednotkové plose nebo objemu Zivného média
(tedy jako popula¢ni hustotu) a podobné. Casové jednotka miize byt libovolna, je viak vhodné
ji volit tak, aby byla mensi nez délka Zivota jedince z uvazované populace, ale fadové s ni
srovnatelnd. Zvolme nyni ¢asovy interval délky At tak kratky, ze jedinec, ktery béhem ného
vznikl (narodil se, oddélil se od jedince rodi¢ovského), prezije jeho konec; dobu At tedy
povazujeme za mnohem kratsi, nez je doba zivota jedince. Velikost populace z(t + At) za
casovy interval délky At od okamziku ¢ bude rovna velikosti populace v ¢ase t zmenSené
o uhynulé jedince a zvétsené o jedince nové vzniklé.

Je ptirozené predpokladat, ze ze mnozstvi uhynulych jedincii za jednotku ¢asu je imérné
velikosti populace. Koeficient imérnosti ozna¢ime d a nazveme ho timrtnost (death rate).
Tento koeficient lze také interpretovat, jako klasickou pravdépodobnost, Ze jedinec béhem
jednotkového intervalu zemfe; plati tedy 0 < d < 1. Za ¢asovy interval délky At uhyne ¢ast
populace o velikosti dz(t)At.

Ponévadz vsechny jedince povazujeme za stejné, predpokladame také, ze kazdy jedinec
béhem jednotkového ¢asu vyprodukuje stejny pocet potomki. To znamené, ze mnozstvi nové
vzniklych jedinci za jednotku c¢asu je imérné velikosti populace. Prislusny koeficient imér-
nosti ozna¢ime b a nazveme porodnost (birth rate). V zivé populaci néjaci novi jedinci vznikaji,
proto je b > 0. Velikost ¢asti populace tvofené jedinci, kteri nové vznikli v ¢asovém intervalu
délky At, vyjadiime tedy souc¢inem bx(t)At.

Provedenymi tivahami jsme dospéli k rovnosti

x(t + At) = x(t) + bx(t) At — dx(t) At,
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kterou miizeme upravit na tvar

z(t + At) — z(t)
At

Budeme predpokladat, ze funkce z je diferencovatelna. Tento predpoklad neni realisticky,
funkce x nabyva hodnot celo¢iselnych (pokud je velikost populace vyjadiena v poctech je-
dinctt) nebo racionélnich (pokud je velikost populace vyjadiena jako popula¢ni hustota). Po-
kud je ale populace ,,dostatecné velka“, lze diferencovatelnou funkci povazovat za prijatelnou
aproximaci velikosti populace ménici se v ¢ase. Za tohoto predpokladu v pfedchozi rovnosti
provedeme limitni pfechod At — 0 a dostaneme rovnici

2/(t) = (b — d)x(t). (4)

Hledana funkce tedy opét spliiuje rovnici, v niz je vazana jeji hodnota a hodnota jeji derivace.
Na pocatku, v ¢ase t = 0, miizeme velikost populace povazovat za zndmou; oznacime ji xg, tj.

x(0) = xo. (5)

= (b— d)z(t).

Opét se snadno pfimym vypoctem presvédcéime, ze funkce dana predpisem

z(t) = zoel=D?

spliiuje rovnici (4) i podminku (5). Tato funkce je pro b > d (porodnost vétsi nez tmrtnost)
rostouci, pro b < d klesajici a pro b = d konstantni. Dale plati

oo, b>d,
,}i)lgox(t) = Zo, b= da
0, b<d.

To znamen4, ze v piipadé b > d velikost populace exponencialné roste nade vsechny meze'.

Pokud je b < d, populace vymird a jediné v meznim ptipadé b = d se velikost populace
neméni, zustava (dynamicky) stéld.

Rust populace v omezeném prostredi

Model ristu populace (4) ma v ptipadé b > d (porodnost vét$i nez tmrtnost) feseni, které

exponencialné roste do nekonecna. To neni v kone¢ném svété mozné, populace musi narazit na

néjaké ,,meze rustu®. Tyto meze si vSak nemusime predstavovat jako néjakou tvrdou hranici,

na kterou populace pfi svém ristu narazi. Spise se jedna o vliv prostiedi, o dostupnost zdroji,

které v ném jsou a podobné. Riist populace se tomuto prostredi néjak prizpiisobuje.
Rovnice (4) pfepiseme ve tvaru

R A (6)

Ponévadz derivace funkce x (velikosti populace) vyjadiuje jeji zménu, miuzeme levou stranu
predchozi rovnosti interpretovat jako relativni zménu velikosti populace. A ta je rovna rozdilu

!Tento vysledek zpopularizoval Thomas Malthus ve své slavné Eseji o principu populace z roku 1798.
Neziskal ho vsak predvedenym vypoctem, ale empiricky — vyhodnocenim udaji o velikosti osidleni novych
uzemi v Severni Americe.
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porodnosti a timrtnosti. V prostredi, které povazujeme za neomezené, tj. v némz ma kazdy
jedinec dostatek zdroji pro svuj zivot a reprodukci, jsou porodnost i imrtnost konstantni,
jedné se o vnitini fyziologické charakteristiky populace.

V prostredi, v némz jsou nékteré zdroje vzacné, mohou porodnost i imrtnost zaviset na
dostupnosti téchto zdroji. A dostupnost zdroju zavisi na velikosti populace — ¢im je populace
vétsi, tim je pravdépodobnost, ze se jedinec dostane ke zdroji mensi. Porodnost a timrtnost
populace budou tedy zaviset na jeji velikosti, b = b(x), d = d(z). Oznaéme g(x) = b(z) —d(z).
Pak rovnice (6) pfejde na tvar

neboli

o'(t) = z(t)g(=(t)). (7)
Vyraz g(x) vyjadfuje relativni pfirtstek populace o velikosti x. Nazyva se rustovy koeficient
(growth rate).

Je-li populace malé, zdroju prostfedi ptripadajicich na jedince je dostatek a jedinec ma
dost energie pro reprodukci; porodnost je tedy velké. Je-li populace velkd, zdroji na jedince je
malo a ten je proto schopen vyprodukovat jen malo potomki, pokud vibec néjaké; porodnost
je mala. Navic velkd populace produkuje mnoho zplodin svého metabolismu, tyto odpadni
produkty byvaji pro jedince toxické, proto je tmrtnost velka, muze byt i vétsi nez porodnost.
7 téchto uvah muzeme ucinit zavér, ze rustovy koeficient velké populace je maly, dokonce
zaporny. Presnéji feceno, funkce g definovana na intervalu [0,00) by méla mit vlastnosti

g(0) =r>0, ILm g(z) <0.

Budeme-li funkci g navic povazovat za spojitou a monotonni, bude existovat takovd hodnota
K >0,ze g(K)=0a (z— K)g(z) <0 (funkce g je na intervalu [0, K') kladna a na intervalu
(K, 00) zaporna).
Nejjednodussi funkce, kterd ma tyto vlastnosti je funkce linearni
x

g(:ﬂ):’l“<1—?).

Obecné rovnice (7) tak ziska konkrétni tvar
t)
() = ret) (1- 20 8
o) =ra(t) (1- 5 ®

Primym vypoctem se presvédéime, ze funkce x dand predpisem

(t) K.%'o
€T =
xo+ (K — x0)e™ "

vyhovuje rovnici (8) i podmince (5). Pokud je zg < %K , pak funkce x v pravém okoli nuly
roste a je konvexni. V jistém case t; populace dosdhne velikosti %K a jeji rist se zpomali, tj.
funkce x bude na intervalu (¢1, 00) konkavni.

Pokud je zg > K, pak funkce x je konvexni a klesajici. V pripadé x¢o = K je funkce x
konstantni. V kazdém piipadé plati

. . KCEO
tlgglox(t) N tlg& xo+ (K — xg)e "t

velikost populace se v pribéhu casu ustali na hodnoté K, pokud tuto hodnotu nema jiz od
zacatku. Veli¢inu K mutzeme nazvat kapacita nebo tizivnost prostiedi.
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Ruist majetku

Predstavme si naivniho ¢lovéka, ktery mé néjaky majetek v penézich. Jeho naivita se projevuje
piedstavou, Ze v bance se budou jeho penize néjak samovolné mnozit, proto je ulozi. Urok
(podle reklamnich materialt vyhodny) je stanovovan podle aktualniho ceniku banky. Budeme
chtit popsat, jak se v pribéhu ¢asu hodnota uvazovaného majetku méni.

Ozna¢me proto x = x(t) velikost majetku v ¢ase t. Ta je vyjadfena v néjaké penézni
jednotce, ¢as budeme udavat v rocich. Pocatecni velikost majetku oznacime xg, tedy

m(O) = Iy. (9)

K ulozené castce banka pripisuje irok. Jeho nominalni velikost se méni, je urcena aktudlni
situaci na trhu bankovnich sluzeb a tGrokovou sazbou centralni banky, tedy vykonnosti ekono-
miky. Realna velikost roku je oproti nominalni mensi o inflaci a bankovni poplatky. Oznac¢me
redlnou trokovou miru v ¢ase t symbolem p(t). Tato veli¢ina byva vyjadfena v procentech za
rok. Urokova mira se neméni plynule, k jeji zméné dochézi jen v urcitych ¢asovych okamzicich.
Proto budeme funkci p nezéavisle proménné ¢ povazovat za funkci po ¢astech konstantni. V bo-
dech skoku funkce r nemusi byt definovana, z technickych dtivodu ji vSsak budeme definovat
tak, aby byla spojitd zprava v kazdém bodé svého defini¢niho oboru, tj. intervalu [0, c0).

Po uplynuti ¢asového intervalu s levym krajnim bodem ¢, ktery ma délku At tak malou,
7e se v jeho pribéhu trokova mira nezmeéni, bude hodnota majetku rovna jeji hodnoté na
zaCatku tohoto intervalu zménéna o hodnotu reilného (nikoliv pfipsaného) troku za tento
casovy interval, tj.

_ p(t)
x(t+ At) = z(t) + === z(t)At.
100
Tuto rovnost upravime na tvar

(t+ AAtl)t —a(t) _ p(t)z(t)

a provedeme limitni pfechod At — 0. Dostaneme rovnici

2'(t) = gop(H)z(2), (10)

v niz je vazana hodnota derivace hledané funkce x a hodnota této funkce.
Pfimym vypoctem se snadno presvédéime, ze funkce x spliiujici rovnici (10) a podminku
(9) je dana vyrazem
t
1
<o [ p(T)dr
2(t) = zpe 0
Jesté poznamenejme, ze funkce po ¢astech spojita je integrabilni a tedy funkce x je zadana
korektné.
Z vyjadreni majetku = v Case ¢ od zacatku (od ulozeni do banky) vidime, Ze za tento ¢as
se majetek zvétsi, resp. zmensi, pokud plati nerovnost

t t
/p(T)dT >0, resp. /p(T)dT <0,
0 0

tj. pokud nominalni tirokova mira je v prubéhu Casu prevazné vétsi, resp. mensi, nez inflace
a poplatky; v redlné ekonomice patrné nastane druhy piipad.
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Chladnuti kavy

V mistnosti je pokojova teplota. Uvatime si kdvu a nalijeme ji do hrnku, nebo v hrnku zalijeme
mletou kdvu vrouci vodou. Hrnek mé tepelné izolované stény i dno, neprobiha pres né zadna
vyména tepla. Hrnek nemd zddnou poklicku, hladina kédvy neni od okolniho prostiedi nijak
izolovana. Za takové situace lze ocekavat, ze kava v hrnku bude chladnout. Navic tepld kava (a
kapalina obecné) ma mensi hustotu, nez chladna a to znamen4, Ze ochlazena kava od hladiny
klesa a tepla kava ze dna stoupa k hladiné. Timto procesem se kava v hrnku promichava,
takzZe jeji teplotu muzeme povazovat za stejnou v celém objemu.

Chceme popsat vyvoj teploty kdvy v prubéhu ¢asu. Za timto tcéelem oznacime x = x(t)
teplotu kdvy v Case t; ¢as je vhodné uvadét v minutach, teplotu ve stupnich Celsia. Teplotu
v mistnosti oznac¢ime 1" a také ji budeme uvadét ve °C. Vymeéna tepla mezi kdvou a prostiedim
probiha pies hladinu. Oznacime jeji obsah S; miZzeme ho vyjadiit v cm?.

Experimentéalné byl ovéren Newtontv zdkon chladnuti: zmenseni teploty za kratky casovy
interval je imérné rozdilu teplot, obsahu plochy pres kterou vymeéna tepla probiha a ¢asu, po
ktery chladnuti probiha. Prislusny koeficient oznac¢ime «; pri zvolenych jednotkach bude mit

rozmér cm~?min~!. Oznacéime-li délku ¢asového intervalu At, bude mit tento zékon tvar

z(t+ At) — z(t) = kS(T — z(t)) At.
Po vydéleni vyrazem At a limitnim pfechodu At — 0 dostaneme rovnici
7' (t) = kS(T — x(t)). (11)

Opét se jedna o rovnici vyjadiujici vztah funkéni hodnoty a derivace hledané funkce.
Na zacatku déje byla kava varici, jeji teplota byla 100°C, t;j.

z(0) = 100. (12)
Primym vypoctem se muzeme presvedcit, ze funkce dana predpisem
z(t) =T + (100 — T)e "5t

vyhovuje rovnici (11) i podmince (12). Jedna se o funkci, ktera exponencialné klesa od hodnoty
100°C k pokojové teploté T. Teplota kavy se ,velice rychle vyrovnava s teplotou mistnosti,
v konecném case ale az na tuto teploty neklesne.

Dynamika mezd a zaméstnanosti

Richard M. Goodwin sestavil ve druhé poloviné Sedesatych let minulého stoleti matematicky
model tridniho boje. S pouzitim méné ideologické terminologie se jedna o model ¢asového
vyvoje mezd a zaméstnanosti, ve kterém lze pozorovat vznik hospodétskych cyklda. Jeho po-
drobné odvozeni bude uvedeno v kapitole 5, zde pouze naznac¢ime vysledek.

Jedna makroekonomicka charakteristika, ktera v modelu vystupuje je relativni zaméstna-
nost [ (prace, labor) vyjadfend jako podil zaméstnanych v celkovém mnozstvi praceschopného
obyvatelstva; jedna se tedy o bezrozmérnou veli¢inu. Druha je prumérnd mzda w (wage)
vyjadfend v penéznich jednotkach. Obé tyto velifiny se v ¢ase méni, tedy | = [(t), w = w(t);
tyto funkce budeme povazovat za diferencovatelné. Casova zména zaméstnanosti mezd je pak
vyjadiena jako derivace téchto funkci.
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Jednim ,ekonomickym zakonem“ je skute¢nost, ze pfi vysoké mzdé (tj. pfi vysoké ga-
rantované minimélni mzdé) zaméstnanost klesa (zaméstnavatelim se nevyplati zaméstnavat
drahé pracovniky); naopak, pfi nizké prumérné mzdé zaméstnanost roste. Odtud plyne, Ze
existuje néjaka ,rovnovazna“ troven mezd, pri niz se zaméstnanost neméni. Tuto myslenku
vyjadiime presnéji.

Za ,zménu zaméstnanosti“ budeme povazovat relativni zménu zaméstnanosti /, tedy hod-
notu '(t)/1(t). Jeji pokles s ristem hladiny mezd budeme specifikovat zjednodusujicim pred-
pokladem, Ze tato hodnota zavisi na prumérné mzdé linearné, pricemz tato linearni funkce je
klesajici, tedy /

% — o~ ou(t), (13)
kde v a o jsou kladné parametry; o vyjadiuje ,citlivost® zmény zaméstnanosti na riist mezd,
~ vyjadiuje relativni rist zaméstnanosti pti hypoteticky nulové mzdé. Parametr v mé rozmeér
1/¢as, parametr ¢ ma rozmér 1/(¢as - pené’ni jednotka), hodnota v/o je ,rovnovazna“
hladina mezd.

William Phillips na zakladé tdajt o nominalni mzdé a zaméstnanosti v Britanii v letech
1861-1957 vypozoroval zavislost zmény primérné mzdy na zaméstnanosti; tato zavislost neni
linearni, je vyjadfena znamou Phillipsovou kiivkou. S rostouci zaméstnanosti roste mzda (po-
kud chce hospodar pri témér uplné zaméstnanosti najit mezi praceschopnym obyvatelstvem
néjakého praceochotného, musi ho pfeplatit), naopak pii malé zaméstnanosti mzda klesa (mezi
hladovéjicimi nezaméstnanymi jsou lidé ochotni pracovat za alespon néjakou mzdu). Pfesnéji,
za zménu mzdy budeme povazovat zménu relativni a vyjadiime ji rovnosti

— o =) —a, (14)
kde ¢ je rostouci spojitéa funkce definovana na intervalu (0,1), kterd ma vlastnost

lim (1 lim (!
dm o) <a, - lim o) > o

limity pfipoustime i nevlastni. Parametr « vyjadiuje hodnotu Phillipsovy kfivky pfi ,rovno-
vazné“ arovni mezd. Veli¢iny o i ¢ maji rozmér ,cas™1«.

Rovnice (13) a (14) mtzeme pfepsat ve tvaru systému

(1) = U

Dy - ow(t)),
W () = w(t (15)

) (2 ((1(1) = ),

v némz jsou vzajemné provazany hodnoty derivace neznamych funkci [, w a jejich funkéni
hodnoty.

Zakon sily

Isaac Newton definoval silu pomoci jejiho t¢inku na pohyb télesa, jeji velikost zavedl jako
sou¢in hmotnosti télesa m a udéleného zrychleni a. Tento postuldt budeme precizovat pro
velice jednoduchou situaci. Misto télesa si budeme predstavovat abstraktni ,hmotny bod“, tj.
téleso o stejné nenulové hmotnosti m ale o nulovém objemu. Déle si budeme predstavovat, ze
tento hmotny bod se mtize pohybovat pouze po primce. Tuto piimku prohlasime za souradnou
osu, tj. zvolime na ni pocatek a orientaci. Polohu hmotného bodu pak vyjadiime jako jeho



8 OBSAH

soutadnici x; pfitom je = redlné cislo. Ponévadz hmotny bod se pohybuje, jeho poloha je
v kazdém okamziku jind, soufadnice zavisi na ¢ase, z = x(t). Rychlost pohybu je ve fyzice
definovana jako relativni zména polohy vztazena k ¢asu. Zménu polohy za kratky casovy
interval délky At vyjadiime rozdilem x(t + At) — x(t), tedy rychlost v uvazovaném ¢asovém

intervalu je zhruba rovna
x(t + At) — x(t)
t) ~
u(t) Ar

a v limité At — 0 dostaneme piesné v(t) = 2'(t).
Zrychleni je analogicky definovano jako relativni zména rychlosti vzhledem k casu, tedy
zrychleni v uvazovaném kratkém casovém intervalu je zhruba rovno

at) ~ v(t + AAti —o(t)

a v limité At — 0 presné a(t) = v/'(t) = 2 (t).

Na hmotny bod piisobi sila F', kterda nemusi byt stejnd v kazdém misté. Jeji velikost tedy
zavisi na poloze, tj. na soutadnici bodu, F' = F(z) nebo podrobnéji F' = F(x(t)) Postulovany
vztah mezi hmotnosti m hmotného bodu, jeho zrychlenim a a pisobici silou F' je

F = ma,
se zahrnutim c¢asu a soufadnice bodu
F(z(t)) = ma(t) = ma"(t),

takze

1
2" (t) = —F(z(t)). (16)
m
Casové proménna poloha bodu tedy splituje rovnici, v niz je vazana jeji hodnota a hodnota
jeji druhé derivace.

Shrnuti

Vsechny matematické modely, které jsme vyse sestavili, mély dvé spolecné vlastnosti:

vyjadfeno, ¢asovy okamzik t je prvkem intervalem [0,00) C R a je mozné provadét
limitni prechod At — 0; pFfitom At reprezentuje ¢asovy krok, délku kratkého ¢asového
intervalu. Okamzik ¢t = 0 v modelech oznacoval za¢atek procesu a v tomto okamziku
vétsinou byl znam stav procesu (1), (5), (9), (12); vyjimkou jsou posledni dva modely,
u kterych jsme vSak nenasli (ani nehledali) zaddné FeSeni.

e Modelovany proces byl vyjadien nebo aproximovan néjakou diferencovatelnou funkci
¢asu x = z(t) (v pfipadé modelu zmén mezd a zaméstnanosti dvojici diferencovatelnych
funkei | = I(t), w = w(t)). Model pfedstavovala rovnice (nebo soustava rovnic) ve které
byla vézana hodnota derivace hledané funkce (hledanych funkei) podle ¢asu v jednom
Casovém okamziku a jeji funkéni hodnota v témze okamziku; v modelech (3), (4), (7),
(8), (10), (11), (15) byla derivace prvni, v modelu (16) druha.
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Rovnice, v nichz vystupuje neznama funkce jedné redlné proménné a jeji derivace, se
nazyvaji diferencialni, podrobnéji obycejné diferencidlni rovnice. Budou zakladnim objektem,
kterym se budeme zabyvat. Jak ukazuje ekonomicky model (15) nevystac¢ime s jednou rovnici,
a jak ukazuje fyzikalni model (16) mtzeme potfebovat i vyssi derivace, nez prvni.

Nézev ,diferencidlni rovnice ma puvod v tradi¢ni symbolice. Napf. rovnici (2) miizeme
prepsat ve tvaru

V(z(t+ At) — z(t)) = —vz(t)At,

neboli
VAz(t) = —va(t)At,

v niz vystupuje kone¢ny prirtstek hledané funkce = a prirustek nezavisle proménné t. Pokud
prirustky budeme povazovat za infinitesimalni, tj. za ,nekonecné malé“, posledni rovnice
dostane tvar

Vdz(t) = —vz(t)dt,

coZ je rovnice, v niz vystupuji diferencidly dz a df hledané funkce a jeji nezavisle proménné.
Jesté muzeme pripomenout, ze obycejnou derivaci v tradiéni symbolice zapisujeme

e
Cdt

d
(t) mnebo struéné 2’ = ar,

/
t
7 (1) =8

posledni zptisob zapisu je vyhodny zejména v situacich, kdy ve formulich vystupuje hledana
¢asové proménnd veli¢ina (tedy funkce) x, nikoliv jeji konkrétni hodnota z(t) v ¢asovém oka-
mziku ¢ (tedy funkéni hodnota). Nezédvisle proménna v tomto zapisu neni explicitné uvedena,
pritom ji potfebujeme néjak oznagcit.

Mame-li diferencialni rovnici, chceme znat jeji feSeni, nejlépe v explicitnim tvaru. Pro
rovnice (3), (4), (8), (10) a (11) jsme takové FeSeni napsali. Hledani explicitnich feSeni dife-
rencialnich rovnic je vénovan exkurs v sekci 1.1; podrobnéji je tato problematika probréna ve
skriptech 3. ze seznamu zékladni studijni literatury.

Reseni v explicitnim tvaru vsak nelze nalézt vzdy, u systémi rovnic jsou dokonce explicitni
feseni dosti vzacna. V takovém pripadé chceme alespori znat, zda feseni dané nebo sestavené
rovnice existuje, zda je jediné nebo jich je vic, pripadné na jakém intervalu je feSeni definovano.
Pokud rovnice ma modelovat néjaky skuteény proces, nemiuzeme znat uplné presné hodnoty
vSech parametri rovnice, stav procesu na pocatku a podobné. V takovém piipadé je dobré
védeét, zda drobné chyba v parametrech nebo pocate¢ni podmince feseni neznehodnoti. O této
problematice pojednava kapitola 2.

V obecném modelu ristu populace v omezeném prostiedi (7) nezndme konkrétni tvar
pravé strany, postulujeme jen néjaké vlastnosti funkce g. Podobné u ekonomického modelu
(15) také nezname presny tvar pravé strany druhé rovnice, zndme jen néjaké vlastnosti funkce
o, kterd na ni vystupuje. A pfesto potfebujeme i v téchto pripadech néco o prubéhu reseni
védét. Nelze ocekavat, Ze z ,neurcité“ rovnice ziskdme presné kvantitativni informace, ale
miizeme se dozvédét alespon néjaké vlastnosti feseni vyjadiené kvalitativné, napi. zda je
funkce x rostouci, klesajici, ohrani¢end, ma limitu v nevlastnim bodé a podobné. Nékteré
zékladni poznatky z kvalitativni teorie diferencialnich rovnic jsou uvedeny v kapitole 4.

Podivejme se jesté jednou na rovnice (3), (4), (10) a (11). VSechny ¢étyfi lze zapsat v jed-
notném tvaru

2'(t) = a(t)z(t) + c(t); (17)
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v rovnici (3) je funkce a(t) = r/V, v rovnici (4) je a(t) = b—d, v rovnici (10) je a(t) = 1a5p(t) a
v rovnici (11) je a(t) = —kS, v rovnici (11) je ¢(t) = kST, v rovnicich (3), (4) a (10) je ¢(t) = 0.
Rovnice tvaru (17) se nazyvaji linedrni. V rovnici (11) ¢len c(t) = ST vyjadfoval vliv
okolniho prostiedi na popisovany proces (teplotu mistnosti, v niz probiha chladnuti kavy), ve
zbyvajicich modelech jsme zadné ,,okoli“ popisovaného procesu neuvazovali. Proto se linearni
rovnice s ¢ = 0 nazyvaji homogenni (stejnorodé; cely proces se ,rodi“ z jednoho ,zdroje“, nic
vnéjsiho nebo ciziho ho neovlivituje), rovnice s nenulovym ¢lenem ¢ se nazyva nehomogenni.

Ve vsech uvedenych feSenich se vyskytovala prirozena exponencialni funkce. Pozdé&ji uvi-
dime, Ze mnozina FeSeni linedrni rovnice (nebo systému linedrnich rovnic) mé také ,pékné“
algebraické vlastnosti — miize tvofit konecnérozmérny vektorovy prostor. Navic se linedrni
rovnice ¢asto vyskytuji v aplikacich, nebo byvaji prvnim pribliZzenim se k modelu zkoumaného
procesu. 7Z téchto divodl se linedrnimi rovnicemi zabyva samostatna kapitola 3.
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Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Obycejna diferencialni rovnice prvniho radu

Prevazné budeme pracovat s redlnymi funkcemi jedné redlné proménné, kterou oznacime t;
v dynamickych modelech totiZ nezévisle proménnd byva interpretovana jako cas (latinsky
tempus). Je-li x : R — R, budeme pséat = = x(t) nebo x = z(-). Oby¢ejnou derivaci funkce
v bodé t (v ¢ase t) znac¢ime z/(t) nebo jako podil diferencialt, tedy

2 (t) = %(f).

x d
Zépis ¥’ = T oznacuje derivaci funkce x v obecném bodé. Miizeme tedy psat ' = ? obecné

pro n-tou derivaci
RO
den

dn
nebo struéns ™ = -

Diferencialni rovnice (podrobnéji obycejna diferencidlni rovnice pruniho 7adu) je rovnice,
v niz vystupuje nezndmé funkce x = x(t), jeji prvni derivace 2’ = 2/(t) a hodnota nezavisle
proménné t, tedy
F(t,z,2') =0,

kde F je né&jaka funkce tif proménnych. Resenim rovnice je funkce x, ktera ji spliiuje; podrob-
néji diferencovatelna funkce x definovana na néjakém intervalu J, pficemz pro kazdé t € J je
(t,2(t),2'(t)) v defini¢nim oboru funkce F a plati F'(¢,z(t),2’(t)) = 0.

Uvedena rovnice se nazyva implicitni nebo nerozresend vzhledem k derivaci. Pokud se
podaii derivaci 2’ z rovnice vyjadiit, dostaneme ezplicitni rovnici nebo rovnici rozresenou
vzhledem k derivaci.

Definice 1. Bud G C R? mnozina s neprazdnym vnittkem, f : G — R. Rovnice
¥ = f(t,7) (1.1)

se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice pruniho 1ddu rozresend vzhledem k derivaci.
Resenim této rovnice na nedegenerovaném intervalu J C R se rozumi diferencovatelna
funkce = : J — R, kterd spliuje podminky

(t,z(t)) € G, 2/(t) = f(t,z(t)) pro kazdé ¢ € J;

13
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pokud néktery krajni bod patii do intervalu J, je v podminkéch prislusna jednostranna deri-
vace.
Graf feSeni rovnice (1.1) se nazyva integrdini kiivka.

Piiklad: G = {(t,z) e R2: t £ 0}, f(t,x) =

Funkce z(t) = Ct, kde C € R, je feSenim rovnice

X
P

v = (1.2)

na jakémkoliv z intervalt (¢4, t,) C (0,00) nebo (t4,t,) C (—o0,0). Prestoze je tato funkce =
definovana na celé mnoziné R, neni feSenim dané rovnice na zadném intervalu, ktery obsahuje
nulu, ponévadZ bod (O,x(O)) = (0,0) neni prvkem mnoziny G. |

Tento priklad ukazuje, ze diferencidlni rovnice miize mit vice feSeni. Tato nejednoznacnost
je zpusobena moznosti volby intervalu, na kterém feseni uvazujeme, nebo tim, Ze vice funkci
definovanych na stejném intervalu je feSenim dané rovnice.

Definice 2. Necht z = z(t) je FeSenim rovnice (1.1) na intervalu J a & = Z(t) je feSenim
rovnice (1.1) na intervalu J. Jestlize J C J a pro kazdé ¢t € J je z(t) = #(t), fekneme, Ze
feSeni x = x(t) je prodlouzenim teseni & = Z(t) a Ze FeSeni T = Z(t) je zuZenim (restrikci)
reseni v = x(t). Jestlize FeSeni © = x(t) rovnice (1.1) neni ztzenim zadného jiného FeSeni této
rovnice, fekneme, ze x = x(t) je Uplngm (neprodluZitelnym) Fesenim rovnice (1.1), (1.3).

Nadale v této kapitole budeme pod pojmem ,TFeseni“ rozumét Gplné feseni.

Definice 3. Necht G, f maji stejny vyznam jako v definici 1 a necht (tp,&) € G je libovolny
bod. Uloha najit feseni rovnice (1.1), které splituje podminku

z(to) = ¢ (1.3)

se nazyva pocdatecni nebo Cauchyova tloha, podminka (1.3) se nazyva pocdtecni nebo Cau-
chyova podminka.
Reseni poc¢atecni tlohy (1.1), (1.3) se nazyva partikuldrni feseni rovnice (1.1).

Priklad: Necht tg # 0, £ € R. Funkce z(t) = tét je Tesenim tlohy (1.2), (1.3). Toto TeSeni je
0
definovano na intervalu

J— (0, OO), tg > 0,
(—0,0), to < 0. n

Definice 4. Necht g = g(t,C) je funkce dvou proménnych takova, ze ke kazdému (to,¢&) € G
existuje Cp € R takové, ze funkce = z(t) = g(t, Cp) je FeSenim pocatecni tlohy (1.1), (1.3).
Pak se funkce g nazyva obecné feseni rovnice (1.1).

Proménnou ¢ funkce g v predchozi definici povazujeme za nezavisle proménnou realné
funkce g(-,C) jedné redlné proménné; proménnou C' povazujeme za parametr.

Mnozina funkci g(-,C) takovych, ze C' € R a g je obecné FeSeni rovnice (1.1) nemusi
obsahovat vSechna feseni této rovnice.
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Definice 5. Necht M je mnozina vSech feSeni rovnice (1.1), g je obecné feSeni této rovnice
a N je mnozina funkci jedné proménné definovana jako

N ={g(-,C): CeR}.

Reseni 2% € M~ N rovnice (1.1) definované na intervalu .J a takové, Ze ke kazdému to € J
existuje Cy € R, Ze g(tg, Co) = x*(to), se nazyva singularni. (Nazornéji feceno: kazdym bodem
grafu singuldrniho reSeni prochazi integralni kiivka néjakého partikularniho reSeni, které neni
singularnim. Nebo: v kazdém bodé (to,x*(to))) = (tg,&) singularniho feSeni ma pocatecni

tloha (1.1), (1.3) alespon dvé ruzna feSeni, tj. iloha (1.1), (1.3) neni jednoznac¢né fesitelna.)
Reseni € M ~. N rovnice (1.1) které neni singularni, se nazyva vyjimecné.

Piiklad: Necht G = {(¢,z) : t € R,z > 0}, f(t,z) = 2y/z. Funkce g definovand predpisem

0, t<C,
g9(t,C) = )
t—-C)? t>C

je obecnym feSenim rovnice

7 =2yx. (1.4)

Vskutku,
dg(t,C) 0, t < C, 2\/70.0) = 0, t<C, |0, t < C,
at |2t -0), t>C, T =gt~ t>c ~ \20t-0), t>c

takze kazda z funkci g(-,C) je feSenim rovnice (1.4). Pro £ > 0 a C =ty — /€ plati tg > C,

tedy g(to,to — V&) = (to — to + +/€)? = & pii libovolngch hodnotach o € R a & > 0.
Konstantni funkce z*, *(t) = 0 je evidentné také feSenim rovnice (1.4). Pro libovolné

to € R plati 2*(tg) = 0 = g(t, to), takze z* je singuldrnim FeSenim této rovnice. [

Geometricka interpretace diferencialni rovnice

Rovnice (1.1) ptifazuje kazdému bodu z G pravé jednu hodnotu 2/ = f(¢,z), tedy kazdému
bodu (tg, &) € G lze prifadit smérovy vektor tecny k integralni kiivce v bodé (¢, §), tj. pfimky
x—& = f(to,€)(t —to). Tento vektor mé souradnice (1, f(to,&)). To znamend, ze rovnice (1.1)
definuje na G vektorové pole?. Toto pole se nazyva smérove pole rovnice (1.1).

Kazda integralni kiivka rovnice (1.1) je wektorovou cédrou® smérového pole. Smérové pole
tedy poskytuje pfedstavu o pribéhu feseni rovnice (1.1).

Vrstevnice funkce f, (tj. kfivky zadané rovnici f(¢,xz) = ¢) se nazyvaji izokliny rovnice
(1.1). Jsou to k¥ivky, na nichz maji vektory ze smérového pole stejny smér.

“« %

'P¥i ,mechanickém* Teseni rovnice (1.4) jakoZto rovnice se separovanymi proménnymi vyjde x = (t — C)?,
coz by znamenalo, ze Teseni je pro t < C' klesajici funkci. Prava strana rovnice je vSak nezaporna, takze reseni
musi byt neklesajici.

2Vektorové pole na mnoziné G je zobrazeni ¢ mnoziny G do (kone¢né rozmérného realného) vektorového
prostoru, tj. ¢ : G — R™; v nasem pripadé je n = 2.

$Vektorova Gara vektorového pole ¢ : G — R? je kiivka v R™ takova, ze vektor o(t,z) je teénym vektorem
k této kiivce v bodé (¢, x).
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Obrazek 1.1: Smérové pole rovnice (1.4). Izokliny jsou vyznaceny teckovanou ¢arou, integralni
kiivky carou plnou. Integralni kiivka odpovidajici singuldrnimu feseni z* = 0 splyva s osou
nezavisle proménné ¢.

Priklad: Najdeme smérové pole rovnice (1.4). Jeji izokliny jsou dany rovnici

2\/x = ¢

konstanta ¢ je nezapornd, nebof odmocninu v redlném oboru definujeme jako nezapornou
funkci. Po trividlni apravé dostaneme

.

=

xr =

Izokliny jsou tedy piimky rovnobézné s osou ¢; na izoklin€ splyvajici s osou ¢ i smérovy vektor
s osou t splyva, tj. ma nulovy sklon, s rostouci vzdélenosti izokliny od osy t¢ roste sklon
smérového vektoru. Situace je znazornéna na Obr. 1.1. |

Poznamka k terminologii a symbolice

Rovnice (1.1) se nazyva diferencidlni, prestoze se v ni zadny diferencial neobjevuje; v rovnici
vystupuji jen nezavisle proménna, hledana funkce a jeji derivace. Terminologie je ale osprave-
dlnéna skutecnosti, ze derivaci mizeme zapsat jako podil diferencialt a rovnici (1.1) pfepsat
do tvaru

dx

E = f(tv I’),
nebo po formalni Gprave

f(t,z)dt —dz = 0.

Diferencialni rovnici tedy miizeme zapsat jako rovnici, v niz se vyskytuji zavisle a nezavisle
proménna a jejich diferencidly, tedy ve tvaru

O(t,z,dt,dz) = 0.

7 tohoto zapisu vsak neni tplné jasné, ktera z veli¢in = a t je zavisle a ktera nezavisle pro-
ménna. To nékdy nemusi byt nedostatek, ale vyhoda. Zejména pokud proménné z a t inter-
pretujeme geometricky jako soufadnice bodu, neni zadné z nich , privilegovand®.
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Exkurs: geometricky pristup a elementarni metody feseni diferencialnch rovnic

Ke studiu diferencialnich rovnic mimo jiné vedla tloha z analytické geometrie: napsat rovnici kiivky
v roviné dané soufadnymi osami z a y, pokud zname jeji te¢nu v libovolném bodé; mizeme navic
pozadovat, aby kfivka prochazela danym bodem.

Diferencialy dz a dy (podrobnéji feceno diferencialy standardnich soufadnicovych funkei) si pied-
stavujeme jako ,nekonecné malé prirtistky kiivky ve sméru jednotlivych os“; trochu piesnéji feceno,
jako pFirtstky naméfené na teéné. Teény vektor ke kiivce v obecném bodé tedy méa souradnice (dz, dy).
V zadéni dlohy je, Ze zndme teény vektor v kazdém bodé; feknéme, Ze to jsou vektory 7(x,y). Nemi-
Zeme ovSem bezprostiedné pracovat se vztahem

(dz,dy) = 7(x,y),

nebot na levé strané by byl vektor ,nekonec¢né kratky*, vektor ,skoro nulové délky“, na pravé strané
vektor nenulovy; normovat ,skoro nulovy vektor® nedava rozumny smysl. Ponévadz ale zname tecny
vektor, zndme také vektor normalovy v(x,y); ten je kolmy na vektor teény 7(z,y), a tedy také na
infinitezimalni vektor (dz, dy). Jinak feceno, skalarni soucin vektort te¢ného a normélového je nulovy.
Pokud tedy normélovy vektor v bodé (x,y) rozepsany do soufadnic je

v(z,y) = (f(z,9),9(z,y)),

pak musi platit
f(@,y)dz + g(z,y)dy = 0. (1.5)

Rovnice hledané krivky je tedy fesenim této diferencidlni rovnice v tradi¢nim zapisu pomoci diferenci-
alt. Jeji feseni, tedy hledanou kiivku, nazyvame integralni krivkou této rovnice. Pozadavku, aby krivka
prochizela danym bodem (g, yo), fikdme Cauchyova podminka. Mizeme ji také zapsat v nékterém
z tvart

y(xo) = Yo, mnebo x(yo) = xo. (1.6)

Diferencidlni rovnici (1.5) spolu s Cauchyovou podminkou nazyvame Cauchyiv problém nebo Cauchy-
ova tuloha.

Slovnim spojenim ,fesit diferencidlni rovnici elementarnimi metodami® rozumime: ,ulohu najit
feSeni diferencialni rovnice nebo Cauchyovy tlohy pfevést na néjakou jinou — jednodussi — tlohu*.
Pritom za ,,jednodussi ilohu“ povazujeme takovou, kterd se objevuje v kursu matematické analyzy
pied probiranim diferencialnich rovnic. Casto jde o vipocet integralii, proto se elementarnim metodam
feseni také rikava ,feseni v kvadraturach®.

Pri feseni diferencialnich rovnic elementarnimi metodami byva uziteéné rovnice zapisovat ve tvaru
(1.5) s diferencidly.

Priklad: Najdeme rovnici kruznice se stifedem v pocatku soufadnic, kterd prochézi bodem (1,2).
Te¢na ke kruznici je v kazdém bodé kolméa k pruvodici (tiseéce spojujici uvazovany bod a stied
kruznice), smérovy vektor privodice v bodé (z,y) je (x,y)—(0,0) = (z,y). Dostavdme tak diferencialni
rovnici
xdx 4+ ydy = 0,
tedy rovnost diferenciali
rdr = —ydy.
Z rovnosti diferencidléi plyne rovnost integralti (az na integra¢ni konstantu). A ponévadz hledana
kruZnice mé prochdzet bodem (1,2) (mizeme také ¥ici, ze kiivka z bodu (1,2) vychazi, ze bod (1,2)
je jejim pocateénim bodem), dostaneme
z y
[ eae=— [ nan
1 2
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Loy 1,2 142 (1,2 192 . «
To znamena, ze 5 17 = (2y 52 ), po upraveé

x? +y? =5.
Tento vysledek zcela odpovida tomu, co nas naucili na stfedni skole. [ |

Exaktni rovnice

Jedn4 se o diferencidlni rovnici ve tvaru (1.5), kde funkce f a g spliiuji identitu

) = g @) (1.7

Vyraz na levé strané rovnice (1.5) je za predpokladu (1.7) totdlnim diferencidlem* néjaké kmenové
funkce F'. Pfipomenime si, Ze kmenova funkce spliiuje podminky
oF OF

Je-li F kmenovou funkci diferencidlu na levé strané rovnice (1.5), pak rovnost
Fz,y) = c,

kde ¢ je redlna konstanta, je implicitnim vyjadfenim FeSeni rovnice (1.5). O tom se snadno piesvédcime
primym dosazenim.

Hledéni feSeni rovnice (1.5) jsme tedy pfevedli na problém hledani kmenové funkce diferencidlu a
na vysetfovani implicitné zadané funkce.

Spolu s rovnici (1.5) uvazujme Cauchyovu podminku (1.6). Bod (xo,yo) musi samoziejmé lezet
v pruniku defini¢nich obort funkci f a g. Budeme hledat takovou kmenovou funkci F', pro niz plati

F(xo,y0) = 0.
Prvni z podminek (1.8) spliiuje funkce F' dand predpisem

F(z,y) = / F(6,9)dé + o), (1.9)

kde ¢ je n&jaka diferencovatelna funkce, pro niz plati ¢(z¢) = 0. Aby byla splnéna druhé z podminek
(1.8), musi platit

o |7 o
: / FEE +9)| =5 / FE e+ () = g(a,y)

symbol ’ nyni oznacuje obycejnou derivaci podle proménné y. Z predchozi rovnosti a z podminky
©(yo) = 0 plyne

@(y)/y g(xvn)%/mf(f,n)dé dn/yg(xm)dn]f(é,y)d§+]f(§,yo)d§-

Yo Yo

Dosazenim do rovnosti (1.9) dostaneme hledanou kmenovou funkci F. Regeni Cauchyovy tlohy (1.5),
(1.6) je tedy implicitné ddno rovnosti

/ F(E,yo)de + / o(, n)dn = 0. (1.10)

Yo

4Viz napf. Z. Dosla, O. Dosly: Diferencidlni pocet funkci vice proménngch. MU, Brno 1999, kap. 4
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Analogickym postupem (s opa¢nym pofadim integrovan{) miizeme najit feSeni tlohy (1.5), (1.6) v im-

plicitnim tvaru
Yy

/ F(€y)de + / o(zo.m)dy = 0.
o Yo

Hledani feseni Cauchyovy tlohy (1.5), (1.6) jsme tedy v pfipadé exaktni rovnice prevedli na pro-
blém vypoctu integralt a na vysetfovani implicitné zadané funkce.

Specialni pripad: rovnice se separovanymi proménnymi.

Jedna se o rovnici tvaru
f(z)dz + g(y)dy = 0, (1.11)

v niz funkce f a g jsou funkcemi praveé jedné proménné. Tato rovnice je evidentné exaktni.
Kiivka, kterd spliiuje rovnici (1.11) a prochazi bodem (zg, y9) mé podle (1.10) obecnou rovnici

]f(é)déJr /yg(n)dn =0.

Yo

Obecnéji miizeme mluvit o rovnicich se separovatelngmi proménngymi, pokud v rovnici (1.5) jsou
funkce f a g sou¢inem dvou funkei jedné proménné. Jedna se tedy o rovnice

f1(@) f2(y)dz + g1(x)g2(y)dy = 0. (1.12)
Pokud je pfislusnd Cauchyova podminka takova, ze fa(yo) # 0 # g1(zo), mizeme rovnici (1.12) vydélit
vyrazem f2(y)g1(x) a dostaneme rovnici se separovanymi proménnymi

fl(x)d:ch 92(y)d

g1(x) f2(y)

Je-li f2(yo) = 0 nebo fi(xg) = 0, ale v ryzim okoli bodu (zg,yo) je f2(y) # 0 # ¢g1(x), provedeme
stejnou upravu a feseni Cauchyovy tlohy dostaneme v implicitnim tvaru

y=0.

[ f1(€)
91(¢)

o

f g2(n)
; fz(n)d

d¢ +

n =0,

pokud oba integrély konverguji. V piipadé, ze fa(yo) = 0 (resp. ¢g1(zo) = 0), je pfimka dana rovnici

y = yo (resp. © = xp) integralni kiivkou rovnice. ReSeni y = yo (resp. & = xo) miZe byt singuldrnim
fesenim této rovnice.

Integracéni faktor

Rovnici (1.12), kterd obecné neni exaktni, jsme vyndsobili vyrazem
1
g1(x) fa(y)’

a tim ji pfevedli na rovnici exaktni. MtZeme obecné hledat nenulovy vyraz o = o(z,y) takovy, Ze pfi
danych funkcich f = f(z,y), ¢ = g(x,y) je rovnice

o(z,y) =

oz, y) f(z,y)dz + o(x,y)g(x,y)dy = 0 (1.13)
exaktni. Vyraz o(x,y) se pak nazyva integracni faktor dané rovnice. V takovém piipadé musi platit
) ) . 0o of _ e 9g
—of = — tj. == L ==L =
3y of = 5-09, 1 ayf tog, T et %,
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(pro stru¢nost zapisu nepiSeme nezavisle proménné). Z téchto rovnosti dostaneme vztah

b 00 _(0f 0y
rr 6y<8y 630) e (1.14)

To znamena, ze funkce p spliiuje rovnici, v niz se vyskytuji jeji parcialni derivace, tj. funkce g je feSenim
parcialni diferencidlni rovnice. Resit parcialni diferencidlni rovnici neni , jednodussi Gloha“, nez Fesit
obycejnou diferencialni rovnici. Problém hledani integrac¢niho faktoru tedy nemtizeme prohlésit za
vyfeseny.

Pokud by v8ak integrac¢ni faktor ¢ byl funkei pouze jedné proménné x, o = o(x), pak by

do do _do

— =0 a —=—.
dy Jdr dzx

Parcidlni rovnice (1.14) by tak pfesla na rovnici obyéejnou

do _1(0f 99
dz g \dy Oz e

nebo v diferenciadlnim tvaru

1 1 /09 Of
“do+ - | = - =L =0. 1.1
ng g (81' 8y) dr=0 (1.15)

Pokud je vyraz pred diferencidlem dz funkei pouze jedné proménné x, pak je rovnice (1.15) rovnici se
separovanymi proménnymi.
Dostavame tak zaveér: Je-li
O91(0g 0f\_,
dy g (536 ay) -

pak existuje integra¢ni faktor ¢ = p(x) rovnice (1.5); tento integracni faktor je FeSenim obycejné

diferencidlni rovnice (1.15).
01 /0f 0Og 0
el A I
Ox f \ Oy Ox ’

Analogicky odvodime: Je-li
pak existuje integracni faktor o = p(y) rovnice (1.5), ktery je feSenim obycejné diferencidlni rovnice se

separovanymi proménnymi
1 1 /0f 0g
—do+=(=———==)dz=0.
oy <6y c’m) ’

Rovnice na rovnici exaktni transformovatelné

Neékteré specialni rovnice lze vhodnou substituci nebo tpravou (pfipadné kombinaci obou postupt) na
rovnici exaktni prevést. Jedna se zejména o nasledujici typy rovnic:

(i) Rownice homogenni.
Nejprve piipomeneme definici: Funkce h : R? — R se nazyvd homogenni vddu k, pokud pro
kazdou realnou konstantu « plati h(xkx, ky) = *h(x,y).
Homogenni diferencidlni rovnice je rovnice tvaru (1.5), v niz obé funkce f a g jsou homogenni
stejného radu. Takovou rovnici mizeme upravit na tvar

zF f (1,%) dz + g (1,%) dy =0

a po vydéleni vyrazem z* dostaneme

f(l,%) derg(l,%) dy = 0. (1.16)



1.1. OBYCEJNA DIFERENCIALNI ROVNICE PRVNIHO RADU 21

Y

Odtud (formdlné) plyne % = fgLyzg
g 15_
x

Dale zavedeme substituci
u="Y. (1.17)
T

7 této rovnosti dostaneme ) .
U
—dx + 9(1,u) du =0,
z S, u) +ug(l,u)
coZ je rovnice se separovanymi proménnymi, tedy specialni pfipad rovnice exaktni.
Jesté poznamenejme, ze pii oznaceni (&) = f(1,€) a ¥(§) = ¢g(1,£) mizeme rovnici (1.16)
prepsat na tvar

@(g) dz + (E) dy = 0;
x x
takové rovnici fikdme homogenni v uzsim smyslu.

f<w) dx+g<w) dy =0, (1.18)

(ii) Rownice typu

ar + By + ar + By +
Rozlisime tfi pripady:
1. ¢ =~ =0. Oznacime

F(z,y) = f (M) , Gla,y) =g (M)

oz + By az + By
a rovnici pfepiseme jako
F(xz,y)dx 4+ G(x,y)dy = 0.
Pritom plati

_ akr +bry \ ar +by \
F(kz,rky) = f (m) =f (rchﬂy) = F(z,y)

a stejnym vypoctem G(kz,ky) = G(z,y). Obé funkce F' a G jsou homogenni fadu nula.
Rovnice (1.18) je v tomto pfipadé homogenni a mtizeme ji fesit substituci (1.17).
2. a = =0.V tomto pripadé zavedeme substituci
axr + by + ¢
’7 3

takze rovnici prepiSeme ve tvaru
fuw)dz + g(u)dy =0
f(u)

d
a 7 ni vyjadiime 2 = — Y Dale plati

dz g(u)

b3 (o) -2l - e
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takze dand rovnice se transformuje na tvar

dr s — 290 4,

= 0,
bf (u) — ag(u)
COZ je rovnice se separovanymi proménnymi.
b
3. 2 +~2 #£0 # a? + 2. Nejprve vyraz wtyte upravime.
az + By + v

Pokud «a # 0, dostaneme

ax + by +c 1< (abaﬂ)erozca'y)
— =" a
a

ar+By+v ax + By + vy

pokud S # 0, dostaneme

ax+by+c1<b (abaﬂ)er'ybﬂc)
ax+py+v B az + By + '
Nyni mohou nastat dvé moznosti:

e ab — aff = 0. Z predchoziho vypoctu pak vidime, Ze rovnice je stejného typu, jako
v pripadé 2.

e ab — af # 0. Za tohoto predpokladu existuje jednoznac¢né reSeni m,n soustavy alge-
braickych linedrnich rovnic

am+ bn =c,
am+ fn =-.

S vyuzitim tohoto FeSeni zavedeme substituce
E=x+m, n=y-+n. (1.19)

pak d¢ =dx,dy =dn a

ar+by+c  al—m)+bn—n)+c
ar+By+y  all—m)+Bn—n)+y

a&+bn— (am+bn) +c a& + by

af + B —(am+bn)+~  af+ By’

To znamend, Ze substituce (1.19) pfevede rovnici (1.18) na rovnici stejného typu, jaky
je v pripadé 1.
(iii) Rownice linedrnt je rovnice, v niz je podil diferencidlt (derivace) vyjadfen jako vyraz linedrni

v zavisle proménné, tj.

j—z =a(x)y + b(x), nebo j—z = a(y)r + b(y),

kde a, b jsou néjaké integrabilni funkce jedné proménné, funkce a je nenulova. Budeme se vénovat
prvni z rovnic ve tvaru

(a(z)y + b(z))dz — dy = 0; (1.20)
druhd rovnice z ni vznikne zaménou promeénnych.

Jednd se o rovnici tvaru (1.5), kde f(x,y) = a(z)y + b(z) a g(x,y) = —1. Ponévadz

99 of _
%—a—y——a(x);éo,
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rovnice neni exaktni. Budeme tedy pro ni hledat integrac¢ni faktor. Ponévadz

01 /(09 Of 0 _
8_y§ (a - 8_y) (z,y) = 5-a(x) =0,

existuje integracni faktor tvaru o = o(z). Ten je feSenim rovnice se separovanymi proménnymi
1
—do + a(z)dz = 0.
0

Tato rovnice ma podle (1.10) feSeni v implicitnim tvaru zapsaném rovnosti

=—]M&%-

zo

o x
1
/—dr—l—/a(f)df =0, po upravé In
r 90
Qo0 xo

Volime g9 = 1 (nejde ndm totiz o nalezeni vSech moznych integracnich faktord, ale sta¢i ndm
jen jeden) a dostaneme integracéni faktor ve tvaru

= [ a(§)dg
o(x) =e =0 .

Rovnici (1.20) vynasobime timto integra¢nim faktorem a dostaneme rovnici exaktni

— [ a(o)do — f a(&)dé
(a(z)y + b(z))e <o dz —e o dy =0,

kterd ma podle (1.10) feSeni zapsané v implicitnim tvaru

x 3 x
~ [ a(o)do T a(o)do
/(a(f)yo +b(6))e =0 dé — /e =0 dn = 0. (1.21)
o Yo
Nyni vypocitame
xT 3 T 3 x
= Ja(o)do d - [alo)de — [ a(o)do
[ (@€ = %Z—m/éﬁro de=—yo e o —1),
) Zo
Yy z x
= [ a(&)d¢ — [ a(¢)de
/e o dn:(y—yo)e £ ,
Yo
dosadime do (1.21),
x S P
- [ a(o)do — [ a(¢)de
/b(g)e v dé +yo —ye o =0

o

Odtud vyjadiime FeSeni rovnice (1.20) ve tvaru

f a(&)dé y fa(a)da
Y = o€ + /b(«s)eg d¢. (1.22)
o
(iv) Rovnice Bernoulliova
dy .
=, = a@)y +b(z)y’,

dx
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kde r # 1 je néjaka redlna konstanta.
Zavedeme substituci

Pak

% =(1- r)y_Tj—i =1 =r)y " (al@)y +blx)y") = (1 —r)(alz)y' " +b(z)).

Bernoulliova rovnice se tedy transformuje na rovnici

du
o= (1 —r)a(x)u+ (1 —7r)b(z),

coz je rovnice linearni.

1.2 Systémy diferencialnich rovnic

1.2.1 Vektorové a maticové funkce

Redlny n-rozmérny vektor x je prvkem prostoru R"™. Slozky (standardni soutadnice) vektoru
@ budeme znaéit x1,x9, ...,z nebo (x)1, (x)2,..., ().

Matice A o m rtddcich a n sloupcich je prvkem prostoru R™”. Jeji slozku na i-tém radku
a v j-tém sloupci budeme znacit a;; nebo (A);;. Vektor z prostoru R™ budeme chéapat jako
matici o n radcich a jednom sloupci.

Je-li tedy @ € R" a A € R™" miizeme psat

T aill a19 e A1n
€To a1 as ... a2, "
z=| .|, ®i=z, A=|[ . . | Wi =ay (A=) agan.
: : : SR P
L, Am1 Am2 ... Qmp

Normy vektora a matic

I
T2
Normu vektoru x = . , podrobnéji vektorovou 1-normu nebo souctovou normu definu-
Tn
jeme predpisem
n
Izl = llzll, = |-
i=1
all a19 e A1n
_ a1 a2 ... Q2p " ) 5
Normu matice A = . . ) . , podrobnéji maticovou 1-normu nebo soucto-
am1 QAQm2 ... Amn,

vou normu definujeme predpisem

m n
IAL=11Aly =D > lail.

i=1 j=1
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Na mnoziné vektort zavadime metriku o(x,y) = || — y||, na mnoziné matic zavidime met-
riku o(A,B) = ||[A — B||. Jedna se o souc¢tovou neboli taxikarskou metrikou, sr. Z. Dosla, O.
Dosly: Metricke prostory. MU, Brno 1996, 1.1.1.2.iii.

e Plati: [|[Ax|| < ||A]| ||z||. Této vlastnosti se fika, ze maticovd norma je souhlasnd s vektorovou

normou.
n

Diikaz: Pro libovolné i,k € {1,2,...,n} je |ajx| < > |aij|. Odtud plyne

j=1
m m n m n
IAZ| = [(Az)i| = > amar| < D> lawllex] =
i=1 i=1 k=1 i=1 k=1
n m n m n n m n
S {0 ) of 17 95 o(2%) I O oI} D b ) B
k=1 i=1 k=1 i=1 j=1 k=1 i=1 j=1
Spojitost, derivace a integral vektorovych a maticovych funkci
Vektorova funkce, podrobnnéji n-vektorova funkce, * = x(t) je zobrazeni  : R — R",

maticova funkce, podrobnéji ¢tvercovd n-rozmérna maticova funkce, A = A(t) je zobrazeni
2
A:R —R™,

I (t) all (t) alg(t) N QA1n (t)
x(t) _ T2 (t) A(t) _ a1 (t) ago (t) e aon (t)
n(t) i) ana(t) . am(®)

Na mnoziné R uvazujeme pfirozenou metriku, na mnoziné R", resp. R”Q, uvazujeme piislus-
nou souctovou metriku. Spojitost vektorové, resp. maticové, funkce chapeme jako spojitost
ptislusného zobrazeni metrickych prostort. Podrobnéji: vektorova funkce x (resp. maticova
funkce A) je spojitd v bodé ¢y svého defini¢niho oboru, jestlize ke kazdému kladnému ¢islu
¢ existuje kladné cislo § tak, Ze pro vSechna ¢ z definicniho oboru funkce x z nerovnosti
|t —to| < 6 plyne nerovnost ||x(t) — x(to)|| < € (resp. ||A(t) — A(to)|| < €). Vektorova (resp.
maticova) funkce je spojita pravé tehdy, kdyz vSechny jeji slozky jsou spojité.

Limitu v bodé ty, derivaci v obecném bodé t a integral v mezich od t do ty vektorové,
resp. maticové, funkce definujeme vztahy (v uvedeném poradi)

t
/ i(s)ds,

i=sto t—sto o
0 ;. to

(lim :c(t))i = lim z;(¢), (i_f@)i = (2'(t), = («}(t)), /tsc(s)ds

~+

t

(tlgg) A(t))ij = lim a;(0), (%(t)) = (AW),, = (), j A(s)ds | = / as;(s)ds.

v

~+

0 ij to

1.2.2 Vektorova rovnice prvniho radu
Definice 6. Bud G C R mnoZina s neprazdnym vnitikem, f : G — R”. Rovnice

' = f(t,x) (1.23)
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se nazyva systém n obycejnich diferencidlnich rovnic prvniho 7ddu nebo n-vektorovd obycejnd
diferencidalni rovnice pruniho rddu.

Rovnice (1.23) se od rovnice (1.1) lisi pouze tim, Ze nékteré symboly (konkrétné hledana
funkce « a funkce f na pravé strané) jsou tucéné, oznacuji vektorové proménné. Proto mtizeme
zopakovat vSe, co je uvedeno v 1.1 mezi Definici 1 a geometrickou interpretaci diferencialni
rovnice. VSechny pojmy vztahujici se k diferencidlni rovnici (1.1) jsou po piislu$né zaméné
skalaru za vektory pouzitelné i na systémy diferencidlnich rovnic.

Vektorovou rovnici mtizeme rozepsat do slozek

= filt,r,xe,. .. x),
.%'/2 - f2(t7x17x27"'7xn)7
= falt,z1,29,. .. 1),

Pocateéni podminku x(tg) = £ k rovnici (1.23) zadédvame pro systém rozepsany do slozek
ve tvaru

xl(to) = 51, $2(t0) = 52, PN xn(to) = fn (124)

Obecné feSeni n-rozmérného systému g(-,C) zavisi na n-rozmérné konstanté, tedy na n
parametrech.
1.3 Skalarni rovnice n-tého radu

Definice 7. Bud G C R'™ mnozina s neprazdnym vnitikem, f : G — R. Rovnice
2™ = f <t, z, 2’2", .. ,x("71)> (1.25)

se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice n-teho radu rozresend vzhledem k nejvyssi derivaci.
Resenim této rovnice na nedegenerovaném intervalu J C R se rozumi n-krat diferencova-
telna funkce x : J — R, kteréd pro kazdé ¢t € J spliuje podminky

(t,x(t),x/(t),x”(t), . ,x("*l)(t)) eG, 2™Mt)=f (t,x(t),m’(t),x”(t), . ,x("’l)(t)) .

Rovnici n-tého rddu lze pfevést na systém prvniho radu:
e Necht funkce z je feSenim rovnice (1.25). Definujme funkce

T =x, Tpp1 =12 prok=12....n—1.
Pak
Thil =T =Tf_ =Tf 9=+ = xgk) = z(®) prok=2,3,...,n,
= 35/17 2 = T3, 2" = T4, ., x(nfl) = 2,
takze

.7];1 - x(n) = f (t,x,x/,x”, B 7'7;(”71)) - f(t,l'l,xz,.%'?,, s 7$n)'
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To znamena, ze funkce x1, xo, ..., 2, jsou feSenim systému rovnic
I
€Ty - €2,
I
Lo - €3,
(1.26)
I
Tp-1~= Ln;
/
x, =flt,r1,x2,23,...,2p).
e Naopak, necht vektorova funkce & = (z1,x2,...,z,) je FeSenim systému rovnic (1.26). Pak

pro jeji slozky plati

/ / " / " (n—1)
1’2:1'1, 1’3:.%'2:1'1, x4=x3=$1,...,xn=1‘1 3

takze
1
xgn) =a) = f(t,x1,72,73,...,7) = [ (t,xl,xll,:cll',...,xgn )) .

To znamend, ze prvni slozka feseni systému (1.26) je FeSenim rovnice (1.25).

Celkem jsme ukézali, Ze rovnice (1.25) je ekvivalentni se systémem (1.26). Z této uvahy
také plyne, Ze pocdtecni (Cauchyovu) podminku pro rovnici (1.25) zadévame ve tvaru

2(to) = &1, 2/(to) = &2, 2" (to) = &, ..., x" D (tg) = &n, (1.27)

kde (t0,£1,£2, ... ,fn) € G.
Uplné Feseni, partikularni a obecné feseni rovnice (1.25) definujeme analogicky jako u rov-

nic prvniho fadu. Obecné feseni rovnice n-tého fadu zavisi na n parametrech.

Priklad: Pohyb hmotného bodu o hmotnosti m, ktery je vazan na primku a na ktery ptisobi
sila F' zavisla na poloze lze popsat skalarni rovnici druhého radu

kde x = z(t) ozna¢uje polohu bodu v ¢ase ¢, sr. Prolog, str. 7. Stejné dobie ho vsak lze popsat
systémem dvou rovnic

T =w,
1
/
=—F
v = F(o);

v = v(t) oznacuje rychlost bodu v ¢ase t. [ |
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Kapitola 2

Obecné vlastnosti diferencialnich
rovinic

Aby pocéteéni tloha pro diferencialni rovnici mohla byt popisem (modelem) néjakého redlného
procesu, musi mit nékolik vlastnosti:

1. Emistuge jeji Teseni. Diferencidlni rovnici povazujeme za vyjadieni (nebo alespon idea-
lizaci nebo aproximaci) néjakého ,zdkona“ (pfirodniho, ekonomického, sociologického,
...), tj. pravidla vyabstrahovaného metodami ptislusné védni discipliny. Proces se podle
tohoto pravidla skute¢né vyviji, tj. feseni pocatecni tilohy musi existovat.

2. Reseni pocdtecni tilohy je jediné. Je-li proces deterministicky, ze znalosti pocate¢niho
stavu a pravidla vyvoje jednoznac¢né plyne jeho dalsi vyvoj.

3. Reseni musi zdviset na parametrech rovnice a pocdtecnich podminkdch spojité. Viechny
konstanty (parametry modelu) a poc¢ateéni hodnoty miZzeme zméfit jen s omezenou
presnosti. A je zadouci, aby mala chyba méfeni nezpusobila velkou zménu feseni v ko-
necéném case.

4. Reseni musi byt definovdno v dostatecné dlouhém case. Modelovany proces urcité néja-
kou dobu probiha (abychom si ho viibec povsimli) a néjakou dobu jesté probihat bude
(aby mélo smysl ho modelovat).

Proto je pottebné se zabyvat otazkou, jaké podminky kladené na pravou stranu rovnice,
zaruc¢i existenci feSeni. Jinak feceno, jak pozname, ze pravidlo vyvoje neni z procesu vyabs-
trahovano naprosto Spatné.

Jednoznad¢né se vyvijeji procesy studované klasickou (nekvantovou) fyzikou. Procesy kom-
plexnéjsi (kterym se vénuje napfi. vyvojova a evolucni biologie, ekonomie, sociologie a po-
dobné) jiz jednozna¢né byt nemusi, mize dojit k néjakému ,vétveni“ procesu. Proto je uzitecné
studovat, kdy je feSeni rovnice jediné a za jakych podminek mutze dojit k nejednoznacnosti
feseni (tj. k nepredikovatelnosti vyvoje). Pf{jemnym zjisténim pfitom bude, Ze dostatecéné
podminky pro jednoznac¢nost feseni pocatecni tlohy jsou také dostatecnymi podminkami pro
spojitou zévislost TeSeni na parametrech a pocatecnich hodnotach. Vyvoj deterministickych
procest mizeme pro neprilis vzdaleny c¢asovy horizont predikovat dostatecné presné, pokud
zname deterministické pravidlo vyvoje a dostatecné presné méifime aktualni hodnoty. V této
formulaci zustaly velice vagni pojmy ,dostatecné presné“ a ,nepiili§ vzdaleny“. Co presné
znamenaji podstatné zavisi na charakteru procesu.

29
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Udrzitelnost byva dilezitou vlastnosti procesti, proto je dobré mit jasno v tom, do jakého
casu FeSeni pocatecni ulohy existuje. Zejména vyjasnit, zda existuje néjaka konecnd hranice,
za niz Feseni prodlouzit nelze, nebo zda je vyvoj (potenciilné) nekoneény.

V této kapitole nejprve ukadzeme, jak rozhodnout o existenci a jednoznacnosti feseni jedné
skalarni rovnice. Vedlejsim produktem provadénych tivah budou zakladni metody ptiblizného
feSeni téchto rovnic. Poté provedené uvahy zobecnime na systémy rovnic (na vektorovou
diferenciélni rovnici). V posledni ¢asti kapitoly ukézeme, jak odhadnout meze, ve kterych se
bude feseni rovnice pohybovat.

2.1 Existence a jednoznacnost reseni skalarni ODR

Uvazujme pocatec¢ni ulohu pro obycejnou diferencidlni rovnici prvniho fadu ve standardnim
tvaru

= f(te), alte) =& (2.1)
Na rovnost

2/ (t) = f(t,z(t))

definujici feSeni prislusné diferencialni rovnice se muzeme prosté divat jako na rovnost dvou
funkci jedné realné proménné ¢. Integraci v mezich od tg do ¢ dostaneme

t

o(t) = alto) = [ f(s.2(5)ds,

to

neboli

x(t) =&+ / f(s,2(s))ds. (2.2)

Naopak, derivovanim posledni rovnosti podle proménné ¢ dostaneme 2/(t) = f (t, x(t)) Navic,
pro funkci definovanou pravou stranou rovnosti (2.2) plati z(tg) = £. Vidime tedy, Ze po¢ate¢ni
tloha pro diferencidlni rovnici (2.1) je ekvivalentni s integralni rovnici (2.2).

K feSeni pocatecni tlohy (2.1) se budeme snazit pfiblizit tfemi rtiiznymi zpusoby. Ukazeme,
ze v limité jsou tato priblizeni (aproximace) rovna feSeni dané tlohy, coz znamend, Ze FeSeni
existuje a navic je vysledkem néjakého konkrétniho limitniho procesu.

2.1.1 Eulerovy polygony

Reseni tlohy (2.1) se spojitou funkci f budeme aproximovat funkci po ¢astech linearni a
spojitou. Jinak feceno, integralni kiivku nahradime lomenou ¢arou spojujici body (to,§),
(tl,xl), (t2,$2), e

Podrobnéji: Zvolime ¢asové okamziky t1,ts,t3,... (body na ose t) tak, ze tg < t; < tg <
t3---. Déle polozime x¢p = £ a budeme predpoklddat, ze zname hodnoty zi1,xs, 3, ..., Tk
takové, ze ,dobfe aproximuji“ feseni tlohy v okamzicich t1,%9,t3,..., tj.

r1 & x(ty), xo = x(ta), ..., vk ~ x(tg).
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Ze spojitosti funkce f plyne, ze

[t a(t) = f(tr,21), f(te,2(te)) = f(t2,22), .., f(te,x(tr)) = f(tk, ).
Podle (2.2) pro hodnotu feseni x dané ulohy plati

st) =€+ [ f(sa()ds

1

Integral aproximujeme integralnim souctem” a vyuzijeme spojitost funkce f. Dostaneme

bt k k
£+ / Fs,o(s))ds m €+ (tin — ) f (i, 2(t:)) = E+ D (i — t) f(ti 33).
0 i=0 i=0

Posledni vyraz vezmeme jako aproximaci hodnoty feseni v bod€ tx1, tj.

k
Tpy1 =€+ Z(ti-i-l — i) f(ti, xi) = o (trt1)-
=0
7 pocatecni hodnoty zy = £ timto zpiusobem postupné ziskavame jednotlivé aproximace reseni

x1 =x0+ (t1 — to) f(to, o), 2 =1+ (t2 — t1) f(t1,21), x3 = x2 + (I3 — t2) f(t2, x2),
. Tpyl = T+ (tk+1 — tk)f(tk, mk), .

atd. Vysledek mtizeme shrnout:

Euleriv polygon prislusny k uloze (2.1) a déleni D = {tg,t1,ta,...,t, = to + a} je lomena
¢éara, spojujici body (tg, o), (t1,21), .., (tn,zy). PFitom hodnoty z;, i = 0,1,2,...,n jsou
definovany rekurentné vztahy

xro = 5, Tpt1 = Tk + (tk-i—l — tk)f(tk,xk), k= 0,1,2,...,n— 1.

Euleruv polygon je zkonstruovan tak, ze aproximuje graf feseni dané tlohy. Lze tedy ocekavat,
ze se zjemnovanim déleni intervalu J (tj. s ristem poctu délicich bodi n a se zmensovanim
normy déleni (D) = max {|t; — t;—1| : 4 =1,2,...,n}) se bude Eulertuv polygon ,pfiblizovat“
ke grafu feSeni ulohy (2.1), k integréalni kiivce rovnice.

Provedend uvaha jesté nedokazuje, ze posloupnost Eulerovych polygoni pro v(D) — 0
skutecné konverguje; a pokud konverguje k néjaké funkci, tak ze tato funkce je resenim dané
ulohy. Korektni diikaz — ktery samoziejmeé existuje — je analogii konstrukce Riemannova in-
tegralu.

Po provedeni ditkazu je jisté, ze feseni dané tulohy existuje a navic, ze ho lze najit jako
limitu posloupnosti Eulerovych polygont. Plati tedy:

Tvrzeni 1. Je-li funkce f : [tg,to + a] x R spojita, pak mé tloha (2.1) feSeni definované na
intervalu [to, to + al.

! Pfesnéji fedeno, jednim z moznjch tvart integralniho soué¢tu. Ten uvedeny odpovid4 aproximaci integralu
pomoci obdélnikového pravidla.
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Zobecnénim tohoto tvrzeni je Peanova véta o existenci feseni pocatecni tlohy, tj. Véta 77.

Pokud chceme skuteéné Eulerovym polygonem aproximovat feseni néjaké tlohy, je nutné
zvolit konkrétni interval [tg,tp + a] na kterém feSeni hledame, a zvolit konkrétni déleni
{to,t1,t2,...,t, = to + a} tohoto intervalu. Pro vypocet je nejjednodussi volit konstantni
délku kroku h, tj. vzit déleni takové, ze t;11 —t; = h pro vSechna ¢ = 0,1,2,...,n — 1; takové
déleni se nazyva ekvidistantni. Byva ovsem ucelné délku kroku meénit podle rychlosti zmény
hledané funkce, tedy podle velikosti absolutni hodnoty jeji derivace — s rostouci hodnotou
| f(ti, ;)| zkracovat vzdalenost k nasledujicimu délicimu bodu t441.

Ukézeme jednu jednoduchou moznost, jak volit délku kroku ,,adaptivné“, podle velikosti
derivace hledané funkce v bodé ¢; (pfesnéji: podle derivace zprava Eulerova polygonu v bodé
tr). Zvolime konstantni délku ¢ strany Eulerova polygonu, tj. pozadujeme, aby pro platilo

(trpe1 — ti)2 + (g1 — ) = 6%

Ponévadz xpy1 = xp + (tg+1 — tx) f(tg, k), miZzeme z této podminky vypocitat

let1 =tk + .
1+ f(tkw xk)z

Priklad: UvaZzujme pocéatecni tlohu
o =2t+2% 2(0)=0. (2.3)
Zvolime konstantni délku kroku h. Pak t;, = kh a prislusné rekurentni vztahy jsou
z9 = 0, Tpy1 = Tp + W2y, + 23) = 21, + hai + 2kh>.
Pri ,,adaptivni“ volbé délicich bodt dostaneme dvojici rekurentnich vztah:
to =0, zg =0,

)

V1+ (2t +a2)?

Na obrazku 2.1 jsou zobrazeny Eulerovy polygony na intervalu [0,1] s konstantni (b = 0,2)
is ,adaptivni“ délkou kroku (§ = 0,2). |

tp+1 =t + , Tyl = Tk + (tpr1 — tg) (2tk + x%) .

2.1.2 Picardova posloupnost

Picardova posloupnost postupnych aprozimact tesent ulohy (2.1) je posloupnost funkei defi-
novana rekurentné

zo(t) =&,

t

xk+1(t):£+/f(s,xk(s))ds, k=0,1,2,....

to
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0.8 1.2

0.4

0.0
L

Obrézek 2.1: Piiblizné feSeni pocatecni ulohy (2.3) na intervalu [0,1] pomoci Eulerovych
polygonii (lomené ¢ary s vyznacenymi body zlomu) a Picardovy posloupnosti (hladka kiivka):
modrd — Eulertiv polygon s ekvidistantnim délenim intervalu, h = 0,2; zelend — Eulerav
polygon s adaptivni délkou kroku, § = 0.2; cervend — ¢tvrty clen Picardovy posloupnosti
postupnych aproximaci 3.

Budeme predpokladat, ze funkce f je spojita, a ze Picardova posloupnost stejnomérné kon-
verguje k funkci z. Ponévadz interval [tg, t] je koneény (a tedy kompaktni), funkce f je spojita
stejnomérné. Odtud plyne, Ze nasledujici Gpravy jsou korektni:

k—o00

t
2(t) = Jim 4(t) = Jim s () = ¢+ fim [ f(s.a(5))ds =
to

t

—c+ / f (S’JL“;O xk(s)> ds— ¢+ /t 7 (5, 2(s))ds.

to

Stejnomérna limita Picardovy posloupnosti je tedy feSenim integralni rovnice (2.2), takze je
také FeSenim pocatecni tlohy (2.1). Staci tedy ukézat, ze Picardova posloupnost konverguje
stejnomérné, pripadné najit podminky, za jakych stejnomérné konverguje.

Stejnomérnou konvergenci Picardovy posloupnosti zaruéi Lipschitzova podminka: Rek-
neme, ze funkce f : J x D — R je Lipsichitzovskd s konstantou L > 0 wvzhledem k druhé
promenné, pokud pro vSechna t € J a vSechna x,y € D plati

Predpokladejme nyni, Ze funkce f v rovnici (2.1) je na mnoziné [ty — a, to + a] X R Lipschi-

tzovska s konstantou L vzhledem k druhé proménné. Zvolime libovolné piirozené ¢islo p a
kladné realné cislo o takové, ze
1
a<max§ —,a,.

al < 1. (2.4)

Pak plati



34 KAPITOLA 2. OBECNE VLASTNOSTI DIFERENCIALNICH ROVNIC

Pro libovolnd k € N, ¢ € [ty — a, t9 + ] nyni plati

t

0 <|zk(t) — zpep(t)] = §—|—/f(s,xk_1(s))ds—£—/f(s,xkﬂ,_l(s))ds =

to
t

= /(f(s,mkl(s)) —f(s,xkﬂ,,l(s)))ds <

IN

/‘f(svmkl(s)) - f(37$k+p71(8))|d8 <

to+ao

< L [ foia(s) = siapr 9 ds <L [ [oia(s) = mipea(s) ds <
to to—a
< 2Lomax {|zr_1(t) — Tpgp—1(t)| 1 to —a <t <to+a}.

Proto také

0 < max {|zk(t) — zp4p(t)] 1t <t <o +a} <
< 2Lamax {|xp—1(t) — Tpyp-1(t)] :to—a <t <tog+a}.

Analogicky dostaneme

0 <max {|zg_1(t) — Tpyp_1(t)| 1o <t <top+a} <
< 2Lamax {|zg_2(t) — Tpip—2(t)] 1to—a <t <ty+a}

a tedy

0 < max {|zk(t) — zp4p(t)] 1t <t <o +a} <
< (2La)? max {|z)_o(t) — Tpyp 2(t)] tto —a <t <to+a}.

Po k analogickych krocich krocich dostaneme odhad

0 < max {|zk(t) — zp4p(t)] 1t <t <to+a} <
< (2La)" max {|zo(t) — 2,(t)] 1 to —a <t <to+al.

Z nerovnosti (2.4) plyne, Ze limita vyrazu na pravé strané je pro k — oo rovna nule. Odtud
dale plyne, ze Picardova posloupnost funkei {zj} je na intervalu [ty — o, tp + | stejnomérné
Cauchyovska a tedy stejnomérné konvergentni. Ukazali jsme tak, ze limita Picardovy posloup-
nosti je feSenim pocatecni ulohy (2.1) na intervalu [tg — a, to + .
Jesté ukazeme, ze toto FeSeni je jediné. K tomu ucelu pripustme, Ze existuje dalsi feseni
y = y(t) tlohy (2.1) definované na intervalu [tg— a, to+a], které je rizné od limity = Picardovy
posloupnosti, tj.
max {|z(t) —y(t)| :to —a <t <tp+a}>0. (2.5)
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Ponévadz funkce x a y jsou také feSenim integralni rovnice (2.2), plati pro kazdé ¢ z intervalu
[to — a, to + a] nerovnost

t

(1) — y(t)] = §+/f(s 2(s))ds — € — /fsy )ds| <

§/‘f(s,x()) (s,y(s ‘<L/|x s)|ds <
< 2Lamax{]w( )—y)|: to—a<t<ty+a}.

Z platnosti této nerovnosti pro kazdé ¢ € [tg, tg + o] dale plyne nerovnost
max {|x(t) —y(t)| :to —a <t <ty+a} <2Lamax{|z(t) —y(t)|: to —a <t <ty+a}

a vzhledem k (2.5) také 1 < 2L, coz je ve sporu s (2.4).

Provedené tivahy mutizeme shrnout:

Tvrzeni 2. Je-li funkce f Lipschitzovska vzhledek ke druhé proménné, pak mé pocatecni
tloha (2.1) jediné feSeni definované na okoli bodu ty.

Zobecnénim tohoto tvrzeni bude Picardova-Lindeltfova véta o existenci a jednoznacnosti
FeSeni systému diferencialnich rovnic, tj. Véta ?7.

Ponévadz Picardova posloupnost {xy}- o konverguje k feSeni x pocatecni ulohy (2.1), 1ze
jeji ¢len s ,dostatecné velkym*“ indexem k povazovat za priblizné feseni této ulohy.

P1i odvozeni konvergence Picardovy posloupnosti jsme také odhadli interval, na kterém
tato posloupnost konverguje. Tento odhad ¢isla a (poloviny délky intervalu konvergence)
zévisi na neznamé velikosti Lipschitzovy konstanty L. Navic se jedna o odhad ,,pesimisticky“
nebo ,konzervativni“; Picardova posloupnost obvykle konverguje na Sirsim intervalu, nejen
na [to — a, to + af.

Pokud méa funkce f ohranicenou parcidlni derivaci podle druhé proménné, pak lze za
Lipschitzovu konstantu volit

L= sup{‘%(t,x)

teJx e R} .
V takovém pfipadé totiz podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté existuje ¢ € (0, 1), Ze

)= £ = | G (124 90y = ) = )| < Lo .

Priklad: Uvazujme znovu pocéate¢ni ulohu (2.3). Postupné budeme poéitat ¢leny Picardovy
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posloupnosti postupnych aproximaci:
z1(t) = 04 [ (254 0%)ds =t%

za(t) = 0+ [ (2s+ (82)2) ds =1t* + 15,

145 11
Bt + ®+ 275t

/N

2s + (52 + %55 + 2%58 + 2—%5811)2> ds =

t
0
/t
0
t t
x3(t) = 0+/(25+(52+é55)2> ds:/(25—|—54—|—%87—|—%510)ds:
0 0
+
/t
0

t
_ 4, 2.7, 7.0, 3 .13 87 .16 1 .19 1 .22 _
—/(25+5 +55" t55 t 105 t32000° 13705 T memS )ds—

0

t

5 1 11 14 17 20 1 23
+ t+ +550t +1540t +374000t +55000t +1739375t ’

atd. [ |

2.1.3 Frobeniova metoda

Predpokladejme, ze funkce f na pravé strané diferencidlni rovnice v pocatecni tloze (2.1) je
analytickd v okoli poc¢atecniho bodu (g, &), tj. Ze na jistém okoli bodu (to,&) lze funkci f
vyjadiit konvergentni dvojnou mocninnou fadou se stfedem (¢, &),

Z Z by (t (z —&)™. (2.6)

n=0m=0

V takovém piipadé muzeme ocekavat, ze i FeSeni tlohy (2.1) bude na néjakém okoli pocétec-
niho ¢asu ty analytickou funkci.
Resen{ tlohy (2.1) formélné zapiseme jako mocninnou fadu

)= an(t—to)". (2.7)
n=0
Pak je x(tg) = ap, takze
apg = f (2.8)

Formalni mocninnou fadu (2.7) dosadime do rovnice v (2.1):

o0 o0
= "nan(t—t0)" " =a1+ Y _(n+ Dani1(t —to)",
n=0

n=1
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Fltoz@®) = D bum(t —to)" (Z ai(t —to)’ — g) -
1=0

n=0m=0
= Z Z bnm(t — to)n (Z ai(t — to)i> =
n=0m=0 i=1

o0

= Z bnot—t0n+2bnmt—to)nz Z ajl"'ajm(t—to)i =
m=1

n=0 i=m j1+-+Jjm=1

= anot—t0n+22bnmt—t0 Z Z ajl---ajm(t—to)i:

n=0m=1 i= m]1+ A+ Jm=1
- ano JRSIED 95 SUSRINL) DU SIS RS
m=1n=0 i=m j1+-+Jjm=1
- ano SIS S5 UMD SRR
m=1n=mi=m J1+Fim=1
- ano (ENIED 95 95 SNMED SEIERE I
n=1m=1i=m Jit++im=t
o0 n n
= bt ) | b0t D D busim DL apay, | (E-t)" =
n=1 m=11i1=m Jit+Fim=1t
o0 n n—m
= b+ Z bno + Z bim Z Qjy * gy (t—to)".
n=1 m=1 k=0 Jit-Fjm=n—~k
Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin vyrazu t — ¢y nyni dostaneme
ay = boo, (2.9)
1 n n—m
ani1 = — buo + Yoo ajyaibem | n=1,23,....  (210)

Vidime, Ze koeficienty a1, as, as, ... formalni fady (2.7) lze pomoci tohoto rekurentniho vztahu
jednoznacné vypocitat.

Pokud mocninnéa fada (2.7) ziskana timto zptusobem konverguje na néjakém (symetrickém)
okoli bodu t¢, pak jeji soucet je FeSenim pocéateéni tlohy (2.1). Vysledek opét shrneme:

Tvrzeni 3. Je-li prava strana rovnice v (2.1) v okoli poéatecniho bodu (tg, ) analytickou
funkci tvaru (2.6) a polomér konvergence mocninné fady (2.7), jejiz koeficienty jsou dany
vyrazy (2.8), (2.9) a (2.10), je nenulovy, pak soucet této fady je na oboru konvergence feSenim
pocateéni tlohy (2.1).

Jesté poznamenejme, Ze analytickd funkce f mé v bodé (tg,&) konecné vsechny parcidlni
derivace. Zejména mé na kazdém uzavieném okoli tohoto bodu ohrani¢enou parcialni derivaci
podle proménné x. Z toho podle 2.1.2 plyne, Ze danéa uloha ma jediné reseni.

Pri hledani analytického feseni pocatecni ulohy vétsinou dosadime formalni tvar feSeni do
rovnice a pak porovname koeficienty; neni potfeba si pamatovat a pouzivat formuli (2.10).
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Soucet prvnich k c¢lenu fady, vypocitanych timto postupem, lze pro ,dostatecné velké* k
povazovat za priblizné feseni pocatecni ulohy.

Priklad: Uvazujme opét pocateéni tlohu (2.3). Jeji feSeni budeme hledat ve tvaru mocninné
rady

x(t) = iant". (2.11)
n=0

Z pocateéni podminky plyne 0 = x(0) = ag, takze

[ee] [ee]
2 (t) = Z napt" ' = ay + 2a9t + Z(n + Day41t",
n=1

n=2

n—

1
ajan—j; | t".
1

o 2 (o.0]
2 + x(t)? = 2t + (Z ant"> =2+
n=1

n=2 Jj=

Porovnanim koeficientti dostaneme
n—1
0 1 1 g
ay = ag = apit1 — —— A5Qp—4
) 9 n+ n + 1 — J]vn—7j
j=

7 tohoto vyjadieni iplnou indukci snadno ukazeme, Ze vSechny koeficienty a,, jsou nejvyse
rovny 1. To znamend, Ze polomér konvergence fady (2.11) je alespon 1.
Koeficienty fady miizeme postupné pocitat:

ag =0, ag =0, a8 =0,

a; =0, a0 =0, a9 =0,

as =1, a11=5—g0, a20:ﬁ00700,
a3:%-0-0:0, ayp =0, az =0,
ag=%(0-141-0) =0, a13=0, az =0,
as=1(0-04+1-1+0-0) = ¢, a14 = 5o5, 193 = 1100
a6:%(0-0+0-1+1-0+0-0)=0, a15 =0, az =0,
a7=%(3-0+0-1+0-0+1-040-%) =0, a1 =0, ags =0,
as=2(0-0+2-140-040-0+1-£40-0) =&, | ar7= 5228 | a2 = ool .,
atd.

vvvvv

ulohy se az do ¢lenu u sedmé mocniny nezavisle proménné ¢ shoduje s polynomem, ktery je
¢tvrtym c¢lenem Picardovy posloupnosti konvergujici k feseni této tilohy. |
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