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Multikolinearita

Multikolinearitou se rozumi vzdjemnad linedrni zavislost vysvétlujicich
promé&nnych. P¥esnou multikolinearitou se rozumi p¥ipad, kdy jednotlivé sloupce
xj, j=1,...,k matice pldnu X jsou linedrn& zavislé, takZe pro aspofi jednu
nenulovou konstantu ¢; plati

Xy + o+ ox = 0.

V praxi bychom se s timto p¥ipadem nemé&li setkdvat, nebot p¥i rozumng
sestaveném regresnim modelu vyuZijeme linedrni kombinaci a zmensime pocet
vysvétlujicich proménnych. Podobné neredlny je v praxi pfipad ortogonalnich
vysvétlujicich promé&nnych, kdy matice X je ortogonalni a plati, Ze X'X = I,.

V praxi se tedy multikolinearitou rozumi p¥ipad, kdy pFibliZné plati rovnice
vyjadFujici linedarni kombinaci vysvé&tlujicich proménnych. V pfipadg silné
multikolinearity je determinant informa&ni matice XX blizky nule, nejmensi vlastni

&islo je rovn&Z blizké nule a matice X'X je ,,skoro singularni®. O multikolinearit&
svéd&i i vysoké hodnoty poméru nejvétsiho a nejmensiho vlastniho &isla.
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Divody multikolinearity

@ Multikolinearitu zplsobuje regresni rovnice obsahujici nadbyte&né
vysvétlujici proménné. Statistickymi technikami miZeme p¥ebytetné
promé&nné identifikovat a vyloudit z regresni rovnice.

@ Multikolinearitu jen zté€zi odstranime v tlohach, kdy vzdjemna spraZenost
hodnot vysvétlujicich prom&nnych je zplsobena neuvaZovanymi veli¢inami
nebo formou statistického zjistovani. Jde-li nap¥. o ddaje z Zasovych ¥ad,
je podobny vyvoj sledovanych veli¢in dostateénym divodem vzniku
multikolinearity. Vzhledem k tomu, Ze multikolinearitu hodnotime vyhradné
na zdkladé urcitého souboru pozorovani, sta&i nespravny vybér kombinaci
hodnot vysvé&tlujicich proménnych, nereprezentujicich obor moZnych hodnot,
k existenci vyznamné multikolinearity.

@ Zavaznym divodem multikolinearity je skute€ny vztah vysvé&tlujicich
proménnych v ramci sledovaného jevu, procesu nebo systému. V tomto
pfipadé je tfeba vyuZit viechny informace nevyb&rového charakteru k zlepseni
kvality regresnich odhadd.
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Dusledky multikolinearity

V p¥ipadé presné multikolinearity je matice X’X singuldrni a b&Znou inverzi
nepofidime odhad nezndmych parametrii B metodou nejmensich &tverci. Pro
p¥ibliznou multikolinearitu jsme sice schopni matici X'X invertovat, ale kvalita
pofizenych odhadil je pomé&rné nizka.
SniZeni kvality se projevi

@ v kovarianéni matici var(B) = o2(X'X)~!

@ v presnosti provadénych vypottl
nebot diisledkem vysokych rozptylt odhadii jsou p¥ili§ Siroké intervaly
spolehlivosti, a tedy mala pfesnost odhadu.
Logickym disledkem multikolinearity je obtiZzné vyjad¥eni individualniho vlivu
jednotlivych vysvétlujicich proménnych. Projevi se to nizkymi hodnotami testovych
kritérii v t-testech nedovolujicimi potvrdit zdvaZnost jednotlivych regresorl v
regresni funkci. Zavaznym dusledkem je zna&nd vypocetni nespolehlivost a
nestabilni hodnoty regresnich odhadii. Sta&i maly zasah do statistickych daji a
vysledné odhady jsou odligné.
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VIF — Variance Inflarion Factors

Diagondlni prvky matice (X'X)~1, tj.
a = diag(X'X) !

oznafované v literatufe jako VIF — variance inflarion factors lzce souvisi s
vicenasobnymi korela&nimi koeficienty, vyjadfujici vztah j-té vysvétlujici
proménné a linedrni funkce ostatnich vysvétlujicich prom&nnych. Lze je zapsat jako

. 1
7= 11— 2\’

(1 r )x].x]
kde 1j = T X1 X je koeficient mnohondsobné korelace.
Vysoky stuperi multikolinearity se projevuje vysokymi hodnotami korelagnich
koeficientd 7;, ale i vysokymi hodnotami nékterych jednoduchych korelagnich
koeficientd.
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Detekce multikolinearity

Testujeme hypotézu Hy : R = I proti Hy : R # I, kde R je korelagni matice
promé&nnych. Plati-li nulovd hypotéza, pak

K=— {n—1—2(2k+7)} In|R| ~ x* (k(k_1)>.

2

Hypotézu Hy tedy na hladiné vyznamnosti & zamitame, pokud
K>x3, (k(kgl)).
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Identifikace proménnych zpiisobujicich
multikolinearitu

Pro identifikaci promé&nnych zplsobujicich multikolinearitu se doporu€uji statistiky

n—k
F;= 7k—1(d]“_1)'

kde dj]- jsou diagondlni prvky matice D = R™1. V p¥ipadg, 7e prom&nn3 Xj

nezpusobuje multikolinearitu, ma veli¢ina F]- Fisherovo — Snedecorovo rozdéleni
F(k—1,n—k).
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Odstranéni multikolinearity

Do modelu za¥adime jen ty regresory, které vyznamné pfispivaji ke zlep3eni kval

ity

odhadu B. K vybéru nejlepsi podmnoZiny regresorii pouZijeme metodu postupné

regrese.
Algoritmus :

@ Spoclteme korelaéni matici R a provedeme test hypotézy Hy : R = Ij. Je-li
korelace prokdzana, pokraujeme dal$im krokem.

@ Spotteme korelatni koeficienty ry x,,...,"y,x, a vybereme ten regresor X,
jehoZ ry x. je v absolutni hodnot& nejv&tsi.
© Sestavime model Y = By + $1X; a odhadneme jeho parametry. Vypotteme

—2)s2 _
hodnotu statistiky F = 2 = =210 \de ID znat{ index determinace

Pokud F > F1_,(1,1n — 2), ponechdme regresor X; v modelu.
@ Spotteme parcialni korelagni koeficienty

PY, Xy Xir o VY X X VY X1 Xpr - - - 1Y, X, X; @ Vybereme ten regresor X,
jehoz 1Y X)X je v absolutni hodnoté nejvétsi.
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Odstranéni multikolinearity

© Sestavime model Y = Bo + p1X; + p2X; a odhadneme jeho parametry.

Vypo&teme hodnotu statistiky F = %, kde AID je pf¥iristek indexu

determinace pfi zafazeni X; do modelu a ID je index determinace pro model
Y = Bo + B1X; + B2X;. Pokud F > Fy_4(2,n — 3), ponechdme regresor X; v
modelu.

@ Spotteme parcidlni korelagni koeficienty Y, Xy (X, X))7 o TY X (X X)
vybereme ten regresor X, jehoz Y X (X3,X;) je v absolutni hodnot& nejvétsi a
tak pokralujeme dale.
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Dalsi mozZnosti

ZlepSovani podmin&nosti matice X'X
o Model standardizovanych proménnych. Misto plivodnich proménnych y; a
Xjj pracujeme s prom&nnymi ve tvaru
yi—y Xij = %
qi = ;2= ’
Sy Sx;

kde sy a sy; jsou sm&rodatné odchylky jednotlivych proménnych.
Standardizaci vysvétlujicich prom&nnych dostavame p¥i pouZiti metody
nejmensich &tvercli misto matice X'X korelaéni matici R = Z'Z /n. Vektor
Z'q/n obsahuje jednoduché korela&ni koeficienty Tyx;- Standardizacfi
proménnych se zmen3uji zaokrouhlovaci chyby a zlepSuji se moZnosti
hodnoceni individudlniho vlivu promé&nnych pomoci regresnich parametri.
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Dalsi mozZnosti

@ Model v kanonickém tvaru. Misto modelu ve tvaru
Y=XB+e

pracujeme s modelem
Y=Uqy+eg

kde matice U = XV, vektor v = V' a V je matice standardizovanych
vlastnich vektorii odpovidajicich vlastnim &isliim matice X’X. Odhady
parametr(i v kanonickém tvaru:

4 =L71U,

kde L je diagonalni matice s vlastnimi &isly matice X’X. Kovarian&ni matice
odhadii var(4) = 0?L™! ukazuje, Ze i v tomto p¥ipad® jsou odhady nezavislé.
Residudlni soulet &tvercil se transformaci neméni.

e Hfebenova regrese (ridge regression) — 1lm.ridge v baliku MASS
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Priklad

V souboru ,vydaje.Rdata" jsou uloZena data o 20 ndhodné vybranych
domdcnostech. Sloupce proménné ,, domacnosti” obsahuji postupné tyto daje:
vydaje za potraviny a napoje (Y), polet &lenii domdacnosti (X7), potet déti (X),
primérny v&k vyd&letn& &innych (X3) a pFijem domdcnosti (Xy). Metodou
postupné regrese zkonstruujte model s nejlepsi podminénosti regresort.

Reseni Uvazujme nejd¥iv model se viemi regresory. Spott&me nejprve pro ilustraci
det((X'X)™1) = 4,65 x 1071, Také hodnoty VIF jsou pro prvni dva regresory
vysoké:

clenu deti vek prijem

21,23 16,18 1,31 3,4

Testujeme-li hypotézu Hy : R = I4, hodnota testové statistiky

K=— {19— 165] In [R| = 64,94

vyrazné prevysuje kritickou hodnotu x(z) 95 (6) = 12,59. Hypotézu Hy tedy na
hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame.
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Reseni

statistiky F;
clenu deti vek prijem
107,88 80,94 1,66 12,83

které porovndme s kritickou hodnotou Fg5(3,16) = 3,24.
Postupnd regrese

© Spotteme korelagni koeficienty ry x,,..., 7y x, = (0,77;0,67;0,18;0,73).

Vybereme regresor X1, nebot jeho korelace je v absolutni hodnot& nejvétsi

@ Sestavime model Y = By + $1X7. Vypotteme hodnotu statistiky

F= ("1_ng = %%gggg; = 25,87. Tato hodnota je vétsi nez

Foo5(1,18) = 4,41, takZe regresor X; ponechdme v modelu.

© Spocteme parcidlni korelaéni koeficienty

v
|

Pro identifikaci promé&nnych zplsobujicich multikolinearitu miZeme spocitat dil¢

1Y Xy- X1 7Y, X5-X, 0 1Y, X, %, = (0,36;0,499;0,32). Vybereme regresor X3, jehoz

parcialni korelaéni koeficient je v absolutni hodnoté nejvétsi.
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Reseni

@ Sestavime model Y = B + $1X1 + B2X3. Vypotteme hodnotu statistiky

F= (";E}?)ID = 117;00'16092 = 5,64. Tato hodnota je vétsi nez

Fo95(2,17) = 3,59, tedy ponechdme regresor X3 v modelu.

@ Spotteme parcidlni korelaéni koeficienty
1Y, Xy (X1,X3) 7Y, Xy (X1, X5) = (0,19;0,17). Vybereme regresor X7, jehoZ
parcidlni korela&ni koeficient je v absolutni hodnoté& nejvé&tsi.

@ Sestavime model Y = g + $1X1 + B2X3 + B3X,. Vypotteme hodnotu

statistiky F = ("Iﬂgm = %?8’%& = 0,63. Tato hodnota je mensi nez

Foo95(3,16) = 3,24, a tedy regresor X, jiz nezahrneme do modelu.

Vysledny model je tedy tvaru

Y = Bo+ f1X1 + B2 Xs.
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 1

V souboru ,, cement.RData" jsou uloZeny tdaje, které se tykaji chemického
sloZeni portlandského cementu:

y
X1
X2
X3
X4

Testujte multikolinearitu v daném modelu. Metodou postupné regrese naleznéte

mnoZstvi tepla v kaloriich na gram cementu
Tricalcium aluminate 3Ca0.Al203 v %

Tricalciam silicate 3Ca0.5i02 v %

Tetracalcium alumino ferrite 4Ca0.AI203.Fe203 v %
Dicalcium silicate 2Ca0.5i02 v %

vhodny model. Poté ovéfte normalitu residui.

[Multikolinearita se nezamitd, vhodny model: Y = Bg + B1X1 + B2Xo + B3Xa4,
normalita residui se nezamits.]
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 2

V proménné , mtcars

jsou uloZena data pro modelovani zavislosti spotFeby

paliva osobnich automobili (proménnd mpg, poet mil/galon) na vlastnostech
motoru, které jsou popsany ndsledujicimi proménnymi:

cyl
disp
hp
drat
wt
gsec
vs
am
gear
cardb

Testujte multikolinearitu v daném modelu. Metodou postupné regrese naleznéte

pocet valci

objem vdlcii (kubické palce)

vykon (pocet koni)

pFevodovy pomér zadni napravy
hmotnost vozidla (kilolibry)

zrychleni (po&et sekund z 0 na 1/4 mile)
uspo¥ddani valed (1 -, V", 0 — za sebou)
pFevodovka (0 — automat, 1 — manudl)
poclet pFevodovych stuprii

pocet karburatorii

vhodny model. Ovéfte také normalitu residui.

?datovy soubor implementovany v jazyce R
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Ulohy k procvi¢eni

[Multikolinearita se nezamitd, vhodny model: mpg = By + B1wt + Bacyl,
normalita residui se nezamitd.]

Ptiklad 3 (pro naro¢né)

Naprogramujte funkci ,,multicol.R", kterd pro zadany model zjisti pfitomnost
multikolinearity v datech. V pFipadé, Ze je multikolinearita pFitomna, metodou
postupné regrese nalezne vhodny model.
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