
Domáćı úkol z 28. listopadu 2019

Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı, které jsme na semináři dokázali jen ve spe-
ciálńım př́ıpadě:

Tvrzeńı. Bud’ M libovolné abelovské těleso konduktoru m. Pak

resQm/M mθm

je anihilátor grupy tř́ıd ideál̊u tělesa M . Zde Qm znač́ı m-té kruhové těleso
a

θm =
∑

1≤t<m
(t,m)=1

t

m
σ−1
t ∈ Q[Gal(Qm/Q)],

kde σt ∈ Gal(Qm/Q) znač́ı automorfismus určený podmı́nkou σt(ζm) = ζtm.

[ Při d̊ukaze je možné postupovat takto:

• Podobně jako v př́ıpadě M = Qm vysvětlete, že stač́ı dokázat, že pro každý prvoideál
p tělesa M , který neobsahuje m (a tedy se nevětv́ı ani v Qm/M ani v M/Q), plat́ı,
že pmθm je hlavńı ideál.

• Zvolme libovolně prvoideál p tělesa M , který neobsahuje m. Označme p prvoč́ıslo
obsažené v p a zvolme prvoideál P tělesa Qm, který děĺı p. Označme T dekompozičńı
podtěleso tělesa Qm pro prvoč́ıslo p. (Tedy T je určené podmı́nkou Gal(Qm/T ) =
〈σp〉 a plat́ı, že se prvoč́ıslo p v rozš́ıřeńı T/Q zcela rozkládá na součin [T : Q]
konjugovaných prvoideál̊u, zat́ımco každý z těchto prvoideál̊u je inertńı v rozš́ıřeńı
Qm/T .) Necht’ s je nejmenš́ı přirozené č́ıslo splňuj́ıćı m | ps−1 a necht’ χ je − p

s−1
m

-
tá mocnina Teichmüllerova charakteru pro prvoč́ıslo p. Na semináři jsme ukázali,
že g(χ)m ∈ Qm a že g(χp) = g(χ) (viz lemma 8). Odvod’te odtud, že g(χ)m ∈ T .
Pomoćı diagramu

Qm

MT

M T

M ∩ T

Q
vysvětlete, proč se prvoideál p v rozš́ıřeńı MT/M zcela rozkládá na součin [MT :M ]
konjugovaných prvoideál̊u, zat́ımco každý z těchto prvoideál̊u je inertńı v rozš́ıřeńı
Qm/MT . Z věty dokázané v semináři pro těleso Qm odvod’te, že

g(χ)mOMT = (P ∩ OMT )
resQm/MT mθm ,

a vysvětlete, že odtud plyne

NMT/M (g(χ)m)OM = presQm/M mθm ,

č́ımž je tvrzeńı dokázáno. ]


