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1. CAUCHYHO UOLOHA PRO OBYCEJNE DIFFRENCIAINI ROVNICE.

1.1. Formulace dlohy.

Budeme se zabyvat FeS8enim polédtedni ulohy pro diferencidlni rovnici
(1) : y = f(x,y), y(a) =y, .

Budeme plredpokladat, Ze
1° funkce f(x,y) je definovédna a spojitd v pdse G : a<x<h,
-0 <y<oo , kde a,b jsou kenednéd &isla
2° existuje konstanta L>0 takova, Ze pro kaidé xe¢ [a,b] a
libovolnou dvojici y,z platf

If(x,y) - £(x,z)l £ L ly-2]|.

Za téchto podminek existuje pravd jedna funkce, kterd je spojit4d na in-
tervalu [p,b], md tam spojitou derivaci a vyhoﬁuje diferencidlni rov-
nici (1). Podminka 2° se nazjyvad Lipschitzova podminka. M&-1i funkce ¢
spojitou a ohranifenou parcidlni derivaci fy v G: If |=ZL<oo,
pak podminka 2 je splnéna, nebol z véty o stfedni hodnotd plyne

If(x,y) - f(x,z)| = Ify(x,q)l. ly-zlgLly-2].

Obecné ji miiZeme rovnieci (1) pokladat za vektorovy zépis systému

N-rovnic prvniho fédu, kde vy, Yo' f jsou vektory s N sloZkami.

Mnoho z toho, co odvodime, bude platit ne jen pro jednu rovnici, nybri

i pro systém.

Pii odvozeni metod pro numerické FfeSenf diferencidlnich rovnic bude

diilezité zabyvat se tdmito otazkami: '

1) Jak velké chyby se dopoustime v kaidém kroku vypodtu (at jde o chybu
metody nebo o chybu zaokrouhlovacf), jak tato chyba ovlivni v¥sledky
v nasledujicich krocich. Tento jev se studuje obvykle pod hlaviékou
stabilitx,'pfiéemi stabilni metodou se rozum{ takové metoda, ve které
chyby, kterych se dopustime v jednom kroku, nemaji tendenci se zvét-
Sovat v dal§ich krocich.

2) S problémem chyb a jejich Sifenim souvis{ problém, jak stanovit chybu
v dané féazi vypoltu jako funkci vypolitanych vysledki.

3) Otazka zalAtku feSeni. Rovnice (1) obsahuje polateéni podminku v bodé
X = X, Ale mnoho metod potfebuje pro vypolet hodnoty funkce y
v daném bodé znalost hodnot funkce y v nékolika jinych bodech,
Casto je tedy potfeba pomocnych prostiedkd pro zatétek resdeni.

4) Rychlost metody. Doba pro vypolet velkych soustav (N 2 10) miZe byt
znadnd i na velice rychlych po&fita&ich. Proto pfi volbé konkrétn{




metody musime prihlizet i k rychlosti vypodtu.
Jev stability se nesmi zaménovat s vnitfni nestabilitou, ktera jeo
vliastnosti diferencidlnich rovnic samotnych. Napf. systém

Yi = Yo
Yy Y,
ktery ma obecné feseni Yl as alex + aze‘x, ¥y = alex - a2e~x je vnitind

n?smabllni vzhledem k poéatednim podminkéam yl(O) = -y2(0) = 1. V tomto
pfipadé a, = 0, 4, = 1. Ale libovolné mala porucha poléteénich podminek
se projevi tim, Ze se 8, stane nenulovym a to se projevi i v feSeni,
kde &len e* pievladne. ProtoZe chyba zpiisobenid libovolnou numerickou
metodou md za nésledek, Ze numerické FeSeni v kaZdém bodd x, splfiuje
diferencialni rovnici s poruSenymi podate&nimi podminkami, nini moZné
ziskat plresné numerické fedenf této soustavy s uvedenymi podéteénimi pod-
minkami .

1.2. Metody numerické integrace.

V néasledujicich odstaveich si v§imneme numerickych metod fedeni di-
ferencidlni rovnice y = f(x,y), pomoci kterych hleddme feseni jen na
zvolené mnoZiné hodnot nezavisle proménné x =z intervalu [a,b] : a =
= X, <Xy < ... <xy = b, které nazyvame uzly. Diferencidlni rovnici (1)

ptevedeme na integralni integraci v mezich od x do x
n
X

n+1*
) n+1
(2) yixp, ) = yix ) + {n f(t,y(t))dt, yix,) =y, .

n=0,1,... ,N-~1.
Vétsina uvedenych numerickych metod se 1igi riiznym pfistupem k vypo&tu
integralu v (2).

Ne jdfive zavedeme nékteréd oznadeni. Necht Y¥(x) je presné Fedeni
a y(x) pribliZné feseni nadf tdlohy. Pak poloZme:

Yy = Yixy) i = ¥(xg)
Y, = fix,¥.) = 3%, 2
i A & dx ¥y = £(x;.y;5)
X=X
b = x. . -x 1
1+1 1

%ntevval h wmezi uzly zistava obvykle konstantni (v tom piripadd fikéme,
Ze uazly ;sou ekvidistantni) a nazyva se krokem numerické integrace. Lze
Jej vsSak zménit, jestliZe se z rozboru chyb uk&Ze, Ze je to Z&douci.

Je nutno si také dobfe ujasnit otdzku chyb. U interpolace se z pres-
nych funkénich hodnot poéitd pribliin& hodnota v jiném bod&. U diferen-
Cialnich rovnic se z pFibliZnych funkénich hodnot poéitd dalsi pribliZna
hodnota. Dochazi zde teay ke kumulaci chyb.

‘Ne jjednodussi a klasickou metodou integrace rovnice Y = f(x,Y),

Yix,) = Y, Je Eulerova metoda:

-3 -

(3) Ype1 = Yn t R fxpy)e ¥, = Y, -

Tuto metqdu, na které si osvétlime ndkteré zdkladni pojmy, obdrifime z in-
tegralni rovnice (2) pfibliZnym nahrazenim integrandu f(t,Y) polynomem
nultého stupnd na intervalu [x, X,+1] + td. hodnotou f(xn,yA); '

Definice. Funkce f(x) se nazyvéd Fadu g(x)>0, jestliZe existuje
konstanta M>0 takové, %Ze na priniku definidnich obprﬁ funkei g,f
plati A

If(x)| € M.g(x).

Oznadeni f(x) = 0(g(x)).

PFfi numerické realizaci Eulerovy metody vzhledem k zaokrouhlovéni nespl-
nime rovnici (3), nybri rovnici
?;+1 = ;; s f(xn’ig) * Thoo

kde r, je zaokrouhlovaci chyba.

Definice. Velidind Y, -y, se fiké chyba metody, velidind Y -y,
akumulovand (celkovd) chyba. JestliZe platf pro libovolné xe€ [a,v]

lllim°+ Yn-yn=0. n.h==x--xo ,
pak se piisludna metoda nazyva konvergentni. Vztah Y - yn=0(hp) ném
‘dava rychlost konvergence.

Véta 1. Je-1i y, FeSeni rekurentniho vztahu (3) a Yn pfesné

tesenf rovnice (1), pak plati odhad

L(xn-a)

e -
1Y, - v, & w(h) . =— ;
w(d) = sup IY‘(xl) - Y'(x2)|

lxl-x2
b
je modul spojitosti prvni derivace, L>0 je Lipschitzova konstanta.

Poznémka. Ze spojitosti funkce Y (x) plyne, Ze

lim.+ w(h) = 0
h+o

a tedy Eulerova metoda je konvergentni.
~ Dikaz. Podle vty o stiedni hodnotd plati (n31)
Y, =Yn+h.Y(xn+‘9.h).

n+l
Oznatime-1li e = Y, = Ynr pak ode&teme-1i tuto rovnici od (3)
obdrZiime: ) »
e .1 = n * h (Yx+ 6.h) - f(x,.y,))

eouq = €y * Be(E(xy,Y,) - £(x,3,)) = B (¥ Y (x, + OB)).

0dtud (za vyuZit{ Lipschitzovy podminky)
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fe- i< je | +n.L le_!+ h.w(h)
n+l n n
|en+l!§ (1 + hL) ienl + h wih).

il

0 véta plati, nebof z podated-
0. Obecny krok: Z posledni ne-

Tvrzeni véty dokédZeme indukci. Yro n

ft

nich podminek plyne leog = !Yo - yo!
rovnosti a indukéniho pfedpbkladu plyne

‘L(xn—a)
e. -1 P
le, ., | €1 + bL).win) & + hw(h)
L(x -a)
§w(h).[em'e’n .%--%-h+h]=
l,(xr”l-a) . '
= w(h).%— ——I=
L

tim?z je véta dokazéna.

Eulerova metoda je nejjednoduddf metodou jedné tifdy numerickych
metod, které se nazyvaji Adamsovy metody. Je jich zakladem je nasledujfef
uvaha. Piredpoklade jme, Ze jsme né jakym zpiisobem vypotitali p?ibliiné hod-

noty ¥y .---.¥, feSeni Y rovnice {1), které odpovidaji ekvidistant-

nim wzldm Xgovoor X pfibliZnou hodnotu vy ., lze vypoéitat ze vzorce

%
_
- (4) n+l
Yper = Yn ¢ j)'( £(x,Y(x))dx
n

kde funkei f wnahradime interpolaénim polynomem, ktery v bodech x = xj.
j=n-p,n-p+l,...,n nabyva hodnot f. = f(xj,yj). voznamense jme, Ze
tento interpolaéni polynom se jen pfibliZné shoduje s interpoladnim po-
lynomem funkce F{x,Y(x)), protoie obhecné yJ # Yj' PouZi jme pro aproxi-

moci funkce f Newtoniév interpolaéni polynom vzad

COoy0) = e ()88, g 0 et (“::-1) ab 1, -

Xx = X+ t h.
n

Dosadime toto vyjadieni do (4) a provedeme v integrélu substituci

X o= X! th:
1 v . t+p-1y p ]
Yneq = ¥n " 0 50 [.fh PLAL, 4t A p )A ‘tna—p &
Tedy
- : P T
Ynevr 7~ yn_* . [fn*hl‘bfn-j Femet pr fn-p_}'
kde

1 1
b = f (l J~1.) (n.-:.a—,r J‘ Lt +1)...(t+ j=-1)dt .
J o J 34
Fento vzorec se aazyva Adamsiv extrapuiaéni vzorec. Koeficienty b, mne-
‘zavisi an: na funkcy U ani na kroka h a lze je jednou providy spo-

¢itat u# jsou tabeloviny. Hodnoly prvpich péti jsou nasledujici:

-5 =

| 1 |2 [ 3 |4 5 ol

k
b, I'1/2 1's/12 1 3/8 2517720 | 95/288!

Vzorec se nazjvé extrapoladni, protoZe jej pouiivéme pro vypolet hodnoty
ve vng j8im bod& interpolace.

Aproximu jeme-1i funkeci f Lagrangeovym interpola&nim polynomem,
lze ste jnym postupem ukdzat, e Adamsiiv extrapolaéni vzorec mé tvar

P
(5) Ynel = ¥p * B .}Eo bPJ fn-J
b = .(_:1.'_).:,._.._ f t(t"‘i)...(tﬂ)) dt
PJ itip=-4)! 7o t+j

Nahradime-l1i funkei f ve vzorci (4) interpoladinim polynomem s uzly
lze odvodit stejnym zpisobem Adamsiiv_interpo-

xn_p, xn_p*l.....xn,xn+-i N
laéni vzorec:
- h(f ., +C, Af c p+lg
Ynet = Yp * BlEp g +Cp AL, 4.0 p+1A n-p) ’
1 0 .

C, = - t+1) ... (t+j- .

j 7T f, ey (t+j-1)dt
Koeficienty Cj jsou opét nezévislé na funkci f a kroku h a jsou
tabelovany

j | 1 | 2 ] 3| 4 | 5 |

c. | <172 | <1712 | <1724 | -19/720 | -3/160!

Tento vzorec ovéem nedavé explicitni Feseni. Je to nelinedrni rovnice
pro  y..q+ které se obvykle Ffedf iteracemi. Jako polatedni piibliZend
miZzeme volit hodnotu spolitanou napf. Adamsovym extrapolainim vzorcem.
Vyhodou interpola&éniho vzorce je jeho vétsf plesnost.

Jiné vy jadfeni Adamsova interpolaéniho vzorce:

(6) yn+1 =¥, + h . i,l ij fn-j
. 1
P § L f leh)eqia) . (bep) g
rJ G+ p-3)r Y% t +

Jak vidime z vyjadfeni (5),(6) je moZino oba Adamsovy vzorce zapsat

ve tvaru

-

p
yll‘*i = yn M Z_‘i bl yn..i 4 yl = f(xlvyi) ]

kde b, jsou vhodné koeficienty a b_1 = 0 pro Adamstv interpolalni
vzorec. MiZeme tedy zobecnit tuto tifdu metod a uvaZovat metody tvaru

p

(7 Yhaey © izr-o 8 Yn-i * hii-l bi Yn-i




K vypo&tu hodnoty 1y, ., Se pouzivaji funkéni hodnoty a derivace v pred-
chéze jicich (p+l) uzlech. Tyto metody se nazyva ji vicekrokové, pfitom
predpokléadéme, Ze an_p # 0 nebo bn-p # 0, jinak bychom mohli zmensit
gislo p. JestliZe b__1 = 0, pak se metoda (7) nazyvé explicitni a hod-
notu y, ., lze p¥imo vypoditat. Jestliie b_1 # 0, pak metodu (7) nazy-
vame implicitni a je to implicitni rovnice pro neznémou Yne1’ kterou je
nutno Fedit iteraci.

Koeficienty a,, b, urdime tak, aby formule (7) byla pfesné pro
v&echny.polynomy aZ do urditého stupnd. Nebudeme v3ak fasto urdovat tyto
koeficienty tak, abychom doséhli pfesnosti formule pro polynomy maximéal-
niho stupné. Nechime nékteré volné parametry a ty urdime tak, aby napk.
chyba byla co nejmen3i nebo aby nékteré koeficienty byly nulové nebo aby
viastnosti &ifeni chyb byly co ne jvfhodné jsi,

Pozadujeme-1li, aby metoda (7) byla piesnd pro polynomy do stupné r
vietné, pak koeficienty jsou vz4 jemné vézény r+1 podminkami, které
obdr2ime tak, %Ze do vzorce (T7) dosadime funkce y(x) = xj. ij=0,1,...,r,
tj. podminkami

’ p
,f a, = 1, - 7 ia, + }E b, = 14
(8) izo % fs0 ¥ fmq 1

| . j-1 .
Jsou-1li splnény prvni dvé rovnice (pfeépost pre linedrni polynomy) for-

mule se nazyvé konzistentni. Jsou-li splnény v8echny rovnice, formule se
nazyva tddu_ r. V tomto piipadd je vazéno 2p +3 koeficientd r+1 pod-

»

minkami .

1.3. Lokéalni chyba.

Pfesné feseni Y splnuje rovnici
z R
(9) Y 0= a, Y . +h Y o+ T,
n+4 izo i 'n-i = 1 n-i n
kde T, znal{ lokdlni chybu v kroku od x, do X, .4 -
7 Taylorova rozvoje (v bodé xn) plyne platnost vztahih

.2, 2 r.r, r
. - ihY] + 3ITh oye 4 L, 1111;%—9~ Yé’) +

xn-l
* %h' f (Xp_g =8 y 7+ (5)ds
xn
-1,r-1,r-1
© =y - inY" (-1)""7i"" n (r)
SO A L) R T AL
1 n-i r-1 ,{r+1)
* oA J (x i - §) X (s)ds ,
. 4
n

kde r je Fad formule (7). Dosadime-li tyto vztahy do (9), pak za pouZi-
t{ podminek (8) pro koeficienty a,, b1 obdrZime vyjaddfeni pro lokélni

chybu.

xn+1 n-i
1 ry(r+1) _ . -8)F
T = %7 [in (Xp4q =8 Y reide ii;o ! J;n (i =8)"

X

p n-i
Y™ (5)ds - my I ey -s)"ly‘”“(s)ds]
= X

n

(Zadatek Taylorovych rozveji pro dosazeni vymizi, protoZe formule je
pfesnd pro polynomy stupné r). Tento vzorec lze pfepsat na tvar:

X
n+l
_ 1 (r+1) _
T, = &7 xf G(s) Y (s)ds
n-p
kde —
r-4
G(s) = Xoed "~ s) - rhd 1(xn+1 8) +
p I
r r-I]
+ ;Ei [al(xn g -8+ rhby (x, ¢ -8) 2
(x, ;-8 = x, 4 -8 pro Xp_iS 8 £x,, 1#-1
pre x, £ 8 , 1= -1
= 0 jinde.

Funkce G(s) se nazyvd udinkové funkce. Ma-1i G(s) stalé znaménko
v <xn-p' xn+1> , pak podle vty o stifedni hodnoté

(r+l1) Xn+i
Y
T, = -————r-!-—iﬂ—) x'f G(s)ds , xn-p< N < Xppq »
n-p

Za tohoto predpokladu je chyba tvaru

(10) T, = C.hr+1Y(r+1)(ﬂ).

coz je vidét z nasledujiciho vyjadfeni integrdlu (substituce s = xn_p
+ th)

+

Xn-1 p#l
{ c(s)ds = nF*! [ g { (pr1-0)* -rb_l(p+i-t.)r+1} dt +

Xp-p
p -

f {ai(p-i—t)r + rbi(p-i--t)r 1} dt] .
p-i

P
+ T

i=o
Koeficient C v (10) miZeme uréit také tak, 3e do formule (7) dosadime
funkei Y(x) = (x - y¥*1 nebof pro tuto funkci znédme hodnotu (r+1)
derivace Y(r+1)(§) = (r+1)!

Pokud ovéem udinkové funkce méni znaménko v intervalu [xn_p,xn+1].

pak vétu o stiedni hodnoté uzit nelze a chybu nelze vy jadiit ve tvaru
(10). Plati ovS$em odhad
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(r) Xn+q
|y
lTnlg—-—r—r(:u‘l xJ IG(S)‘ds.
n=p
kde xn__pé ’7] £ X1 Je bod, ve kterém funkce |Y(r)l nabyvéd maximalni{
hodnoty na intervalu X . X .

n-p’ "n+l

1.4. Linearni diferenéni rovnice s konstantnimi koeficienty.

V tomto odstavci se struéné zminime o FeSeni lineédrnich diferenénich
rovnic, tj. rovnic tvaru

(11) 8k ® Ynak * 2k-a * Yn+k-1 Yeeut 8.9, = bin) .

Zde aj jsou zndmé konstanty, ay # 0, k se nazyvd FAd diferendni rov-
nice. UvaZujme k rovnici (11) prislusnou homogenni rovnici

(12) By + Y4 teect a3y, =0,

JestliZze znadme polAteéni hodnoty Yor¥greeoo¥iy pak mGZeme podle (11)
spoéitat rekurentné Y, pro libovolné n. Lehce se ovéf{, Ze plati:

1) lineérni kombinace Ffe3eni rovnice (12) je opét Fedeni této rov-
nice.

2) je-li dano k Fesenf{ rovnice (12) yi.i'yi,z""'yi,k (i =0,
1,...) takovych, Ze

Yi,0 o Yk,a
(13) . I Lr

Yo,k "t Yk,x

(tzv. fundamentalni systém reseni), pak libovolné FeSeni z, rovnice
(12) lze vyjadfit ve tvaru

Zy 7 ciyn,d i °27n,2 Feeet C¥n,k
kde c.j jsou vhodné konstanty
3) obecné fedeni rovnice (11) obdriime jako soudet partikulérniho

rfeseni L rovnice (12) a obecného FfeSeni rovnice (11).

Z, =W, * c‘ly“'1 +.. .t cky“.k . cJ libovolné konstanty.

Fundamentélni systém redeni rovnice (12) lze ziskat i v analytickém tva-

ru. Hlede jme resSeni ve tvaru - zn, kde 2z je neznamé &islo. Po do-

sazeni do rovnice (12) obdrZime, Ze 2z musi byt kofenem tzv. charakte-

ristické rovnice

L ko k-1 P
{14) az + a, ,2 too.¥ a4z 4 a, = 0 .

Jsou-1li kofeny této rovnice rizné, pak fundamentédlni systém je tvaru:

zg 5 LT, za . Je-li z = @(cos g + i sin () komplexni éisloﬂ pak rovnice

(14) m& i kofen komplexné sdruZen§y a existujf dvé redlnéd reseni tvaru

Pncosnkp. Pn sinn()o .

Je-1i 2z, kofen nasobnosti r, pak vezmeme funkce
n n 2 n r-1_n
z;, M2y, NZy, ..., D z; pro z, redlné a
n r-1_n

p cosny, P"sinnc’o. npncos Rp, ....,n""p cosntp.nr'dp“shnsa
pro z, = P (cos @ + i sinso).
Ve vSech pripadech obdriime fundamentélni systém feSeni rovnice (12).

1.5. Stabilita, konvergence.

Nyni si v3imneme, jak dobfe refeni diferenéni rovnice (7) aproximuje
pfesnéd re3eni rovnice (1). Budeme se zabyvat pouze konzistentnimi vice-
krokovymi metodami. Prozkoumdme situaci ne jprve pro konkrétni diferen-
cialni rovniei

(15) y'= -Ky, yixg) =y,
8 Fefenim Y(x) = Yo« €XP {-K(x-xo)} . Pro tuto rovnici prejde rovnice
{7) do

(16) yn+1(1-+th_1) = i=o(ai —thi)yn_i

8 obecnym refenim

(17) y, = i;':o o .

kde ¢, Jsou konstanty a ry fééeni charakteristické rovnice
(PLED (1+nkb_)rP* = éo (a; -hKb, )P~

Pifitom predpokladame, Ze jeji kofeny jsou re&lné riuzné. Jsou-li nésobné,
ovlivni to sice detaily, ale ne podstatu. Nejprve ukédieme, Ze jeden ko-
Fen, oznalime jej r, { jinak prehodime poradi &lend v (17)), mé asympto-
tické vy jadreni

(19) r, =4 - kh + 0(n%)

{viéimnéte si, Ze tato vlastnost je vnitfni vlastnosii diferendni rovnice
{16) a vibec nezédvisi na diferenci&lni rovnici (15)! ). Z prvni rovnice

konzistence (8) obdrZiime, Ze rovnice (18) m4 pro h = 0 kofen r, = 1.

Tedy hlede jme pro h = 0 odpovidajici kofen ve tvaru ry= 1+ Z:faih .
Dosadime toto vyjédieni do (18): ' =1

e ip+d_ & : T 3.ni)p-i
4+ “‘“’-4"“12:1/3” )P+ =i§;o(ai-hkbi)(i+i§1ﬁih )P

Provedenim nazna&enych operaci a porovnénim koeficientii u stejnych mocnin
h obdriime podminky pro koeficienty ﬁ% :
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- 10 =
- jsou takové, Ze |x‘j' £1 aty, pro které |rjl = 1 jsou jednoduché.
h® : 1 = ég a, (Je to prvni rovnice konzistence) Véta 2. Metoda (7) je konvergentni pravé tehdy, kdyZ je konzistentni
p-o a stabilni podle Dahlquista. -

p P
1 )
h™ : K '§-1 bi +ﬁ1 iz=o 1-ay + ﬂ'l [p+1 -piz=o ai] =0. Dikaz. DokdZieme vétu pouze z jedné strany - konzistence a stabilita

|

|

\ je nutnou podminkou pro konvergenci. Nechf tedy je metoda (7) konvergent -
{

0dtud, za vyuZiti druhé rovnice konzistence obdrifme ni. Uvazujme dlohu y = 0, y(0) = 0 s pfesnym FreSenim Y = O, Pfedpo-

ﬁ% = -K, coZ dokazuje vztah (19). klade jme, Ze koieny Fyeee-.r charakteristické rovnice (23) jsou realns

a jednoduché (pro komplexni a nésobné kofeny je dikaz obdobny, ale sleZi-

_ _-Kh 2
REQECIEl Ul = K= ¢ 0l = plBtL tdj81). Ukédieme, Ze pro tuto diferenciéln{ rovnici jsou funkce
K _ (1. 2y,k _ _-khK 2y _ .-K(xg-xq) 2 ,
e o (1~ Kb +0(h%)) s  1QlB=) ¢ + 0(h%). Yg = '{ h.r:, k = p+l,p+2,... feSenim rovnice (7)., Ze vztahu (23) plati
. i=e
Konstanty c¢; 2z vyjddfeni (17) miZeme uréit pomoci{ (p+1) podétednich N ~P*l 5% a. pP-i
. . ] = L3 .
podminek, dosazenych de (17) (n = 0,1,...,p). Napf. ¢, Je déno pomoci J jzo 1 J
Cramerova pravidla
Y 0dtud (n4dsobenim vyrazem ck=Py, rk+l o { airk'i R
Vo 1 ... 1 11 ... 1 J J izo 1 J
g Fp s Ty o p Settéme tyto vyrazy pfes j = 0,...,p & vynésobme h:
c = . i 2 . . :
o » » - . £ p p < p p
G : b 3 K+1 k-i k=i
hr, " = aahr "= 3 a Yhr 3
Yo rg eoo 1P rg o rg jeo J §=o EEO i f=o 1 f=o
Ted je skute&né FeSeni rovnice (7) pro y'= 0. Navic z vyjadient
Poté4tedni podminky jsou zatiZeny jistou chybou, ale je rozummé predpoklé- y ¥ . J . ) P g )
+ Y.» kK =0,...,p vidime, %e je splnéna podminka (21), nebof koeficienty
dat, Ze y. se bliZ{ k pfesnym hodnotédm, tj. k ¥y pro h -0, i =0, k . . .
L . ) ° a a tedy ani r., nezdvisi na h. Aby platila konvergence lim y_ =
1,...,p. Odtud za vyuZiti (19) vidime, Ze lim c =y , coZ spolu s (20) i i hyot P
5 ’ n . hso* = Y(x) = 0, b.n = x, tj.
znati, Ze vyraz €,-Tp Aaproximugje pfesné fedeni diferencidlni rovnice : =
(15) pro malé hodnoty h. Ostatni &leny v (17) se nazyvajf parazitni fe-~ lim Z h rrix - 11“1 f h riE =50 =
Senf{ a lze stejnym zplisobem ukadzat, Ze lim+ ¢; =0, 1 # 0. Tato Feseni h2o* i=o hs0o* i=0
. h<o
vznikaji tim, Ze Fad (p+4) diferen&ni rovnice je vdt3f nei Fdd 1 dife- mus{ byt absolutni hodnota kaidého r, men3{ nebo rovna jedné, tj. me-
renciélni rovnice. Ukolem je zvolit metodu (7) tak, aby parazitni FeSen{ toda musi byt stabilni podle Dahlquista, '
méla co moZnéa ne jmensSi vliv na feSeni diferenéni rovnice (17). UvaZujme nyni rovnici y = 0, y(0) = 1 s pfesnym Fefenim Y¥Y(x) = i
Definice. Necht potateéni podminky y, =y (h), k = 0,1,...,p uZité ‘ Pro tuto rovnici ma vicekrokova metoda tvar y .. = _f'aiyn_i. Necht po-
pri feseni rovnice (7) jsou takové, Ze ‘ 1=0
! d4tetni hednoty jsou pfesné, tj. jsou rovny jedné. Z definice konvergen-
(21) lim y (h) =y , k=0,...,p . _ N . Fi
haot K o ce plyne, Ze lim ¥, = 1, coi dosazeno do piedchozi rovnice dava pfimo
: h+o™
Pak se metoda (7) nazyvd konvergentni, jestliZe pro libovolnou polateéni ‘ orvni podminku konzistence. UvaZujme nakonec rovnici y'; 1, y(0) =0
ilohu (1) mé (7) vlastnost , s pfesnym fe3enfim Y(x) = x. Pak rovnice (7) prejde do tvaru
(22) lim y_ = Y(x), nh = x - a ‘ P f
hao* " (24) Yn+et © 2: 8¥n-i * B b;
(nse0) i=o i=~1
pro vSechna x € B“ld . Zde Y je presné reseni rovnice (1). . UvaZu jme posloupnost

befinice. Rekneme, Ze metoda (7) je stabilni podle Dahlquista, jest-

P P
(26)  y, =n.h.A, A= T b.(1+ 2 a..i)7h, n=0.,2,...
lize vSechny kofeny r charakteristického polynomu i=-1 i=o
(23) L a, Pt

i=o 1
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Tato posloupnost splnuje poZadavky na poléteéni podminky {21) a vyhovuje
rovnici (24):

(n +1)h A = f ai(n-i)h A+h % bi

i=o ==l
P p p
(n+1)=2a-i(n-i)+'1+21aisniai+1=n+1
i=o i=o i=o

ProtoZie v$ak z pfedpokladu konvergence mame lim
hso

plyne odtud porovnénim s (25), Ze A = 4, coZ zna&i platnost druhé rovni-
ce konzistence a dikaz je ukonden.

. Tn = Y(x) = x = n.h,

Konvergencl jsme definovali pomoci limitniho pfechodu pro h - 0.
V praxi se ale zajimdme o to, co se dé&je pro nenulové hodnoty h, které
musime pouZivat pfi konkrétnich v§poltech. Budeme se nyni zabyvat akumu-
lovanou chybou. Definu jme En= Y, = Yp: Plati

n
P P .
(26) Yo, = 1Z=oaiyn-i + h i);'_lbiyn_i + T,
P P i
(27) Yoe1 * i);oaiyn_i th 3 by¥ug Ry,

kde T = je chyba metody a R, Jje lokalni zaokrouhlovaci chyba, nebot
Yn+d nepotitdme presné&. Odhad pro Rn. Jsou-1i Yn-i’ y;_i zaokrouhleny

na d-desetinnych mist je

P - p
IR <5, 40" (5 lagl +n 2 v, 1.
izo f=-1

Ve vdt&iné pripadi je chyba metody vét$i neZ zaokrouhlovaci chyba. Aviak
v nékter§ch aplikacich (napf. let Fizenfch stiel apod.) tomu miZe byt na-
opak,

Odeétenim rovnic (26),(27) obdriime:

(28) ErH-i . ii;o 8 En-l N2 ig-i bi €noi * B o

kde En je lokalni chyba v kroku od x, do X, ..,

metody i zaokrouhleni. Podle vty o stfedni hodnoté

kterd zahrnuje chybu

€pei = Ynoi = Ynoi = TOx 5o ¥y g) = £Oxp 50¥p 4 =
= (g = Ynog) - Ty 3 9n3) = &y Ty n3 o) o

Y ..

kde ‘7n-i lezi mezi hodnotami Yn-i* Yn-i

Tedy po dosazeni do (28)
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(29) € ,(1- hb-ify(xnﬁ"lnﬂ)) = izzo“‘i+hbify(xn-i'ln-i))£n-i + E,
Tuto rovnici nelze poletnd zvladdnout bez jistych omezeni. Misto parcidl-
ni{ derivace f budeme uvaiovat konstantu -~K, kteréd je ndjakou charak-
teristickou hodnotou- fy v okol{ bodit vystupujfcich v (28), podobnd
nechf E je charakteristickou hodnotou pro En. ProtoZze se prakticky

E, a £ pomalu méni, odekdvidme, Ze se fedeni rovnice (29) bude chovat

jako reseni rovnice

P
(30) € (1 +hb_jK) = 11Z=o (a; - hbyK) €, + E

Jeji feseni je, jak lze snadno ovéfit

P . "
(31) £ = Z_ ar] + = ,
==¢ bK ¥ by
jz==-]

kde r. jsou koFeny charakteristické rovnice

(32) (4 +hkb )P = f (a,— hKb, )rP~1 |
-1 P i i

Zde pro jednoduchost piedpokladéme, ie kofeny jsou jednoduché.

Definice. Nechi metoda (7) je konzistentnig r;, 1 = 0,1,...,p
jsou kofeny charakteristické rovnice (32), kde r = je kofen, pro ktery

plati lim v = 1. Rekneme, %e metoda je stabiln{ na intervalu Ex./?].
h-o
ktery musi obsahovat nulu, kdyZ pro v8echna hK na tomto intervalu je

s1, i=1l,...,p

b
r0
a kdyZ pro lril = Irol je ry jednoduchy kofen,

Poznémka. Existence kofene r  plyne z dokézaného vztahu (19) pro

charakteristickou rovnici (18), resp. (32).

Bude-1i metoda (7) .stabilni na intervalu E“"/?]' pak parazitni Fe-

Seni v (31) budou potlaééna Fesenim dorz a celkovou chybu lze pfibliZ-

né odhadnout vztahem

n E

o P

hK.Z: bi
iz-1

o

Koeficient d, lze opét uréit z poéadte&énich hodnot. Oznadme pro jedno-
duchost chybu v podate&nich podminkéach yo.....yp jako e. Pak z Crame-
rova pravidla, aplikovaného na (31) pro n = 0,...,p plyne:
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e+y 1 ...1 4 ... |\
d = . ry . r r E
0 : ; B P f"T
: P P o J P hK3 b
e +f Fy e rp Ty ",rp , 51

Yoloifme-1li pifibliZné ry 1 (vidéli Jéme v (18), Ze r, Je blizko jed-
né), pak d = e-+ir a celkovéd akumulovanéd chyba je déna pfibliZnym

vztahem.
(33) £ z(e - 2 ) o

hK f by b hK f

—‘1 i:-

V3imnéme si, Ze stabilita metody zévisf{ na dané diferencidlni rovnici,
nebot za -K musime vzit hodnotu charakterizujiei f_. Tim, Ze poZaduje-
me, aby interval BX /3] obsahoval nulu, méme zaruéene, Ze pro libevol-
né K miZeme ulinit feleni stabilnf{ tim, Ze zvolime destateénd malé h.
Navic porovnénim takte definované stability na intervalu a atability po-~
dle Dahlquista zjistime, Ze stabilita podle Dahlquista, a tedy i konver-
gence, je nutnou podminkou pre platnost stability ha intervalu.
Poznamene jme je&té, Ze jestliZe |r">>1 pro malé h, coZ odpevida
pfipadu -K > 0, je FfeSeni rostouci exponenciélni funkce. Pak nelze ode-
kévat, Ze udriime chybu omezeneu, a proto nepFfekvapuje, Ze &len dorg
ve vyjadieni chyby (33) je neohranilen§y (vzhledem k n). Te ale nevadi,
nebof ndm stadi udrZet chybu malou vzhledem k presnému Ffeseni, a te pravsé
vy jadfuje pojem stability ma intervalu. Je v$ak Jasné, Ze ném chyba nesmi

pferist feleni, tj. &islo d, musi byt podstatné mensi nei -

1.6. Metody prediktor - kerektor

UvaZzu jme dvé numerické metody (R -zna&fi pifislu3né chyby metody).

il
il

1 ‘ i ‘ 3 L1
Ya+r = Yn * 3 BUqy + V) » R =-1/12 hY ()

= : ‘ Iy
Ynsd = Yn-g * 37200y, + ¥, ) e 3/4hf¥ (%)

0b¢ jsou druhého Fadu. Prvni rovnice je obecnéd asi 9x presnédj$i. Ukazuje
to na obecné pravidlo, Ze je vhodné uZivat implicitnich metod i pfes ob-
tize, které pritom vznikajif. Obecné implicitni rovnice musime ovSem FeSit
iteraci.

Né jakym zplsobem uréime prvni aproximaci yégl. vypocitame £,

(o)) a dosadime do pravé strany (7) a provédime iteraci. Rovnici (7)

In+a
lze prfepsat na tvar:
.
(j+1) _ . ()~
Yns - SEO_(aiyn-i N hbiyn-i) * hb-l(yn+4) *

Pfesné Feeni splnuje

- 15 =

p L -
Yner = Z (8i¥ng * MO Yp_g) +Bb_ypy

Odedtenim téchto rovnic obdrZime

1 . (1)
Yn+1 Y,(,f’i Ve = hb_, [yn+i' (yn+1)] =hb -1° fy(xn+1 K| J))(yn+1- ngi

9 leif mezi body y_,,. yii) . Jestlize plati

Ify,|s§ K v urditém okolfi bodu Ein+1' yn+1] , které obsahujg body

; (J) .
[xn+1’ Yns1dy d % 0,1,2,... , pak

1¥pe1 - Yr&ﬂ”' € hb_,K 'yn+1 . r(aiif)ll .

a odtud indukedi

(o)]

(3+1)] < mb_gk) Iy - vald!

(34) |yn+1 ~ Ynn

Tedy iterace konverguje, je-li
hb_ixé 1 _
a rychlost iterace je déna vztahem (34).

, DileZzitd véc je uréeni polaAtelni aproximace. Ze vztahu (34) vidime,
te &im presné j8{ bude polédtelni aproximace, tim rychleji budou iterace
konvergovat. Nejlepsi pro urleni poé. aproximace je pouiit nékterou ex-
plicitni formuli. Takto pouZity systém formuli se naz§vé metoda prediktor-
korektor (predpov&d- oprava).

Pfikladem soustavy prediktor - korektor 4.fé4du je Milnova metoda.

brediktor: y{%) =y .+ Fh(2y -y, 4 +2y,_5)
(0)): _ p(x .. y(0))

Yn+a n+l® Yn+t
Korektor: y,(l;l;“ Yooq * %-h [(yr(lﬂi)' + 4y +yr']_1] , 1 =20,4,2,0..

1

Chyby jsou SEn% YV (7,) resp. -gpuiv{Viq,)

(Korektor je Simpsonovo pravidlo). Je dileZité, jak uvidime z rozboru
chyby, aby prediktor a korektor byl ste jného radu. Jako prediktory mohou
byt pouZity napf. Adamsovy extrapolalni vzorce aj. V praxi se nejéastdji
pouzivaji metody prediktor -korektor 4.fadu. Prediktory nejsou tak diile-
2ité pro vypodet a pifi jejich vybéru se fidime malym koeficientem u chyby.
Na Milnové metod& ukéZeme, jak lze rozboru chyb uZit ke zlepSeni
metody. U jinych metod to lze udélat tiplné ste jné.
Prediktor lze zapsat takto:

(o) _ 4 ‘g 5 _ -
Ynea = Yn-g * 5‘1(2Yn Y1 +2Yn-2) €h-3
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- 4/3n(2€ ) - €, + 26, ) =Y,y - €5
- a/3n@E] - €[, + 26,9 - Y

lde &, Je chyba, €, =Y - ¥,-
Podobné korektor (vynechéme indexy)

ey ) : 5 A .5,(5)
Yper = ¥nea - Epog - 1730 (E  *YEL*E Y + o B Y (73

kde 'y, ., Je hodnota, kterou bychom ziskali, kdybychom rozfefili korek-
tor pfesnd. Odeftenim té&chto rovnic z{iskéame:

(o) _ 1_[5¢(5) 14 . 5.(5)
Ynet - yngi =gg B () + gy b)) -

1/3h(€

et ~4Eq *0E, 1 - 8En 5) ¢ &y g - €pa

Pfedpokladéme-~li nyni, Ze se chyba & od jednoho kroku ke druhému méni
jen pomalu (pak EI;RO) a e v(5) se ptilis neméni mezi hodnotami

My My pak miZeme psét

oot - 78} BT
tedy
nSv3) (o & 89 (y,,4 - TN

O0dtud lze ur&it pfibliZnd chyby metody.

Korektor: T = -%6 th(s)("]) “3“%5 (Ypaa - yr(ng'.)l)

n
. (o) _ 44 ,5.(5) 28 (o)
Prediktor: T %' = 2% WY "' (7)™ 35 (Y4 = Yne1! °
Jeliko? podle naseho predpokladu se rozd{l mezi pfedpovédénou a oprave-

nou chybou méni pomalu, miZeme poloZit:

28 )
)~ 28 (v, - vi%h.

To ném dovoluje zlepSit Milneho metodu:

Prediktor:  y\°) =y o+ 4/30 (2y;-Y, 4 * 25 0)
woditikator: 5420 = y{%) + 88 (3, -7{h

(.'y',(,fi)' = (X 0 ;,(,3,)‘) .
korektor: y‘gf;“ = y,.q * 1/30 [(Y,(,f,_)l)"* 41;,*?;,_1] .

Pro ne jlepsf urleni korektoru je ne jddlezité& j&{ hledisko stabilita.
Vzhledem k tomu, Ze metody 4.fédu jsou ne jpouzivané j&1, nastinime zpflisob,

jak odvodit korektor co n‘ejlepéich'vlastnosti.

Zvolime tvar korektoru:
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3 . ) e s P
(35) Ynea © 8Yp* alyn--l * a2yn-2+ h (b-iynﬂl M boyn *biyn-l"

K dosaZenf 4. fédu je tfeba 5 koeficientli. My méme 6,.proto zbfvajicd
koericignt pouli jeme k tomu, aby korektor byl stabilni, Poiadavek na
pfesnost formule vede na:

a, = 1/8 (9 -9a,) , by = 57 (9-8y)

(38) : a, = a, 3 bo = %2- (9+7a1)
ra, = -1/8 (1-a,) , b, =1/24 (-9+ 17a,)
Zde a, Je volny parametr. (8inkové4 funkce ve vyraze pro lokélnf chybu
Jje 5
G(s) = (x, ., - 2. a4(x, 4 - 5+ ay (X 5 - 5% .

+ 4h ['b-i(;:+1 - 83 4 by (x, 4 X 5)3] .

Zde ném jde o to, pro které a, tato funkce nemdni znaménko. Lze 211—
tit, iestt()ssie pro a, € £~-0,6; 1,0> . Pak chyba je tvaru

R =C.hY (0)). Charakteristickd rovnice (32) 2z def—inice stability ;la
intervalu je tvaru

3
(1 +nkb_y)r® = (a - Kb )r? + (a, -hKby)r + a, .
Hledéme, pro které hodnoty hK plati I%'éa. Pro h =0 (tj. sta-
bilita podle Dahlquista) lze zjistit,  © , '
Ze kofeny charakteristické rovnice majf pribdh znézornény na obr. 1.

oBR 1.
Vidime tedy, Ze stabilita miZe nastat jen pro,-‘ -0,6 £ ailé 1,0.

Ne jlep&fi pomdr - ,-;1, je okolo hodnoty a, = 0. Volme tedy déle a, = O.
0 : ' : : LN

Na obr. 2 je nakreslen pribdh kofenid charakteristické rovnice ﬁfo 'rﬁint
h a a, =0 oy
1 .
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Yo

1
n .

” '\_—\L\ .'°|"' l4

0BR 1.
2

Je vidét, Ze pro hK £ 0,69 je podminka stability splndna. Koefi-
cient h_1 = 3/8 a tedy pro konvergonci iteraci korektoru je tFeba
Ink | K 8/3 (viz (34)). Tedy hodnota |hk!| & 0,69 nent pr11i& omezujict
pro rychlost konvergence iteract.

Z4vér: Ponechdme-1i Milnetv prediktor a pouzi jeme-1i tento korektor.
obdrifme Hammingovu metodu: |hk| <0,69

Prediktor:’ .y,(lﬂ = y.3 * gh (25, =¥p_q* 2Y,_0)

. (0) (o)
Modifikator: Yne1 Yneqg * IET (yn £

"

(0))

Korektor: ("l‘]fi) = (k.. 7 "flﬂ) |
. I

(j+1) _ 1 3 : > 5 - |

Yal1 | = (9= Ypop) +§h [l e 2y 'yn-1] . |

) |

Yicekrokové metody (7) majf ndkteré nevyhody. Pro své pouiit{ vyia-
duji znalost (p+1) podste&nich podminek (diferenciélni rovnice (1) ném
poskytuje pouze jednu) a nelze u nich vzhledem k ekvidistantnim uzldm
ménit krok. Jak pfekonat tyto obtfiZe, uvidime pozdé ji.

1.7. Metody Runge-Kutta.

Tyto metody jsou jednou z ne jroz&iiené j§ich metod v praxi. NevyZa-
duji dodatednych poléte&nich hodnot a lze Jje snadno naprogramovat, Nevy-
hodou je obtiZné ur&enif chyby a mala rychlost vypo&tu, nebof se musi
v jednom kroku po&itat mnoho funk&nfich hodnot f.

Z8kladem vSech R - K metod je vyjaddien{ rozdild mezi hodnotami
v bodech Xn4q' Xp Ve tvaru
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m
(37) Ynea = Yn = L owgky .
- i=1
kde 001 jsou konstanty a
i-2 '
. - K.),
(38) k, =h f(x, +oh, y + Jélﬂ“ 3

h=x 4 =X & = 0.

Na&im cflem bude uriit konstanty W, &,, ﬁa tak, aby (37) dosta-
tedné aproximovala FeSeni diferencidln{ rovnice (1;. Konkrétnd je uréime
tak, aby koeficienty a h* v Taylorové rozvoji prqvé a levé strany (37)
v bodé [xn.yn] souhlasily pro r = 1,2,... N. V tom pfipadd vysledny
vzorec nazyvéme metoda Runge-Kutta Fédu N. Nelze doséhnout lepdfho vy-
sledku nez N = m, Odvozeni koeficientli naznalime pro jednoduchost pro

m = 3. Pro ostatnif m je to obdobné, ale vypolty jsou prilis sloZité.
Pro jednoduchost nebudeme rozliSovat oznafen{ mezi piesnym a pribliinym
fedenim. Budeme tedy uvaZovat metodu

(39) Yned = Yn T Wpky +Woky + Whky + R
ki = h f(xn.yn)
ko = h f(x, + “2hf Yo * /321k1)

kg = h f(x, + &h, y, + Pagky + /332“2) g

kde R je chyba metody. Rozvoj levé strany (39) je
[ ond

t .
B nt _(t)
Yaer =Y = L, BTV (XneYn) o

kde y = f
" -
y =f + fy.f , \
(1 . ) .
y = fxx + 2fxy.f + fyy.f f fyfx + fy f
Zavedeme-11i oznadeni D = ;% + r.g% , pak
, 2 3
h he o2
(40) Yper = Yo = [P-f + 3= Df + gy (D°f + £.DF) +
4 g
+ B0 . rynaf\af f?,Df + 3Df.nyi‘ L, + 0%y,

0Oznalen{ ln znamenéd, Ze vd3echny funkéni hodnoty bereme v bodé x = xn.ﬂ
y i yn' i-i .
Rozvoj pravé strany (38): Oznalfme-1li D, = “ii% + (jg;/gij)fj% » pak
h. rl = h.f

h. f(x r azh Yo * ﬁ%lh f(x .yn))

3 4
h h 3
h.f+h02f + 57 Daf"’n'l'

k

1
2

k

f , + 0 (hs)
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ky = h.f(x, +h, v + Bk, + Byokg) -
LE “" *agh, ¥y, + (fByy *ﬁsz"“ ﬂsz“‘a h.t, M =
t, o
, t=° %T [, + /332“‘2 nf ’3?"]
2
Dyf + 2“"’3’ + zﬁsafyn £) + r m
3ﬁ32r D3t + apsznzrnary), + 0 (h5)

Donadimefli tyto vztahy a (40) do rovnicei(ag) dostaneme na obou stra-
néch rozvoje po‘dlern’nocnin h. Porovne jme koeficienty 'u\- h.hz.hs:

wl +w2 +w3 id.,

n

[ S

h.f + h

+

- Dt
(41) -"’2”‘-’*“’3”3"51'
02f D3t T |
“’2"2“"“3‘2“*” ﬁ32ID2I‘=3—!—(Df+tDr)
(42) nefh4+o(h5) ;', SN
= 2 3
= H(Df+Iny+IDf+3DfDry), (Df+3/3321‘
o
or + 6p32D st‘y"n e

T{m méme ve skuteénosti ne"3. ale 6 rovnic'pro urdeni kééfioien’tﬂ nebot
wi, oy /3“ musi byt nezévislé na I'unkci £, mé-l:i.f byt metoda uZitedna.

Rozepisme posledni dvé rovnice (41) do parciﬁlnich derivaci a po-
rovnejme koeflcienty u stejnych derivaci~ g

‘rx:.r"» 0(2 2+ «3 g = 2

fy: . By @ 2.t (ﬂ31 § /332)“’3 % ‘

Tyxt ,:’.’*’2“2 = “’3"‘3 y ‘/3

byt “2/-0’21 * ‘/331 * ﬂaz’ f" - 1/3 P S
Coen g '02«2/321 * wsocatﬂal /332) - 1/3 e

£l &y /532 =1/6" |

.”§= g /332 0 /321 = 1/6

Z pdsled“ich dvou rovnic plyne 0(2 ﬂzl az prvnich dvoir pak g(ss
/331 _ ﬁ%z. Celkové tedy méme pro uréeni koeficientd vztahy., :
‘uM.+ “b + Q% = ; : T ———— )
Wy Xy + Wydly = 1/2
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Wy %5 + Wy g = 1/3
wg %y g = 1/,

coZ jsou rovnice pro w, ., &b. g, oo, “3'/332‘

3 .
e b P

Vidfme, Ze mame 6 rovnic pro 8 proménnjch; obecné& dv& tedy miZeme libo-
volnd volit. Dostévéme tedy nekonednd mnoho metod Runge-Kutta 3.fédu.
Volné proménné vSak v praxi nevolime libovoln&, nybri tak, aby se napf.
z jednodu§il tvar Runge-Kuttova vzorce (ndkteré koeficienty nulové) nebo
aby odhad pro chybu byl co nejlepsdi. :

Chyba metody je dédna vztahem (42). Predpokléde jme, Ze plati odhady
tde ’ o Litd

- | & F5p 14 £3
DxibyJ - MI° g

H

2o

]

o3

(43) lt(x,y) | € M,

(druhy tvar byl zvelen proto, %Ze vede k formélnimu z jednodus$eni). Rozpi-
Seme-1i operatory D,D, ve vyjadieni (42) do parciélnich derivaci a od-
hadneme-1i tyto derivace pomocf{ (43) obdrifme odhad pro JV, vy jadfeny jiz
pomoci znamych velidin:

(44) lglé [l% -5 dwy + afwpl + [§ - 20E Byy0, I+

1 : 1 3
g - 4"‘2"‘3ﬁ32""3l_’_’ “1'2'] LU
To je tedy zpdsob, jakym odhadujeme chybu metody. Podobnd lze i pro

Runge-Kuttovy metody jinych Ff4dd obdriet podobny odhad. Nap?. pro metody
4. radu platd

(45) IRl & pnd 0,

kde g7 lze vyjadiit pomoci koeficientd metody a odhadu parcidlnich deri-
vaci funkce f.

Odhad akumulované chyby je velice sloZzity a pesimisticky a v prgxi
se jej nepouzivé. Pro kontrolu pfesnosti se vyuZiva nasledujici dvahy.
Spotitame redeni diferencidlni rovnice (4) s krokem h a potom znovu
s krokem % . Lisf-1i se vysledky dostateénd malo, povaZujeme feleni

za dostate&nd piesné, v opaéném pfipadé zmensime krok.

=i e e R

maticky zapisovat ve tvaru
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0
4o | P2y
dg B3y B3z
“‘m ﬁml ﬁm2 ﬂm,m-i
N Lh’ T a%n-l Wy,

Uvedeme zde dvé metody tfetiho fadu, které majf vyznam - prvni z nich je
ta, pro niZ je minimalizovén koeficient g ve vyjddfeni chyby. (44)

0 0
tage | 172 12 | 172 ’
3/4 | 0 3/4 ) 17 -1 2
2/9 1/8 4/9 "1/6 2/3 1/6

‘Metody 4. Fadu:

0
1/2 | 1/2 Tato metoda je v praxi nej-
172 | o 1/2 ¢asté ji pouZivanéd metoda

1 0 0 1 Runge-Kutta.

1/6 1/3 1/3 1/6

Nésledujici metoda je ta, pro niZ je minimalizovén koeficient lz ve vy~
jadfeni chyby (45).

0
0,4 0,4
0,45573726 | 0,29697760 0,15875966
1 0,21810038 -3,05096470 _ 3,83286432
' 0,17476028 -0,55148053  1,20553547 0,17118478

N&kteifi autofi na zdkladé politadovych testi doporuduji jako ne jvyhodnd j-
§$1 Butchertiv tvar metody Runge-Kutta 5. radu.

0
1/4 | 1/4
1/4 | 1/8 1/8 "
1/2 0 -1/2 1
3/4 | ¥ 0 0  9/16
1 -1 211 12/ A2 s
7/90 0 32/90 12/80 2/9% 7/90
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1.8. Zatatek redSeni a zména kroku u vicekrokovych metod.

Jak jsme ji% poznamenali, vicekrokové diferenéni metody (7) maji né-
kolik nevyhod. Jedno z nich je, Ze pro své pouZiti vyzadujf p+1 podé-
tednfich podminek, zatimco diferenciélni rovnice (1) ném poskytuje pouze
jednu. Ostatni je nutno spoditat  jinym zplisobem. V praxi jsou nejlastéji
potitény né&kterou z Runge-Kuttovych metod. Mohou byt poéitdny i jinymi
metodami - metodou postupnych aproximaci, rozvojem do Taylorovy rady.
Tyto metody v&ak nejsou z hlediska vypoltd na poéitacich stfojich v§hod-
né, nebot obsahuji analytické operace (derivace, integrédly zavislé na pa-
rametru).

pal¥f nevfhodou vicekrokovych metod je, Ze u nich nelze bdhem vypod-
tu zménit krok. Je-li tifeba v praxi zménit krok, pokralujeme ve vipo&tu
se zménéhim krokem nékterou Runge-Kuttovou metodou a po uréitém po&tu
krokd se vratime opét k ptvodni vicekrokové metods.

Metody R.-K. jsou obvykle pfesnéjsi pro dany krok h nei metody
prediktor - korektor, ale je u nich nutno mnohokrat podftat funkdni hodno-
tu v kaZdém kroku. Proto jsou celkovd metody prediktor - korektor rychle j-
81 (asi 2x).

1.9. Cviteni.
1. Spotitejte ndkolik prvnich Adamcovych extrapolaénich a interpoladnich

formuli.
2. Dokaite, %e je-li vicekrokové metoda (7) fédu r, pak jeji koeficienty

musi splnovat soustavu rovnic (8).
3. O0dvodte implicitni vzorec 5.F4du tvaru

Ynaer © AYn * byn-—i +cyn_2 * dyn-3 +h(ey;l+,1 o fy;l + gyt;-i)g'

V§echny koeficienty vyjédfete pomoci koeficientu b. Najdéte tu hod-
notu 0<b €1, ktera dava jednoduché koeficienty.
4. 0Odvodte explicitni metodu 4.Ffédu tvaru

oot = 8 ¥y PBUBT S OY Ay g revag) ) 3 % 04,23,
Ukazte, jak by 3lo kaZdou z t&chto metod odvodit integraci Lagrangeova
interpolaéniho polynomu pro y (x). V
5. Odvodte explicitni tvar koeficientu C ve vyjadieni chyby (10) pomoci
aplikace vicekrokové metody ma funkci y(x) = (x<-xn)r+1.
6. DokaZite, e jestliZze u&inkova funkce G(s) méni znaménko v integrad-
nim intervalu [a,b], existuje spojita funkce y(s) tak, Ze

_}) G(s)y(a)ds # y(q) ? G(s)ds
a a

pro kaZidé L‘“C-_ [a,b] .
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7. UvaZujte numerickou metodu °

Vpeq = (A-aly, +ay,_, + 3y [(5-a)yn+1+ (8+ 8a)y; + (a - 1)yn 1]
UkaZzte, Z¢ je tato metoda 3 fédu a zjistéte, pro které a: uﬁinkova
funkece G(s) neméni znaménko. Uréete chybu.

8. Pro a = 1 urfete hodnoty - hk. pro néi Je metoda z pfedch&zejiciho
prikladu stabilni.

9. VySetfte stabilitu nejjodnoduééich Adamsovyoch metod.

10. Uréete, jaké hodnoty h . je moZno vollt pro konkrétni vypolet, Fesime-
1i rovn1c1'

y = sin (x,y); x € [0.100,}, y(0) =
metodou .

R a : h ) . .
y,ﬂ+1.= 'n * 13 (5Yn4q +8Yy =Yg

11. Urdete, jak velky miZe b§t krok h, aby iteraéni proces pro Adamsovu
interpolaéni formuli 4.FAdu konvergoval, aplikujeme-1i ji na rovnici:

y" = -10y + 15, y(0) = 1.

12. .Naleznéte pi'ibliZné fedeni rovnice y  + 2xy = 2x3; y(0) = 0 v bodech
x=0,1; 0,2; 0,3 'pomogi'nékteré Runge-Kuttovy metody 4.Fféadu.
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OKRAJOVE  PROBLEMY DIFERENCIALNICH  ROVNIC

2. VARIACNf METODY.

2.1. Okrajové problémy.

Okra jové problémy oby&e jnych a parcidlnich diferenciélnich rovnic,
popf. systémi rovnic se Fedi riznymi metodami. NejpouZivanéjsi jsou tyto:
a) Varia&éni metody - do této kategorie patf{ i metoda kone&nych prvki.
kteréd je v posledni dobé velice moderni.

b) Metoda siti - je to nejroz&ifend j&i metoda, v posledni dobd vsak ustu-
puje modernd jd3im metodéam.

¢) Metody, které tlohu ve vice dimenzich pfevddéji na posloupnost iloh
jednodimenziondlnich.

2.2, Hilbertiv prostor.

V této kapitole shrneme ndkteré zakladni pojmy a véty z funkcionélni
analyzy. které budeme didle potfebovat. Ditkazy a podrobnou teorii lze na-
1ézt nap¥. v knize [9]

Rikame, fe M je line&l (linearni prostor), jestliZe
a) pro libovolné prvky u € M, v e M a l1ibovolné redlné &éislo a je de-

finovan soufet u + v € M a soudin a.,u€ M s vlastnostmi

un+v = v + U u+ (v+z)=(u+v)+z
a(u + v) = au + av (a + b)u = au + bv
a(bu) = (ab)u l1.u = u

b) existuje jedin§y prvek €, ktery méd vlastnost u + 0 =u, ue€ M
¢) ke kaidému prvku u € M existuje jediny prvek v € M s vlastnosti

u+vzs=2~0.
Prvky ug,...,u, linearniho prostoru M se nazyvaji linedrnd nezé-
vislé, kdyZ plati
A = = ... = A
Auy + Auy oo Ay, =0 = A,
V opaéném pripadé se nazyvaji linedrnd zavislé. Prvky mnoZiny {u }1

nazyvaji linearnd nezavislé, jsou-li linearné nezévislé prvky libovolné

jeji kone&né podmnoZiny.
Nechf P = {un} JO ne jvy&e spofetnd mnotina, P ¢ M. MnoZina v8ech

prvkd x tvaru x = z: Ai"i , Ai libovolna realna &isla, k libovol-

né prirozené &islo, se nazyvé linearni obal mnoZiny P.
Aikéme, Ze na linedlu M je definovéan skaldrni soutin, je- -1i kaZdé




