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Předmluva

Tato skripta jsou určena pro studium předmětu Numerické metody II. Výklad navazuje
na úvodńı kurz Numerické metody a proto se předpokládá, že čtenář má základńı znalosti
o numerických metodách lineárńı algebry, řešeńı nelineárńıch rovnic, interpolaci, nume-
rickém derivováńı a integrováńı. Předkládaný text lze použ́ıt také jako studijńı literaturu
pro doktorandské studium na FSI VUT.

Skripta uváděj́ı celou řadu algoritmů a doprovodný text [10] k tomu přidává př́ıklady
a cvičeńı. Pro implementaci algoritmů a experimentováńı s nimi se výtečně hod́ı prostřed́ı
MATLABu.

Prvńı kapitola se věnuje numerickému řešeńı počátečńıch úloh pro obyčejné diferen-
ciálńı rovnice. Dı́lč́ı témata jsou tradičńı, tj. Rungovy-Kuttovy metody, Adamsovy metody
a metody zpětného derivováńı.

Ve druhé kapitole jsou uvedeny tři základńı metody řešeńı okrajových úloh pro obyčejné
diferenciálńı rovnice druhého řádu, a sice diferenčńı metoda, metoda konečných objemů
a metoda konečných prvk̊u.

Třet́ı kapitola je věnována numerickým metodám řešeńı parciálńıch diferenciálńıch
rovnic. Pro eliptickou parciálńı diferenciálńı rovnici ve dvou prostorových proměnných je
uvedena diskretizace diferenčńı metodou, metodou konečných objemů a metodou koneč-
ných prvk̊u. Řešeńı parabolické a hyperbolické parciálńı diferenciálńı rovnice druhého
řádu v jedné prostorové proměnné se provád́ı metodou př́ımek. Pro hyperbolickou rovnici
prvńıho řádu v jedné prostorové proměnné je použita metoda charakteristik.

V rámci klasických tematických okruh̊u jsem se snažil do skript zařadit takové numeric-
ké metody, které se v současnosti skutečně použ́ıvaj́ı. Vycházel jsem přitom z osvědčených
učebnic numerické matematiky, jakými jsou např. knihy [9], [17], [19], [26], a z vynikaj́ıćıch
monografíı, mezi nimi zejména [12], [22], [23], [14], [8], [2], [28].

Pokud jde o české zdroje, nejv́ıce podnět̊u jsem čerpal z knih [26], [27] a ze skript [16],
[3] a [18].

Za chyby a přepisy, které se bohužel ve skriptech jistě vyskytnou, se dopředu omlou-
vám. Budu vděčný všem čtenář̊um, kteř́ı mně na ně upozorńı.

Brno, květen 2013 Libor Čermák
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1. Obyčejné diferenciálńı rovnice: počátečńı úlohy

V této kapitole se budeme zabývat problematikou numerického řešeńı počátečńıch úloh
pro obyčejné diferenciálńı rovnice.

1.1. Formulace, základńı pojmy

Počátečńı problém pro ODR1 spoč́ıvá v určeńı funkce y(t), která vyhovuje diferen-
ciálńı rovnici

y′(t) = f(t, y(t)) (1.1)

a splňuje počátečńı podmı́nku

y(a) = η. (1.2)

Je-li v nějakém okoĺı D bodu [a, η] funkce f(t, y) spojitá a splňuje-li v tomto okoĺı Lip-
schitzovu podmı́nku s konstantou L vzhledem k proměnné y, tj. plat́ı-li

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ L|u− v| ∀ [t, u] , [t, v] ∈ D , (1.3)

pak bodem [a, η] procháźı jediné řešeńı y(t) rovnice (1.1). Jestliže funkce f(t, y) má v D
omezenou parciálńı derivaci vzhledem k proměnné y, tj. když |∂yf(t, y)| ≤ L, Lipschitzova
podmı́nka (1.3) plat́ı. Jiný standardńı výsledek ř́ıká, že když je funkce f(t, y) spojitá na
〈a, b〉 × R a splňuje tam Lipschitzovu podmı́nku, pak počátečńı problém (1.1), (1.2) má
jediné řešeńı definované v celém intervalu 〈a, b〉.
Počátečńı problém pro soustavu ODR1 znamená určit funkce y1(t), . . . , yd(t) splňuj́ıćı
diferenciálńı rovnice

y′j(t) = fj(t, y1(t), . . . , yd(t)), j = 1, 2, . . . , d,

a počátečńı podmı́nky

yj(a) = ηj, j = 1, 2, . . . , d.

Stručněǰśı vektorový zápis je

y′(t) = f(t,y(t)), y(a) = η , (1.4)

kde

y(t) = (y1(t), y2(t), . . . , yd(t))
T , y′(t) = (y′1(t), y

′
2(t), . . . , y

′
d(t))

T ,

f(t,y(t)) = (f1(t,y(t)), f2(t,y(t)), . . . , fd(t,y(t)))T , η = (η1, η2, . . . , ηd)
T .

Je-li v okoĺı D bodu [a,η] funkce f(t,y) spojitá a splňuje tam vzhledem k proměnné y

Lipschitzovu podmı́nku s konstantou L , tj. plat́ı-li

‖f(t,u)− f(t,v)‖ ≤ L‖u− v‖ ∀ [t,u] , [t,v] ∈ D , (1.5)
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pak bodem [a,η] procháźı jediné řešeńı počátečńı úlohy (1.4). Má-li f v D spojité a ome-
zené parciálńı derivace {∂fi(t,y)/∂yj}di,j=1, pak Lipschitzova podmı́nka (1.5) plat́ı. Je-li
D = 〈a, b〉 × Rd, jediné řešeńı existuje v celém intervalu 〈a, b〉.
Rovnice vyšš́ıho řádu. Počátečńı problém pro obyčejnou diferenciálńı rovnici řádu d,

y(d)(t) = F (t, y(t), y′(t), . . . , y(d−1)(t)) (1.6)

s počátečńımi podmı́nkami

y(a) = η1, y′(a) = η2, . . . , y
(d−1)(a) = ηd ,

lze snadno převést na počátečńı problém (1.4) pro d rovnic řádu prvńıho:

y′1(t) = y2(t), y1(a) = η1 ,

y′2(t) = y3(t), y2(a) = η2 ,

...
...

y′d−1(t) = yd(t), yd−1(a) = ηd−1 ,

y′d(t) = F (t, y1(t), y2(t), . . . , yd(t)), yd(a) = ηd ,

kde y1(t) = y(t), y2(t) = y′(t), . . . , yd(t) = y(d−1)(t).
V daľśım budeme vždy předpokládat, že uvažovaná počátečńı úloha má v intervalu

〈a, b〉 jediné řešeńı. Budeme také předpokládat, že funkce f(t,y) má tolik spojitých derivaćı,
kolik jich v dané situaci bude zapotřeb́ı.

Jedna rovnice prvńıho řádu s jednou neznámou funkćı je v aplikaćıch méně významná
než soustavy rovnic. Metody přibližného řešeńı se však snadněji odvod́ı pro jednu rovnici
a lze je aplikovat bezprostředně i na soustavy. Také analýza numerických metod je pro
jednu rovnici podstatně snadněǰśı. Proto se v následuj́ıćım výkladu převážně omeźıme
jen na jednu rovnici. Z velkého množstv́ı metod uvedeme ty, které jsou pro své dobré
vlastnosti široce použ́ıvány. Mezi ně bezesporu patř́ı metody implementované do Matlabu
a právě na ně se v tomto textu zaměř́ıme.
Numerickým řešeńım počátečńı úlohy rozumı́me výpočet přibližných hodnot hledaného
řešeńı y(t) v bodech tn dosti hustě vykrývaj́ıćıch interval 〈a, b〉. Necht’ tedy

a = t0 < t1 < · · · < tQ = b

je děleńı intervalu 〈a, b〉. Body tn jsou uzly, vzdálenost τn = tn+1−tn dvou sousedńıch uzl̊u
je délka kroku Jsou-li všechny kroky stejně dlouhé, tj. když τn = τ = (b− a)/Q, hovoř́ıme
o rovnoměrném (ekvidistantńım) děleńı intervalu 〈a, b〉. V tom př́ıpadě je tn = a + nτ ,
n = 0, 1, . . . , Q. Hodnotu přesného řešeńı v uzlu tn budeme značit y(tn) a hodnotu přibliž-
ného řešeńı yn. Jestliže se nám podař́ı naj́ıt přibližné řešeńı yn, n = 0, 1, . . . , Q, můžeme
vypoč́ıtat přibližnou hodnotu řešeńı y(t) v libovolném bodě t ∈ 〈a, b〉 interpolaćı.

Numerická metoda pro řešeńı počátečńı úlohy (1.1), (1.2) je předpis pro postupný
výpočet aproximaćı y1, y2, . . . , yQ, y0 = η z počátečńı podmı́nky. Metoda se nazývá
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k-kroková, záviśı-li předpis pro výpočet aproximace yn+1 na předchoźıch aproximaćıch
yn, yn−1, . . . , yn−k+1. Speciálně jednokroková metoda poč́ıtá přibližné řešeńı yn+1 v uzlu tn+1

jen pomoćı znalosti přibližného řešeńı yn v uzlu tn, přibližná řešeńı yn−1, yn−2, . . . spočtená
v předchoźıch uzlech tn−1, tn−2, . . . nepouž́ıvá. Výpočet yn+1 nazýváme krokem metody
od tn do tn+1 (stručně krokem). Při popisu kroku budeme u délky kroku τn = tn+1 − tn
vypouštět index, tj. ṕı̌seme τn = τ .

1.2. Eulerovy metody

Explicitńı Eulerova metoda. Nejjednodušš́ı numerickou metodou pro řešeńı úlohy
(1.1), (1.2) je explicitńı Eulerova metoda (stručně EE metoda). EE metodu snadno odvo-
d́ıme z Taylorovy formule

y(tn+1) = y(tn + τ) = y(tn) + τy′(tn) + 1
2
τ 2y′′(ξn), ξn ∈ (tn, tn+1). (1.7)

Uváž́ıme-li, že y′(tn) = f(tn, y(tn)) a zanedbáme-li člen 1
2
τ 2y′′(ξn), dostaneme

y(tn+1) ≈ y(tn) + τf(tn, y(tn)).

Výrazy y(tn) a y(tn+1) nahrad́ıme jejich přibližnými hodnotami yn a yn+1, znaménko
přibližné rovnosti ≈ nahrad́ıme znaménkem rovnosti a obdrž́ıme předpis EE metody

yn+1 = yn + τf(tn, yn) . (1.8)

O explicitńı metodě hovoř́ıme proto, že pro určeńı yn+1 máme explicitńı vzorec: dosazeńım
známé hodnoty yn do pravé strany rovnice (1.8) obdrž́ıme hledanou hodnotu yn+1. V an-
glicky psané literatuře se EE metoda označuje jako Euler method resp. explicit Euler
method resp. forward Euler method.

Diskretizačńı chyby. Přesnost numerické metody měř́ıme pomoćı tzv. lokálńı diskreti-
začńı chyby (anglicky local truncation error)

lten = y(tn+1)− y(tn)− τf(tn, y(tn)) .

Lokálńı diskretizačńı chyba je tedy chyba, které se dopust́ıme v jednom kroku metody za
tzv. lokalizačńıho předpokladu, že yn = y(tn) je přesné řešeńı počátečńı úlohy (1.1), (1.2).
Z (1.7) pro EE metodu plyne

lten = 1
2
τ 2y′′(ξn) a tedy |lten| ≤ Cτ 2, kde C = 1

2
max

tn≤t≤tn+1

|y′′(t)| ,

což lze stručně vyjádřit zápisem lten = O(τ 2). Následuj́ıćı poznámka připomı́ná význam
Landauova symbolu O(τp).

Poznámka. Necht’ ϕ(τ) je funkce definovaná v intervalu 〈0, τ0〉 a p je libovolné č́ıslo.
Řekneme, že funkce ϕ(τ) je řádu O(τp) a ṕı̌seme ϕ(τ) = O(τp), jestliže existuje kladné
č́ıslo C takové, že pro všechna 0 < τ ≤ τ0 plat́ı |ϕ(τ)| ≤ Cτp. �

Lokálńı diskretizačńı chyba při reálném výpočtu nevzniká, nebot’ obecně neńı splněn
lokalizačńı předpoklad, tj. yn 6= y(tn). Lokálńı diskretizačńı chyba se uplatńı jen při
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analýze vlastnost́ı numerické metody, např́ıklad konvergence yn → y(tn). Pro praktické
účely, např́ıklad pro ř́ızeńı délky kroku, je nutné pracovat s tzv. lokálńı chybou (anglicky
local error) definovanou předpisem

len = un(tn+1)− yn+1,

kde un(t) je tzv. lokálńı řešeńı počátečńıho problému

u′n(t) = f(t, un(t)) , un(tn) = yn .

Lokálńı chyba len je tedy chyba, které se skutečně dopust́ıme při reálném výpočtu v kroku
od tn do tn+1. Dá se ukázat, že pro výpočet s dostatečně malými délkami krok̊u je rozd́ıl
mezi oběma lokálńımi chybami prakticky zanedbatelný.

ttn tn+1

un(t)

y(t)

yn

τf(tn, yn)

len

τf(tn, y(tn))

lten

yn+1

en+1

Obr. 1.1. Diskretizačńı chyby

Hromaděńım lokálńıch chyb vzniká globálńı diskretizačńı chyba

en = y(tn)− yn .

V př́ıpadě rovnoměrného děleńı lze dokázat, že

|en| = |y(tn)− yn| ≤ Cτ, n = 0, 1, . . . , Q, (1.9)

kde C je konstanta nezávislá na τ = (b − a)/Q. Tuto skutečnost stručně vyjádř́ıme
tvrzeńım, že globálńı diskretizačńı chyba EE metody je řádu O(τ). Ř́ıkáme také, že EE
metoda je řádu 1. Protože en → 0 pro Q → ∞, numerické řešeńı źıskané EE metodou
konverguje k řešeńı přesnému. Ř́ıkáme také, že rychlost (řád) konvergence EE metody je
rovna 1. Lokálńı chyby lten, len a globálńı chyba en+1 jsou zakresleny v obrázku 1.1.
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Tvrzeńı (1.9) lze snadno ověřit v př́ıpadě, že f(t, y) = f(t) nezáviśı na y. Pak totiž

y(tk+1) = y(tk) + τf(tk) + 1
2
τ 2f ′(ξk) ,

yk+1 = yk + τf(tk) .

Odečteńım obou rovnic dostaneme ek+1 = ek + 1
2
τ 2f ′(ξk), a protože e0 = 0, je

en = 1
2
τ 2[f ′(ξ0) + f ′(ξ1) + · · ·+ f ′(ξn−1)] .

Označ́ıme-li M = maxa≤ξ≤b |f ′(ξ)|, pak

|en| ≤ 1
2
τ 2nM ≤ 1

2
[τQ]Mτ = 1

2
(b− a)Mτ, nebot’ τQ = b− a.

Zaokrouhlovaćı chyby. Dopust́ıme-li se v kroku od tn do tn+1 zaokrouhlovaćı chyby,
jej́ıž velikost |∆yn+1| = |ỹn+1−yn+1| nepřesáhne ε, pak lze dokázat, že po Q kroćıch délky
τ velikost zaokrouhlovaćı chyby nepřesáhne Kετ−1, kde K je konstanta nezávislá na ε
a τ . Pro celkovou chybu EE metody pak plat́ı

max
0≤n≤Q

|y(tn)− ỹn| ≤ Cτ + εKτ−1 ,

kde C, K jsou konstanty nezávislé na τ a ε. Protože konstanta ε je malá, vliv zaokrouhlo-
váńı se projev́ı až pro extrémně velký počet krok̊u Q (tj. pro velmi malé τ). Tato situace
při řešeńı běžných úloh nenastává a tud́ıž vliv zaokrouhlovaćıch chyb bývá nepodstatný.

Stabilita. Řekneme, že počátečńı problém (1.1), (1.2) je stabilńı vzhledem k počátečńı
podmı́nce, jestliže malá změna počátečńı hodnoty η vyvolá malou změnu řešeńı. Elemen-
tárńım př́ıkladem takového problému je testovaćı úloha

y′ = λy , y(0) = 1 , (1.10)

kde λ = α + iβ je komplexńı č́ıslo se zápornou reálnou složkou, tj. Re(λ) = α < 0.
Skutečně, jestliže

u′(t) = λu(t) , u(0) = 1 =⇒ u(t) = eλt

v′(t) = λv(t) , v(0) = 1 + δ =⇒ v(t) = (1 + δ)eλt,

pak

|u(t)− v(t)| ≤ |δ| · |e(α+iβ)t| = |δ|eαt · | cosβt+ i sin βt| = |δ|eαt ≤ |δ| .

Pro řešeńı y(t) = eλt testovaćı úlohy (1.10) rovněž plat́ı

|y(t)| = |eλt| = eαt| cosβt+ i sin βt| → 0 pro t→∞ .

Je proto přirozené požadovat, aby na rovnoměrném děleńı tn = nτ , n = 0, 1, . . . , nume-
rické řešeńı yn testovaćı úlohy (1.10) splňovalo analogickou relaci, tzv. podmı́nku stability

|yn| → 0 pro n→∞. (1.11)
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Aplikujeme-li EE metodu na testovaćı rovnici (1.10), dostaneme

yn+1 = yn + τλyn = (1 + τλ)yn = (1 + τλ)2yn−1 = · · · = (1 + τλ)n+1y0 .

Podmı́nka stability (1.11) bude splněna, právě když |1 + τλ| < 1, neboli když τλ lež́ı
v tzv. oblasti absolutńı stability RA:

τλ ∈ RA = {z ∈ C | |z + 1| < 1}.

Oblast absolutńı stability EE metody je tedy vnitřek jednotkového kruhu |z+1| < 1 kom-
plexńı roviny C se středem v bodě [−1, 0]. Pr̊unik oblasti absolutńı stability se zápornou
část́ı reálné osy je interval absolutńı stability IA. Pro EE metodu IA = (−2, 0). Pro reálné
λ < 0 podmı́nka stability (1.11) vyžaduje volit krok τ < 2/|λ|.

Tvar a velikost oblasti absolutńı stability metody je spolu s řádem metody základńı
charakteristikou kvality numerické metody. EE metoda z tohoto pohledu př́ılǐs kvalitńı
neńı: je pouze řádu 1 a oblast jej́ı absolutńı stability je malá. EE metoda se použ́ıvá jen
výjimečně.

Implicitńı Eulerova metoda. Vyjdeme opět z Taylorova rozvoje

y(tn) = y(tn+1)− τy′(tn+1) + 1
2
τ 2y′′(ξn), ξn ∈ (tn, yn+1) . (1.12)

Vypuštěńım členu 1
2
y′′(ξn) a užit́ım rovnosti y′(tn+1) = f(tn+1, y(tn+1)) obdrž́ıme impli-

citńı Eulerovu metodu (stručně IE metodu) jako předpis

yn+1 = yn + τf(tn+1, yn+1) . (1.13)

V anglicky psané literatuře se IE metoda označuje jako implicit Euler method resp. back-
ward Euler method. O implicitńı metodě mluv́ıme proto, že neznámá yn+1 je rovnićı (1.13)
určena implicitně. Určit yn+1 znamená řešit obecně nelineárńı rovnici. To je ve srovnáńı
s EE metodou problém nav́ıc. Aby mělo použit́ı IE metody nějaký smysl, muśı mı́t IE
metoda oproti EE metodě také nějakou přednost. Pokusme se ji naj́ıt.

Nejdř́ıve prozkoumáme přesnost IE metody. Lokálńı diskretizačńı chyba IE metody je
definována předpisem

lten = y(tn+1)− y(tn)− τf(tn+1, y(tn+1)) ,

kde y(t) je řešeńı úlohy (1.1), (1.2). Z (1.12) plyne

lten = −1
2
τ 2y′′(ξn) = O(τ 2) .

IE metoda je tedy řádu 1 stejně jako EE metoda. Při podrobněǰśım zkoumáńı lze zjistit,
že

lten =

{
1
2
y′′(tn)τ 2 +O(τ 3) pro EE metodu,

−1
2
y′′(tn)τ 2 +O(τ 3) pro IE metodu.

Hlavńı členy lokálńıch diskretizačńıch chyb (v př́ıpadě Eulerových metod to jsou členy
obsahuj́ıćı τ 2) jsou co do absolutńı hodnoty stejné, lǐśı se jen znaménkem. Můžeme proto
oprávněně soudit, že obě metody jsou stejně přesné.
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Pod́ıvejme se také na stabilitu IE metody. Pro testovaćı úlohu (1.10) je

yn+1 = yn + τλyn+1 , odtud yn+1 =
1

1− τλyn = · · · =
(

1

1− τλ

)n+1

y0

a tedy podmı́nka stability (1.11) plat́ı, právě když |1 − τλ| > 1, neboli když τλ lež́ı
v oblasti absolutńı stability RA:

τλ ∈ RA = {z ∈ C | |z − 1| > 1}.

Oblast absolutńı stability IE metody je tedy obrovská, je to celý vněǰsek |z − 1| > 1 jed-
notkového kruhu komplexńı roviny C se středem v bodě [1, 0]. Interval absolutńı stability
IE metody IA = (−∞, 0). Podmı́nka stability (1.11) délku kroku IE metody zřejmě nijak
neomezuje.

Je to právě mimořádná stabilita, která je onou hledanou přednost́ı IE metody ve srov-
náńı s EE metodou. Tento klad je však třeba vykoupit nutnost́ı řešit obecně nelineárńı
rovnici. yn+1 źıskáme jako přibližné řešeńı rovnice g(z) = 0, kde

g(z) = z − yn − τf(tn+1, z) .

Protože dobrou počátečńı aproximaci lze źıskat extrapolaćı z hodnot yn, yn−1, . . . , dá se
očekávat rychlá konvergence Newtonovy metody (pro řešeńı nelineárńıch rovnic). Prak-
tická zkušenost potvrzuje, že tomu tak skutečně je.
Lichoběžńıkovou metodu dostaneme jako aritmetický pr̊uměr EE metody a IE metody:

yn+1 = yn + 1
2
τ [f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1)] . (1.14)

Pro lokálńı diskretizačńı chybu

lten = y(tn+1)− y(tn)− 1
2
τ [f(tn, y(tn)) + f(tn+1, y(tn+1))]

užit́ım Taylorovy věty odvod́ıme

lten = − 1
12
τ 3y′′′(tn) +O(τ 4) .

Lichoběžńıková metoda (stručně TR metoda podle anglického trapezoidal rule) je tedy
implicitńı metoda řádu 2. Stabilitu TR metody zjist́ıme řešeńım testovaćı úlohy (1.10):

yn+1 = yn + 1
2
τλ[yn + yn+1], odtud yn+1 =

2 + τλ

2− τλyn = · · · =
[
2 + τλ

2− τλ

]n+1

y0 .

Neńı těžké ověřit, že podmı́nka stability (1.11) plat́ı, právě když

τλ ∈ RA = {z ∈ C |Re(z) < 0}.

Oblast absolutńı stability TR metody tedy obsahuje celou zápornou polorovinu komplexńı
rovniny C, interval absolutńı stability IA = (−∞, 0). TR metoda (s podporou IE metody)
je v Matlabu implementována jako program ode23t.
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1.3. Explicitńı Rungovy-Kuttovy metody

Obecný tvar s-stupňové explicitńı Rungovy-Kuttovy metody je

yn+1 = yn + τ(b1k1 + b2k2 + · · ·+ bsks) , (1.15)

kde koeficienty ki, i = 1, 2, . . . , s, jsou určeny předpisem

k1 = f(tn, yn),

k2 = f(tn + τc2, yn + τa21k1),

k3 = f(tn + τc3, yn + τ(a31k1 + a32k2)),

...

ks = f(tn + τcs, yn + τ(as1k1 + as2k2 + · · ·+ as,s−1ks−1)),

(1.16)

a kde bi, ci, aij jsou konstanty definuj́ıćı konkrétńı metodu. Rungova-Kuttova metoda
(1.15), (1.16) je explicitńı: nejdř́ıve spočteme k1, pak k2 pomoćı k1, pak k3 pomoćı k1,
k2 a tak dále, až nakonec spočteme ks pomoćı k1, k2, . . . , ks−1. Vypočtené koeficienty ki,
i = 1, 2, . . . , s, dosad́ıme do (1.15) a dostaneme yn+1.

V daľśım budeme hovořit jen o Rungových-Kuttových metodách (stručně RK me-
todách), tj. sl̊uvko

”
explicitńı“ vynecháme. Je však třeba připomenout, že existuj́ı také

implicitńı Rungovy-Kuttovy metody, těmi se však zabývat nebudeme.
RK metody jsou zřejmě jednokrokové: k výpočtu yn+1 potřebujeme znát jen yn, před-

choźı hodnoty yn−1, yn−2, . . . v kroku od tn do tn+1 nepoužijeme.
Koeficient ki je směrnićı lokálńıho řešeńı procházej́ıćıho bodem [t∗i , y

∗
i ], kde

[t∗1, y
∗
1] = [tn, yn], t

∗
i = tn+τci, y

∗
i = yn+τ(ai1k1+ai2k2+· · ·+ai,i−1ki−1), i = 2, 3, . . . , s.

Do bodu [tn+1, yn+1] se tedy dostaneme z bodu [tn, yn] tak, že se posuneme po př́ımce,
jej́ıž směrnice k∗ = b1k1 + b2k2 + · · ·+ bsks je lineárńı kombinaćı se směrnic k1, k2, . . . , ks,
pro metodu řádu alespoň 1 jde o vážený pr̊uměr, nebot’

∑s
i=1 bi = 1, viz (1.17).

Abychom dostali konkrétńı metodu, muśıme určit stupeň s a dále konstanty ci, bi, aij .
Konstanty RK metod je zvykem zapisovat do tabulky známé jako Butcherova tabulka:

c2 a21

c3 a31 a32
...

...
cs as1 as2 . . . as,s−1

b1 b2 . . . bs−1 bs

Jedńım z kritéríı při volbě konstant RK metody je dosažeńı dostatečné přesnosti. Tu
měř́ıme pomoćı lokálńı diskretizačńı chyby

lten = y(tn+1)− y(tn)−
s∑

i=1

biki(tn),
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kde

k1(tn) = f(tn, y(tn)),

ki(tn) = f(tn + τci, yn + τ

i−1∑

j=1

aijkj(tn)), i = 2, 3, . . . , s.

Lokálńı diskretizačńı chyba je chyba, které se dopust́ıme v jednom kroku za lokalizač-
ńıho předpokladu yn = y(tn). RK metoda je řádu p, pokud lokálńı diskretizačńı chyba je
řádu O(τp+1). Pro p = 1, 2, 3 lze odvodit následuj́ıćı tzv. podmı́nky řádu :

řád 1:

s∑

i=1

bi = 1 ,

řád 2:
s∑

i=1

bi = 1 ,
s∑

i=2

bici = 1
2
, (1.17)

řád 3:

s∑

i=1

bi = 1 ,

s∑

i=2

bici = 1
2
,

s∑

i=2

bic
2
i = 1

3
,

s∑

i=2

i−1∑

j=2

biaijcj = 1
6
.

Odvozeńı podmı́nek řádu pro p = 1, 2, 3, 4, 5 lze naj́ıt třeba v [22]. Protože všechny prak-
ticky použ́ıvané metody splňuj́ı podmı́nku

ci = ai1 + ai2 + · · ·+ ai,i−1 , i = 1, 2, . . . , s , (1.18)

budeme i my předpokládat, že podmı́nka (1.18) plat́ı.
RK metoda řádu p ≥ 1 má globálńı diskretizačńı chybu řádu O(τp). Předpokladem

pro platnost tohoto tvrzeńı je dostatečná hladkost pravé strany f , konkrétně je třeba, aby
funkce f(t, y) měla spojité derivace až do řádu p včetně. Pokud f má spojité derivace jen
do řádu s ≤ p, pak lze pro globálńı chybu dokázat pouze řád O(τ s), viz [22].

Označme p(s) maximálńı dosažitelný řád s-stupňové RK metody. Plat́ı

p(s) = s pro s = 1, 2, 3, 4, p(8) = 6,
p(5) = 4, p(9) = 7
p(6) = 5, p(s) ≤ s− 2 pro s = 10, 11, . . .
p(7) = 6,

Vid́ıme, že s-stupňové RK metody řádu s existuj́ı jen pro 1 ≤ s ≤ 4. Např́ıklad metoda
řádu 5 je nejméně 6-ti stupňová. Uved’me si několik nejznáměǰśıch metod.

Metoda řádu 1. Pro s = p = 1 existuje jediná explicitńı metoda a tou je nám již známá
EE metoda yi+1 = yi + τf(ti, yi).

Metody řádu 2. Pro s = p = 2 má explicitńı RK metoda Butcherovu tabulku

c2 a21

b1 b2

Podmı́nky (1.17) pro metodu řádu 2 stanov́ı

b1 + b2 = 1, b2c2 = 1
2
,

13



a protože ve shodě s (1.18) předpokládáme a21 = c2, dostáváme tabulku

a a

1− b b

kde ab = 1
2
. Parametry a, b jsou tedy svázány jednou podmı́nkou,

takže zvoĺıme-li a 6= 0, je b = 1/(2a).

Pro a = 1
2

je b = 1 a dostáváme metodu

yn+1 = yn + τk2, kde k2 = f(tn + 1
2
τ, yn + 1

2
τk1), k1 = f(tn, yn), (1.19)

známou pod názvem modifikovaná Eulerova metoda. Budeme ji značit EM1 jako prvńı
modifikace Eulerovy metody. V anglicky psané literatuře je metoda (1.19) známa jako
midpoint Euler formula.

Pro a = 1 je b = 1
2

a dostáváme metodu

yn+1 = yn + 1
2
τ(k1 + k2), kde k1 = f(tn, yn), k2 = f(tn + τ, yn + τk1). (1.20)

Budeme ji značit EM2 jako druhou modifikaci Eulerovy metody. Metoda (1.20) se také
často uvád́ı pod názvem Heunova metoda.

Pro a = 2
3

je b = 3
4

a dostáváme metodu

yn+1 = yn + 1
4
τ(k1 + 3k2), kde k1 = f(tn, yn), k2 = f(tn + 2

3
τ, yn + 2

3
τk1),

známou jako Ralstonova metoda řádu 2 (stručně R2 metoda).

Metody řádu 3. Pro s = p = 3 dostáváme Butcherovu tabulku

c2 c2
c3 c3 − a32 a32

b1 b2 b3

a 4 podmı́nky pro metodu řádu 3:

b1 + b2 + b3 = 1 , b2c2 + b3c3 = 1
2
,

b2c
2
2 + b3c

2
3 = 1

3
, b3a32c2 = 1

6
.

Když zvoĺıme dva parametry 0 < c2 < c3, jsou t́ım všechny koeficienty metody jed-
noznačně určeny. Volba c2 = 1

2
, c3 = 3

4
vede na Ralstonovu metodu řádu 3 (stručně R3

metodu):

1
2

1
2

3
4

0 3
4

2
9

1
3

4
9

yn+1 = yn + 1
9
τ (2k1 + 3k2 + 4k3) ,

k1 = f(tn, yn) , k2 = f(tn + 1
2
τ, yn + 1

2
τk1),

k3 = f(tn + 3
4
τ, yn + 3

4
τk2).

Ralstonova metoda řádu 3 je základem Runge-Kutta-Bogacki-Shampine metody, viz [22],
která je implementována do Matlabu jako funkce ode23 a jej́ıž popis uvedeme v této
kapitole později.

Metody řádu 4. Pro s = p = 4 je nejznáměǰśı klasická Rungova-Kuttova metoda

1
2

1
2

1
2

0 1
2

1 0 0 1

1
6

1
3

1
3

1
6

yn+1 = yn + 1
6
τ (k1 + 2k2 + 2k3 + k4) ,

k1 = f(tn, yn) , k2 = f(tn + 1
2
τ, yn + 1

2
τk1),

k3 = f(tn + 1
2
τ, yn + 1

2
τk2), k4 = f(tn + τ, yn + τk3).
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Klasická Rungova-Kuttova metoda (stručně cRK4) byla velmi populárńı v době, kdy
se ještě nepouž́ıvaly samočinné poč́ıtače a kdy proto velmi významným kritériem byla
jednoduchost metody. Toto hledisko však v současné době ztratilo na významu a proto
se použ́ıvaj́ı jiné metody. Kvalitńı dvojice metod řádu 4 a 5 jsou součást́ı metod Runge-
Kutta-Fehlberg nebo Runge-Kutta-Dormand-Prince, viz např. [12]. Posledně jmenovaná
dvojice metod je použita v matlabovské funkci ode45, popis uvedeme v této kapitole
později.

Řı́zeńı délky kroku. V profesionálńıch programech uživatel zadá toleranci ε a pro-
gram délku kroku vyb́ırá tak, aby velikost odhadu estn lokálńı chyby len nabývala pořád
přibližně stejné hodnoty ε. Krok od yn do yn+1 je úspěšný, když

|estn| ≤ ε . (1.21)

Určeńı odhadu estn lokálńı chyby se věnuje následuj́ıćı odstavec.
Je-li podmı́nka (1.21) splněna, krok je úspěšný a pokračujeme výpočtem yn+2. Pokud

podmı́nka (1.21) splněna neńı, krok je neúspěšný a výpočet yn+1 opakujeme. Novou délku
kroku τ ∗ urč́ıme v př́ıpadě úspěchu i neúspěchu stejným postupem, který si ted’ vysvětĺıme.

Předpokládejme, že yn+1 poč́ıtáme metodou řádu p, takže

len
.
= Cτp+1 .

= estn =⇒ C
.
= estn/τ

p+1 .

Novou délku kroku τ ∗ zvoĺıme tak, aby velikost |le∗n| lokálńı chyby le∗n
.
= C(τ ∗)p+1 byla

přibližně rovna zadané toleranci ε, tj.

|le∗n|
.
= |C|(τ ∗)p+1 .

= |estn/τ
p+1|(τ ∗)p+1 .

= ε =⇒ τ ∗
.
= τ (ε/|estn|)1/(p+1) .

Nová délka kroku τ ∗ se ještě redukuje pomoćı parametru θ < 1, takže

τ ∗ = θτ (ε/|estn|)1/(p+1) . (1.22)

V matlabovských programech ode23 a ode45 se bere θ = 0,8. Současně se ještě uplatňuj́ı
následuj́ıćı zásady.

1) Tolerance ε se uvažuje ve tvaru

ε = max{εr max{|yn|, |yn+1|}, εa},
kde εr je relativńı tolerance a εa je tolerance absolutńı. Matlabem přednastavené
hodnoty jsou εr = 10−3 a εa = 10−6.

2) Označme τmin resp. τmax minimálńı resp. maximálńı povolenou délku kroku. Jestliže
τ ∗ < τmin, výpočet konč́ı konstatováńım, že danou diferenciálńı rovnici program
neumı́ s požadovanou přesnost́ı vyřešit. Přitom τmin = 16εm(tn), kde εm(tn) je tzv.
relativńı přesnost aritmetiky pohyblivé řádové čárky, εm(tn)

.
= 2,2 · 10−16|tn|, viz

funkce eps v Matlabu. Jestliže τ ∗ > τmax, polož́ı se τ = τmax, kde je τmax = 0,1(b−a).

3) V př́ıpadě neúspěšného kroku navrženou délku τ ∗ redukujeme:

τ ∗ = max(τ ∗, qminτ) ,

kde qmin = 0,5 resp. 0,1 v ode23 resp. ode45 při prvńım neúspěchu v rámci jednoho
kroku a τ ∗ = 0,5τ při opakovaném neúspěchu v témže kroku.
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4) V př́ıpadě úspěšného kroku délku kroku τ ∗ redukujeme předpisem

τ ∗ = min(τ ∗, qmaxτ),

kde qmax = 5.

5) V kroku bezprostředně následuj́ıćım po neúspěšném kroku se délka kroku nesmı́
zvětšit.

6) Počátečńı délka kroku

τ = θε1/(p+1)
r [max(|η|, εa/εr)] /|f(a, η)| , (1.23)

přičemž pro τ < τmin změńıme τ na τmin a pro τ > τmax změńıme τ na τmax.

7) Při programováńı je třeba postupovat opatrně. Př́ıkazy programu je nutné uspořádat
tak, aby nemohlo doj́ıt k děleńı nulou, viz (1.22) a (1.23).

Podrobněǰśı informace týkaj́ıćı se ř́ızeńı délky kroku lze naj́ıt v [22].

Odhad lokálńı chyby. Základńı myšlenka je jednoduchá. Použij́ı se dvě metody, z nichž
jedna je řádu p a druhá řádu p+1. Z výchoźı hodnoty yn spočteme y∗∗n+1 přesněǰśı metodou
a y∗n+1 méně přesnou metodou. Použitelný odhad lokálńı chyby je

estn = y∗∗n+1 − y∗n+1.

Obě metody použ́ıvaj́ı tutéž množinu koeficient̊u {kj}sj=1. V tom př́ıpadě je totiž źıskáńı
odhadu

”
laciné“. Dvojice Rungových-Kuttových metod se popisuj́ı pomoćı rozš́ı̌rené But-

cherovy tabulky,

c2 a21
...

...

cs as1 as2 . . .

b∗1 b∗2 . . . b∗s

b∗∗1 b∗∗2 . . . b∗∗s

E1 E2 . . . Es

přičemž

y∗n+1 = yn + τ
∑s

j=1 b
∗
jkj je metoda řádu p,

y∗∗n+1 = yn + τ
∑s

j=1 b
∗∗
j kj je metoda řádu p+ 1,

estn = τ
∑s

j=1Ejkj je odhad lokálńı chyby,

takže Ej = b∗∗j − b∗j , j = 1, 2, . . . , s.

Pokud ve výpočtu pokračujeme přesněǰśı metodou, tj. když yn+1 = y∗∗n+1 = y∗n+1 +estn,
ř́ıkáme, že jsme použili dvojici metod s lokálńı extrapolaćı. Tento postup se v současných
programech upřednostňuje. Druhou možnost́ı je pokračovat méně přesnou metodou, tj.
položit yn+1 = y∗n+1. V tom př́ıpadě se přesněǰśı metoda použije jen pro źıskáńı odhadu
chyby a ř́ıkáme, že jsme dvojici metod použili bez lokálńı extrapolace. Obě ńıže uvedené
metody BS32 a DP54 se použ́ıvaj́ı jako metody s lokálńı extrapolaćı. Př́ıkladem metody,
která se obvykle použ́ıvá bez lokálńı extrapolace, je Runge-Kutta-Fehlbergova metoda
řádu 4, označovaná stručně jako RKF45, viz např. [12]. Na vysvětlenou k použitým
zkratkám uved’me, že prvńı č́ıslo znač́ı řád metody a druhé č́ıslo řád pomocné metody
použité pro odhad lokálńı chyby.
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Bogacki–Shampine metoda, stručně BS32 metoda, je implementována v Matlabu jako
funkce ode23. Rozš́ı̌rená Butcherova tabulka BS32 metody je

1
2

1
2

3
4

0 3
4

1 2
9

1
3

4
9

7
24

1
4

1
3

1
8

2
9

1
3

4
9

0

− 5
72

1
12

1
9
−1

8

Přesněǰśı z obou metod páru je Ralstonova R3 metoda

y∗∗n+1 = yn + τ
[

2
9
k1 + 1

3
k2 + 4

9
k3

]
= yn+1

řádu 3. Pomocná metoda

y∗n+1 = yn + τ
[

7
24
k1 + 1

4
k2 + 1

3
k3 + 1

8
k4

]

řádu 2 použ́ıvá kromě koeficient̊u k1, k2 a k3 nav́ıc ještě
koeficient k4 = f(xn+1, yn+1). V každém kroku se tedy

poč́ıtaj́ı jen 3 nové hodnoty funkce f , nebot’ koeficient k1 ve stávaj́ıćım kroku je roven
koeficientu k4 z kroku předchoźıho, takže nově se poč́ıtaj́ı jen koeficienty k2, k3 a k4.
Výjimkou je př́ıpad neúspěšného kroku, kdy se hodnota yn+1 neakceptuje a krok se krát́ı.
Tyto př́ıpady však nebývaj́ı časté. Zařazeńı koeficientu k4 do metody řádu 2 nás tedy téměř
nic nestoj́ı, umožńı však zlepšit vlastnosti této metody a t́ım i celého páru. Metoda, ve
které ks = f(tn+1, yn+1), bývá označována jako FSAL podle anglického First Same As
Last. Zd̊urazněme, že BS32 metoda se použ́ıvá jako metoda s lokálńı extrapolaćı, tj.
yn+1 = y∗∗n+1.

Hodnoty přibližného řešeńı pro t ∈ 〈tn, tn+1〉 spočteme dostatečně přesně pomoćı ku-
bického Hermitova polynomu H3(t) určeného podmı́nkami

H3(tn) = yn, H ′
3(tn) = k1 ,

H3(tn+1) = yn+1, H ′
3(tn+1) = k4 .

Metoda BS32 je tedy skvělá: je řádu 3, v každém úspěšném kroku se pravá strana f poč́ıtá
jen 3-krát, a to stač́ı jak na ř́ızeńı délky kroku tak na výpočet řešeńı mezi uzly tn a tn+1.

Dormand-Prince metoda, stručně DP54 metoda, je definována rozš́ı̌renou Butchero-
vou tabulkou

1
5

1
5

3
10

3
40

9
40

4
5

44
45

−56
15

32
9

8
9

19 372
6 561

−25 360
2 187

64 448
6 561

−212
729

1 9 017
3 168

−355
33

46 732
5 247

49
176

− 5 103
18 656

1 35
384

0 500
1 113

125
192

−2 187
6 784

11
84

5 179
57 600

0 7 571
16 695

393
640

− 92 097
339 200

187
2 100

1
40

35
384

0 500
1 113

125
192

−2 187
6 784

11
84

0

71
57 600

0 − 71
16 695

71
1 920

− 17 253
339 200

22
525

− 1
40

Metoda DP54 je typu FSAL, nebot’ k7 = f(tn+1, yn+1). Proto se v každém úspěšném kroku
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metody poč́ıtaj́ı jen koeficienty k2, . . . , k7, koeficient k1 byl už vypoč́ıtán jako koeficient
k7 v předchoźım kroku. Zd̊urazněme, že DP54 metoda se použ́ıvá jako metoda s lokálńı
extrapolaćı, tj. yn+1 = y∗∗n+1.

Hodnoty přibližného řešeńı pro t ∈ 〈tn, tn+1〉 spočteme dostatečně přesně pomoćı in-
terpolačńıho polynomu H4(s) = yn + τkBq, kde k = (k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7),

B =





1 −183
64

37
12 −145

128

0 0 0 0

0 1 500
371 −1 000

159
1 000
371

0 −125
32

125
12 −375

64

0 9 477
3 392 −729

106
25 515
6 784

0 −11
7

11
3 −55

28

0 3
2 −4 5

2





,

q = (q, q2, q3, q4)T , přičemž q = (t− tn)/τ .
Metoda DP54 je rovněž vynikaj́ıćı: je řádu 5, v každém úspěšném kroku se pravá strana

poč́ıtá jen 6-krát, a to stač́ı jak pro ř́ızeńı délky kroku tak pro výpočet řešeńı v intervalu
〈tn, tn+1〉.
Stabilita. Řeš́ıme-li testovaćı rovnici (1.10) RK metodou na rovnoměrném děleńı s krokem
τ , dostaneme

yn+1 = Ps(τλ)yn ,

kde Ps je polynom stupně s určený pomoćı konstant bi, aij definuj́ıćıch RK metodu.
Podmı́nka stability (1.11) tedy plat́ı, právě když |Ps(τλ)| < 1, neboli když τλ lež́ı v oblasti
absolutńı stability RA:

τλ ∈ RA = {z ∈ C | |Ps(z)| < 1}.

Explicitńı RK metody maj́ı omezenou oblast absolutńı stability, nebot’ pro |z| → ∞ také
|Ps(z)| → ∞. Dá se ukázat, že pro p = s ≤ 4 je Ps(z) =

∑s
i=0 z

i/i!. Proto každá
explicitńı s-stupňová RK metoda řádu p = s ≤ 4 (stručně RKs metoda) má stejnou oblast
absolutńı stability. Oblast absolutńı stability RKs metod pro s = 1, 2, 3, 4 a metody DP54
je zobrazena např. v [12]. Intervaly absolutńı stability těchto metod jsou IA = (α, 0), kde

metoda RK1 RK2 RK3 RK4 DP54

α −2 −2 −2, 51 −2, 79 −3,31

Zd̊urazněme, že z pohledu stability je BS32 metoda ekvivalentńı s RK3 metodou, obě
metody tedy maj́ı stejnou oblast a stejný interval absolutńı stability.
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1.4. Lineárńı mnohokrokové metody

V této kapitole se budeme zabývat metodami, které poč́ıtaj́ı přibližné řešeńı yn+1

v uzlu tn+1 pomoćı dř́ıve spočtených aproximaćı yn, yn−1, yn−2, . . . a odpov́ıdaj́ıćıch hodnot
f(tn, yn), f(tn−1, yn−1), f(tn−2, yn−2), . . . pravé strany diferenciálńı rovnice. Tyto hodnoty
jsou znovu použity tak, abychom źıskali yn+1 s vysokou přesnost́ı pomoćı jen několika málo
nových vyhodnoceńı funkce f(t, y). Nejznáměǰśımi metodami tohoto typu jsou Adamsovy
metody a metody zpětného derivováńı. Obě skupiny metod patř́ı do obecné tř́ıdy metod
známých jako lineárńı mnohokrokové metody, stručně LMM.

1.4.1. Obecná lineárńı mnohokroková metoda

LMM je předpis

α0yn+1 + α1yn + · · ·+ αkyn+1−k = τ [β0f(tn+1, yn+1) + β1fn + · · ·+ βkfn+1−k] , (1.24)

ze kterého poč́ıtáme yn+1. Přitom αj a βj jsou č́ıselné koeficienty, které formuli jednoznačně
určuj́ı, a fj je zkrácený zápis pro f(tj, yj). V daľśım budeme předpokládat, že plat́ı nor-
malizačńı podmı́nka α0 = 1. Jestliže alespoň jeden z koeficient̊u αk nebo βk je r̊uzný od
nuly, metoda je k-kroková.

Pro β0 6= 0 je nová hodnota yn+1 určena implicitně, hovoř́ıme proto o implicitńı metodě,
pro β0 = 0 máme metodu explicitńı. Abychom v implicitńı metodě určili yn+1, muśıme
vyřešit obecně nelineárńı rovnici.

LMM lze použ́ıt, jen když jsou zadány startovaćı hodnoty y0, y1, . . . , yk−1. y0 = η urč́ıme
z počátečńı podmı́nky, zbývaj́ıćı startovaćı hodnoty je však třeba źıskat jinou vhodnou
metodou, yr metodou nejvýše r-krokovou.

Lokálńı diskretizačńı chyba je chyba, která vznikne, když do formule (1.24) dosad́ıme
mı́sto přibližného řešeńı yn+1−j přesné řešeńı y(tn+1−j), tedy

lten =
k∑

j=0

αjy(tn+1−j)− τ
k∑

j=0

βjf(tn+1−j , y(tn+1−j)).

Jestliže

lten = Cp+1τ
p+1y(p+1)(tn) +O(τp+2),

řekneme, že metoda je řádu p. Člen Cp+1τ
p+1y(p+1)(tn) se nazývá hlavńı člen lokálńı

diskretizačńı chyby, konstanta Cp+1 je tzv. chybová konstanta. LMM je t́ım přesněǰśı, č́ım
je vyšš́ıho řádu. Z několika metod téhož řádu je pak nejpřesněǰśı ta metoda, pro kterou
je velikost chybové konstanty |Cp+1| nejmenš́ı.

D-stabilita. Řekneme, že LMM je stabilńı ve smyslu Dahlquista (stručně D-stabilńı),
jestliže všechny kořeny prvńıho charakteristického polynomu

̺(ξ) = ξk + α1ξ
k−1 + · · ·+ αk−1ξ + αk

lež́ı uvnitř jednotkového kruhu |z| ≤ 1 komplexńı roviny C a pokud některý kořen lež́ı
hranici |z| = 1, pak je jednoduchý.
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Význam D-stability lze vysvětlit na rovnici y′ = 0. Jej́ı řešeńı pomoćı LMM vede na
předpis

∑k
j=0 αjyn+1−j = 0. Zvoĺıme-li startovaćı hodnoty yj = εrj, j = 0, 1, . . . , k − 1,

kde ̺(r) = 0 a ε je libovolné č́ıslo, pak yn = εrn pro každé n. Skutečně,

k∑

j=0

αjεr
n+1−j = εrn+1−k

k∑

j=0

αjr
k−j = εrn+1−k̺(r) = 0.

Pro |r| > 1 a ε 6= 0 je limn→∞ |yn| → ∞, což je nepřijatelné: pro ε = 0 je yn = 0 přesné
řešeńı rovnice y′ = 0, avšak pro ε 6= 0, |ε| ≪ 1, tj. již pro nepatrnou poruchu startovaćıch
hodnot yj, j = 0, 1, . . . , k − 1, dostaneme řešeńı zcela nevyhovuj́ıćı. Dá se ukázat, že
vyloučit muśıme také př́ıpad, kdy |r| = 1 je kořen ̺(ξ) násobnosti větš́ı než 1.

Konvergence. Uvažujme D-stabilńı LMM řádu p ≥ 1. Jestliže startovaćı hodnoty zadáme
s chybou řádu O(τp), pak globálńı diskretizačńı chyba je rovněž řádu O(τp).

Precizńı formulaci a d̊ukaz této věty lze naj́ıt např. v [27], [12]. Předpokladem jej́ı
platnosti je dostatečná hladkost pravé strany f , konkrétně je třeba, aby funkce f(t, y)
měla spojité derivace až do řádu p včetně. Pokud f má spojité derivace jen do řádu s ≤ p,
pak lze pro globálńı chybu dokázat pouze řád O(τ s).

Absolutńı stabilita. Řeš́ıme-li testovaćı úlohu (1.10) LMM na rovnoměrném děleńı
s krokem τ , dostaneme

k∑

j=0

(αj − τλβj)yn+1−j = 0 . (1.25)

Řešeńı hledejme ve tvaru yn = rn. Po dosazeńı do diferenčńı rovnice (1.25) obdrž́ıme

k∑

j=0

(αj − τλβj)r
n+1−j = rn+1−k

k∑

j=0

(αj − τλβj)r
k−j = rn+1−kπ(r, τλ) = 0 ,

kde π(ξ, z) =

k∑

j=0

(αj − zβj)ξ
k−j

je tzv. polynom stability LMM. Jestliže π(r, τλ) = 0, pak yn = rn je řešeńım diferenčńı
rovnice (1.25) a podmı́nka stability rn → 0 pro n→∞ plat́ı, právě když |r| < 1.

Oblast RA absolutńı stability LMM metody definujeme jako množinu bod̊u z kom-
plexńı roviny, pro které z podmı́nky π(ξ, z) = 0 plyne |ξ| < 1. Podmı́nka absolutńı
stability tedy plat́ı, když

τλ ∈ RA = {z ∈ C | π(ξ, z) = 0 ⇒ |ξ| < 1}.

1.4.2. Adamsovy metody

Integraćı diferenciálńı rovnice (1.1) od tn do tn+1 dostaneme

y(tn+1)− y(tn) =

∫ tn+1

tn

f(t, y(t)) dt.
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Funkci f(t, y(t)) aproximujeme pomoćı interpolačńıho polynomu Pk−1(t) stupně k− 1, tj.

y(tn+1) ≈ y(tn) +

∫ tn+1

tn

Pk−1(t) dt, kde Pk−1(tn+1−j) = f(tn+1−j, y(tn+1−j)).

Když přibližnou rovnost nahrad́ıme rovnost́ı a přesné řešeńı nahrad́ıme řešeńım přibližným,
dostaneme předpis

yn+1 = yn +

∫ tn+1

tn

Pk−1(t) dt, kde Pk−1(tn+1−j) = f(tn+1−j, yn+1−j). (1.26)

Adams-Bashforthovy metody dostaneme, když v (1.26) zvoĺıme j = 1, 2, . . . , k. Kon-
strukci polynomu Pk−1(t) lze přehledně vyjádřit tabulkou

t tn tn−1 . . . tn+1−k

Pk−1(t) fn fn−1 . . . fn+1−k

Adams-Bashforthovu metodu lze zapsat ve tvaru

yn+1 = yn + τ

k∑

j=1

β∗
k,j fn+1−j .

Stručně ji budeme označovat jako ABk metodu. ABk metoda je explicitńı, k-kroková,
řádu k, D-stabilńı. Pro konstantńı délku kroku, tj. když

tn+1−j = tn+1 − jτ, j = 1, 2, . . . , k,

jsou koeficienty ABk metod pro k = 1, 2, . . . , 6, spolu s chybovými konstantami C∗
k+1

a dolńımi mezemi α∗
k interval̊u absolutńı stability (α∗

k, 0), uvedeny v následuj́ıćı tabulce:

k β∗
k,1 β∗

k,2 β∗
k,3 β∗

k,4 β∗
k,5 β∗

k,6 C∗
k+1 α∗

k

1 1 1
2

−2

2 3
2

−1
2

5
12

−1

3 23
12

−16
12

5
12

3
8

− 8
11

4 55
24

−59
24

37
24

− 9
24

251
720

− 3
10

5 1 901
720

−2 774
720

2 616
720

−1 274
720

251
720

95
288

− 90
551

6 4 277
1 440

−7 923
1 440

9 982
1 440

−7 298
1 440

2 877
1 440

− 475
1 440

19 087
60 480

− 5
57

Všimněte si, že AB1 metoda je totožná s EE metodou, tj. AB1≡EE.
Koeficienty ABk metod lze určit z formule

yn+1 = yn + τ
k−1∑

j=0

γ∗j∇jfn,
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kde ∇j je operátor zpětné diference,

∇0fn = fn, ∇fn = fn − fn−1, . . . ∇ifn = ∇i−1fn −∇i−1fn−1, i = 2, 3, . . . .

a koeficienty γ∗j jsou definovány rekurentńım předpisem

γ∗0 = 1, γ∗j = 1−
j∑

i=1

γ∗j−i

i+ 1
, j = 1, 2, . . . .

Chybová konstanta C∗
k+1 = γ∗k. Podrobnosti lze naj́ıt např́ıklad v [12].

Adams-Moultonovy metody dostaneme, když v (1.26) zvoĺıme j = 0, 1, . . . , k − 1.
Konstrukci polynomu Pk−1(t) lze přehledně vyjádřit tabulkou

t tn+1 tn . . . tn+2−k

Pk−1(t) fn+1 fn . . . fn+2−k

Adams-Moultonovu metodu lze zapsat ve tvaru

yn+1 = yn + τ

k−1∑

j=0

βk,j fn+1−j .

Stručně ji budeme označovat jako AMk metodu. AMk metoda je implicitńı, pro k = 1
je jednokroková a pro k > 1 je (k − 1)-kroková, je řádu k a D-stabilńı. Koeficienty AMk
metod pro konstantńı délku kroku a pro k = 1, 2, . . . , 6, spolu s chybovými konstantami
Ck+1 a dolńımi mezemi αk interval̊u absolutńı stability (αk, 0), jsou uvedeny v následuj́ıćı
tabulce:

k βk,0 βk,1 βk,2 βk,3 βk,4 βk,5 Ck+1 αk

1 1 −1
2

−∞
2 1

2
1
2

− 1
12

−∞
3 5

12
8
12

− 1
12

− 1
24

−6

4 9
24

19
24

− 5
24

1
24

− 19
720

−3

5 251
720

646
720

−264
720

106
720

− 19
720

− 3
160

−90
49

6 475
1 440

1 427
1 440

− 798
1 440

482
1 440

− 173
1 440

27
1 440

− 863
60 480

−45
38

Všimněte si, že AM1 metoda je totožná s IE metodou, tj. AM1≡IE, a že AM2 metoda je
totožná s TR metodou, tj. AM2≡TR.

Koeficienty AMk metod lze určit prostřednictv́ım formule

yn+1 = yn + τ

k−1∑

j=0

γj∇jfn+1,
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kde koeficienty γj jsou definovány předpisem

γ0 = 1, γj = γ∗j − γ∗j−1, i = 1, 2, . . . .

Chybová konstanta Ck+1 = γk. Podrobnosti viz [12].

Metody prediktor-korektor. AM metody jsou přesněǰśı a stabilněǰśı než AB metody.
Nevýhodou AM metod je jejich implicitnost. Abychom určili yn+1, muśıme řešit rovnici

yn+1 = ϕ(yn+1) , kde ϕ(z) = yn + τβk,0 f(tn+1, z) + τ

k−1∑

j=1

βk,j fn+1−j .

Použ́ıt můžeme metodu prosté iterace: zvoĺıme počátečńı aproximaci y
(0)
n+1 a postupně

poč́ıtáme y
(s)
n+1 = ϕ(y

(s−1)
n+1 ), s = 1, 2, .... Pro dostatečně malé τ metoda konverguje. Jestliže

počátečńı aproximaci y
(0)
n+1 urč́ıme pomoćı AB metody, provedeme jen několik málo iteraćı

y
(s)
n+1 = ϕ(y

(s−1)
n+1 ) , s = 1, 2, ..., S ,

a nakonec polož́ıme

yn+1 = y
(S)
n+1 , fn+1 = f(tn+1, yn+1) ,

dostaneme metodu prediktor-korektor, kterou schématicky označujeme P(EC)SE. Přitom
P znač́ı předpověd’ počátečńı aproximace AB metodou, C korekci AM metodou a E vy-
hodnoceńı pravé strany f(tn+1, y

(s)
n+1). Zvoĺıme-li jako prediktor metodu ABk a jako korek-

tor metodu AMk, dostaneme metodu, kterou znač́ıme ABk-AMk-P(EC)SE. Jej́ı chybová
konstanta je rovna chybové konstantě Cp+1 korektoru, oblast absolutńı stability se bĺıž́ı
oblasti absolutńı stability korektoru AMk až pro S → ∞. Nejčastěji se použ́ıvá schéma
PECE, kdy se korekce provede jen jednou a pravá strana se poč́ıtá dvakrát. V daľśım se
omeźıme právě na schéma PECE.

Abychom mohli ř́ıdit délku kroku, potřebujeme znát odhad estn lokálńı chyby. Jestliže
y∗n+1 ≡ y

(0)
n+1 spočteme prediktorem ABk a y∗∗n+1 ≡ y

(1)
n+1 korektorem AMk, pak tzv. Miln̊uv

odhad lokálńı chyby dává

estn =
Ck+1

C∗
k+1 − Ck+1

(y∗∗n+1 − y∗n+1), (1.27)

odvozeńı viz [12]. Nakonec polož́ıme

yn+1 = y∗∗n+1 + estn. (1.28)

Korekce y∗∗n+1 pomoćı odhadu lokálńı chyby estn se nazývá lokálńı extrapolace. Celý krok
označujeme zkratkou ABk-AMk-PECLE, přičemž ṕısmeno L vyznačuje použit́ı lokálńı
extrapolace. Metoda ABk-AMk-PECLE je řádu k + 1, oblast absolutńı stability je větš́ı
než u prediktoru ABk ale menš́ı než u korektoru AMk, viz [12], [1].

Alternativńı odhad lokálńı chyby lze źıskat také tak, že yn+1 spočteme metodou
AM(k+1) a polož́ıme

estn = yn+1 − y∗∗n+1. (1.29)
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Výslednou metodu lze označit jako ABk-AM(k+1)-PECE. Odhady (1.28) a (1.29) nejsou
sice totožné, pro malé τ jsou však prakticky nerozlǐsitelné.

Konkrétně pro metodu AB2-AM2-PECLE organizujeme výpočet následovně:

P: AB2: y∗n+1 = yn + 1
2
τ(3fn − fn−1)

E: f ∗
n+1 = f(tn+1, y

∗
n+1)

C: AM2: y∗∗n+1 = yn + 1
2
τ(f ∗

n+1 + fn)

L: estn = −1
6
(y∗∗n+1 − y∗n+1), yn+1 = y∗∗n+1 + estn

E: fn+1 = f(tn+1, yn+1).

V př́ıpadě AB2-AM3-PECE metody nahrad́ıme řádek L řádkem

C: AM3: yn+1 = yn + 1
12
τ(5f ∗

n+1 + 8fn − fn−1), estn = yn+1 − y∗∗n+1.

Startovaćı hodnotu y1 źıskat třeba pomoćı EM2 metody.

Řı́zeńı délky kroku a řádu metody. Kvalitńı programy založené na metodách predik-
tor-korektor měńı jak délku kroku tak řád metody. Tak např́ıklad matlabovský program
ode113 použ́ıvá metody ABk-AM(k+1)-PECE pro k = 1, 2, . . . , 12.

Změna řádu se provád́ı současně se změnou délky kroku. Algoritmy tohoto typu
se označuj́ı jako VSVO algoritmy (variable step variable order). Základńı myšlenka je
jednoduchá. Předpokládejme, že jsme vypočetli yn+1 metodou ABk-AM(k+1)-PECE s kro-
kem délky τ . Urč́ıme odhad estk

n lokálńı chyby podle (1.28) nebo (1.29). Jestliže
|estk

n| > ε, jde o neúspěch a výpočet yn+1 je třeba opakovat, v opačném př́ıpadě pokraču-
jeme výpočtem přibližného řešeńı yn+2. V každém př́ıpadě je však třeba stanovit novou
délku kroku a nový řád. Řád se může změnit nejvýše o jednotku, tj. v metodě ABk-
AM(k+1)-PECE mı́sto k může být nově také k − 1 nebo k + 1. Odhady odpov́ıdaj́ıćıch
lokálńıch chyb estk−1

n a estk+1
n lze źıskat snadno, viz [22]. Nové délky krok̊u τ ∗k−1, τ

∗
k a τ ∗k+1

stanov́ıme podobně jako pro jednokrokovou metodu,

τ ∗ℓ = θτ(ε/|estℓ
n|)1/(ℓ+1) pro ℓ = k − 1, k, k + 1 ,

a největš́ı z č́ısel τ ∗k−1, τ
∗
k , τ ∗k+1 urč́ı jak novou délku kroku tak nový řád. Konkrétně,

je-li největš́ı τ ∗k , k se neměńı a jako novou délku kroku vezmeme τ ∗ = τ ∗k , je-li největš́ı
τ ∗k+1, zvětš́ıme k o jedničku a pokračujeme s krokem délky τ ∗ = τ ∗k+1 a je-li největš́ı τ ∗k−1,
k o jedničku sńıž́ıme a pokračujeme s krokem délky τ ∗ = τ ∗k−1.

Pro krok délky τ ∗ 6= τ je třeba vypoč́ıtat hodnoty f ∗
n+1−j pro t∗n+1−j = tn+1 − jτ ∗.

To lze snadno provést interpolaćı pomoćı fn+1, fn, . . . , fn+1−k. Podrobný popis strategie
VSVO lze naj́ıt např. v [12], [22].

Start metody neńı žádný problém: začneme metodou AB1-AM2-PECE, počátečńı
délku kroku urč́ıme např. podle (1.23) a algoritmus VSVO se už sám rychle vylad́ı na
správné hodnoty jak délky kroku tak řádu metody.

1.4.3. Metody zpětného derivováńı

Při řešeńı tzv. tuhých problémů je třeba pracovat s metodami, které se vyznačuj́ı
neomezenou oblast́ı absolutńı stability. Metody zpětného derivováńı (stručně BDF podle
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backward differentiation formulas) tuto vlastnost maj́ı. Pro k-krokovou metodu zpětného
derivováńı použijeme zkrácený zápis BDFk metoda. Dostaneme ji tak, že v rovnici

y′(tn+1) = f(tn+1, y(tn+1))

nahrad́ıme derivaci y′(tn+1) pomoćı derivace P ′
k(tn+1) interpolačńıho polynomu Pk(t) stup-

ně k procházej́ıćıho body [tn+1, y(tn+1)], [tn, y(tn)], . . . , [tn+1−k, y(tn+1−k)]. Když pak nahra-
d́ıme y(tn+1−j) přibližnými hodnotami yn+1−j, j = 0, 1, . . . , k, dostaneme metodu

P ′
k(tn+1) = f(tn+1, yn+1).

Přehledné vyjádřeńı aproximuj́ıćıho polynomu Pk(t) uvád́ı následuj́ıćı tabulka

t tn+1 tn . . . tn+1−k

Pk(t) yn+1 yn . . . yn+1−k

BDFk metodu zaṕı̌seme ve tvaru

k∑

j=0

αk,jyn+1−j = τβk,0fn+1 .

Metoda BDFk je implicitńı, k-kroková, řádu k, pro k ≤ 6 je D-stabilńı. Pro konstantńı
délku kroku jsou koeficienty αk,j, βk,0 a chybové konstanty Ck+1 BDFk metod uvedeny
v následuj́ıćı tabulce:

k αk,0 αk,1 αk,2 αk,3 αk,4 αk,5 αk,6 βk,0 Ck+1 αk

1 1 −1 1 −1
2

90◦

2 1 −4
3

1
3

2
3

−2
9

90◦

3 1 −18
11

9
11

− 2
11

6
11

− 3
22

88◦

4 1 −48
25

36
25

−16
25

3
25

12
25

− 12
125

73◦

5 1 −300
137

300
137

−200
137

75
137

− 12
137

60
137

− 10
137

52◦

6 1 −360
147

450
147

−400
147

225
147

− 72
147

10
147

60
147

− 20
343

18◦

Koeficienty BDFk metody lze źıskat prostřednictv́ım předpis̊u

1

δk

k∑

j=1

1

j
∇jyn+1 = τ

1

δk
fn+1, δk =

k∑

j=1

1

j
, Ck+1 = − 1

(k + 1)δk
,

podrobnosti viz např. [12]
BDFk metody jsou implicitńı a ve srovnáńı s implicitńımi AMk metodami maj́ı značně

větš́ı chybové konstanty. Na druhé straně však metody zpětného derivováńı maj́ı jednu
ohromnou přednost, která plně ospravedlňuje jejich použ́ıváńı, a tou je neomezená oblast
RA absolutńı stability. Pro metody BDF1 a BDF2 oblast RA absolutńı stability obsahuje
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celou zápornou polorovinu komplexńı roviny C, tj. RA ⊇ {z ∈ C |Re z < 0}. Takové
metody se nazývaj́ı A-stabilńı.

Abychom mohli popsat oblast absolutńı stability zbývaj́ıćıch BDFk metod, zavedeme
si jeden nový pojem. Řekneme, že numerická metoda je A(α)-stabilńı, α ∈ (0, π/2〉, jestliže
jej́ı oblast absolutńı stability RA obsahuje nekonečný kĺın

Wα = {reiϕ ∈ C | r > 0, |ϕ− π| < α}.

BDFk metody jsou (pro k ≤ 6) A(α)-stabilńı, př́ıslušné úhly αk (pro větš́ı názornost ve
stupńıch) jsou uvedeny jako posledńı sloupec výše uvedené tabulky.

BDFk metody (pro k ≤ 6) jsou dokonce L(α)-stabilńı. L(α) stabilńı metodu přitom
definujeme jako A(α)-stabilńı metodu, pro kterou z podmı́nek π(ξ, z) = 0 a Re(z)→ −∞
plyne ξ → 0. Pro α = π

2
dostáváme L-stabilńı metodu. BDF1 a BDF2 jsou tedy L-stabilńı.

Úhel 18◦ metody BDF6 je př́ılǐs malý a proto se tato metoda obvykle nepouž́ıvá.
V matlabovském programu ode15s jsou implementovány metody zpětného derivováńı
řád̊u 1 až 5. Program ode15s je typu VSVO, tj. voĺı optimálńı délku kroku i řád metody.
Základńı metodou programu ode15s je metoda NDF (podle numerical differentiation for-
mula). NDFk metody jsou modifikace BDFk metod, maj́ı o něco menš́ı chybové konstanty
(o 26% pro k = 1, 2, 3 a o 15% pro k = 4 ) a poněkud menš́ı úhly A(α) stability (o 7% pro
k = 3 a o 10% pro k=4) než odpov́ıdaj́ıćı BDFk metody. Podrobnosti týkaj́ıćı se NDFk
metod lze naj́ıt v [24].

Nelineárńı rovnice pro výpočet yn+1 se řeš́ı pomoćı několika málo krok̊u Newtonovy
metody.

1.5. Tuhé problémy

Tuhý počátečńı problém (v anglicky psané literatuře stiff problem) se vyznačuje několika
charakteristikami, z nichž dvě si postupně uvedeme. Praktická a snadno ověřitelná je

Charakteristika 1. Počátečńı problém je tuhý, když počet krok̊u potřebných k jeho vyře-
šeńı metodou s omezenou oblast́ı absolutńı stability je podstatně věťśı než počet krok̊u,
který k jeho vyřešeńı potřebuje metoda s neomezenou oblastńı absolutńı stability.

Platnost této charakteristiky ukážeme na př́ıkladu počátečńıho problému

Př́ıklad 1.1
(
y′1
y′2

)
=

(
0 1

−1000 −1001

)(
y1

y2

)
, x ∈ (0, ℓ) ,

(
y1(0)
y2(0)

)
=

(
1
−1

)
. (1.30)

Řešeńı je y1 = −e−t, y2 = e−t. Úlohu (1.30) jsme řešili matlabovským programem ode45

(DP54 metoda řádu 5 s omezenou oblast́ı absolutńı stability) a matlabovským programem
ode15s (BDF metody VSVO řád̊u 1-5 s neomezenými oblastmi absolutńı stability). Oba
programy jsme použili se stejným požadavkem na přesnost: εr = 10−3 a εa = 10−6.
Efektivnost obou metod lze přibližně porovnat podle počtu úspěšně provedených krok̊u
pk a počtu pf vyhodnoceńı pravé strany. V následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny hodnoty
pk/pf pro několik délek ℓ intervalu integrace.
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ℓ 10−2 10−1 100 101 102

ode45 10/61 22/151 269/1 747 2 953/18 919 30 071/192 475

ode15s 10/24 10/24 12/28 42/88 71/146

Pro malé ℓ = 10−2 se na intervalu 〈0; 10−2〉 řešeńı poměrně rychle měńı. Délku kroku zde
určuje požadavek na přesnost a protože obě metody jsou téhož řádu, potřebuj́ı přibližně
stejný počet krok̊u. Jak však ℓ vzr̊ustá, délku kroku stále v́ıce zač́ıná ovlivňovat podmı́nka
stability. �

Abychom tomuto efektu lépe porozuměli, potřebujeme několik daľśıch poznatk̊u.

Stabilńı problém. Počátečńı problém y′ = f(t,y),y(a) = η, je stabilńı, když malá změna
dat f , a,η zp̊usob́ı malou změnu řešeńı y. Zabývejme se speciálně stabilitou vzhledem
k počátečńı podmı́nce, konkrétně jak změna počátečńı hodnoty η ovlivńı řešeńı y.

Pro jednoduchost uvažujme počátečńı problém

y′ = Ay, y(a) = η, (1.31)

kde A je č́ıselná matice řádu d. Necht’ u je řešeńı problému (1.31) a v je řešeńı téže
diferenciálńı rovnice, avšak s porušenou počátečńı podmı́nkou, tj.

u′ = Au, u(a) = η,

v′ = Av, v(a) = η + δ.

Pro w = u− v dostaneme problém

w′ = Aw, w(a) = δ,

který popisuje š́ı̌reńı počátečńı poruchy δ. Předpokládejme, že matice A má navzájem
r̊uzná vlastńı č́ısla {λj}dj=1. Pak

w(t) =
d∑

j=1

cje
λj(t−a)vj,

kde vj jsou vlastńı vektory př́ıslušné vlastńım č́ısl̊um λj a cj jsou konstanty, které urč́ıme
z počátečńı podmı́nky:

Vc = δ, kde V = (v1,v2, . . . ,vd), c = (c1, c2, . . . , cd)
T .

Můžeme tedy vyslovit tyto závěry:

1) Jestliže Re(λj) < 0 pro všechna j, pak ‖w(t)‖ → 0 exponenciálně pro t → ∞, tj.
porucha se velmi rychle zmenšuje.

2) Jestliže Re(λj) ≤ 0 pro všechna j, pak ‖w(t)‖ ≤ ‖V‖ · ‖V−1‖ · ‖δ‖, tj. porucha bude
omezená, přitom ‖w(t)‖ → 0 pro δ → o.
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3) Jestliže nějaké vlastńı č́ıslo λj má kladnou reálnou složku a počátečńı porucha δ je
taková, že cj 6= 0, pak ‖w(t)‖ → ∞ exponenciálně pro t→∞, tj. porucha se velmi
rychle zvěťsuje.

Problém (1.31) je tedy stabilńı (vzhledem k počátečńı podmı́nce), jestlǐze všechna vlastńı
č́ısla matice A maj́ı nekladnou reálnou složku. �

Spektrálńı poloměr. Označme symbolem ̺(A) spektrálńı poloměr matice A definovaný
jako velikost největš́ıho vlastńıho č́ısla A, tj.

̺(A) = max
j=1,2,...,d

|λj|, kde λj , j = 1, 2, . . . , d, jsou vlastńı č́ısla A.

Nyńı již můžeme zformulovat daľśı charakteristika tuhého systému.

Charakteristika 2. Stabilńı problém je tuhý, jestlǐze součin spektrálńıho poloměru Jaco-
biovy matice fy(t,y) = {∂fi(t,y)/∂yj}di,j=1 a délky intervalu integrace b − a je velký, tj.
když

max
a≤t≤b

̺(fy(t,y(t)))(b− a)≫ 1. (1.32)

Vrat’me se nyńı k úloze (1.31). Pro f = Ay je fy(t,y) = A. Problém (1.31) je tedy tuhý,
pokud všechna vlastńı č́ısla matice A maj́ı nekladnou reálnou složku a ̺(A)(b − a) je
velké č́ıslo.

Jsou-li všechna vlastńı č́ısla matice A jednoduchá a maj́ı zápornou reálnou složku,
pak pro řešeńı y(t) úlohy (1.31) plat́ı y(t) → o pro t → ∞. Řeš́ıme-li takovou úlohu
numericky, pak snadno dokážeme, že podmı́nka stability yn → o pro tn = nτ →∞ plat́ı,
právě když

{λ1τ, λ2τ, . . . , λdτ} ∈ RA, (1.33)

kde RA je oblast absolutńı stability uvažované numerické metody.

Př́ıklad 1.1 − pokračováńı. Pravá strana diferenciálńı rovnice je

f = Ay, kde A =

(
0 1

−1000 −1001

)

Vlastńı č́ısla A jsou λ1 = −1, λ2 = −1000, takže ̺(A) = 1000. Jde o stabilńı problém
(vlastńı č́ısla A jsou záporná) a pro větš́ı ℓ je ̺(A)(b − a) = 1000 ℓ ≫ 1, tj. jde o tuhý
problém. Metoda DP54 má interval absolutńı stability (−3,31; 0), takže podmı́nka stabi-
lity (1.33) vyžaduje, aby −3,31 < 1000τ , tj. τ < 0,00331. Na intervalu délky L je tak
třeba nL > L/0,00331 krok̊u délky menš́ı než 0,00331, což je v souladu s tabulkou uve-
denou v prvńı části př́ıkladu 1.1. Skutečně, na intervalu〈10; 100〉 délky 90 je třeba ale-
spoň 90/0,00331

.
= 27 190 krok̊u délky 0,00331, ve skutečnosti program ode45 provedl

přibližně stejný počet 30 071 − 2 953 = 27 118 krok̊u proměnné délky. Protože přesná
řešeńı y1 = −e−t a y2 = e−t jsou na intervalu 〈10; 100〉 téměř konstantńı, rovná nule, je
zřejmé, že délka kroku je omezena z d̊uvodu stability a ne z d̊uvodu přesnosti. �.

Př́ıklad 1.2 Uvažujme počátečńı problém

y′ = y2 − y3 , t ∈ (0, 2/δ) , y(0) = δ . (1.34)
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Diferenciálńı rovnice má dvě konstantńı řešeńı y = 0 a y = 1: zvoĺıme-li počátečńı
podmı́nku y(0) ≤ 0, pak y(t)→ 0 pro t→∞, zat́ımco pro y(0) > 0 dostaneme y(t)→ 1
pro t → ∞. Zvoĺıme-li δ > 0 velmi malé, pak pravá strana y2 − y3 diferenciálńı rovnice
nabývá malých kladných hodnot, tj. funkce y(t) velmi pomalu roste a na poměrně dlouhém
intervalu z̊ustávaj́ı jej́ı hodnoty bĺızké k 0. Konkrétně pro δ = 10−4 je y(t) < 10−2 ještě
pro t = 9 900, pak y(t) zač́ıná prudce r̊ust a pro t > 10 020 je už y(t) prakticky rovno 1.
Spektrálńı poloměr ̺(fy) = |2y − 3y2|. Pro malé y ≈ 0 je |2y − 3y2| ≈ 0, pro y bĺızké
1 je však |2y − 3y2| ≈ 1. Na intervalu (0, 9 900) je výraz 9 900|2y − 3y2| charakterizuj́ıćı
tuhost poměrně malý, nejde zde proto o tuhý problém, takže délka kroku se ř́ıd́ı předevš́ım
přesnost́ı metody. V intervalu (9 900; 10 020) se řešeńı prudce měńı, to mechanismus au-
tomatického ř́ızeńı délky kroku zachyt́ı a krok zkrát́ı. Důvodem zkráceńı kroku je zde
sṕı̌se prudká změna řešeńı než nar̊ustaj́ıćı tuhost. Poté, co řešeńı nabude hodnotu rovnou
přibližně 1, je délka kroku metody ř́ızena stabilitou.
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Obr. 1.2 Př́ıklad 4.3 řešený DP54 metodou, celý výpočet
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Obr. 1.3. Př́ıklad 4.3 řešený DP54 metodou, detail

Úlohu (1.34) jsme řešili explicitńı metodou DP54 (matlabovský program ode45) a im-
plicitńı TR metodou (matlabovský program ode23t). Oba programy jsme použili se stej-
nou přesnost́ı (εr = 10−4, εa = 10−7). DP54 je explicitńı Rungova-Kuttova metoda řádu
5 s intervalem absolutńı stability (−3,31; 0). Délka kroku proto muśı splňovat podmı́nku
stability τ |2y − 3y2| < 3,31, což pro t > 10 020 znamená volit τ

.
= 3,31. TR metoda

je A-stabilńı metoda řádu 2, takže tato metoda délku kroku z d̊uvodu stability nijak
neomezuje.

Pr̊uběh výpočtu znázorňuje pro každou z metod dvojice obrázk̊u: horńı zachycuje celý
výpočet, dolńı pak zvětšený výřez pro t ∈ 〈9 800, 11 200〉. V následuj́ıćı tabulce uvád́ıme
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pro intervaly (0, ℓ), kde ℓ je postupně rovno 9 900, 10 020 a 20 000, údaj pk/pf, kde pk je
počet (úspěšně) provedených krok̊u a pf je celkový počet vyhodnoceńı pravé stany:

ℓ 9900 10 020 20 000

ode45 17/151 36/331 3 041/20 245

ode23t 85/169 184/382 192/396

Vid́ıme, že v intervalu (10 020, 20 000), kde přesné řešeńı je prakticky rovno 1, je TR-me-
toda velmi efektivńı, na zdoláńı intervalu (10 020, 20 000) potřebovala jen 8 krok̊u. Zato
metoda DP54 na tomto intervalu provedla 3 005 krok̊u délky τ

.
= 3,31, takže jej́ı použit́ı

rozhodně vhodné neńı. �
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Obr. 1.4. Př́ıklad 4.3 řešený TR metodou, celý výpočet
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Obr. 1.5. Př́ıklad 4.3 řešený TR metodou, detail

Metody pro řešeńı tuhých problémů. Pro řešeńı tuhých problémů je třeba použ́ıvat
metody s neomezenou oblast́ı absolutńı stability. V Matlabu jsou to metody NDF a BDF
implementované v programu ode15s, TR metoda implementovaná v programu ode23t

a dvě L-stabilńı metody řádu 2: TR-BDF2 metoda (jde o kombinaci metod TR a BDF2)
implementovaná v programu ode23tb a Rosenbrockova metoda implementovaná v pro-
gramu ode23s, podrobnosti viz [15]. Programy ode15s, ode23t a ode23tb vyžaduj́ı řešeńı
nelineárńıch soustav rovnic tvaru

yn+1 = γτ f(tn+1,yn+1) +ψ, (1.35)
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kde parametr γ je charakteristická konstanta metody a ψ je vektor nezávislý na yn+1.
Např́ıklad pro TR metodu (1.14) je

γ = 1
2

a ψ = yn + 1
2
τ f(tn,yn).

Rovnici (1.35) řeš́ıme zjednodušenou Newtonovou metodou. Počátečńı aproximaci y
(0)
n+1

źıskáme dostatečně přesnou extrapolaćı z hodnot yn,yn−1, . . . . Daľśı aproximace y
(s+1)
n+1

źıskáme řešeńım soustav lineárńıch rovnic

(I− τγJ) (y
(s+1)
n+1 − y

(s)
n+1) = τγf(tn+1,y

(s)
n+1) +ψ − y

(s)
n+1 , (1.36)

kde I je jednotková matice a J je Jacobiova matice fy(tn+1−k,yn+1−k) pro nějaké k > 0

(jedná se tedy o zjednodušenou Newtonovu metodu, pokud by J = fy(tn+1,y
(s)
n+1), šlo by

o klasickou Newtonovu metodu). Výpočet organizujeme takto: označ́ıme

G = I− τγJ, ds = y
(s+1)
n+1 − y

(s)
n+1, gs = τγf(tn+1,y

(s)
n+1) +ψ − y

(s)
n+1

a vypočteme nejdř́ıve ds jako řešeńı soustavy lineárńıch rovnic Gds = gs a pak dopoč́ıtáme

y
(s+1)
n+1 = y

(s)
n+1 + ds. Je-li př́ırustek ds dostatečně malý, klademe yn+1 = y

(s+1)
n+1 .

Matice soustavy G obsahuje tři členy, které se mohou měnit: τ při změně délky kroku,
γ při změně metody (třeba ve VSVO implementaci metod zpětného derivováńı) a J při
přepoč́ıtáńı Jacobiovy matice. Pokud se žádný z těchto člen̊u nezměńı, z̊ustává matice G

stejná. Toho je třeba využ́ıt: pouze při změně G provedeme výpočetně náročný LU rozklad
matice soustavy G = LU, kde L je dolńı trojúhelńıková matice a U horńı trojúhelńıková
matice. V následuj́ıćıch iteraćıch, kdy se matice soustavy G neměńı, provád́ıme výpočtově
nenáročná řešeńı dvou soustav lineárńıch rovnic s trojúhelńıkovou matićı soustavy, tj.
Lδs = gs a pak Uds = δs.

Program, který má pracovat efektivně, muśı mı́t promyšlenou strategii, podle ńıž
rozhodne, kdy změńı J, což je výpočetně nejnáročněǰśı, a kdy jen τ nebo γ, což zna-
mená nový LU rozklad matice G. Použ́ıvá se

”
konzervativńı strategie“: přepoč́ıtáńı Ja-

cobiovy matice se provede až tehdy, když Newtonova metoda nekonverguje dostatečně
rychle, délku kroku př́ıpadně metodu změńıme, až když očekávaný zisk takové akce převýš́ı
náklady spojené s LU rozkladem.

Jacobiovu matici lze zadat přesně nebo ji lze spoč́ıtat přibližně numericky (Matlab
už́ıvá funkci odenumjac z privátńı knihovny toolboxu matlab\funfun). Pokud je Jaco-
biova matice ř́ıdká a uživatel zadá pozice jej́ıch nenulových prvk̊u, výpočet Jacobiovy
matice lze značně urychlit. Do daľśıch podrobnost́ı už zacházet nebudeme, zájemce od-
kazujeme na skvělou monografii [22] a na matlabovskou dokumentaci [15]. Významným
zdrojem poučeńı je studium kód̊u jednotlivých matlabovských programů, př́ılǐs snadné
čteńı to však neńı.

Program ode23s, založený na implementaci Rosenbrockovy metody, se od zbývaj́ıćıch
programů ode15s, ode23t a ode23tb lǐśı v tom, že se vyhýbá řešeńı nelineárńıch rovnic.
V každém kroku Rosenbrockovy metody je třeba sestavit Jacobiovu matici fy(tn,yn) a vek-
tor derivaćı ft(tn,yn) = {∂fi(tn,yn)/∂t}di=1, provést LU rozklad matice I − γτ fy(tn,yn)
a užit́ım tohoto rozkladu vyřešit tři soustavy lineárńıch rovnic, podrobnosti viz [24].
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Statistika o činnosti matlabovských programů pro řešeńı ODR. Kvalitńı pro-
gramy uživateli vždy poskytuj́ı informaci o tom, jak úspěšně si při řešeńı konkrétńıho
problému poč́ınaly. V Matlabu se dodávaj́ı tato č́ısla:

pk počet úspěšných krok̊u
pn počet neúspěšných krok̊u
pf počet vyhodnocených pravých stran f

pj počet sestavených Jacobiových matic J

pr počet LU rozklad̊u J = LU

ps počet řešených soustav lineárńıch rovnic LUds = gs

Pro ilustraci uvád́ıme

Př́ıklad 1.3 Robertson̊uv problém

y′1 = −0,04 y1 + 104 y2y3 , y1(0) = 1 ,

y′2 = 0,04 y1 − 104 y2y3 − 3 · 107 y2
2 , y2(0) = 0 ,

y′3 = 3 · 107 y2
2 , y3(0) = 0

popisuje koncentrace tř́ı př́ıměśı v chemické reakci, tj. 0 ≤ y1, y2, y3 ≤ 1, nezávisle
proměnná t je čas, bĺıže viz [22]. Jacobiova matice této soustavy je

J =




−0,04 104 y3 104 y2

0,04 −104 y3 − 6 · 107y2 −104y2

0 6 · 107y2 0



 .

V čase t = 0, tj. pro y1 = 1, y2 = y3 = 0, má Jacobiova matice vlastńı č́ısla {−0,04; 0; 0}.
Z fyzikálńıch úvah plyne, že y1, y2 → 0 a y3 → 1 pro t → ∞. Vlastńı č́ısla Jacobiovy
matice pro y1 = y2 = 0, y3 = 1, jsou {−10 000,04; 0; 0}. Při řešeńı na intervalu (0, 1010)
je Robertson̊uv problém tuhý. O tom se lze ostatně snadno přesvědčit experimentálně:
explicitńı metody selhávaj́ı, metody pro řešeńı tuhých problémů zab́ıraj́ı. Numerickým
výpočtem lze zjistit, že již pro t > 0,01 je spektrálńı poloměr ̺(J) > 2 · 103, takže
Robertson̊uv problém lze považovat za tuhý již na nepoměrně kratš́ım intervalu délky
řádově v jednotkách.

Úlohu jsme řešili dvěma matlabovskými programy určenými pro tuhé problémy: pro-
gramem ode23t (TR metoda) a programem ode15s (metody BDFk, k=1,2,. . . ,5). Délku
kroku jsme ř́ıdili pomoćı toleranćı εr = 10−3, εa = 10−6, činnost programu ode15s jsme
omezili tak, aby pracoval jen s BDF metodami řád̊u 1, 2 a 3. Do následuj́ıćı tabulky jsme
zapsali

”
statistiku“ výpočtu, tj. č́ısla pk, pn, pf, pj, pr, ps:

pk pn pf pj pr ps

ode23t 238 74 794 37 188 644

ode15s 245 15 504 11 67 458

Z tabulky plyne, že oba testované programy Robertson̊uv problém úspěšně vyřešily při
zhruba stejných výpočetńıch nákladech. �
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2. Obyčejné diferenciálńı rovnice: okrajové úlohy

V kapitole 2.1 ukážeme, jak řešit okrajový problém pro soustavu ODR1 metodou
střelby. V následuj́ıćıch kapitolách pak poṕı̌seme tři nejznáměǰśı metody řešeńı okrajového
problému pro ODR2: v kapitole 2.2 diferenčńı metodu, v kapitole 2.3 metodu konečných
objemů a v kapitole 2.4 metodu konečných prvk̊u.

2.1. Metoda střelby

Okrajový problém pro soustavu ODR1 spoč́ıvá v určeńı funkce y(x), která v inter-
valu (a, b) splňuje diferenciálńı rovnici

y′(x) = f(x,y(x)) (2.1)

a v koncových bodech intervalu (a, b) vyhovuje okrajové podmı́nce

r(y(a),y(b)) = o. (2.2)

Stejně jako v kapitole 1.1 předpokládáme, že počet rovnic jakož i počet okrajových
podmı́nek je roven d, tedy

y(x) = (y1(x), y2(x), . . . , yd(x))
T , y′(x) = (y′1(x), y

′
2(x), . . . , y

′
d(x))

T ,

f(x,y(x)) = (f1(x,y(x)), f2(x,y(x)), . . . , fd(x,y(x)))T ,

r(y(a),y(b)) = (r1(y(a),y(b)), r2(y(a),y(b)), . . . , rd(y(a),y(b)))T .

Ve speciálńım př́ıpadě, když

r(y(a),y(b)) = y(a)− η = o nebo-li y(a) = η, (2.3)

přecháźı problém (2.1)–(2.2) v počátečńı problém (1.4). Pokud je však v podmı́nkách (2.2)
obsažena alespoň jedna složka vektoru y(a) a současně také alespoň jedna složka vektoru
y(b), jde o problém okrajový. Právě t́ımto př́ıpadem se budeme v daľśım zabývat.

Podstatný rozd́ıl mezi počátečńı a okrajovou úlohou spoč́ıvá v tom, že zat́ımco řešeńı
úlohy s počátečńımi podmı́nkami existuje a je jediné pro dosti širokou tř́ıdu diferenciálńıch
rovnic, u okrajové úlohy s velmi jednoduchou diferenciálńı rovnićı je možné, že řešeńı ne-
existuje nebo naopak, že řešeńı je nekonečně mnoho. Tuto skutečnost si ukažme na rovnici

y′ = y, jej́ıž obecné řešeńı je y = Cex.

Odtud plyne, že pro okrajovou podmı́nku

(a) y(0) = y(1) existuje jediné řešeńı y = 0,

(b) e y(0) = y(1) existuje nekonečně mnoho řešeńı y = Cex, C libovolné,

(c) e y(0) = y(1) + 1 řešeńı neexistuje.
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Metoda střelby je založena na numerickém řešeńı počátečńıho problému

y′(x) = f(x,y(x)), y(a) = η, (2.4)

za omezuj́ıćı podmı́nky

r(η,y(b)) = o. (2.5)

Neznámá počátečńı hodnota η je určena implicitně rovnićı (2.5).

Lichoběžńıková metoda. Necht’ a = x0 < x1 < · · · < xN = b je děleńı intervalu 〈a, b〉,
hi = xi+1−xi je délka kroku a h = maxi hi. Přibližné řešeńı yi, i = 0, 1, . . . , N , dostaneme
jako řešeńı soustavy d(N + 1) rovnic

yi+1 = yi + 1
2
hi[f(xi,yi) + f(xi+1,yi+1)], i = 0, 1, . . . , N − 1 ,

r(y0,yN) = 0 .
(2.6)

Soustava (2.6) je obecně nelineárńı. Jej́ı řešeńı se obvykle poč́ıtá pomoćı nějaké varian-
ty Newtonovy metody. Aby nastala konvergence, je třeba dodat dosti dobrou počátečńı
aproximaci y

(0)
i ≈ y(xi), i = 0, 1, . . . , N . Lichoběžńıková metoda je řádu 2, tj. je-li funkce

f dostatečně hladká, pro chybu plat́ı

y(xi)− yi = O(h2),

č́ımž se mı́ńı, že řádu O(h2) je každá složka vektoru y(xi)− yi.
Ve speciálńım př́ıpadě, když f(x,y) je lineárńı v proměnné y a r(u,v) je lineárńı

v obou proměnných u i v, bude soustava rovnic (2.6) lineárńı. Necht’ tedy

y′ = A(x)y + q(x) ,

Bay(a) + Bby(b) = o .
(2.7)

Soustava (2.6) je pak tvaru

[
−I− 1

2
hiA(xi)

]
yi +

[
I− 1

2
hiA(xi+1)

]
yi+1 = 1

2
hi[q(xi) + q(xi+1)] , i = 1, 2, . . . , N − 1,

Bay0 + BbyN = o ,

kde I je jednotková matice. Maticový zápis této soustavy je





R0 S0

R1 S1

. . .
. . .

RN−1 SN−1

Ba Bb









y0

y1
...

yN−1

yN




=





v0

v1
...

vN−1

o




, (2.8)

kde

Ri = −I − 1
2
hiA(xi) , Si = I− 1

2
hiA(xi+1) , vi = 1

2
hi[q(xi) + q(xi+1)] .
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Simpsonova metoda. Matlab nab́ıźı pro řešeńı okrajového problému (2.1)–(2.2) pro-
gram bvp4c, který je založen na použit́ı Simpsonovy formule

yi+1 = yi + 1
6
hi[f(xi,yi) + 4f(xi+1/2,yi+1/2) + f(xi+1,yi+1)],

kde xi+1/2 = xi + 1
2
hi, yi+1/2 = 1

2
(yi + yi+1) + 1

8
hi[f(xi,yi)− f(xi+1,yi+1)] ,

(2.9)

Simpsonova formule (2.9) je řádu 4, tj. pro chybu plat́ı

y(xi)− yi = O(h4) .

Daľśı informace o Simpsonově formuli (2.9) lze načerpat v [23], [12] a také v [15].
V př́ıpadě lineárńı úlohy (2.7) řeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic (2.8), matice Ri, Si

a vektory vi źıskáme z formule (2.9), v ńıž klademe f(x,y) = A(x)y + q(x). Odvovozeńı
vzorc̊u pro Ri, Si a vi ponecháváme čtenáři jako cvičeńı.

2.2. Diferenčńı metoda

Ve zbytku kapitoly 2 se budeme převážně zabývat lineárńı ODR2

− [p(x)u′ ]
′
+ q(x)u = f(x), x ∈ (0, ℓ) . (2.10)

Předpokládejme, že funkce p(x), p′(x), q(x) i f(x) jsou spojité, dále že p(x) > 0, q(x) ≥ 0,
a uvažujme nejdř́ıve jednoduché okrajové podmı́nky

u(0) = g0 , (2.11a)

u(ℓ) = gℓ . (2.11b)

Za uvedených předpoklad̊u má úloha (2.10) – (2.11) jediné řešeńı.
Úloha (2.10) – (2.11) může popisovat např́ıklad problém tahu–tlaku prutu, tedy prutu

namáhaného pouze tahem popř́ıpadě tlakem. V tom př́ıpadě je u(x) posunut́ı střednicové
čáry prutu, p(x) = E(x)A(x), kde E(x) je Young̊uv modul pružnosti a A(x) je plocha
pr̊uřezu prutu, q(x) je měrný odpor podlož́ı, na němž prut spoč́ıvá, f(x) je intenzita
zat́ıžeńı a g0 a gℓ jsou předepsaná posunut́ı koncových bod̊u prutu.

Jinou aplikaćı, popsanou stejnou rovnićı a stejnými okrajovými podmı́nkami, je na-
př́ıklad stacionárńı úloha vedeńı tepla v tyči. Pak u(x) je teplota, p(x) je koeficient tepelné
vodivosti, f(x) − q(x)u(x) je intenzita tepelných zdroj̊u, g0 a gℓ jsou teploty koncových
bod̊u tyče.

Úlohu (2.10) – (2.11) lze přeformulovat do tvaru (2.1)–(2.2), stač́ı položit

y =

(
y1

y2

)
=

(
u
pu′

)
, f =

(
y2/p

qy1 − f

)
, r =

(
y1(0)− g0

y1(ℓ)− gℓ

)
, (2.12)

a následně řešit metodou střelby, viz kapitola 2.1. My si ale vysvětĺıme jinou techniku,
známou jako diferenčńı metoda (stručně FDM podle anglického finite difference method).
FDM je klasická diskretizačńı metoda, zevrubně popsaná a analyzovaná v celé řadě pub-
likaćı, viz např. [14], [27].
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Necht’ 0 = x0 < x1 < · · · < xN = ℓ je děleńı intervalu 〈0, ℓ〉 a hi = xi − xi−1 je délka
kroku. Body xi nazýváme uzly a množinu {xi}Ni=0 uzl̊u nazýváme śıt́ı. Pro jednoduchost
se omeźıme na ekvidistantńı děleńı, takže hi = h = ℓ/N a xi = ih, i = 0, 1, . . . , N .

Splněńı rovnice (2.10) budeme vyžadovat pouze ve vnitřńıch uzlech śıtě, tj.

−(pu′)′
∣∣
x=xi

+ qiu(xi) = fi, i = 1, 2, . . . , N − 1 , (2.13)

kde qi = q(xi) a fi = f(xi). Člen −(pu′)′
∣∣
x=xi

nahrad́ıme diferenčńım pod́ılem. Pomoćı
označeńı

xi−1/2 = xi − 1
2
h , xi+1/2 = xi + 1

2
h , pi−1/2 = p(xi−1/2) , pi+1/2 = p(xi+1/2)

lze přibližně položit

−(pu′)′
∣∣
x=xi

.
= −

pu′
∣∣
x=xi+1/2

− pu′
∣∣
x=xi−1/2

h
= −pi+1/2u

′(xi+1/2)− pi−1/2u
′(xi−1/2)

h

.
= −

pi+1/2
u(xi+1)− u(xi)

h
− pi−1/2

u(xi)− u(xi−1)

h
h

.

Užit́ım Taylorova rozvoje snadno ověř́ıme, že tato aproximace je řádu O(h2), tj. že plat́ı

−(pu′)′
∣∣
x=xi

=
−pi−1/2u(xi−1) + (pi−1/2 + pi+1/2)u(xi)− pi+1/2u(xi+1)

h2
+O(h2) . (2.14)

Po zanedbáńı chyby O(h2) tak z (2.14) a (2.13) dostáváme pro přibližné řešeńı ui ≈ u(xi)
soustavu rovnic

−pi−1/2ui−1 + (pi−1/2 + pi+1/2 + h2qi)ui − pi+1/2ui+1

h2
= fi , (2.15)

pro i = 1, 2, . . . , N − 1. Z okrajových podmı́nek máme

u0 = g0 , (2.16a)

uN = gℓ . (2.16b)

To nám umožńı dosadit do prvńı rovnice u0 = g0 a člen −p1/2g0/h
2 převést na pravou

stranu. Podobně v posledńı rovnici polož́ıme uN = gℓ a člen −pN−1/2gℓ/h
2 převedeme na

pravou stranu. Matice takto upravené soustavy rovnic (2.15) je tř́ıdiagonálńı, pozitivně
definitńı, diagonálně dominantńı (pro qi > 0 ryze). Tyto vlastnosti zaručuj́ı, že matice
soustavy je regulárńı a soustava rovnic má jediné řešeńı.

Jsou-li funkce p, q a f dostatečně hladké, pak pro chybu plat́ı

u(xi)− ui = O(h2) , (2.17)

přesná formulace a př́ıslušný d̊ukaz viz [27].
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Okrajové podmı́nky s derivaćı. Okrajové podmı́nky (2.11) se nazývaj́ı Dirichletovy.
V aplikaćıch se objevuj́ı ještě daľśı typy okrajových podmı́nek. Podmı́nky

p(0)u′(0) = α0u(0)− β0, (2.18a)

−p(ℓ)u′(ℓ) = αℓu(ℓ)− βℓ (2.18b)

se nazývaj́ı Newtonovy nebo také Robinovy. Pokud koeficient obsahuj́ıćı člen α0 resp. αℓ

chyb́ı, hovoř́ıme o Neumannově okrajové podmı́nce. Aby byla zaručena jednoznačná exis-
tence řešeńı, předpokládejme α0 ≥ 0, αℓ ≥ 0. Jestliže uvažujeme současně obě podmı́nky
(2.18a) i (2.18b), pak předpokládejme nav́ıc bud’to α0 > 0 nebo αℓ > 0 nebo q(x) > 0
alespoň na části intervalu (0, ℓ).

Interpretujeme-li Newtonovy okrajové podmı́nky v úloze tahu–tlaku prutu, je pu′

normálová śıla, α0, αℓ jsou tuhosti pružin v koncových bodech prutu a β0, βℓ jsou zadané
śıly p̊usob́ıćı na konćıch prutu. V úloze stacionárńıho vedeńı tepla je pu′ tepelný tok, α0,
αℓ jsou koeficienty přestupu tepla a β0, βℓ jsou zadané tepelné toky na okraj́ıch tyče.
Tepelné toky se často uvažuj́ı ve tvaru β0 = α0u

e
0, βℓ = αℓu

e
ℓ, kde ue

0 resp. ue
ℓ je vněǰśı

teplota okolo levého resp. pravého konce tyče.
V př́ıpadě zadané okrajové podmı́nky (2.18a) eventuálně (2.18b) muśıme sestavit

rovnici umožňuj́ıćı výpočet neznámé u0 eventuálně uN . Ukažme si to třeba pro př́ıpad
předepsané okrajové podmı́nky (2.18a).

Pomůžeme si tak, že budeme požadovat, aby rovnice (2.10) platila také v levém
krajńım uzlu x0 = 0, tj. aby rovnice (2.13) byla splněna rovněž pro i = 0.

Člen −(pu′)′
∣∣
x=x0

vyjádř́ıme nejdř́ıve pomoćı jednostranné diference a pak pomoćı

centrálńı diference a vztahu (2.18a), tj.

− (pu′)′
∣∣
x=x0

= −
pu′
∣∣
x=x1/2

− pu′
∣∣
x=x0

1
2
h

+O(h) =

−p1/2
u(x1)− u(x0)

h
+ α0u(x0)− β0

1
2
h

+O(h) .

Zanedbáme-li chyby, dostaneme rovnici pro neznámou u0

(p1/2 + hα0 + 1
2
h2q0)u0 − p1/2u1

h2
=

1

h
β0 +

1

2
f0 . (2.19a)

V př́ıpadě okrajové podmı́nky (2.18b) postupujeme obdobně, tj. požadujeme splněńı
rovnice (2.13) také pro i = N , a po úpravách obdrž́ıme rovnici pro neznámou uN

−pN−1/2uN−1 + (pN−1/2 + hαℓ + 1
2
h2qN)uN

h2
=

1

h
βℓ +

1

2
fN . (2.19b)

Je-li předepsána okrajová podmı́nka (2.18a), zaṕı̌seme jako prvńı rovnici (2.19a), pak
následuj́ı rovnice (2.15) pro i = 1, 2, . . . , N − 1, a je-li předepsána okrajová podmı́nka
(2.18b), připoj́ıme jako posledńı rovnici (2.19b). Matice výsledné soustavy rovnic je opět
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tř́ıdiagonálńı, pozitivně definitńı a diagonálně dominantńı. I když se při odvozeńı rovnic
(2.19) dopoušt́ıme chyby řádu O(h), pro chybu přibližného řešeńı plat́ı zase vztah (2.17).

Rovnice s konvekčńım členem. V aplikaćıch často vzniká potřeba řešit poněkud
obecněǰśı rovnici

− [p(x)u′ − r(x)u]′ + q(x)u = f(x), x ∈ (0, ℓ) . (2.20)

Tato rovnice popisuje např́ıklad transport chemické př́ıměsi v kapalině. V tom př́ıpadě je
u(x) koncentrace př́ıměsi v kapalině, r = ̺v, kde ̺ je hustota kapaliny a v jej́ı rychlost,
p(x) je koeficient difúze a f(x)−q(x)u(x) je intenzita objemového zdroje př́ıměsi. Rovnici
(2.20) lze použ́ıt také k popisu teplotńıho pole kapaliny. Pak u(x) je teplota, r = c̺v, kde c
je tepelná kapacita, ̺ hustota a v rychlost kapaliny, p je tepelná vodivost a f(x)−q(x)u(x)
je intenzita vnitřńıch tepelných zdroj̊u. S přihlédnut́ım k typické fyzikálńı interpretaci
ř́ıkáme, že −(pu′)′ je difúzńı člen, (ru)′ je konvekčńı člen a f − qu je zdrojový člen.

Newtonovy okrajové podmı́nky pro rovnici (2.20) uvažujeme ve tvaru

(pu′ − ru)
∣∣
x=0

= α0u(0)− β0 , (2.21a)

−(pu′ − ru)
∣∣
x=ℓ

= αℓu(ℓ)− βℓ . (2.21b)

Předepisuje se tedy hodnota tzv. toku −(pu′ − ru) veličiny u, člen −pu′ je difúzńı tok
a člen ru je konvekčńı tok.

Konvekčńı člen vyjádř́ıme ve vnitřńıch uzlech pomoćı centrálńı diference

(ru)′
∣∣
x=xi

=
ri+1/2u(xi+1/2)− ri−1/2u(xi−1/2)

h
+O(h2) (2.22)

a v koncových uzlech pomoćı jednostranné diference

(ru)′
∣∣
x=x0

=
r1/2u(x1/2)− r0u(x0)

1
2
h

+O(h),

(ru)′
∣∣
x=xN

=
rNu(xN)− rN−1/2u(xN−1/2)

1
2
h

+O(h) .

(2.23)

V (2.22) a (2.23) vyjádř́ıme konvekčńı tok ru ve středech xi−1/2 úseček 〈xi−1, xi〉 pomoćı
aritmetického pr̊uměru hodnot u v koncových bodech, stručně centrálńı aproximace,

ri−1/2u(xi−1/2) = 1
2
ri−1/2[u(xi−1) + u(xi)] +O(h2), i = 1, 2, . . . , N. (2.24)

Pomoćı (2.21), a po zanedbáńı chybových člen̊u v (2.22)–(2.24), obdrž́ıme soustavu rovnic,
jej́ıž tvar vyjádř́ıme prostřednictv́ım dř́ıve odvozených rovnic (2.15) a (2.19) takto: na
levou stranu rovnice

(2.19a)

(2.15)

(2.19b)





přidáme člen






1
2
r1/2(u0 + u1)/h ,

1
2
[ri+1/2(ui + ui+1)− ri−1/2(ui−1 + ui)]/h ,

−1
2
rN−1/2(uN−1 + uN)/h.

(2.25)
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Matice takto vzniklé soustavy rovnic je tř́ıdiagonálńı a nesymetrická. Dá se ukázat, že
když

1
2
h|ri−1/2| < pi−1/2, i = 1, 2, . . . , N, (2.26)

pak je matice soustavy regulárńı. Pro dostatečně jemné děleńı intervalu 〈0, ℓ〉 bude pod-
mı́nka (2.26) jistě splněna. Pro chybu opět plat́ı (2.17).
Dominantńı konvekce. Podmı́nka (2.26) může být značně omezuj́ıćı v př́ıpadě, kdy
konvekčńı koeficient výrazně převažuje nad koeficientem difúzńım, tedy pro |r| ≫ p. Pak
je účelné vyjádřit konvekčńı tok ru ve středech xi−1/2 úseček 〈xi−1, xi〉 takto:

ri−1/2u(xi−1/2) =






ri−1/2u(xi−1) +O(h) pro ri−1/2 ≥ 0,

ri−1/2u(xi) +O(h) pro ri−1/2 < 0.
(2.27)

Aproximace (2.27) je z fyzikálńıho hlediska přirozená: informaci o řešeńı u v uzlu xi

čerpáme ze znalosti řešeńı proti
”
proudu“, proti

”
větru“: pro ri−1/2 > 0

”
fouká zleva“,

proto použijeme hodnotu u(xi−1) v uzlu xi−1 lež́ıćım nalevo od bodu xi−1/2, pro ri−1/2 < 0

”
fouká zprava“ a proto použijeme hodnotu u(xi) v uzlu xi lež́ıćım napravo od bodu xi−1/2.

Jednostrannou aproximaci konvekčńıho toku podle (2.27) nazýváme upwind aproximaćı.
Pomoćı označeńı

a+ = max(a, 0), a− = min(a, 0), kde a je libovolné č́ıslo,

lze (2.27) zapsat v kompaktńım tvaru

ri−1/2u(xi−1/2) = r+
i−1/2u(xi−1) + r−i−1/2u(xi) +O(h) . (2.28)

Pomoćı (2.21), a po zanedbáńı chybových člen̊u v (2.22), (2.23) a (2.28), obdrž́ıme výsled-
nou soustavu rovnic, jej́ıž tvar vyjádř́ıme prostřednictv́ım dř́ıve odvozených rovnic (2.15)
a (2.19) takto: na levou stranu rovnice

(2.19a)

(2.15)

(2.19b)





přidáme člen






[r+
1/2u0 + r−1/2u1]/h,

[r+
i+1/2ui + r−i+1/2ui+1]/h− [r+

i−1/2ui−1 + r−i−1/2ui]/h,

−[r+
N−1/2uN−1 + r−N−1/2uN ]/h .

(2.29)

Matice takto vzniklé soustavy je regulárńı nezávisle na jemnosti děleńı intervalu 〈0, ℓ〉.
Pro chybu však plat́ı jen

u(xi)− ui = O(h) . (2.30)

Pro dosažeńı přesnosti řádu O(h2) je třeba použ́ıvat přesněǰśı upwind aproximace kon-
vekčńıho toku, viz např. [25], [6].

Př́ıklad 2.1. Zabývejme se řešeńım modelové úlohy

−εu′′ + u′ = 0 pro x ∈ (0, 1), u(0) = 0, u(1) = 1,
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kde ε > 0 je konstanta. Přesné řešeńı

u(x) =
1− ex/ε

1− e1/ε

je rostoućı funkce.
Diskretizaćı konvekčńıho členu pomoćı centrálńı diference (2.252), tj. pomoćı druhého

vztahu v (2.25), dostaneme rovnici

−ε ui+1 − 2ui + ui−1

h2
+
ui+1 − ui−1

2h
= 0 ,

kterou lze při označeńı κ := h/ε zapsat ekvivalentně ve tvaru

−(1 + 1
2
κ)ui−1 + 2ui − (1− 1

2
κ)ui+1 = 0 .

Pro κ = 2 dostaneme ui = ui−1, takže řešeńı je ui = 0 pro i < N a uN = 1. Pro κ 6= 2
snadným výpočtem ověř́ıme, že diferenčńı rovnici vyhovuje řešeńı

ui = C1 + C2

[
2 + κ

2− κ

]i

,

kde C1 a C2 jsou konstanty, které urč́ıme z okrajových podmı́nek. Pro κ > 2 přibližné
řešeńı ui osciluje okolo C1, což je v rozporu s chováńım přesného řešeńı u, rostoućı posloup-
nost {ui}Ni=0 dostaneme jen pro |κ| < 2, což je podmı́nka (2.26) pro p = ε, r = 1.

Naši modelovou úlohu vyřeš́ıme také upwind technikou. Konvekčńı člen nahrad́ıme
levostrannou diferenćı podle (2.29) a dostaneme rovnici

−ε ui+1 − 2ui + ui−1

h2
+
ui − ui−1

h
= 0.

Diferenčńı rovnici vyhovuje řešeńı

ui = C1 + C2(1 + κ)i,

které je rostoućı nezávisle na velikosti κ. �

2.3. Metoda konečných objemů

(stručně FVM podle anglického finite volume method) se použ́ıvá předevš́ım pro řešeńı
problémů prouděńı ve v́ıce prostorových proměnných, např. viz [25], [7]. Princip této
metody však lze objasnit i pro jednodimenzionálńı úlohu popsanou diferenciálńı rovnićı
(2.20) a okrajovými podmı́nkami (2.11) a (2.21).

Ke každému uzlu xi přǐrad́ıme konečný objem Bi (stručně buňku) takto: pro vnitřńı
uzly Bi = 〈xi−1/2, xi+1/2〉 , i = 1, 2, . . . , N − 1, a pro koncové uzly B0 = 〈0, x1/2〉, BN =

〈xN−1/2, ℓ〉. Zřejmě 〈0, ℓ〉 =
⋃N

i=0Bi. Integraćı rovnice (2.20) přes buňku Bi dostaneme
bilančńı rovnici

∫

Bi

−[pu′ − ru]′ dx+

∫

Bi

qu dx =

∫

Bi

f dx . (2.31)
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Předpokládejme nejdř́ıve, že Bi př́ısluš́ı vnitřńımu uzlu. Pak dostaneme

−[pu′ − ru]x=xi+1/2

x=xi−1/2
+

∫ xi+1/2

xi−1/2

qu dx =

∫ xi+1/2

xi−1/2

f dx . (2.32)

Difúzńı tok aproximujeme pomoćı centrálńı diference,

pi−1/2u
′(xi−1/2) = pi−1/2

u(xi)− u(xi−1)

h
+O(h2), i = 1, 2, . . . , N − 1, (2.33)

a konvekčńı tok aproximujeme pomoćı centrálńı aproximace (2.24) resp. upwind aproxi-
mace (2.28). Integrály v rovnici (2.32) spočteme obdélńıkovou formuĺı,

∫ xi+1/2

xi−1/2

qu dx = hqiu(xi) +O(h3) ,

∫ xi+1/2

xi−1/2

f dx = hfi +O(h3).

Zanedbáme-li chyby, dostaneme aproximaci bilančńı rovnice (2.32) ve tvaru (2.252) resp.
(2.292).

Je-li v koncovém bodě x = 0 resp. x = ℓ předepsána Newtonova okrajová podmı́nka
(2.21a) resp. (2.21b), je třeba uvážit bilančńı rovnici (2.31) také pro buňku B0 resp. BN .
Tak např́ıklad pro buňku B0 máme

−(pu′ − ru)
∣∣x=x1/2

x=x0
+

∫ x1/2

x0

qu dx =

∫ x1/2

x0

f dx .

Difúzńı tok v bodě x1/2 aproximujeme centrálńı diferenćı (2.33), konvekčńı tok v bodě
x1/2 aproximujeme pomoćı (2.24) resp. (2.28), člen p(0)u′(0)−r(0)u(0) vyjádř́ıme pomoćı
okrajové podmı́nky (2.21a) a integrály spočteme levostrannou obdélńıkovou formuĺı,

∫ x1/2

x0

qu dx = 1
2
hq0u(x0) +O(h2) ,

∫ x1/2

x0

f dx = 1
2
hf0 +O(h2) .

Zanedbáme-li chyby, dostaneme rovnici (2.251) resp. (2.291). Rovnici (2.253) resp. (2.293)
odvod́ıme obdobně z bilančńı rovnice (2.31) zapsané pro buňku BN .

Metodou konečných objemů jsme tedy dostali stejné rovnice jako rovnice odvozené
metodou diferenčńı. Přednosti metody konečných objemů ve srovnáńı s metodou diferenčńı
vyniknou až při řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic ve v́ıce prostorových proměnných.

2.4. Metoda konečných prvk̊u

Nejuniverzálněǰśı metodou diskretizace okrajových úloh je metoda konečných prvk̊u
(stručně FEM podle anglického finite element method, česky MKP). V úlohách mechaniky
pevné fáze je to jednoznačně nejpouž́ıvaněǰśı metoda. I když přednosti MKP lze plně ocenit
teprve u úloh ve dvou a třech prostorových proměnných, podstatu metody lze objasnit
i na jednorozměrné úloze. Z řady publikaćı věnovaných MKP zmiňme např. [8], [28], [2].

Východiskem pro diskretizaci metodou konečných prvk̊u je slabá formulace okrajové
úlohy. Proto si ted’ ukážeme, jak z klasické formulace (2.10), (2.11), (2.18) formulaci slabou
dostaneme. Nejdř́ıve zavedeme následuj́ıćı
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Označeńı. Symbolem C〈0, ℓ〉 budeme značit prostor všech funkćı, které jsou v intervalu
〈0, ℓ〉 spojité, a symbolem Ck〈0, ℓ〉 pak prostor všech funkćı, které jsou v intervalu 〈0, ℓ〉
spojité spolu se svými derivacemi až do řádu k včetně (C podle anglického continuous).

Ř́ıkáme, že bod a je pro funkci f(x) bodem nespojitosti prvńıho druhu, existuje-li
v a konečná limita zprava i zleva [označme tyto limity f(a + 0) resp. f(a − 0)] a je-li
f(a+ 0) 6= f(a− 0).

Funkce f(x) definovaná v intervalu 〈0, ℓ〉 se nazývá po částech spojitá v intervalu 〈0, ℓ〉,
je-li v 〈0, ℓ〉 spojitá s výjimkou konečného počtu bod̊u, v nichž má nespojitost prvńıho
druhu.

Prostor funkćı po částech spojitých v intervalu 〈0, ℓ〉 označ́ıme PC〈0, ℓ〉 (PC podle
anglického piecewise continuous). Symbolem PCk〈0, ℓ〉 znač́ıme prostor funkćı, které jsou
v intervalu 〈0, ℓ〉 spojité spolu se svými derivacemi až do řádu k− 1 včetně, a jejichž k-tá
derivace je v intervalu 〈0, ℓ〉 po částech spojitá.

V daľśım budeme použ́ıvat zejména prostor C1〈0, ℓ〉 funkćı, které jsou v intervalu 〈0, ℓ〉
spojité spolu se svou prvńı derivaćı, a prostor PC1〈0, ℓ〉 funkćı, které jsou v intervalu 〈0, ℓ〉
spojité a maj́ı v něm po částech spojitou prvńı derivaci.

Slabá formulace. Začneme t́ım, že zavedeme pojem testovaćı funkce: funkci v ∈ C1〈0, ℓ〉
nazveme testovaćı, jestliže v = 0 v tom krajńım bodě intervalu 〈0, ℓ〉, v němž je předepsána
Dirichletova okrajová podmı́nka. Pro konkrétnost se omeźıme na okrajové podmı́nky
(2.11a) a (2.18b), takže testovaćı funkce v splňuje v(0) = 0. Násobme rovnici (2.10)

testovaćı funkćı v a integrujme přes 〈0, ℓ〉. Integraćı per-partes členu
∫ ℓ

0
[−(pu′)′]v dx

a následným užit́ım okrajové podmı́nky (2.18b) a vztahu v(0) = 0 obdrž́ıme
∫ ℓ

0

fv dx =

∫ ℓ

0

[−(pu′)′ + qu] v dx = −pu′v
∣∣x=ℓ

x=0
+

∫ ℓ

0

[pu′v′ + quv] dx =

= [αℓu(ℓ)− βℓ ]v(ℓ) +

∫ ℓ

0

[pu′v′ + quv] dx.

Odvodili jsme tedy, že řešeńı u úlohy (2.10), (2.11a) a (2.18b) muśı splňovat kromě
Dirichletovy okrajové podmı́nky u(0) = g0 také rovnost

∫ ℓ

0

[pu′v′ + quv] dx+ αℓu(ℓ)v(ℓ) =

∫ ℓ

0

fv dx+ βℓv(ℓ) (2.34)

pro každou funkci v ∈ C1〈0, ℓ〉, v(0) = 0. Okrajová podmı́nka (2.18b) Newtonova typu,
která se stala součást́ı integrálńı rovnice (2.34) a je tak automaticky splněna, se nazývá
přirozenou okrajovou podmı́nkou. Dirichletovu okrajovou podmı́nku (2.11a), která součást́ı
rovnice (2.34) neńı a jej́ıž explicitńı splněńı proto muśıme vyžadovat, nazýváme podstatnou
nebo také hlavńı okrajovou podmı́nkou. Rovnice (2.34) je dobře definována i v př́ıpadě,
kdy funkce u a v jsou z prostoru X ≡ PC1〈0, ℓ〉. Testovaćı funkce pak voĺıme z prostoru
V = {v ∈ X| v(0) = 0} testovaćıch funkćı a řešeńı u z množiny W = {v ∈ X| v(0) = g0}
př́ıpustných řešeńı. Dále označ́ıme

a(u, v) =

∫ ℓ

0

[pu′v′ + quv] dx+ αℓu(ℓ)v(ℓ),

L(v) =

∫ ℓ

0

fv dx+ βℓv(ℓ).

(2.35)
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Pak úlohu

naj́ıt u ∈W splňuj́ıćı a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V (2.36)

nazýváme slabou formulaćı problému (2.10), (2.11a), (2.18b). Řešeńı úlohy (2.36) nazveme
slabým řešeńım. Slabá formulace je obecněǰśı než formulace klasická, nebot’ klade nižš́ı
nároky na hladkost dat:

klasická formulace: p ∈ C1〈0, ℓ〉, r, f ∈ C〈0, ℓ〉 , (2.37a)

slabá formulace: p, q, f ∈ PC〈0, ℓ〉 . (2.37b)

Jestliže p > 0, q ≥ 0, αℓ ≥ 0 a když plat́ı (2.37b), pak úloha (2.36) má jediné slabé řešeńı.
Ukázali jsme si, že klasické řešeńı je vždy také řešeńı slabé, viz odvozeńı rovnice (2.34).

Opak obecně neplat́ı, tj. slabé řešeńı nemuśı být řešeńı klasické. Jsou-li však funkce p, q
a f dostatečně hladké, konkrétně plat́ı-li podmı́nky (2.37a), pak lze dokázat, že slabé
řešeńı u ∈ C2〈0, ℓ〉 je řešeńı klasické.

Slabá formulace má v úloze tahu–tlaku prutu význam principu virtuálńıch posunut́ı
a samotné testovaćı funkce v ∈ V maj́ı význam virtuálńıch posunut́ı δu př́ıpustných řešeńı
u ∈ W . Slabá formulace je tedy zcela přirozená, nebot’ konkrétně pro úlohu tahu–tlaku
prutu popisuje základńı fyzikálńı zákon mechaniky kontinua.

Slabá formulace pro všechny kombinace okrajových podmı́nek. Uved’me si tvar
V , W , a(u, v) a L(v) pro všechny možné kombinace okrajových podmı́nek.

(DD) Okrajové podmı́nky (2.11a), (2.11b)

V = {v ∈ X | v(0) = v(ℓ) = 0}, W = {v ∈ X | v(0) = g0, v(ℓ) = gℓ},

a(u, v) =

∫ ℓ

0

[pu′v′ + quv] dx, L(v) =

∫ ℓ

0

fv dx .
(2.38-DD)

(DN) Okrajové podmı́nky (2.11a), (2.18b)

V = {v ∈ X | v(0) = 0}, W = {v ∈ X | v(0) = g0},

a(u, v) =

∫ ℓ

0

[pu′v′ + quv] dx+ αℓu(ℓ)v(ℓ), L(v) =

∫ ℓ

0

fv dx+ βℓv(ℓ) .
(2.38-DN)

(ND) Okrajové podmı́nky (2.18a), (2.11b)

V = {v ∈ X | v(ℓ) = 0}, W = {v ∈ X | v(ℓ) = gℓ}, (2.38-ND)

a(u, v) =

∫ ℓ

0

[pu′v′ + quv] dx+ α0u(0)v(0), L(v) =

∫ ℓ

0

fv dx+ β0v(0) .

(NN) Okrajové podmı́nky (2.18a), (2.18b)

V = X, W = X,

a(u, v) =

∫ ℓ

0

[pu′v′ + quv] dx+ α0u(0)v(0) + αℓu(ℓ)v(ℓ),

L(v) =

∫ ℓ

0

fv dx+ β0v(0) + βℓv(ℓ) .

(2.38-NN)
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Ve všech čtyřech př́ıpadech je zaručena jednoznačná existence slabého řešeńı úlohy (2.36),
pokud p > 0, q ≥ 0, α0 ≥ 0, αℓ ≥ 0 a když plat́ı (2.37b). V př́ıpadě úlohy (2.38-NN) je
třeba nav́ıc předpokládat α0 > 0 nebo αℓ > 0 nebo q > 0 alespoň na části 〈0, ℓ〉.
Diskretizace užit́ım lineárńıho prvku. Na intervalu 〈0, ℓ〉 zvoĺıme děleńı 0 = x0 <
x1 < · · · < xN = ℓ a na každé úsečce 〈xi−1, xi〉 délky hi = xi − xi−1 hledáme přibližné
řešeńı U(x) ve tvaru lineárńıho polynomu procházej́ıćıho body [xi−1, ui−1] a [xi, ui], takže

U(x) = ui−1wi−1(x) + uiwi(x), kde wi−1(x) =
xi − x
hi

, wi(x) =
x− xi−1

hi
.

Funkce U(x) je tedy na celém intervalu 〈0, ℓ〉 po částech lineárńı funkćı určenou předpisem

U(x) =
N∑

i=0

uiwi(x), (2.39)

kde wi(x) se jsou tzv. bázové funkce, lineárńı na každé úsečce 〈xk−1, xk〉 a takové, že

wi(xj) =

{
1 pro i = j,

0 pro i 6= j.

1

0 = x0 x1 xi−1 xi xi+1 xN−1 xN = ℓ

x

y

w0(x) wi(x) wN (x)

Obr. 5.1. Lineárńı Lagrangeovy bázové funkce

Úsečku 〈xi−1, xi〉, na které je definována lineárńı funkce určená svými hodnotami
v uzlech xi−1 a xi, nazýváme Lagrangeovým lineárńım prvkem nebo také elementem.
Délku největš́ıho d́ılku děleńı {xi}Ni=0 označ́ıme jako h, tj. h = max1≤i≤N hi. Prostor všech
po částech lineárńıch funkćı (nebo-li lineárńıch splajn̊u ) označme Xh. Zřejmě Xh ⊂ X.
Necht’ Vh = V ∩Xh a Wh = W ∩Xh. Pak přibližné řešeńı U , tzv. MKP řešeńı, obdrž́ıme
z diskrétńı slabé formulace

naj́ıt U ∈Wh splňuj́ıćı ah(U, v) = Lh(v) ∀v ∈ Vh. (2.40)

Přitom index h v ah(U, v) resp. Lh(v) znač́ı, že integrál
∫ ℓ

0
[pU ′v′ + qUv] dx v a(U, v) resp.∫ ℓ

0
fv dx v L(v) poč́ıtáme numericky kvadraturńı formuĺı řádu alespoň jedna.
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V daľśım budeme pro konkrétnost uvažovat slabou formulaci (2.38-NN). Označ́ıme-li
Qi(ϕ) přibližně spočtenou hodnotu

∫ xi

xi−1
ϕ dx, je

ah(U, v) =
N∑

i=1

Qi(pU ′v′ + qUv) + α0U(x0)v(x0) + αℓU(xℓ)v(xℓ),

Lh(v) =
N∑

i=1

Qi(fv) + β0v(x0) + βℓv(xN ) .

(2.41)

Necht’ v(x) =
∑N

i=0 Θiwi(x) ∈ Vh je libovolná testovaćı funkce (tj. Θi = v(xi) je

libovolné č́ıslo) a U(x) =
∑N

j=0 ∆jwj(x) je MKP řešeńı (tj. ∆j = U(xj) = uj). Pak
z (2.40) pro úlohu (2.38-NN) plyne

0 = ah(U, v)− Lh(v) = ah

(
N∑

j=0

∆jwj ,
N∑

i=0

Θiwi

)
− Lh

(
N∑

i=0

Θiwi

)
=

=
N∑

i=0

Θi

[
N∑

j=0

ah(wj , wi)∆j − Lh(wi)

]
= ΘT [K∆− F] ,

(2.42)

kde Θ = (Θ0,Θ1, . . . ,ΘN)T , K = {kij}Ni,j=0 pro kij = ah(wj, wi), ∆ = (∆0,∆1, . . . ,∆N)T

a F = (F0, F1, . . . , FN)T pro Fi = Lh(wi). Protože Θ je libovolný vektor, muśı platit

K∆ = F. (2.43)

Matice K bývá označována jako matice tuhosti a vektor F jako vektor zat́ı̌zeńı. Toto po-
jmenováńı pocháźı z prvńıch aplikaćı MKP v pružnosti a stalo se univerzálńım označeńım
pro matici soustavy a pro vektor pravé strany v soustavě rovnic vzniklé diskretizaćı
jakékoliv úlohy MKP.

Soustavu rovnic (2.43) sestav́ıme pomoćı tzv. elementárńıch matic tuhosti Ki a ele-
mentárńıch vektor̊u zat́ı̌zeńı Fi př́ıslušných element̊um 〈xi−1, xi〉, i = 1, 2, . . . , N . Pomoćı
obdélńıkové formule vyjádř́ıme

Qi(pU ′v′) =hipi−1/2
∆i −∆i−1

hi

Θi −Θi−1

hi
= [Θi]TKi1∆i,

kde

Θi =

(
Θi−1

Θi

)
, Ki1 =

pi−1/2

hi

(
1 −1
−1 1

)
a ∆i =

(
∆i−1

∆i

)
.

Dále pomoćı lichoběžńıkové formule obdrž́ıme

Qi(qUv) = 1
2
hi(qi−1Θi−1∆i−1 + qiΘi∆i) = [Θi]TKi2∆i,

kde

Ki2 = 1
2
hi

(
qi−1 0
0 qi

)
,
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a polož́ıme Ki = Ki1 + Ki2. Nakonec, opět pomoćı lichoběžńıkové formule, dostaneme

Qi(fv) = 1
2
hi(fi−1Θi−1 + fiΘi) = [Θi]TFi, kde Fi = 1

2
hi

(
fi−1

fi

)
.

Z rovnice

0 = ah(U, v)− Lh(v) =

=

[
N∑

i=1

Qi(pU ′v′ + qUv) + α0U(x0)v(x0) + αℓU(xN )v(xN )

]
−

[
N∑

i=1

Qi(fv) + β0v(x0) + βℓv(xN)

]

=

=

N∑

i=1

[Θi]T [Ki∆i − Fi] + Θ0[α0∆0 − β0] + ΘN [αℓ∆N − βℓ]

a z rovnice (2.42) tak dostaneme rovnost

ΘT [K∆− F] =
N∑

i=1

[Θi]T [Ki∆i − Fi] + Θ0[α0∆0 − β0] + ΘN [αℓ∆N − βℓ], (2.44)

z ńıž plyne postup, jak pomoćı elementárńıch matic Ki = {ki
rs}2r,s=1, elementárńıch vek-

tor̊u Fi = (F i
1, F

i
2)

T a č́ısel α0, β0, αℓ, βℓ sestavit globálńı matici K a globálńı vektor F:
stač́ı srovnat členy se stejnými indexy u parametr̊u Θ a ∆ (pro určeńı prvk̊u matice K)
nebo jen u parametru Θ (pro určeńı prvk̊u vektoru F) na levé a na pravé straně rovnice
(2.44). Struktura matice soustavy K a vektoru pravé strany F je patrná z tabulky 2.1.

k1
11 + α0 k1

12 . . . β0 + F 1
1

k1
21 k1

22 + k2
11 k2

12 . . . F 1
2 + F 2

1

k2
21 k2

22 + k3
11 . . . F 2

2 + F 3
1

...
...

...
...

...
...

. . . kN−1
22 + kN

11 kN
12 FN−1

2 + FN
1

. . . kN
21 kN

22 + αℓ FN
2 + βℓ

Tab 2.1: Matice soustavy K a vektor pravé strany F.

Pro ekvidistantńı děleńı je výsledná soustava rovnic (2.43) stejná jako soustava rovnic
(2.19a), (2.15) a (2.19b), kterou jsme odvodili diferenčńı metodou.

Výpočet prob́ıhá podle následuj́ıćıho algoritmu:

1) Matici K a vektor F vynulujeme.
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2) Postupně procháźıme jednotlivé prvky 〈xi−1, xi〉, i = 1, 2, . . . , N , na každém z nich
vypočteme elementárńı matici Ki = {ki

rs}2r,s=1 a elementárńı vektor Fi = {F i
r}2r=1

a koeficienty ki
rs resp. F i

r přičteme k odpov́ıdaj́ıćım prvk̊um matice K resp. vektoru
F v souladu s tabulkou 2.1.

3) Matici K a vektor F modifikujeme podle uvažovaných okrajových podmı́nek:

a) Je-li v levém krajńım bodě předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka (2.11a),
odstrańıme prvńı řádek matice K a prvńı řádek vektoru F, pak od pravé
strany odečteme prvńı sloupec matice K násobený předepsanou hodnotou g0

a nakonec vynecháme také prvńı sloupec matice K.

b) Je-li v levém krajńım bodě předepsána Newtonova okrajová podmı́nka (2.18a),
přičteme k prvku v levém horńım rohu matice K č́ıslo α0 a k prvńımu prvku
vektoru F přičteme č́ıslo β0.

c) Je-li v pravém krajńım bodě předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka (2.11b),
odstrańıme posledńı řádek matice K a posledńı řádek vektoru F, pak od pravé
strany odečteme posledńı sloupec matice K násobený předepsanou hodnotou
gℓ a nakonec vynecháme také posledńı sloupec matice K.

d) Je-li v pravém krajńım bodě předepsána Newtonova okrajová podmı́nka (2.18b),
přičteme k prvku v pravém dolńım rohu matice K č́ıslo αℓ a k posledńımu prvku
vektoru F přičteme č́ıslo βℓ.

4) Vyřeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic Ku = F. Podle zvolených okrajových podmı́nek
tak źıskáme

u = (u1, u2, . . . , uN−1)
T v př́ıpadě okrajových podmı́nek (2.11a), (2.11b),

u = (u1, u2, . . . , uN)T v př́ıpadě okrajových podmı́nek (2.11a), (2.18b),

u = (u0, u1, . . . , uN−1)
T v př́ıpadě okrajových podmı́nek (2.18a), (2.11b),

u = (u0, u1, . . . , uN)T v př́ıpadě okrajových podmı́nek (2.18a), (2.18b).

Pro chybu u− U a jej́ı derivaci plat́ı za předpokladu u ∈ C2〈0, ℓ〉 odhad

u− U = O(h2) , u′ − U ′ = O(h) . (2.45)
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3. Parciálńı diferenciálńı rovnice

Parciálńı diferenciálńı rovnice (stručně PDR) vyjadřuje vztah mezi funkćı několika
proměnných a jej́ımi parciálńımi derivacemi. Parciálńı rovnice a jejich soustavy jsou
matematickým modelem mnoha technických úloh. Četné modely byly vytvořeny již v mi-
nulých stalet́ıch, jejich praktické řešeńı však umožnily teprve výkonné poč́ıtače. Prostředky
klasické matematické analýzy se zkoumá existence, jednoznačnost, hladkost a daľśı vlast-
nosti řešeńı v závislosti na koeficientech rovnice, okrajových a počátečńıch podmı́nkách
a na oblasti, ve které má být rovnice splněna. Tuto oblast budeme standardně značit
symbolem Ω. Pro některé jednodušš́ı úlohy lze těmito prostředky naj́ıt i přesné řešeńı,
často ve tvaru nekonečné řady. Převážnou většinu těchto úloh však dovedeme řešit pouze
přibližně, numericky.

Označeńı eliptické, parabolické nebo hyperbolické źıskaly PDR na základě formálńı
podobnosti s rovnicemi kuželoseček. Stacionárńı úlohy jsou na čase nezávislé, úlohy nesta-
cionárńı na čase závisej́ı. K jednoznačnému určeńı řešeńı nestač́ı samotná diferenciálńı
rovnice, je nutno zadat ještě okrajové podmı́nky a u nestacionárńıch úloh také počátečńı
podmı́nky. Ve třech následuj́ıćıch kapitolách uvedeme nejjednodušš́ı rovnice druhého řádu.
Omeźıme se přitom na PDR ve dvou proměnných, tj. ve stacionárńım př́ıpadě jde o úlohu
ve dvou prostorových proměnných x, y a v nestacionárńım př́ıpadě se uvažuj́ı úlohy s jedi-
nou prostorovou proměnnou x, druhou proměnnou je čas t.

Diskretizaci v prostorových proměnných provedeme pomoćı diferenčńı metody, metody
konečných objemů a metody konečných prvk̊u. Metoda konečných prvk̊u jednoznačně
dominuje při řešeńı problémů mechaniky pevné fáze, zat́ımco pro prouděńı tekutin se v́ıce
použ́ıvaj́ı programy pracuj́ıćı na bázi metody konečných objemů.

Několik pojmů. Uzávěr množiny M ∈ Rd je sjednoceńım bod̊u množiny M a bod̊u
lež́ıćıch na jej́ı hranici ∂M . Uzávěr M znač́ıme M̄ , tj. M̄ = M ∪ ∂M .

Oblast́ı rozumı́me otevřenou souvislou množinu v Rd.
Necht’ Ω je oblast. Prostor funkćı, které jsou v Ω̄ spojité spolu se svými derivacemi až

do řádu k, znač́ıme Ck(Ω̄). Prostor C0(Ω̄) funkćı spojitých v Ω̄ znač́ıme stručně C(Ω̄).
Řekneme, že funkce u je v Ω po částech spojitá, jestliže Ω̄ je sjednoceńım uzávěr̊u

konečného počtu navzájem disjunktńıch podoblast́ı, tj. Ω̄ =
⋃

Ω̄i, Ωi ∩ Ωj = ∅ pro i 6= j,
a jestliže u je na každé z podoblast́ı Ωi spojitá a spojitě prodloužitelná až do hranice, tj.
existuje spojitá funkce ūi ∈ C(Ω̄i) s vlastnost́ı ūi = ui v Ωi. Prostor po částech spojitých
funkćı znač́ıme PC(Ω). Symbolem PCk(Ω) znač́ıme prostor funkćı, které jsou v oblasti Ω̄
spojité spolu se všemi svými derivacemi až do řádu k−1 včetně a jejichž k-té derivace jsou
po částech spojité. Tak třeba PC1(Ω) je prostor funkćı, které jsou v Ω̄ spojité a jejichž
prvńı derivace jsou v Ω po částech spojité.

Definici funkce spojité a funkce po částech spojité na hranici lze prostřednictv́ım para-
metrického vyjádřeńı hranice převést na definici funkce spojité a funkce po částech spojité
na úsečce, viz kapitola 2.4. Pokud jde o značeńı, tak třeba PC(Γℓ) je prostor po částech
spojitých funkćı na části Γℓ ⊂ ∂Ω hranice oblasti Ω.

48



3.1. Úloha eliptického typu

3.1.1. Formulace úlohy

Bud’ Ω omezená oblast v R2. O hranici Γ = ∂Ω oblasti Ω předpokládejme, že je
sjednoceńım uzávěr̊u dvou navzájem disjunktńıch část́ı Γ1 a Γ2, tj. Γ = Γ1∪Γ2, Γ1∩Γ2 = ∅.
Dále n = (n1, n2)

T necht’ je jednotkový vektor vněǰśı normály hranice a

∂u

∂n
= n · ∇u = n1

∂u

∂x
+ n2

∂u

∂y

je derivace ve směru vněǰśı normály.
Necht’ p(x, y) > 0, q(x, y) ≥ 0, f(x, y), g(x, y), α(x, y) ≥ 0 a β(x, y) jsou dané funkce.

Naš́ım úkolem je určit funkci u(x, y), která uvnitř Ω vyhovuje diferenciálńı rovnici

− ∂

∂x

(
p(x, y)

∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
p(x, y)

∂u

∂y

)
+ q(x, y)u = f(x, y) v Ω , (3.1)

na hranici Γ1 splňuje Dirichletovu okrajovou podmı́nku

u = g(x, y) na Γ1 , (3.2)

a na hranici Γ2 splňuje Newtonovu okrajovou podmı́nku

−p(x, y)∂u
∂n

= α(x, y)u− β(x, y) na Γ2 . (3.3)

Je-li v (3.3) α = 0, dostaneme Neumannovu okrajovou podmı́nku
V př́ıpadě, že p je konstanta a q = 0, děĺıme rovnici (3.1) č́ıslem p a vznikne Poissonova

rovnice

−∆u = f(x, y) v Ω, (3.4)

kde Laplace̊uv operátor ∆ aplikovaný na funkci u je

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
.

Rovnice ∆u = 0 se nazývá Laplaceva rovnice.

Fyzikálńı význam. Úlohu (3.1) – (3.3) můžeme interpretovat jako stacionárńı vedeńı
tepla v nekonečném hranolu o pr̊uřezu Ω. Pak u(x, y) znamená teplotu, p(x, y) je te-
pelná vodivost, −p∇u je tepelný tok, q(x, y) je měrný tepelný odpor, f(x, y) je inten-
zita vnitřńıch tepelných zdroj̊u, okrajová podmı́nka (3.2) předepisuje teplotu na povrchu
a v okrajové podmı́nce (3.3) je −p ∂u/∂n tepelný tok ve směru vněǰśı normály, α(x, y) je
koeficient přestupu tepla a β(x, y) je předepsaný tepelný tok.

Poissonova rovnice s homogenńı Dirichletovou okrajovou podmı́nkou u = 0 vyjadřuje
např. pr̊uhyb membrány upevněné na okraji a zat́ıžené tlakem úměrným funkci f .

Laplaceova rovnice s Neumannovou okrajovou podmı́nkou popisuje např. potenciálńı
prouděńı: u je potenciál vektoru rychlosti, ∂u/∂x je x-ová a ∂u/∂y y-ová složka vektoru
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rychlosti, β je normálová rychlost s vlastnost́ı
∫
Γ
β ds = 0 (reprezentuj́ıćı nestlačitelnost

tekutiny). Potenciál u neńı určen jednoznačně: je-li u řešeńı, je také u+ C řešeńı, kde C
je libovolná konstanta. Rychlost [∂u/∂x, ∂u/∂y] však už jednoznačně určena je.

Existence a jednoznačnost řešeńı. Podmı́nky zaručuj́ıćı existenci a jednoznačnost kla-
sického řešeńı u ∈ C2(Ω̄) problému (3.1)–(3.3) jsou komplikované a proto je zde uvádět
nebudeme. V praktických aplikaćıch vystač́ıme s existenćı tzv. slabého řešeńı, které exis-
tuje za podmı́nek v aplikaćıch běžně splněných.

V daľśım budeme předpokládat, že Ω je mnohoúhelńık, p > 0, q ≥ 0, f jsou po částech
spojité v Ω, g je spojitá na Γ1, α ≥ 0, β jsou po částech spojité na Γ2, a pokud Γ = Γ2,
pak bud’to q > 0 na části Ω nebo α > 0 na části Γ2. Za těchto předpoklad̊u existuje jediné
slabé řešeńı u ∈ PC1(Ω) problému (3.1)–(3.3), viz např. [11].

Ześıleńım uvedených předpoklad̊u lze doćılit toho, že slabé řešeńı je také řešeńı kla-
sické. Tyto ześılené předpoklady však obvykle odporuj́ı požadavk̊um praktických aplikaćı.

3.1.2. Diferenčńı metoda

Diskretizace okrajové úlohy ve dvou dimenźıch je analogická diskretizaci jednodimen-
zionálńı úlohy, viz kapitola 2.2.

Princip metody. Abychom výklad nezatěžovali detaily nepodstatnými z hlediska nume-
rické metody, začneme řešeńım Dirichletovy úlohy pro Poissonovu rovnici na čtverci, tj.
řeš́ıme rovnici (3.4) s okrajovou podmı́nkou (3.2) pro Γ1 = Γ, když Ω = (0, ℓ)× (0, ℓ) je
čtverec se stranou délky ℓ.

Na Ω vytvoř́ıme pravidelnou čtvercovou śıt’. Diferenčńı metoda se proto také často
nazývá metoda śıt́ı. Zvolme tedy N > 1 celé a definujme krok h = ℓ/N . Označme xi = ih,
i = 0, 1, . . . , N , yj = jh, j = 0, 1, . . . , N . Body [xi, yj], i, j = 0, 1, . . . , N , nazveme uzly
śıtě. Rovnice (3.4) má být splněna ve všech bodech [x, y] uvnitř Ω, muśı tedy být také
splněna ve všech vnitřńıch uzlech, tj.

− ∂
2u(xi, yj)

∂x2
− ∂2u(xi, yj)

∂y2
= f(xi, yj), i, j = 1, 2, . . . , N − 1 . (3.5)

Parciálńı derivace vyjádř́ıme pomoćı centrálńıch diferenćı

− ∂2u(xi, yj)

∂x2
=
−u(xi−1, yj) + 2u(xi, yj)− u(xi+1, yj)

h2
+O(h2) , (3.6a)

− ∂2u(xi, yj)

∂y2
=
−u(xi, yj−1) + 2u(xi, yj)− u(xi, yj+1)

h2
+O(h2) , (3.6b)

dosad́ıme do rovnice (3.5) a chybové členy O(h2) zanedbáme. Po vynásobeńı h2 dostaneme
soustavu śıt’ových rovnic

−ui−1,j − ui,j−1 + 4uij − ui,j+1 − ui+1,j = h2fij , i, j = 1, 2, . . . , N − 1 , (3.7)
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Obr. 3.1. Śıt’

kde uij je aproximace u(xi, yj) a fij = f(xi, yj). Z okrajové podmı́nky (3.2) dostaneme

uij = gij pro i = 0 nebo i = N nebo j = 0 nebo j = N , (3.8)

přičemž gij = g(xi, yj). Když z (3.8) dosad́ıme do (3.7) a na levé straně ponecháme pouze
členy s neznámými uij, dostaneme soustavu (N − 1)2 lineárńıch algebraických rovnic,
kterou můžeme zapsat maticově ve tvaru

Ku = F . (3.9)

Pro N = 4 má soustava rovnic (3.9) následuj́ıćı tvar:





4 −1 0 −1 0 0 0 0 0
−1 4 −1 0 −1 0 0 0 0

0 −1 4 0 0 −1 0 0 0

− 1 0 0 4 −1 0 −1 0 0
0 −1 0 −1 4 −1 0 −1 0
0 0 −1 0 −1 4 0 0 −1

0 0 0 −1 0 0 4 −1 0
0 0 0 0 −1 0 −1 4 −1
0 0 0 0 0 −1 0 −1 4









u11

u12

u13

u21

u22

u23

u31

u32

u33





=





h2f11 + g01 + g10

h2f12 + g02

h2f13 + g03 + g14

h2f21 + g20

h2f22

h2f23 + g24

h2f31 + g41 + g30

h2f32 + g42

h2f33 + g43 + g34





Pravá strana rovnice odpov́ıdaj́ıćı uzlu, který neńı sousedem hranice, obsahuje pouze
člen h2fij, pro uzly nejbližš́ı vrchol̊um čtverce přibudou dva členy s funkćı g a pro ostatńı
sousedy hranice jeden člen s funkćı g.
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Soustavu (3.9) napsat v blokovém tvaru





B −I O . . . O O O

−I B −I . . . O O O

O −I B . . . O O O
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
O O O . . . −I B −I

O O O . . . O −I B









u1

u2

u3
...
...
uN−2

uN−1





=





F1

F2

F3
...
...
FN−2

FN−1





(3.10)

kde I je jednotková matice řádu N−1, O je nulová matice řádu N−1 a B je tř́ıdiagonálńı
matice řádu N − 1 tvaru

B =





4 −1 0 . . . 0 0 0
−1 4 −1 . . . 0 0 0

0 −1 4 . . . 0 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 0 0 . . . −1 4 −1
0 0 0 . . . 0 −1 4





.

Vektory ui = (ui1, ui2, . . . , ui,N−1)
T , i = 1, 2, . . . , N − 1, jsou části celkového vektoru u

neznámých, vektory Fi = (Fi1, Fi2, . . . , Fi,N−1)
T , i = 1, 2, . . . , N − 1, jsou části celkového

vektoru F pravých stran.
Pro homogenńı okrajovou podmı́nku g(x, y) = 0 je Fij = h2fij, pro nehomogenńı

okrajovou podmı́nku je v některých rovnićıch př́ıspěvek z hranice, přesně

Fij = h2fij , 2 ≤ i ≤ N − 2, 2 ≤ j ≤ N − 2 ,

F1j = h2f1j + g0j , FN−1,j = h2fN−1,j + gNj , 2 ≤ j ≤ N − 2 ,

Fi1 = h2fi1 + gi0 , Fi,N−1 = h2fi,N−1 + giN , 2 ≤ i ≤ N − 2 ,

F11 = h2f11 + g01 + g10 , F1,N−1 = h2f1,N−1 + g0,N−1 + g1N ,

FN−1,1 = h2fN−1,1 + gN1 + gN−1,0 , FN−1,N−1 = h2fN−1,N−1 + gN,N−1 + gN−1,N .

Matice K soustavy (3.9) má řadu vynikaj́ıćıch vlastnost́ı. Některé z nich jsou patrné
okamžitě: K je symetrická, diagonálně dominantńı, pásová a pětidiagonálńı. Matice K

je pro velké N ř́ıdká, nebot’ počet jej́ıch nenulových prvk̊u je malý: z celkového počtu
(N − 1)4 je jich nenulových jen 5(N − 1)2 − 4(N − 1). Dá se dokázat, že K je pozitivně
definitńı a tedy regulárńı.

Jsou-li funkce f a g dostatečně hladké, pak pro chybu metody plat́ı

u(xi, yj)− uij = O(h2) . (3.11)

Obdélńıková oblast. Je-li Ω = (0, a)×(0, b) obdélńık a na něm chceme zvolit pravidelnou
śıt’, muśıme ve směru osy y vybrat obecně jiný krok než ve směru osy x. Necht’ tedy N ≥ 1
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je počet d́ılk̊u ve směru osy x a M ≥ 1 je počet d́ılk̊u ve směru osy y. Polož́ıme h = a/N ,
k = b/M a definujeme xi = ih, i = 0, 1, . . . , N , a yj = jk, j = 0, 1, . . . ,M . Śıt’ je tvořena
uzly [xi, yj] pro i = 0, 1, . . . , N , j = 0, 1, . . . ,M . Při diskretizaci Poissonovy rovnice (3.4)
postupuje analogicky jako dř́ıve, jen mı́sto (3.6b) použijeme

− ∂2u(xi, yj)

∂y2
=
−u(xi, yj−1) + 2u(xi, yj)− u(xi, yj+1)

k2
+O(k2) , (3.6b’)

a tak mı́sto rovnic (3.7) dostaneme pro i = 1, 2, . . . , N − 1 a j = 1, 2, . . . ,M − 1 rovnice

−ui−1,j + 2uij − ui+1,j

h2
+
−ui,j−1 + 2uij − ui,j+1

k2
= fij . (3.7’)

Je-li řešeńı u dostatečně hladké, pro chybu plat́ı

u(xi, yj)− uij = O(h2 + k2) . (3.11’)

Obecněǰśı rovnice. Při diskretizaci rovnice (3.1) aproximujeme členy −[pux]x a −[puy]y
pomoćı vzorce (2.14). Tak ve vnitřńıch uzlech dostaneme mı́sto (3.7’) rovnici

−pi−1/2,jui−1,j + (pi−1/2,j + pi+1/2,j)uij − pi+1/2,jui+1,j

h2
+ (3.7”)

−pi,j−1/2ui,j−1 + (pi,j−1/2 + pi,j+1/2)uij − pi,j+1/2ui,j+1

k2
+ qijuij = fij .

Přitom index i± 1/2 znamená, že za argument x dosad́ıme xi ± 1
2
h, a podobně index

j ± 1/2 znamená, že za y dosad́ıme yj ± 1
2
k.

Je-li řešeńı u dostatečně hladké, pro chybu opět plat́ı (3.11’).

Newtonova okrajová podmı́nka. Při diskretizaci postupujeme obdobně jako v jednodi-
menzionálńım př́ıpadě, viz odvozeńı vztah̊u (2.19). Ukážeme si to na př́ıkladu podmı́nky

−p(a, y)∂u(x, y)
∂y

∣∣∣
x=a

= αe(y)u(a, y)− βe(y) , 0 < y < b , (3.12e)

na východńı (east) straně obdélńıka Ω. Splněńı rovnice (3.5) požadujeme i v uzlech [xN , yj]
na straně x = a. Při diskretizaci −[pux]x(xN , yj), 1 ≤ j ≤ M − 1, postupujeme zcela
analogicky jako v jedné dimenzi, tj.

−[pux]x(xN , yj) =− pNjux(xN , yj)− pN−1/2,jux(xN−1/2, yj)
1
2
h

+O(h) = (3.13e)

αe
ju(xN , yj)− βe

j + pN−1/2,j
u(xN , yj)− u(xN−1, yj)

h
1
2
h

+O(h) .
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Pomoćı (3.13e) a užit́ım standardńı aproximace členu −[puy]y(xN , yj) dostaneme ve vnitř-
ńıch uzlech [xN , yj] východńı strany x = a, tj. pro j = 1, 2, . . . ,M − 1, rovnici

−pN−1/2,juN−1,j + (pN−1/2,j + hαe
j)uNj

h2
+

−pN,j−1/2uN,j−1 + (pN,j−1/2 + pN,j+1/2)uNj − pN,j+1/2uN,j+1

2k2
+ (3.14e)

1
2
qNjuNj = 1

2
fNj +

1

h
βe

j .

Předpokládejme, že Newtonova okrajová podmı́nka je předepsána také na severńı (north)
straně straně Ω, tj. že plat́ı

−∂u(x, y)
∂y

∣∣∣
y=b

= αn(x)u(x, b)− βn(x) , 0 < x < a . (3.12n)

Podobně jako při odvozeńı (3.13e) dostaneme

−∂
2u(xi, yM)

∂y2
=
αn

i uiM − βn
i + pi,M−1/2

uiM − ui,M−1

k
1
2
k

+O(k) . (3.13n)

Odtud a užit́ım standardńı aproximace členu −[pux]x(xi, yM) dostaneme pro vnitřńı uzly
horńı strany y = b, tj. pro i = 1, 2, . . . , N − 1, rovnici

−pi−1/2,Mui−1,M + (pi−1/2,M + pi+1/2,M)uiM − pi+1/2,Mui+1,M

2h2
+ (3.14n)

−pi,M−1/2ui,M−1 + (pi,M−1/2 + kαn
i )uiM

k2
+

1
2
qiMuiM = 1

2
fiM +

1

k
βn

i .

Pokud je Newtonova okrajová podmı́nka předepsána současně na východńı i severńı
straně, dostaneme v severovýchodńım rohu [xN , yM ] (pomoćı (3.13e) pro j = M a (3.13n)
pro i = N) rovnici

−pN−1/2,MuN−1,M + (pN−1/2,M + hαe
M)uNM

2h2
+

−pN,M−1/2uN,M−1 + (pN,M−1/2 + kαn
N )uNM

2k2
+ (3.14ne)

1
4
qNMuNM = 1

4
fNM +

1

h
βe

M +
1

k
βn

N .

Při diskretizaci Newtonovy okrajové podmı́nky na ostatńıch stranách a v roźıch postu-
pujeme podobně. Je-li řešeńı u dostatečně hladké, pro chybu opět plat́ı (3.11’).
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Rovnice s konvekčńım členem je tvaru

− ∂

∂x

(
p(x, y)

∂u

∂x
− r1(x, y)u

)
− ∂

∂y

(
p(x, y)

∂u

∂y
− r2(x, y)u

)
+ q(x, y)u = f(x, y) (3.15)

a odpov́ıdaj́ıćı Newtonova okrajová podmı́nka je

−p(x, y)∂u
∂n

+ [r1(x, y)n1 + r2(x, y)n2]u = α(x, y)u− β(x, y) na Γ2. (3.16)

Konvekčńı členy (r1u)x a (r2u)y aproximujeme podobně jako v jednorozměrné úloze, viz.
kapitola 2.2. Ukažme si to pro člen (r1u)x. Omeźıme se přitom jen na vnitřńı uzel [xi, yj].
Pomoćı centrálńı diference dostaneme

(r1u)x(xi, yj) ≈ ([r1]i+1/2,ju(xi+1/2, yj)− [r1]i−1/2,ju(xi−1/2, yj))/h.

Daľśım krokem je aproximace člen̊u u(xi+1/2, yj) a u(xi−1/2, yj). Protože aproximace obou
těchto člen̊u je založena na stejných pravidlech, věnujme se podrobně jen aproximaci členu
u(xi+1/2, yj). Ta záviśı na dvourozměrné analogii podmı́nky (2.26): pokud plat́ı

1
2
h|[r1]i+1/2,j | < pi+1/2,j , (3.17)

použijeme centrálńı aproximaci

u(xi+1/2, yj) ≈ 1
2
[u(xi, yj) + u(xi+1, yj)], (3.18)

v opačném př́ıpadě použijeme jednostrannou upwind aproximaci

u(xi+1/2, yj) ≈
{
u(xi, yj),

u(xi+1, yj),
pokud [r1]i+1/2,j

{
≥ 0,

< 0.
(3.19)

Člen (r2u)y(xi, yj) aproximujeme obdobně jako člen (r1u)x(xi, yj), při rozhodováńı o hod-
notě u(xi, yj+1/2) se ř́ıd́ıme analogíı ke kritériu (3.17), tj. podmı́nkou

1
2
k|[r2]i,j+1/2| < pi,j+1/2 . (3.20)

Aproximujeme-li všechny konvekčńı členy pomoćı centrálńı aproximace, pak za před-
pokladu dostatečné hladkosti řešeńı u pro chybu plat́ı (3.11’). Jestliže však konvekčńı
členy aproximujeme užit́ım jednostranné upwind aproximace, řád chyby se o jednotku
sńıž́ı, pro chybu plat́ı jen

u(xi, yj)− uij = O(h+ k) .

Pro dosažeńı přesnosti řádu O(h2 + k2) je třeba použ́ıvat přesněǰśı upwind aproximaci
konvekčńıho toku, viz např. [25], [6], [11].

Dirichletova okrajová podmı́nka. Standardńı postup je tento: je-li v uzlu [xi, yj]
předepsána hodnota řešeńı u(xi, yj) = gij, rovnici pro tento uzel v̊ubec nesestavujeme
a v rovnićıch obsahuj́ıćıch uij polož́ıme uij = gij.
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Podmı́nky uij = gij lze vynutit i jinak. Nejdř́ıve sestav́ıme soustavu rovnic jako kdyby
na části Γ1 hranice byla předepsána Newtonova okrajová podmı́nka (3.3) s α = β = 0.
Následně modifikujeme rovnice př́ıslušné uzl̊um lež́ıćım na Γ1. Předpokládejme, že uzlu
[xi, yj] s předepsanou hodnotou u(xi, yj) = gij př́ısluš́ı r-tá rovnice soustavy Ku = F. Pak
provedeme krr := κkrr, Fr := κkrrgij, kde κ je velké č́ıslo, např. κ = 1020. To zp̊usob́ı, že
mimodoagonálńı koeficienty v r-té rovnici budou oproti velkému diagonálńımu koeficientu
prakticky zanedbatelné, takže r-tá rovnice nabude přibližně tvaru κkrrur

.
= κkrrgij nebo-li

ur
.
= gij, což jsme potřebovali zajistit.

3.1.3. Metoda konečných objemů

Metodu vysvětĺıme pro konvekčně-difúzńı úlohu (3.15), (3.2), (3.16).

Pravidelná śıt’. Uvažujme nejdř́ıve př́ıpad, kdy Ω = (0, a) × (0, b) je obdélńık. Na Ω
zvolme uzly [xi, yj] = [ih, jk], i = 0, 1, . . . , N , j = 0, 1, . . . ,M , kde h = a/N , k = b/M .

Bij BNj

BNM

h h/2

k/2

k

x0 xi−1 xi−1/2 xi xi+1/2 xi+1 xN−1 xN−1/2 xN = a

y0

yj−1

yj−1/2

yj

yj+1/2

yj+1

b = yM

x

y

Obr. 3.2. Vniťrńı buňka Bij , hraničńı buňka BNj a rohová buňka BNM

Obdélńık

Bij =
[
〈xi−1/2, xi+1/2〉 × 〈yj−1/2, yj+1/2〉

]
∩ Ω , i = 0, 1, . . . , N , j = 0, 1, . . . ,M,

nazveme konečným objemem (stručně buňkou), viz Obr. 3.2. Integraćı diferenciálńı rovnice
(3.15) přes buňku Bij dostaneme bilančńı rovnici

∫

Bij

[−(pux − r1u)x − (puy − r2u)y + qu] dxdy =

∫

Bij

f dxdy . (3.21)
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Uvažujme nejdř́ıve př́ıpad, kdy Bij je vnitřńı buňka, tj. když 0 < i < N a 0 < j < M .
Pak Bij = 〈xi−1/2, xi+1/2〉 × 〈yj−1/2, yj+1/2〉, viz Obr.3.2. Integraćı per-partes obdrž́ıme

−
∫ yj+1/2

yj−1/2

[pux − r1u] (xi+1/2, y) dy +

∫ yj+1/2

yj−1/2

[pux − r1u] (xi−1/2, y) dy−

−
∫ xi+1/2

xi−1/2

[puy − r2u] (x, yj+1/2) dx+

∫ xi+1/2

xi−1/2

[puy − r2u] (x, yj−1/2) dx+ (3.22)

+

∫

Bij

qu dxdy =

∫

Bij

f dxdy .

Ukážeme si, jak provést aproximaci prvńıho členu v (3.22), zbývaj́ıćı jednoduché integrály
se aproximuj́ı podobně. Pomoćı obdélńıkové formule dostaneme

−
∫ yj+1/2

yj−1/2

[pux − r1u] (xi+1/2, y) dy ≈ k[−pi+1/2,jux(xi+1/2, yj) + [r1]i+1/2,ju(xi+1/2, yj)] ,

derivaci ux(xi+1/2, yj) aproximujeme pomoćı centrálńı diference

ux(xi+1/2, yj) ≈ [u(xi+1, yj)− u(xi, yj)]/h

a u(xi+1/2, yj) aproximujeme stejně jako v diferenčńı metodě, viz (3.17)–(3.19).
Dvojné integrály v (3.22) aproximujeme pomoćı součinové obdélńıkové formule:
∫

Bij

qu dxdy ≈ hkqiju(xi, yj) ,

∫

Bij

f dxdy ≈ hkfij .

Po dosazeńı do (3.22) dospějeme ke stejné rovnici, jakou bychom dostali pomoćı diferenčńı
metody.

Věnujme se nyńı př́ıpadu, kdy uzel [xi, yj] lež́ı na hranici Ω, tj. když i = 0 nebo
i = N nebo j = 0 nebo j = M . Jestliže uzel [xi, yj] lež́ı na části Γ̄1 hranice a je v něm
tedy předepsána hodnota u(xi, yj) = g(xi, yj), pak bilančńı rovnici (3.21) pro takový uzel
v̊ubec nesestavujeme. Uvažujme tedy př́ıpad, kdy uzel [xi, yj] je vnitřńım bodem hranice
Γ2. Pro konkrétnost budeme stejně jako v kapitole 3.1.2 uvažovat vnitřńı uzel pravé strany
obdélńıka Ω, tj. uzel [xN , yj], 0 < j < M , pro který BNj = 〈xN−1/2, xN〉 × 〈yj−1/2, yj+1/2〉,
viz Obr. 3.2. Bilančńı rovnici (3.21) uprav́ıme integraćı per-partes,

−
∫ yj+1/2

yj−1/2

[pux − r1u] (xN , y) dy +

∫ yj+1/2

yj−1/2

[pux − r1u] (xN−1/2, y) dy−

−
∫ xN

xN−1/2

[puy − r2u] (x, yj+1/2) dx+

∫ xN

xN−1/2

[puy − r2u] (x, yj−1/2) dx+ (3.23)

+

∫

Bij

qu dxdy =

∫

Bij

f dxdy .

Prvńı integrál v (3.23) uprav́ıme užit́ım Newtonovy okrajové podmı́nky (3.16),

−
∫ yj+1/2

yj−1/2

[pux − r1u] (xN , y) dy =

∫ yj+1/2

yj−1/2

[αr(y)u(xN , y)− βr(y)] dy ,
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a pak použijeme obdélńıkovou formuli, takže

−
∫ yj+1/2

yj−1/2

[pux − r1u] (xN , y) dy ≈ k[αr
ju(xN , yj)− βr

j ] .

Druhý integrál v (3.23) aproximujeme stejně jako obdobný integrál ve vnitřńı buňce. Třet́ı
integrál v (3.23) aproximujeme užit́ım jednostranné obdélńıkové formule

−
∫ xN

xN−1/2

[puy − r2u] (x, yj+1/2) dx ≈ −1
2
h[puy − r2u](xN , yj+1/2) ,

derivaci uy(xN , yj+1/2) aproximujeme centrálńı diferenćı

uy(xN , yj+1/2) ≈ [u(xN , yj+1)− u(xN , yj)]/h ,

aproximace členu u(xN , yj+1/2) záviśı na poměru velikost́ı konvekčńıho členu [r2]N,j+1/2

a difúzńıho členu pN,j+1/2, viz (3.20): jestliže

1
2
k|[r2]N,j+1/2| < pN,j+1/2 ,

použijeme centrálńı aproximaci

u(xN , yj+1/2) ≈ 1
2
[u(xN , yj) + u(xN , yj+1)] ,

v opačném př́ıpadě použijeme jednostrannou upwind aproximaci,

u(xN , yj) ≈
{
u(xN , yj),

u(xN , yj+1),
pokud [r2]N,j+1/2

{
≥ 0,

< 0.

Čtvrtý integrál v (3.23) aproximujeme obdobně jako třet́ı integrál. Posledńı dva integrály
v (3.23) aproximujeme užit́ım jednostranné součinové obdélńıkové formule

∫

BNj

qu dxdy ≈ 1
2
hkqNju(xN , yj),

∫

BNj

f dxdy ≈ 1
2
hkfNj .

Po dosazeńı do (3.22) opět dojdeme ke stejné rovnici, jakou bychom dostali pomoćı
diferenčńı metody.

Obecněǰśı śıt’ buněk. Mnohoúhelńık Ω vyjádř́ıme jako sjednoceńı konečného počtu
uzavřených trojúhelńık̊u, z nichž každé dva jsou bud’to disjunktńı nebo maj́ı společný
vrchol nebo stranu. Vrcholy trojúhelńık̊u nazveme uzly. Soubor všech trojúhelńık̊u vytvář́ı
tzv. triangulaci oblasti Ω, v metodě konečných objemů označovanou jako primárńı śıt’,
viz Obr. 3.3. Ke každému uzlu Pi přǐrad́ıme buňku Bi. Sestav́ıme ji z přilehlých část́ı Cijk

všech trojúhelńık̊u s vrcholem Pi. Objasněme si to podrobněji.
Jestliže je na celé hranici předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka, stač́ı uvažovat

jen buňky př́ıslušné vnitřńım uzl̊um Pi /∈ ∂Ω. Pro jednoduchost se omezme na tento
př́ıpad. Necht’ Tijk je trojúhelńık s vrcholy Pi, Pj a Pk. Označme Pij střed strany PiPj , Pik

střed strany PiPk a Pijk těžǐstě trojúhelńıka Tijk. Pak do buňky Bi zahrneme čtyřúhelńık
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Obr. 3.6. Duálńı śıt’

Cijk s vrcholy Pi, Pij , Pijk a Pik, viz Obr. 3.4. Tento postup opakujeme pro všechny
trojúhelńıky Tijk, které obsahuj́ı uzel Pi, a sjednoceńım přilehlých část́ı Cijk dostaneme
buňkuBi, viz Obr. 3.5. Množina všech buněk se nazývá duálńı śıt’, viz Obr. 3.6. Diskretizace
vycháźı opět z bilančńı rovnice (3.21). Při integraci člen̊u s derivacemi použijeme Gaussovu-
Ostrogradského větu, viz např. [20],

∫

Ω

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
dxdy =

∫

∂Ω

(Pn1 +Qn2) ds, (3.24)

kde P = −(pux − r1u) a Q = −(puy − r2u), a dostaneme analog rovnice (3.22)

∫

∂Bi

[
−p∂u

∂n
+ (r · n)u

]
ds+

∫

Bi

qu dxdy =

∫

Bi

f dxdy , (3.22’)

kde r · n = r1n1 + r2n2 a n = (n1, n2)
T je jednotkový vektor vněǰśı normály hranice ∂Bi

buňky Bi.

Cijk Pijk

Pi

Pij

Pj

Pk

Pik

Obr. 3.4. Cijk = Bi ∩ Tijk

Bi

Pi

∂Bij

Bj

Pj

Pk

∂Bij

Bj

Obr. 3.5. Vniťrńı buňka Bi
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Kĺıčová je aproximace křivkového integrálu. Hranici ∂Bi vyjádř́ıme jako sjednoceńı
společných část́ı ∂Bij = ∂Bi ∩ ∂Bj buňky Bi a sousedńıch buněk Bj, tj. ∂Bi =

⋃
j ∂Bij .

Protože
∫

∂Bi
=
∑

j

∫
∂Bij

, stač́ı popsat aproximaci jen na ∂Bij . To lze provést třeba takto:

∫

∂Bij

[
−p∂u

∂n
+ (r · n)u

]
ds ≈

|∂Bij |
[
p(Pij)

u(Pi)− u(Pj)

|PiPj|
+ (r · n)iju(Pij)

]
,

kde |∂Bij | je délka ∂Bij , |PiPj| je délka úsečky PiPj,

(r · n)ij = r(Pij) · nij = r1(Pij)n
ij
1 + r2(Pij)n

ij
2 a nij = (nij

1 , n
ij
2 )T = (Pj − Pi)/|PiPj|

je jednotkový vektor ve směru vektoru
−−→
PiPj . Zbývá aproximovat hodnotu u(Pij) ve středu

úsečky PiPj . Jestliže je dominantńı difúze, tj. když

1
2
|PiPj||(r · n)ij| < p(Pij) ,

zvoĺıme aritmetický pr̊uměr

u(Pij) ≈ 1
2
(u(Pi) + u(Pj)) ,

v opačném př́ıpadě užijeme upwind aproximaci,

u(Pij) ≈
{
u(Pi),

u(Pj),
pokud (r · n)ij

{
≥ 0,

< 0.

Dvojné integrály aproximujeme jako součin obsahu |Bij| buňky Bij a hodnoty integrandu
v bodu Pi, tj.

∫

Bi

qu dxdy ≈ |Bi|q(Pi)u(Pi) ,

∫

Bi

f dxdy ≈ |Bi|f(Pi) .

V́ıce podrobnost́ı o metodě konečných objemů, včetně přesněǰśı varianty upwind aproxi-
mace konvekčńıho členu, lze naj́ıt např. v [11].

3.1.4. Metoda konečných prvk̊u

Metodu vysvětĺıme pro úlohu (3.1) – (3.3).

Slabé řešeńı. Stejně jako v kapitole 2.4 úlohu převedeme na tvar vhodný pro nasazeńı
MKP, tj. odvod́ıme slabou formulaci naš́ı úlohy. K tomu účelu násob́ıme rovnici (3.1)
testovaćı funkćı v ∈ C1(Ω̄) s vlastnost́ı v = 0 na Γ1 a integrujeme přes oblast Ω, tj.
provedeme

−
∫

Ω

[(pux)x + (puy)y]v dxdy +

∫

Ω

quv dxdy =

∫

Ω

fv dxdy . (3.25)
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Prvńı člen na levé straně uprav́ıme pomoćı Gaussovy-Ostrogradského formule (3.24) (v ńıž
zvoĺıme P = puxv, Q = puyv) na tvar

−
∫

Ω

[(pux)x + (puy)y]v dxdy = −
∫

∂Ω

p[uxn1 + uyn2]v ds+

∫

Ω

p[uxvx + uyvy] dxdy .

Křivkový integrál dále uprav́ıme: využijeme toho, že v = 0 na Γ1 a že na Γ2 plat́ı okrajová
podmı́nka (3.3). Tak dostaneme

−
∫

∂Ω

p[uxn1 + uyn2]v ds = −
∫

Γ2

p
∂u

∂n
v ds =

∫

Γ2

[αu− β]v ds .

Dosad́ıme-li z posledńıch dvou rovnost́ı do (3.25) vid́ıme, že řešeńı u úlohy (3.1) – (3.3)
splňuje rovnici

∫

Ω

[p(uxvx + uyvy) + quv] dxdy +

∫

Γ2

αuv ds =

∫

Ω

fv dxdy +

∫

Γ2

βv ds (3.26)

pro každou funkci v ∈ C1(Ω̄) s vlastnost́ı v = 0 na Γ1. Rovnice (3.26) má zřejmě smysl
i v př́ıpadě, když funkce u a v jsou jen z prostoru X ≡ PC1(Ω̄). Testovaćı funkce tedy
voĺıme z prostoru V = {v ∈ X | v = 0 na Γ̄1} testovaćıch funkćı a řešeńı u z množiny
W = {v ∈ X | v = g na Γ̄1} př́ıpustných řešeńı. Označ́ıme-li

a(u, v) =

∫

Ω

[p(uxvx + uyvy) + quv] dxdy +

∫

Γ2

αuv ds ,

L(v) =

∫

Ω

fv dxdy +

∫

Γ2

βv ds,

(3.27)

pak úlohu

naj́ıt u ∈W splňuj́ıćı a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V (3.28)

nazveme slabou formulaćı úlohy (3.1) – (3.3) a funkci u nazveme slabým řešeńım.

Diskretizace. Omeźıme se na př́ıpad, že Ω je mnohoúhelńık. Ω vyjádř́ıme jako sjednoceńı
konečného počtu uzavřených trojúhelńık̊u Te, z nichž každé dva jsou bud’to disjunktńı nebo
maj́ı společný vrchol nebo společnou stranu, viz Obr. 3.3. Množinu T všech trojúhelńık̊u
nazveme triangulaćı oblasti Ω. Trojúhelńıky budeme značit T1, T2, . . . , TNT

. Vrcholy troj-
úhelńık̊u budeme nazývat uzly, znač́ıme je P1, P2, . . . , PM . Předpokládejme, že společné
body část́ı Γ̄1 a Γ̄2 hranice Γ jsou uzly tringulace T. Množinu stran (trojúhelńık̊u T ∈ T),
jejichž sjednoceńı je Γ̄2, označ́ıme S. Strany budeme značit S1, S2, . . . , SNS

.
Funkci, která je v Ω spojitá a která je na každém trojúhelńıku T ∈ T lineárńı, nazveme

spojitou po částech lineárńı funkćı. Každá taková funkce v(x, y) je jednoznačně určena
svými hodnotami v(xi, yi) ve vrcholech Pi ≡ [xi, yi] triangulace T. Prostor všech spojitých
po částech lineárńıch funkćı označ́ıme Xh. Speciálńım př́ıpadem funkćı z Xh jsou bázové
funkce wi(x, y), které jsou v Pi rovny jedné a v ostatńıch uzlech jsou rovny nule, tj.
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Pi
x

y
z

Obr. 3.7. Bázová funkce wi(x, y)

wi(Pj) =

{
1
0

pro

{
i = j,
i 6= j.

Každá funkce v ∈ Xh může být pomoćı svých
hodnot v uzlech a pomoćı bázových funkćı
vyjádřena ve tvaru

v(x, y) =
M∑
i=1

v(xi, yi)wi(x, y) .

Dále definujme prostor testovaćıch funkćı

Vh = {v ∈ Xh | v(xi, yi) = 0 ∀Pi ∈ Γ1}
a množinu př́ıpustných řešeńı

Wh = {v ∈ Xh | v(xi, yi) = g(xi, yi) ∀Pi ∈ Γ1}.

Trojúhelńık, na němž je definována lineárńı funkce, jednoznačně určená svými hodno-
tami ve vrcholech, se nazývá Lagrange̊uv lineárńı trojúhelńıkový prvek.

Nyńı už máme vše potřebné k dispozici: přibližné řešeńı U , tzv. MKP řešeńı, obdrž́ıme
z diskrétńı slabé formulace

naj́ıt U ∈Wh splňuj́ıćı ah(U, v) = Lh(v) ∀v ∈ Vh , (3.29)

kde

ah(U, v) =
∑

Te∈T

[QTe(p[Uxvx + Uyvy]) +QTe(qUv)] +
∑

Se∈S

QSe(αUv) ,

Lh(v) =
∑

Te∈T

QTe(fv) +
∑

Se∈S

QSe(βv) .
(3.30)

Přitom symbolem QTe(ϕ) jsme označili kvadraturńı formuli pro výpočet
∫

Te
ϕ dxdy na

trojúhelńıku Te a symbolem QSe(ϕ) formuli pro výpočet
∫

Se
ϕ ds na straně Se. Jako vhodné

kvadraturńı formule lze doporučit:

1) člen p[Uxvx + Uyvy] integrujeme na trojúhelńıku T formuĺı

QT (ϕ) = |T |ϕ(P0) , (3.31)

kde |T | je plocha trojúhelńıka T , P0 = 1
3
(P1 +P2 +P3) je těžǐstě T a P1, P2, P3 jsou

vrcholy T ;

2) členy qUv a fv integrujeme na trojúhelńıku T formuĺı

QT (ϕ) = 1
3
|T | [ϕ(P1) + ϕ(P2) + ϕ(P3)] ; (3.32)

3) členy αUv a βv integrujeme na straně S lichoběžńıkovou formuĺı

QS(ϕ) = 1
2
|S|[ϕ(P1) + ϕ(P2)] , (3.33)

kde |S| je délka strany S a P1, P2 jsou koncové body S.
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Formule (3.31), (3.32) a (3.33) jsou řádu 1, tj. jsou přesné, když ϕ je polynom stupně 1.
Předpokládejme, že uzly jsou oč́ıslovány tak, že P1, P2, . . . , PN lež́ı bud’to uvnitř oblasti

Ω nebo uvnitř hranice Γ2 a že PN+1, PN+2, . . . , PM lež́ı na hranici Γ̄1. To neńı žádné
omezeńı, nebot’ uzly lze vždy přeč́ıslovat tak, aby tento předpoklad byl splněn. Pak

U(x, y) =

N∑

j=1

∆jwj(x, y) +

M∑

j=N+1

gjwj(x, y) , v(x, y) =

N∑

i=1

Θiwi(x, y) , (3.34)

kde ∆j = U(Pj), gj = g(Pj) a Θi = v(Pi). Dosazeńım do (3.29) obdrž́ıme

0 = ah(U, v)− Lh(v) = ah

(
N∑

j=1

∆jwj +

M∑

j=N+1

gjwj,

N∑

i=1

Θiwi

)

− Lh

(
N∑

i=1

Θiwi

)

=

=

N∑

i=1

Θi

N∑

j=1

ah(wj, wi)∆j −
N∑

i=1

Θi

[
Lh(wi)−

M∑

j=N+1

ah(wj, wi)gj

]
= (3.35)

=ΘT [K∆− F] ,

kde Θ = (Θ1,Θ2, . . . ,ΘN)T , K = {kij}Ni,j=1 pro kij = ah(wj, wi), ∆ = (∆1,∆2, . . . ,∆N)T

a F = (F1, F2, . . . , FN)T pro Fi = Lh(wi)−
∑M

j=N+1 ah(wj, wi)gj. Protože Θ je libovolný
vektor, muśı platit

K∆ = F. (3.36)

Matice K se často označuje jako matice tuhosti a vektor F jako vektor zat́ıžeńı. Tato
označeńı se přenesla z prvotńıch aplikaćı MKP pro řešeńı úloh pružnosti. Dá se ukázat,
že matice tuhosti K je pozitivně definitńı. Je také ř́ıdká a při vhodném oč́ıslováńı uzl̊u je
pásová. Vyřešeńım soustavy lineárńıch rovnic (3.36) źıskáme ∆j = U(Pj), j = 1, 2, . . . , N .

Za předpokladu dostatečné hladkosti slabého řešeńı u pro chybu metody plat́ı

u− U = O(h2) , ux − Ux = O(h) , uy − Uy = O(h) , (3.37)

kde h je nejdeľśı strana trojúhelńık̊u triangulace T.

Algoritmus. Matici K a vektor F sestav́ıme pomoćı elementárńıch matic KTe a ele-
mentárńıch vektor̊u FTe pro Te ∈ T a elementárńıch matic KSe a elementárńıch vek-
tor̊u FSe pro Se ∈ S. Matici K budeme nazývat také globálńı matićı tuhosti a vektor F

globálńım vektorem zat́ıžeńı.

Elementárńı matice a elementárńı vektor na trojúhelńıku. Necht’ ELEM je ta-
bulka typu NT × 3, která v řádku e obsahuje č́ısla vrchol̊u trojúhelńıka Te. Uvažme jeden
konkrétńı trojúhelńık Te triangulace T s vrcholy P e

1 = [xe
1, y

e
1], P

e
2 = [xe

2, y
e
2] a P e

3 = [xe
3, y

e
3].

Pro uzel P e
r , r = 1, 2, 3, je r lokálńım č́ıslem uzlu na trojúhelńıku Te. Globálńım č́ıslem

uzlu P e
r je č́ıslo i = ELEM(e, r). P e

r a Pi jsou tedy jen r̊uzná označeńı téhož uzlu.
Řešeńı U a testovaćı funkce v je na trojúhelńıku Te tvaru

U(x, y)
∣∣∣
Te

= ∆e
1w

e
1(x, y) + ∆e

2w
e
2(x, y) + ∆e

3w
e
3(x, y) ,

v(x, y)
∣∣∣
Te

= Θe
1w

e
1(x, y) + Θe

2w
e
2(x, y) + Θe

3w
e
3(x, y) ,

(3.38)
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kde ∆e
r = U(P e

r ), Θe
r = v(P e

r ) a kde

we
r(x, y) = ae

rx+ bery + cer (3.39)

je bázová funkce př́ıslušná k uzlu P e
r , r = 1, 2, 3. Z (3.38) a (3.39) dostaneme

(
Ux

Uy

)
= Be∆Te ,

(
vx

vy

)
= BeΘTe , kde Be =

(
ae

1 ae
2 ae

3

be1 be2 be3

)

a ∆Te =





∆e
1

∆e
2

∆e
3



 , ΘTe =





Θe
1

Θe
2

Θe
3





jsou vektory parametr̊u na trojúhelńıku Te. Koeficienty ae
r a ber lze snadno spoč́ıtat z rovnic

we
r(P

e
s ) =

{
1

0
pro

{
r = s ,

r 6= s ,
r, s = 1, 2, 3,

nebo-li maticově



xe

1 ye
1 1

xe
2 ye

2 1

xe
3 ye

3 1








ae

1 ae
2 ae

3

be1 be2 be3
ce1 ce2 ce3



 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1



 .

Označ́ıme-li

De =




xe

1 ye
1 1

xe
2 ye

2 1

xe
3 ye

3 1



 , pak Be = [De]−1
[1:2,1:3] ,

tj. matice Be je rovna prvńım dvěma řádk̊um matice inverzńı k matici De.
Užit́ım kvadraturńı formule (3.31) tak obdrž́ıme

QTe(p[Uxvx + Uyvy]) = [ΘTe ]T [Be]T |Te|p(P e
0 )Be∆Te = [ΘTe]TKTe,1∆Te , (3.40)

kde elementárńı matice

KTe,1 = |Te|p(P e
0 )[Be]TBe, (3.41)

p(P e
0 ) je hodnota funkce p v těžǐsti P e

0 = 1
3
(P e

1 + P e
2 + P e

3 ) trojúhelńıka Te a

|Te| = 1
2
|det(De)|

je plocha trojúhelńıka Te.
Užit́ım kvadraturńı formule (3.32) dostaneme

QTe(qUv) =1
3
|Te|[q(P e

1 )U(P e
1 )v(P e

1 ) + q(P e
2 )U(P e

2 )v(P e
2 ) + q(P e

3 )U(P e
3 )v(P e

1 )] =

1
3
|Te|[q(P e

1 )Θe
1∆

e
1 + q(P e

2 )Θe
2∆

e
2 + q(P e

3 )Θe
3∆

e
3] = [ΘTe ]TKe,2∆Te , (3.42)
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kde elementárńı matice

KTe,2 = 1
3
|Te|





q(P e
1 ) 0 0

0 q(P e
2 ) 0

0 0 q(P e
3 )



 . (3.43)

Celkem tak

QTe(p[Uxvx + Uyvy]) +QTe(qUv) = [ΘTe ]TKTe∆Te , (3.44)

kde

KTe = KTe,1 + KTe,2 (3.45)

je elementárńı matice na trojúhelńıku Te.
Užit́ım kvadraturńı formule (3.32) obdrž́ıme

QTe(fv) =1
3
|Te|[f(P e

1 )v(P e
1 ) + f(P e

2 )v(P e
2 ) + f(P e

3 )v(P e
3 )] =

1
3
|Te|[f(P e

1 )Θe
1 + f(P e

2 )Θe
2 + f(P e

3 )Θe
3] = [ΘTe ]TFTe (3.46)

kde

FTe = 1
3
|Te|





f(P e
1 )

f(P e
2 )

f(P e
3 )



 (3.47)

je elementárńı vektor na trojúhelńıku Te.
Elementárńı matice a elementárńı vektor na straně. Necht’ SIDE je tabulka typu
NS × 2, která v řádku e obsahuje č́ısla krajńıch bod̊u strany Se. Uvažme konkrétńı stranu
Se hranice Γ2 s koncovými body P e

1 = [xe
1, y

e
1] a P e

2 = [xe
2, y

e
2]. Pro uzel P e

r , r = 1, 2, je r
lokálńım č́ıslem uzlu na straně Se. Globálńım č́ıslem uzlu P e

r je č́ıslo i = SIDE(S, r).
P S

r a Pi jsou tedy jen r̊uzná označeńı téhož uzlu.
Řešeńı U a testovaćı funkce v je na straně Se tvaru

U(x, y)
∣∣∣
Se

= ∆e
1w

e
1(x, y) + ∆e

2w
e
2(x, y) ,

v(x, y)
∣∣∣
Se

= Θe
1w

e
1(x, y) + Θe

2w
e
2(x, y) ,

(3.48)

kde ∆e
r = U(P e

r ), Θe
r = v(P e

r ) a kde we
r(x, y) je bázová funkce př́ıslušná k uzlu P e

r , r = 1, 2.
Užit́ım formule (3.33) obdrž́ıme

QSe(αUv) =1
2
|Se|[α(P e

1 )U(P e
1 )v(P e

1 ) + α(P e
2 )U(P e

2 )v(P e
2 )] =

1
2
|Se|[α(P e

1 )Θe
1∆

e
1 + α(P e

2 )Θe
2∆

e
2] = [ΘSe]TKSe∆Se , (3.49)

kde

KSe = 1
2
|Se|

(
α(P e

1 ) 0

0 α(P e
2 )

)

(3.50)
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je elementárńı matice na straně Se a

∆Se =

(
∆e

1

∆e
2

)

, ΘSe =

(
Θe

1

Θe
2

)

jsou vektory parametr̊u na straně Se. Podobně odvod́ıme

QSe(βv) =1
2
|Se|[β(P e

1 )v(P e
1 ) + β(P e

2 )v(P e
2 )] =

1
2
|Se|[β(P e

1 )Θe
1 + β(P e

2 )Θe
2] = [ΘSe ]TFSe , (3.51)

kde

FSe = 1
2
|Se|

(
β(P e

1 )

β(P e
2 )

)
(3.52)

je elementárńı vektor na straně Se.

Sestaveńı soustavy rovnic. Zkombinujeme-li (3.35), (3.30), (3.44), (3.46) , (3.49) a (3.51)
vid́ıme, že pro MKP řešeńı U a libovolnou testovaćı funkci v ∈ Vh plat́ı

0 = ah(U, v)− Lh(v) = ΘT [K∆− F] =

=
∑

Te∈T

[ΘTe ]T
[
KTe∆Te − FTe

]
+
∑

Se∈S

[ΘSe ]T
[
KSe∆Se − FSe

]
.

(3.53)

Z této rovnosti lze odvodit pravidla pro sestaveńı globálńı matice K a globálńıho vektoru F

z lokálńıch matic KTe , KSe a lokálńıch vektor̊u FTe , FSe . Postupujeme podle následuj́ıćıho
algoritmu:

1) Matici K řádu N a sloupcový vektor F délky N naplńıme nulami.

2) Postupně pro každý trojúhelńık Te ∈ T sestav́ıme elementárńı matici KTe = {kTe
rs}3r,s=1,

viz (3.45), a elementárńı vektor FTe = {F Te
r }3r=1, viz (3.47).

Postupně pro r, s = 1, 2, 3 polož́ıme i = ELEM(e, r), j = ELEM(e, s) a

pokud






i ≤ N a j ≤ N,

i ≤ N a j > N,

i ≤ N,

provedeme






kij ← kij + kTe
rs ,

Fi ← Fi − kTe
rs g(Pj),

Fi ← Fi + F Te
r .

3) Postupně pro každou stranu Se ∈ S sestav́ıme elementárńı matici KSe = {kSe
rs }2r,s=1,

viz (3.50), a elementárńı vektor FSe = {F Se
r }2r=1, viz (3.52).

Postupně pro r = 1, 2 polož́ıme i = SIDE(e, r) a

pokud i ≤ N, provedeme kii ← kii + kSe
rr , Fi ← Fi + F Se

r .
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3.2. Úloha parabolického typu

Formulace úlohy. Hledáme funkci u(x, t) definovanou pro x ∈ 〈0, ℓ〉, t ∈ 〈0, T 〉, která
vyhovuje diferenciálńı rovnici

c(x)
∂u

∂t
− ∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
+ q(x)u = f(x, t) , x ∈ (0, ℓ), t ∈ (0, T ) , (3.54)

Dirichletovým okrajovým podmı́nkám

u(0, t) = g0(t) , u(ℓ, t) = gℓ(t), t ∈ (0, T ), (3.55)

nebo Newtonovým okrajovým podmı́nkám

p(0)
∂u(0, t)

∂x
= α0u(0)− β0(t),

−p(ℓ)∂u(ℓ, t)
∂x

= αℓu(ℓ, t)− βℓ(t),

t ∈ (0, T ), (3.56)

a počátečńı podmı́nce

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ (0, ℓ) . (3.57)

Možný je také př́ıpad, kdy je na jednom okraji předepsána Dirichletova podmı́nka a na
druhém podmı́nka Newtonova. Úloha (3.54) – (3.57) popisuje nestacionárńı vedeńı tepla
v tyči délky ℓ, T je doba trváńı děje. Proměnná x je prostorová, t má význam času, u(x, t)
je teplota v bodě x a v čase t, funkce p, q, f , g0, gℓ, β0, βℓ a konstanty α0, αℓ maj́ı stejný
význam jako v kapitole 2, c je součin tepelné kapacity a hustoty, ϕ je teplota tyče v čase
t = 0. Tepelné toky se často uvažuj́ı ve tvaru β0(t) = α0u

e
0(t), βℓ(t) = αℓu

e
ℓ(t), kde ue

0

resp. ue
ℓ je vněǰśı teplota okolo levého resp. pravého konce tyče.

Předpokládejme že funkce c, p, q, f , g0, gℓ, β0, βℓ a ϕ jsou dostatečně hladké a že
jsou splněny podmı́nky nezápornosti c > 0, p > 0, q ≥ 0, α0 ≥ 0, αℓ ≥ 0. Aby existovalo
klasické řešeńı úlohy (3.55) – (3.57), je třeba pro Dirichletovy okrajové podmı́nky připojit
ještě tzv. podmı́nky souhlasu

ϕ(0) = g0(0) , ϕ(ℓ) = gℓ(0) .

Tyto vztahy, vyjadřuj́ıćı soulad počátečńı a Dirichletovy okrajové podmı́nky, nebývaj́ı
v aplikaćıch obvykle splněny. Také funkce c, p, q, f , g0, gℓ, β0, βℓ bývaj́ı často jen po
částech spojité. V tom př́ıpadě má úloha (3.54) – (3.57) pouze tzv. slabé řešeńı (jehož
přesnou definici zde uvádět nebudeme). Pro praktické účely je slabé řešeńı zcela vyhovuj́ıćı
a numerické metody, které si uvedeme, budou poskytovat přibližné hodnoty takového
slabého řešeńı.

Úloha (3.54) – (3.57) je okrajovou úlohou druhého řádu vzhledem k proměnné x a počá-
tečńı úlohou prvńıho řádu vzhledem k proměnné t. Při jej́ı diskretizaci proto zkombinujeme
postupy z prvńıch dvou kapitol.
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Prostorová diskretizace se provád́ı metodami kapitoly 2. Pro jednoduchost budeme
uvažovat úlohu s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami, diferenčńı metodu a rovnoměrné
děleńı intervalu 〈0, ℓ〉 s krokem h = ℓ/N , tj. xi = ih, i = 0, 1, . . . , N . Budeme požadovat,
aby rovnice (3.54) byla splněna ve vnitřńıch uzlech xi, i = 1, 2, . . . , N − 1, tj.

c(xi)
∂u(xi, t)

∂t
−
[
∂

∂x

(
p
∂u

∂x

)]
(xi, t) + q(xi)u(xi, t) = f(xi, t) .

Derivaci podle x vyjádř́ıme pomoćı diference analogicky jako v (2.14), tj.

−
[
∂

∂x

(
p
∂u

∂x

)]
(xi, t) =

1

h2

[
−pi−1/2u(xi−1, t)+

+
[
pi−1/2 + pi+1/2

]
u(xi, t) − pi+1/2u(xi+1, t)

]
+ O(h2) ,

Zanedbáme-li chybu, dostaneme soustavu rovnic

ciu̇i(t) +
1

h2

[
−pi−1/2ui−1(t) + (pi−1/2 + pi+1/2 + h2qi)ui(t)− (3.58)

− pi+1/2ui+1(t)
]

= fi(t) , i = 1, 2, . . . , N − 1, t ∈ (0, T ) ,

v ńıž ui(t) je aproximace u(xi, t), u̇i(t) =
dui(t)

dt
je aproximace ∂tu(xi, t) a fi(t) = f(xi, t).

Z okrajových podmı́nek (3.55) máme

u0(t) = g0(t) , uN(t) = gℓ(t) , t ∈ (0, T ), (3.59)

což dosad́ıme do (3.58) pro i = 1 a i = N − 1. Z počátečńı podmı́nky obdrž́ıme

ui(0) = ϕ(xi), i = 0, 1, . . . , N . (3.60)

(3.58) je soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu pro N − 1 hledaných
funkćı ui(t), i = 1, 2, . . . , N − 1, s počátečńımi podmı́nkami (3.60).

g0(t)

Ui−1(t)

Ui(t)

Ui+1(t)

gℓ(t)

xi−1 xi xi+1x0 xN

T

x

t

Obr. 3.8. Metoda př́ımek

Původńı úlohu, tj. určeńı jedné funkce
u(x, t), která na obdélńıku 〈0, ℓ〉 × 〈0, T 〉
vyhovuje (3.54), (3.55) a (3.57), jsme
nahradili počátečńı úlohou pro soustavu
N − 1 obyčejných diferenciálńıch rovnic
s neznámými funkcemi ui(t) definovanými na
N − 1 úsečkách x = xi, i = 1, 2, . . . , N − 1,
t ∈ 〈0, T 〉. Tento postup se nazývá metoda
př́ımek (anglicky method of lines, stručně
MOL). Postup, při němž se diskretizace
provád́ı jen vzhledem k některým (nezávisle)
proměnným, se nazývá semidiskretizace.
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Počátečńı problém (3.58)–(3.60) jsme tedy źıskali semidiskretizaćı úlohy (3.54), (3.55)
a (3.57) vzhledem k prostorové proměnné x. Úlohu (3.58) – (3.60) můžeme zapsat maticově
ve tvaru

Cu̇ + Ku = F(t) , t ∈ (0, T ) , u(0) = ϕ , (3.61)

kde C je diagonálńı matice s kladnými prvky na diagonále, tzv. matice tepelné kapacity,
K je tř́ıdiagonálńı pozitivně definitńı matice známá jako matice tepelné vodivosti, F(t)
je tzv. vektor tepelných zdroj̊u, u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , uN−1(t))

T je vektor neznámých
funkćı a ϕ = (ϕ(x1), ϕ(x2), . . . , ϕ(xN−1))

T je vektor počátečńıch teplot.

Newtonova okrajová podmı́nka. Protože Newtonovy okrajové podmı́nky se v úloze
vedeńı tepla použ́ıvaj́ı nejčastěji, uvedeme si rovnice reprezentuj́ıćı diskterizaci Newtonovy
okrajové podmı́nky vzhledem k proměnné x v levém resp. pravém koncovém bodu inter-
valu 〈0, ℓ〉. Bude-li tedy Newtonova okrajová podmı́nka předepsána v bodě x = 0, zařad́ıme
před rovnice (3.58) jako prvńı rovnici

1

2
c0u̇0(t) +

1

h2

[
(p1/2 + hα0 + 1

2
h2q0)u0(t)− p1/2u1(t)

]
=

1

h
β0 +

1

2
f0(t) , (3.58a)

a bude-li Newtonova okrajová podmı́nka předepsána v bodě x = ℓ, přidáme za posledńı
z rovnic (3.58) rovnici

1

2
cN u̇N(t) +

1

h2

[
−pN−1/2uN−1(t) + (pN + hαℓ + 1

2
h2qN)uN(t)

]
=

1

h
βℓ +

1

2
fN (t) . (3.58b)

Časová diskretizace. Prozkoumejme nejdř́ıve charakter počátečńı úlohy (3.61) za zjed-
nodušuj́ıćıch předpoklad̊u. Pro c = p = 1, q = f = 0, u(0, t) = u(ℓ, t) = 0, lze úlohu (3.61)
zapsat ve tvaru

u̇ = Au , t ∈ (0, T ) , u(0) = ϕ , (3.62)

kde

A = − 1

h2





2 −1 0 . . . 0 0

−1 2 −1 . . . 0 0

0 −1 2 . . . 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0 −1 2 −1

0 0 0 0 −1 2





. (3.63)

Vlastńı č́ısla matice A

λi = −4N2

ℓ2
sin2 πi

2N
, i = 1, 2, . . . , N − 1,

jsou reálná záporná a maxi |λi| → ∞ pro N → ∞. Podle (1.32) je tedy problém (3.62)
pro velké N tuhý. Totéž plat́ı také pro úlohu (3.61), tj. jde o tuhý problém. Počátečńı
problém (3.61) je tedy vhodné řešit metodou, jej́ıž oblast absolutńı stability obsahuje celou
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zápornou poloosu komplexńı roviny. Metody s touto vlastnost́ı se nazývaj́ı A0-stabilńı.
Patř́ı mezi ně všechny metody doporučené v kapitole 1.5 pro řešeńı tuhých problémů,
zejména tedy implicitńı Eulerova metoda, lichoběžńıková metoda nebo metody zpětného
derivováńı. V Matlabu lze použ́ıt některý z programů ode23s, ode23t, ode23tb a ode15s.
Při řešeńı úloh vedeńı tepla se často použ́ıvá metoda časové diskretizace známá jako

Theta metoda, kterou v následuj́ıćım textu stručně poṕı̌seme. Necht’ tedy 0 = t0 < t1 <
· · · < tQ = T je děleńı intervalu 〈0, T 〉, τn = tn+1 − tn je délka kroku a un je přibližné
řešeńı v čase tn, tj. un

i ≈ ui(tn) ≈ u(xi, tn). Necht’ θ je pevně zvolené č́ıslo z intervalu
〈0, 1〉. Označme tn+θ = tn + θτn. Rovnici (3.61) zaṕı̌seme pro t = tn+θ a dostaneme

Cu̇n+θ + Kun+θ = Fn+θ , (3.64)

kde Fn+θ = F(tn+θ), un+θ = u(tn+θ), u̇n+θ = u̇(tn+θ). Předpokládejme, že u(t) je na
intervalu 〈tn, tn+1〉 lineárńı funkce, tj.

u(t) = un +
t− tn
τn

(un+1 − un) .

Pak u̇n+θ =
un+1 − un

τn
a un+θ = (1−θ)un +θun+1. Po dosazeńım do (3.64) a malé úpravě

dostaneme θ-metodu

(C + τnθK)un+1 = (C− τn(1− θ)K)un + τnF
n+θ . (3.65)

Snadno ověř́ıme, že pro 1
2
≤ θ ≤ 1 je θ-metoda A-stabilńı a tedy také A0-stabilńı, a že pro

0 ≤ θ < 1
2

je oblast absolutńı stability θ-metody omezená a interval absolutńı stability
je interval (2/(2θ − 1), 0). Pokud jde o přesnost, θ-metoda je řádu 1 pro θ 6= 1

2
a řádu 2

pro θ = 1
2
. Všimněte si, že z θ-metody dostaneme pro θ = 0 EE metodu, pro θ = 1 IE

metodu a pro θ = 1
2

TR metodu. Metoda (3.64) pro θ = 1
2

je známa jako Crankova-

Nicolsonova metoda. Často se zapisuje v analogickém tvaru

(C + 1
2
τnK)un+1 = (C− 1

2
τnK)un + 1

2
τn(Fn + Fn+1) . (3.66)

Přesnost i stabilita metody (3.65) pro θ = 1
2

a metody (3.66) je stejná.
Matice C + τnθK soustavy (3.65) nezáviśı na čase a je pozitivně definitńı. Soustavu

(3.65) je proto účelné řešit pomoćı Choleského rozkladu, který stač́ı provést jen jednou.

Nelineárńı úloha vedeńı tepla vznikne tehdy, když některé z funkćı c, p, q, f, α, β závisej́ı
na teplotě u. Odpov́ıdaj́ıćı počátečńı úlohu

C(u)u̇ = F(t,u)−K(u)u, t ∈ (0, T ) , u(0) = ϕ, (3.61’)

lze v Matlabu vyřešit programem ode23t nebo ode15s. Řešeńı jednodimenzionálńıho
parabolického problému, a to i nelineárńıho, umožňuje matlabovský program pdepe.
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3.3. Úloha hyperbolického typu

Formulace úlohy. Hledáme funkci u(x, t) definovanou pro x ∈ 〈0, ℓ〉, t ∈ 〈0, T 〉, která
vyhovuje diferenciálńı rovnici

ρ(x)
∂2u

∂t2
+ c(x)

∂u

∂t
− ∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
+q(x)u = f(x, t), x ∈ (0, ℓ), t ∈ (0, T ), (3.67)

Dirichletovým okrajovým podmı́nkám

u(0, t) = g0(t), u(ℓ, t) = gℓ(t), t ∈ (0, T ), (3.68)

nebo Newtonovým okrajovým podmı́nkám

p(0)
∂u(0, t)

∂x
= α0u(0, t)− β0(t),

−p(ℓ)∂u(ℓ, t)
∂x

= αℓu(ℓ, t)− βℓ(t),

t ∈ (0, T ), (3.69)

a počátečńım podmı́nkám

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u(x, 0)

∂t
= ψ(x), x ∈ (0, ℓ). (3.70)

Možný je také př́ıpad, kdy na jednom okraji je předepsána Dirichletova podmı́nka a na
druhém Newtonova. Tato úloha vyjadřuje př́ıčné kmitáńı tenké struny (nebo podélné
kmitáńı prutu) délky ℓ. Proměnná x je prostorová, t má význam času, u(x, t) je deformace
(tj. př́ıčná výchylka pro strunu nebo podélné posunut́ı v př́ıpadě prutu) v bodě x a v čase
t, ρ je hustota, c udává tlumeńı (pro c > 0 jsou kmity tlumené, pro c = 0 netlumené),
p charakterizuje tuhost, q odpor okolńıho prostřed́ı a f vněǰśı śıly. Dirichletovy okrajové
podmı́nky předepisuj́ı deformaci, Newtonovy okrajové podmı́nky vnitřńı śıly: α0 resp. αℓ

reprezentuje tuhost pružné podpory a β0 resp. βℓ bodovou vněǰśı śılu. Počátečńı podmı́nky
určuj́ı počátečńı deformaci ϕ a jej́ı počátečńı rychlost ψ.

Předpokládejme, že funkce ρ, c, p, q, f , g0, gℓ, β0, βℓ, ϕ a ψ jsou dostatečně hladké,
že jsou splněny podmı́nky nezápornosti ρ > 0, p > 0, q ≥ 0, α0 ≥ 0, αℓ ≥ 0 a že plat́ı
podmı́nky souhlasu

ϕ(0) = g0(0) , ψ(0) = g′0(0) , ϕ(ℓ) = gℓ(0) , ψ(ℓ) = g′ℓ(ℓ) ,

vyjadřuj́ıćı soulad počátečńıch a Dirichletových okrajových podmı́nek. Pak má úloha
(3.67) – (3.70) jediné klasické řešeńı.

Podmı́nky souhlasu v aplikaćıch někdy nebývaj́ı splněny. Také funkce ρ, c, p, q, f , g0,
gℓ, β0, βℓ bývaj́ı často jen po částech spojité. V tom př́ıpadě má úloha (3.54) – (3.57) pouze
tzv. slabé řešeńı (jehož přesnou definici zde ovšem uvádět nebudeme). Pro praktické účely
je slabé řešeńı zcela vyhovuj́ıćı a numerické metody, které si uvedeme, budou poskytovat
přibližné hodnoty takového slabého řešeńı.

Úloha (3.67) – (3.70) je okrajovou úlohou druhého řádu vzhledem k proměnné x a po-
čátečńı úlohou druhého řádu vzhledem k proměnné t. Při jej́ı diskretizaci proto opět
použijeme postupy z prvńıch dvou kapitol.
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Prostorová diskretizace se provede stejně jako u parabolického problému metodou
př́ımek, viz kapitola 3.2. Opět předpokládáme rovnoměrné děleńı a Dirichletovu okrajovou

podmı́nku. Pro ui(t) aproximuj́ıćı u(xi, t) při označeńı u̇i(t) =
dui(t)

dt
, üi(t) =

d2ui(t)

dt2
dostaneme soustavu rovnic

ρiüi(t) + ciu̇i(t) +
1

h2

(
−pi−1/2ui−1(t) + [pi−1/2 + pi+1/2 + h2qi]ui(t)− (3.71)

− pi+1/2ui+1(t)
)

= fi(t) , i = 1, 2, . . . , N − 1, t ∈ (0, T ) .

Z okrajových podmı́nek (3.68) máme

u0(t) = g0(t), uN(t) = gℓ(t), t ∈ (0, T ) , (3.72)

což dosad́ıme do (3.71) pro i = 1 a i = N − 1. Z počátečńıch podmı́nek (3.70) dostaneme

ui(0) = ϕ(xi), u̇i(0) = ψ(xi), i = 0, 1, . . . , N − 1 . (3.73)

(3.71) je soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu pro N − 1 hledaných
funkćı ui(t), i = 1, 2, . . . , N − 1, s počátečńımi podmı́nkami (3.73).

Počátečńı úlohu (3.71)–(3.73) můžeme zapsat maticově ve tvaru

Mü + Cu̇ + Ku = F(t) , t ∈ (0, T ), u(0) = ϕ, u̇(0) = ψ , (3.74)

kde M je diagonálńı matice s kladnými prvky na diagonále, tzv. matice hmotnosti,
C je diagonálńı matice s nezápornými prvky na diagonále, tzv. matice útlumu, K je
tř́ıdiagonálńı, pozitivně definitńı-matice, tzv. matice tuhosti, F(t) je tzv. vektor (vněǰśıho)
zat́ı̌zeńı, ϕ = (ϕ(x1), ϕ(x2), . . . , ϕ(xN−1))

T , ψ = (ψ(x1), ψ(x2), . . . , ψ(xN−1))
T jsou vek-

tory počátečńıch hodnot a u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , uN−1(t))
T je vektor neznámých funkćı.

Časová diskretizace. Abychom mohli posoudit tuhost problému (3.74), zaṕı̌seme ho
jako počátečńı problém prvńıho řádu,

Rẇ + Sw = G(t) , t ∈ (0, T ) , w(0) = κ , (3.75)

kde

R =

(
I O

O M

)
, w =

(
u

u̇

)
, S =

(
O −I

K C

)
, G(t) =

(
o

F(t)

)
, κ =

(
ϕ

ψ

)
,

přičemž I je jednotková matice, O je nulová matice a o je nulový vektor.
Prozkoumejme charakter počátečńı úlohy (3.75) za zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u. Pro

ρ = p = 1, c = konst, q = f = 0, u(0, t) = u(ℓ, t) = 0, je M = I, K = −A a C = cI, kde
A je definována předpisem (3.63). Rovnice (3.75) se tak zjednoduš́ı, dostaneme

ẇ = Pw , kde P =

(
O I

A −cI

)
. (3.76)

Dá se ukázat, že vlastńı č́ısla matice P

λi = −1
2
c±

√
1
4
c2 − ω2

i , kde ωi =
2N

ℓ
sin

πi

2N
, i = 1, 2, . . . , N − 1.
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Zřejmě maxi |λi| → ∞ pro N → ∞. Pro c = 0 jsou vlastńı č́ısla ryze imaginárńı a pro
c > 0 maj́ı zápornou reálnou složku. Podle podle (1.32) je tedy problém (3.76) pro velké N
tuhý. Protože reálné složky vlastńıch č́ısel jsou zdola ohraničené, Re(λi) ≥ −c, a velikost
imaginárńıch složek je neomezená, ř́ıkáme, že problém (3.76) je oscilatoricky tuhý. Problém
(3.75) se chová obdobně. Pro jeho řešeńı je proto vhodné použ́ıt metodu, jej́ıž oblast
absolutńı stability obsahuje celou zápornou komplexńı polorovinu včetně imaginárńı osy.
Teoretické úvahy i praktické zkušenosti potvrzuj́ı, že vhodnou metodou je lichoběžńıková
metoda. Z matlabovských programů lze doporučit programy ode23t, ode23tb a ode15s.

Lichoběžńıková metoda aplikovaná na úlohu (3.75) vede na předpis

(R + 1
2
τnS)wn+1 = (R− 1

2
τnS)wn + 1

2
τn(Gn + Gn+1) , (3.77)

viz (3.66). Pro efektivńı výpočet složek un+1 a u̇n+1 vektoru wn+1 je vhodné soustavu
rovnic (3.77) zapsat po složkách, tj.

un+1 − 1
2
τnu̇

n+1 = un + 1
2
τnu̇

n ,

Mu̇n+1 + 1
2
τn[Kun+1 + Cu̇n+1] = Mu̇n − 1

2
τn[Kun + Cu̇n] + 1

2
τn(Fn+1 + Fn) .

Z prvé rovnice vyjádř́ıme u̇n+1, dosad́ıme do druhé a obdrž́ıme rovnici pro výpočet un+1:

K̂un+1 = F̂ , kde (3.78)

K̂ =
4

τ 2
n

M +
2

τn
C + K , F̂ =

(
4

τ 2
n

M +
2

τn
C−K

)
un +

4

τn
Mu̇n + Fn + Fn+1 .

Až vypoč́ıtáme un+1, dopoč́ıtáme

u̇n+1 =
2

τn
(un+1 − un)− u̇n . (3.79)

Startujeme přitom z počátečńıch hodnot

u0 = ϕ , u̇0 = ψ . (3.80)

Matice K̂ soustavy (3.78) nezáviśı na čase a je pozitivně definitńı. Soustavu (3.78) je proto
účelné řešit pomoćı Choleského rozkladu, který stač́ı provést jen jednou.

Metoda (3.78)–(3.80) je speciálńım př́ıpadem Newmarkovy metody hojně použ́ıvané
v inženýrské praxi, viz [2].

3.4. Hyperbolická rovnice prvńıho řádu

Formulace úlohy. Hledáme funkci u(x, t) definovanou pro x ∈ 〈0, ℓ〉, t ∈ 〈0, T 〉, která
vyhovuje diferenciálńı rovnici

∂u

∂t
+ a(x, t)

∂u

∂x
= f(x, t) , x ∈ (0, ℓ) , t ∈ (0, T ) , (3.81)
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okrajovým podmı́nkám

u(0, t) = g0(t) ,

u(ℓ, t) = gℓ(t) ,
pokud

a(0, t) > 0 ,

a(ℓ, t) < 0 ,
t ∈ (0, T ) , (3.82)

a počátečńı podmı́nce

u(x, 0) = ϕ(x) . (3.83)

Necht’ Q = 〈0, ℓ〉 × 〈0, T 〉 je obdélńık, v němž hledáme řešeńı, a ∂Q+ ta je část hranice
∂Q obdélńıka Q, na ńıž je předepsána počátečńı nebo okrajová podmı́nka, tj.

∂Q+ = {[x, t] ∈ ∂Q | t= 0 nebo x= 0 (pokud a(0, t)>0) nebo x= ℓ (pokud a(ℓ, t)<0)} .
Pro každý bod P0 = [x0, t0 ] ∈ Q \ ∂Q+ určeme řešeńı x(t) počátečńıho problému

dx(t)

dt
= a(x(t), t) , t < t0 , x(t0) = x0. (3.84)

Křivka x(t) se nazývá charakteristika př́ıslušná bodu [x0, t0]. Předpokládejme, že charak-
teristika prot́ıná ∂Q+ v jediném bodě P ∗

0 = [x∗0, t
∗
0]. Tomuto bodu ř́ıkáme pata charakte-

ristiky. Podle pravidla o derivováńı složené funkce

du(x(t), t)

dt
=
∂u(x(t), t)

∂x

dx(t)

dt
+
∂u(x(t), t)

∂t
=
∂u(x(t), t)

∂t
+ a(x(t), t)

∂u(x(t), t)

∂x
.

Úlohu (3.81)–(3.83) proto můžeme na charakteristice x(t) zapsat ve tvaru

du(x(t), t)

dt
= f(x(t), t), t ∈ (t∗0, t0) , u(x(t∗0), t

∗
0) =






ϕ(x∗0) pro t∗0 = 0 ,

g0(t
∗
0) pro x∗0 = 0 ,

gℓ(t
∗
0) pro x∗0 = ℓ .

(3.85)

Předpokládejme, že funkce a, f , g0, gℓ a ϕ jsou spojité, že funkce a(0, t) i a(ℓ, t) neměńı
znaménko a že okrajová podmı́nka je kompatibilńı s počátečńı podmı́nkou, tj. plat́ı

ϕ(0) = g0(0) (pokud a(0, 0) > 0) , ϕ(ℓ) = gℓ(0) (pokud a(ℓ, 0) < 0) .

Pak úloha (3.85)–(3.84), a tedy rovněž úloha (3.81)–(3.83), má jediné klasické řešeńı.

P ∗
1 (x∗

1, t
∗
1)

P1(x1, t1)

P ∗
2 (x∗

2, t
∗
2)

P2(x2, t2)

∂Q+

∂Q+

ℓ

T

x

t

Obr. 3.9. Charakteristiky

Rovnice (3.81) bývá označována jako
advekčńı rovnice nebo také transportńı
rovnice. Úloha (3.81)–(3.83) popisuje
třeba š́ı̌reńı př́ıměsi prouděńım: u(x, t)
je koncentrace př́ıměsi v proud́ıćım
médiu v bodu x a v čase t, a je rychlost
prouděńı a f je zdrojový člen. Charak-
teristika x(t) je časoprostorová trajek-
torie, po které se částečka př́ıměsi po-
hybuje. Pokud bychom připustili také
difúzńı š́ı̌reńı př́ıměsi, dostali bychom
konvekčně-difúzńı rovnici
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c(x)
∂u

∂t
+

∂

∂x
(r(x, t)u)− ∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
= f(x, t), x ∈ (0, ℓ) , t ∈ (0, T ),

v ńıž p je koeficient difúze a jej́ıž stacionárńı variantu jsme zavedli již dř́ıve v kapitole 2.2,
viz (2.20). Na rovnici advekce lze proto nahĺıžet jako na limitńı př́ıpad konvekčně-difúzńı
rovnice, v ńıž zanedbáme účinky difúze. Jiná forma advekčńı rovnice tedy je

c(x)
∂u

∂t
+

∂

∂x
(r(x, t)u) = f(x, t) , x ∈ (0, ℓ) , t ∈ (0, T ). (3.81’)

Metoda př́ımek. Uvažujme rovnoměrné děleńı intervalu 〈0, ℓ〉, tj. xi = ih, i = 0, 1, . . . , N ,
kde h = ℓ/N . Předpokládejme, že funkce a(x, t) v krajńıch bodech intervalu 〈0, ℓ〉 neměńı
znaménko. Splněńı rovnice (3.81) budeme požadovat ve vnitřńıch uzlech x1, x2, . . . , xN−1

a pro a(0, t) < 0 také v uzlu x0 a pro a(ℓ, t) > 0 také v uzlu xN . V rovnici

∂u(xi, t)

∂t
+ a(xi, t)

∂u(xi, t)

∂x
= f(xi, t)

aproximujeme člen ux(xi, t) ve vnitřńıch uzlech centrálńı diferenćı a v krajńıch uzlech
jednostrannou diferenćı. Pokud třeba a(0, t) > 0, a(ℓ, t) > 0 pro všechna t ∈ 〈0, T 〉,
dostaneme

u̇1(t) + a1(t)[u2(t)− g0(t)]/(2h) = f1(t) ,

u̇i(t) + ai(t)[ui+1(t)− ui−1(t)]/(2h) = fi(t) , i = 2, 3, . . . , N − 1 , (3.86)

u̇N(t) + aN (t)[3uN(t)− 4uN−1(t) + uN−2(t)]/(2h) = fN(t) ,

kde ai(t) = a(xi, t), fi(t) = f(xi, t) a ui(t) je aproximace u(xi, t). Z (3.83) dostaneme
počátečńı podmı́nky

ui(0) = ϕi , i = 1, 2, . . . , N , (3.87)

kde ϕi = ϕ(xi). Počátečńı problém (3.86)–(3.87) řeš́ıme vhodnou numerickou metodou.
K jej́ımu výběru nám poslouž́ı zjednodušený model.

Předpokládejme, že a = 1, f = 0, u(0, t) = 0 a uvažme periodické okrajové podmı́nky
u(0, t) = u(ℓ, t). Pomoćı centrálńıch diferenćı odvod́ıme

u̇1(t) + a1(t)[u2(t)− uN(t)]/(2h) = f1(t) ,

u̇i(t) + ai(t)[ui+1(t)− ui−1(t)]/(2h) = fi(t) , i = 2, 3, . . . , N − 1 , (3.86’)

u̇N(t) + aN (t)[u1(t)− uN−1(t)]/(2h) = fN(t) .

Počátečńı problém (3.86’)–(3.87) je pak tvaru

u̇ = Au , t ∈ (0, T ) , u(0) = ϕ , (3.88)

75



kde u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , uN(t))T , ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕN(t))T a

A = − 1

2h





0 1 0 . . . 0 −1

−1 0 1 . . . 0 0

0 −1 0 . . . 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0 −1 0 1

1 0 0 −1 0





. (3.89)

Dá se ukázat, že vlastńı č́ısla matice A

λi = I
N

ℓ
sin

2πi

N
, I =

√
−1, i = 1, 2, . . . , N,

lež́ı na imaginárńı ose mezi −N/ℓ a N/ℓ a maxi |λi| → ∞ pro N →∞, tj. pro velké N je
počátečńı problém (3.86’)–(3.87) tuhý. Problém (3.86)–(3.87) se chová podobně: vlastńı
č́ısla odpov́ıdaj́ıćı matice A lež́ı v záporné komplexńı polorovině v bĺızkosti imaginárńı
osy, největš́ı vlastńı č́ıslo λmax lež́ı prakticky na imaginárńı ose, λmax

.
= IN/ℓ, I =

√
−1.

Pro řešeńı počátečńıho problému (3.88)–(3.89) je proto třeba zvolit metodu, jej́ıž oblast
absolutńı stability obsahuje úsečku (−α, α) na imaginárńı ose pro nějaké α > 0. Vhodná
je třeba A-stabilńı TR metoda, pro kterou α = ∞, takže délka časového kroku neńı
z d̊uvodu stability nijak omezována a ř́ıd́ı se jen požadavkem na přesnost. Použ́ıt lze ale
také některé daľśı metody. Třeba metodu BS32, pro kterou α

.
= 1,72 nebo DP54, pro

kterou α
.
= 1, viz např. [12]. V př́ıpadě α < ∞ bude délka časového kroku z d̊uvodu

stability omezena, toto omezeńı však nebude nijak dramatické, délka kroku bude řádu
O(h). Z matlabovských programů lze doporučit programy ode23t, ode23 a ode45. Stejné
programy jsou vhodné i pro řešeńı úlohy (3.86)–(3.87).

Metoda charakteristik je daľśı vhodnou technikou pro řešeńı úlohy (3.81)–(3.83). Jej́ı
podstatu vysvětĺıme nejdř́ıve pro zjednodušenou úlohu

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0 , x ∈ (0, ℓ) , t ∈ (0, T ) ,

u(0, t) = g0(t), t ∈ (0, T ) ,

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ (0, ℓ) ,

(3.89)

kde a > 0 je konstanta. Diferenciálńı rovnici přeṕı̌seme pomoćı charakteristik na tvar

du(x(t), t)

dt
= 0. (3.90)

Zvolme rovnoměrné děleńı intervalu 〈0, ℓ〉 s krokem h = ℓ/N , tj. xi = ih, i = 0, 1, . . . , N ,
a rovnoměrné děleńı intervalu 〈0, T 〉 s krokem τ = T/Q, tj. tn = nτ , n = 0, 1, . . . , Q.
Charakteristika vycházej́ıćı z bodu [xi, tn+1] je př́ımka x(t) = xi + a(t − tn+1). V čase
t = tn je

xn
i := x(tn) = xi − aτ .
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Předpokládejme, že aτ ≤ h. Pak pro i = 1, 2, . . . , N bod xn
i ∈ 〈xi−1, xi〉, zejména tedy

xn
i ∈ 〈0, ℓ〉, takže u(xn

i , tn) má smysl. Integraćı rovnice (3.90) od tn do tn+1 obdrž́ıme

∫ tn+1

tn

du(xi(t), t)

dt
dt = u(xi, tn+1)− u(xn

i , tn) = 0 , a odtud u(xi, tn+1) = u(xn
i , tn) .

Numerickou metodu dostaneme tak, že u(xn
i , tn) urč́ıme přibližně interpolaćı, tj. poč́ıtáme

un+1
i = Pk(x

n
i ) , (3.91)

kde Pk(x) je interpolačńı polynom stupně k ≥ 1 splňuj́ıćı

Pk(xi−1) = un
i−1 , Pk(xi) = un

i . (3.92)

Pro lineárńı polynom P1 z podmı́nek (3.92) odvod́ıme

P1(x) = un
i +

un
i − un

i−1

h
(x− xi) a odtud P1(x

n
i ) = un

i −
aτ

h
(un

i − un
i−1) .

tn

tn+1

xi−1 xn
i xi xi+1

x(t)

x

t

Obr. 3.10. Upwind metoda

Dostali jsme tak upwind metodu

un+1
i = un

i −
aτ

h
(un

i − un
i−1) . (3.93)

Název metody nám připomı́ná, že veličina u
v uzlu xi záviśı jen hodnotách této veličiny
v uzlech lež́ıćıch

”
proti proudu, proti větru“, pro

a > 0 tedy nalevo od xi. V bodu x0 = 0 užijeme
okrajovou podmı́nku, takže un+1

0 = g0(tn+1).

Dá se ukázat, že když

ν =
aτ

h
≤ 1 , (3.94)

pak za předpokladu dostatečné hladkosti přesného řešeńı pro chybu plat́ı

u(xi, tn)− un
i = O(τ) , (3.95)

viz [14]. Ř́ıkáme, že metoda (3.93) je řádu jedna. Pro ν = 1 dokonce un
i = u(xi, tn)

je přesné! Č́ıslo ν = aτ/h se nazývá Courantovo č́ıslo a podmı́nka (3.94) se nazývá
Courantova-Friedrichsova-Lewyova podmı́nka, stručně CFL podmı́nka.

Metodu řádu dva dostaneme tak, že v (3.91) použijeme interpolačńı polynom druhého
stupně. Když k podmı́nkám (3.92) přidáme ještě podmı́nku

P2(xi+1) = un
i+1 , (3.96)

vypočteme P2(x
n
i ) a dosad́ıme do (3.91), dostaneme Laxovu-Wendroffovu metodu

un+1
i = un

i −
aτ

2h
(un

i+1 − un
i−1)−

a2τ 2

2h2
(un

i+1 − 2un
i + un

i−1) . (3.97)
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Pro aproximaci v uzlu xN můžeme použ́ıt interpolačńı polynom, který kromě podmı́nek
(3.92) vyžaduje nav́ıc splněńı podmı́nky P2(xN−2) = un

N−2.
Jestliže pro obecný uzel xi přidáme k podmı́nkám (3.92) podmı́nku

P2(xi−2) = un
i−2 , (3.98)

vypočteme P2(x
n
i ) a dosad́ıme do (3.91), obdrž́ıme Beamovu-Warmingovu metodu

un+1
i = un

i −
aτ

2h
(3un

i − 4un
i−1 + un

i−2)−
a2τ 2

2h2
(un

i − 2un
i−1 + un

i−2) . (3.99)

Poč́ıtáme-li un+1
i podle (3.97) a un+1

N podle (3.99), je-li splněna CFL podmı́nka (3.94)
a je-li přesné řešeńı u dostatečně hladké, pro chybu plat́ı

u(xi, tn)− un
i = O(τ 2) . (3.100)

Beamova-Warmingova metoda je upwind aproximaćı řádu 2, řešeńı v uzlu xi záviśı jen na

”
protiproudových“ hodnotách v uzlech xi−1 a xi−2.

Věnujme se dále př́ıpadu, kdy konstanta a < 0. Pak okrajová podmı́nka bude přede-
psána vpravo, tj. podmı́nku (3.892) nahrad́ı podmı́nka

u(ℓ, t) = gℓ(t) , t ∈ (0, T ) . (3.89
′

2)

Charakteristika vycházej́ıćı z bodu [xi, tn+1] bude směřovat doprava, takže za předpokladu
platnosti CFL podmı́nky

ν =
|a|τ
h
≤ 1 (3.101)

bude xi(tn) ∈ 〈xi, xi+1〉 pro i = 0, 1, . . . , N − 1. Numerické metody odvod́ıme opět ze
vztahu (3.91), tentokrát však mı́sto (3.92) požadujeme

Pk(xi) = un
i , Pk(xi+1) = un

i+1 . (3.92’)

Podobně jako dř́ıve dostaneme upwind metodu

un+1
i = un

i −
|a|τ
h

(un
i − un

i+1) (3.93’)

a Beamovu-Warmingovu metodu

un+1
i = un

i −
|a|τ
2h

(3un
i − 4un

i+1 + un
i+2)−

a2τ 2

2h2
(un

i+2 − 2un
i+1 + un

i ) , (3.99’)

Laxova-Wendroffova metoda z̊ustane stejná, tj. postupujeme podle (3.97). V bodu xN

užijeme okrajovou podmı́nku, takže un+1
N = g(tn+1).

V obecném př́ıpadě a = a(x, t) urč́ıme xn
i numericky: xn

i ≈ x(tn), kde

dx(t)

dt
= a(x(t), t) , x(tn+1) = xi . (3.102)
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Pro upwind metodu použijeme EE metodu, takže

xn
i = xi − an

i τ , kde an
i = a(xi, tn+1) .

Pro Laxovu-Wendroffovu metodu a Beamovu-Warmingovu použijeme EM2 metodu, tj.

xn
i = xi − an

i τ, kde an
i = 1

2
(k1 + k2), k1 = a(xi, tn+1) , k2 = a(xi − τk1, tn) .

Vzorce (3.93), (3.93’), (3.97), (3.99) a (3.99’) se změńı jen v tom, že v nich mı́sto a ṕı̌seme
an

i . Délka kroku τn = tn+1 − tn muśı splňovat CFL podmı́nku

maxi |an
i |τn

h
≤ 1. (3.101’)

Jestliže v rovnici (3.891) uvažujeme nenulovou pravou stranu f(x, t), tj. řeš́ıme-li mı́sto
rovnice (3.90) rovnici

du(x(t), t)

dt
= f(x(t), t), (3.90’)

přičteme k pravým stranám formuĺı aproximaci Qn
i (f) integrálu

∫ tn+1

tn
f(x(t), t) dt. Pro

upwind metodu stač́ı použ́ıt jednostrannou obdélńıkovou formuli

Qn
i (f) = τf(xi, tn+1).

Pro Laxovu-Wendroffovu metodu a Beamovu-Warmingovu metodu užijeme lichoběžńıkovou
formuli

Qn
i (f) = 1

2
τ [f(xi, tn+1) + f(xn

i , tn)].

Metoda konečných objemů. Pro diskretizaci rovnice (3.81’) se výborně hod́ı metoda
konečných objemů, na časoprostorových objemech Bi = 〈xi−1/2, xi+1/2〉 × 〈tn, tn+1〉 , v́ıce
o tom viz [13].
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[7] J. H. Ferziger, M.Perić: Computational Methods for Fluid Dynamics (3rd edition), Springer,
Berlin, 2002.

[8] J. Fish, T.Belytschko: A First Course in Finite Elements, John Willey & Sons Ltd, Chi-
chester, 2007.

[9] M. T.Heath: Scientific Computing. An Introductory Survey, McGraw-Hill, New York, 2002.
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Praha, 1994.

[28] O. C. Zienkiewicz, R. L. Taylor: The Finite Element Method, Volume I: The Basis, Butter-
worth-Heinemann, Oxford, 2000.

81


