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Konstrukce pravdépodobnostniho
prostoru



Definice (Konecna aditivita)

Necht A, B jsou disjunktni jevy. Vlastnost
P(AuB)=P(A) + P(B)

se nazyva (konec¢nad) aditivita.
Indukci Ize rozsifit na kone¢ny pocet disjunktnich jevi A, ..., A,,

P(IQA;() :éP(Ak).

Definice (Spocetna aditivita, s-aditivita)
Necht A}, A,, As, ... je spocetna (konecna ¢i nekonec¢nd) posloupnost
vzdjemné disjunktnich jevl. Vlastnost

P(GAi) - gP(Ai)

se nazyva spocetna aditivita (c-aditivita).
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Priklad
Pro podmnozinu A ¢ [0;1] a Cislo r € [0;1] definujme tzv. -posun mnoziny A:

Aor={a+racAa+r<lju{a+r-LacAa+r-1>0}.
Pro ndhodnou veli¢inu X ~ Rs ([0;1]) by mélo platit

P(A®r)=P(A), Ac[0:1], re[0;1].
Tvrzeni
Neexistuje pravdépodobnost P definovana pro vsechny podmnoZiny A c [0;1],
splriujici vlastnosti:
> P([a, b]) = P((a, b)) = P((a, b]) = P([a, b)) =b—a, 0<a<b<],
» P(Adr) =P(A), re[0;1],
» P je spocetné aditivni (c-aditivni).

Tvrzeni fikd, ze chceme-li, aby pravdépodobnost P na [0;1] méla rozumné
vlastnosti, nelze ji definovat pro vSechny podmnoziny A c [0;1]. Musime
definici P omezit jen na tzv. méritelné mnoziny mnoziny A.
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Tvrzeni se dokazuje sporem. Pfedpokladejme tedy, ze P(A) je definovana
pro vSechny A c [0;1]. Pro x, y € [0;1] definujeme relaci ekvivalence

x ~y < y-x¢Q. Tainterval rozdéli disjunktnich do tfid ekvivalence. Zvolime
v kazdé tfidé jednoho zdastupce (pficemz misto pfip. 0 zvolime jako zastupce
napt. 1) a z nich vytvofime mnoZinu H. Nyni plati

(1]= U (Her),

reQn[0;1)

pficemz mnoziny (H @ r) jsou vzajemné disjunktni.
Ze o-aditivity a -posunu nyni obdrzime

P((0;1])= > P(Her)= > P(H).

reQn[0;1) reQn[0;1)

Spocetna suma stejnych pravdépodobnosti mlze byt rovna pouze 0, anebo
+o0. To je v8ak ve sporu s tim, ze chceme P((0;1]) =1-0=1.
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Definice
Mnozina A podmnozin Q je algebra (algebra, field), pokud:
» A je neprazdng,
» A je uzaviena na doplnky,
» A je uzaviena na konecna sjednoceni.
Mnozina A podmnozin Q je o-algebra (s-algebra, o-field), pokud:
» A je neprazdnag,
» A je uzaviena na doplnky,
» A je uzaviena na spocetna sjednoceni.
Mnozina A podmnozin Q je semialgebra, pokud:
> g, Q€A
» A je uzaviend na konecné priniky,

» doplnék kazdého prvku z A je rovny konecnému sjednoceni
disjunktnich prvkl z A.

Tvrzeni
> 3, Q€A
» algebra A je uzaviend na priniky, o-algebra A i na spocetné priniky. s14g



Definice (Pravdépodobnostni prostor)
Pravdépodobnostni prostor (probability space, probability triple, probability
measurable space) je trojice (Q, A, P), kde
» Q # @ je zakladni prostor (sample space),
» A je g-algebra podmnozin Q,
» pravdépodobnost (pravdépodobnostni mira) (probability measure) P je
zobrazeni P: A - [0;1] s vlastnostmi:
+ Pje spocetné aditivni,
- P(Q) =1

Dvojice (Q, A) se nazyva jevové pole (méfitelny prostor) (measurable
space). Prvky A € A nazyvdme jevy (events) nebo méritelné mnoziny
(measurable sets). Jsou to takové podmnoziny A c Q, pro které je
pravdépodobnost P(A) korektné definovana. Na prikladu jsme vidéli, ze A
obecné nemusi obsahovat vS§echny podmnoziny Q.
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Tvrzeni (Vlastnosti pravdépodobnosti)
Pro A, B, Ay, A,, --- € Aplati:

» P(2) =0,

» P(A) =1-P(A),

» P(A)<P(B) proAcB, (monotonie pravdépodobnosti)
» P(AuB) =P(A) + P(B) - P(AnB), (princip inkluze a exkluze)

v

P ( U Ai) < S P(A). (o-subaditivita)
k=1 k=1
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Tvrzeni

Necht Q je kone¢nd nebo spocetnd, neprazdnd mnoZina. Necht'p : Q — [0;1]
je libovolné zobrazeni splriujici Y. p(w) = 1. Potom (Q, A, P), kde A = 2
we)

aP(A) =Y p(w), je pravdépodobnostni prostor.
weA

Tvrzeni fikd, ze konstrukce pravdépodobnostniho prostoru je pro nejvyse
spocetny zakladni prostor Q pfimocara. Bez obav Ize jako o-algebru jevi
zvolit mnozinu vS§ech podmnozin a pravdépodobnost jevl definovat tak, jak
ji zname z prikladd nahodnych veli¢in diskrétniho typu.

Priklad (Klasicka pravdépodobnost)

Uvazujme konecny zakladni prostor Q + @, A = 2 a pravdépodobnost
P(A) = %, kde | - | oznacéuje pocet prvkd mnoziny. Potom (Q, A, P) je
pravdépodobnostni prostor. Nazyva se rovhomeérné rozdéleni na Q, Ro(Q).
Jednoduse ovéfime, Ze p(w) = P({w}) = 1, kde n = |, jednd se o velmi

dobre znamy pripad, jde o klasickou pravdépodobnost.
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V pripadé nespocetného zakladniho prostoru Q je vSak situace zcela
odlisna. Pfedstavme si Q = [0;1]. Jak zvolime ¢-algebru A a na ni
pravdépodobnost P? JiZ vime, ze ani pro tak jednoduchy zakladni prostor
nelze vzit A = 29, protoze pro nékteré podmnoziny A c [0;1] nelze
pravdépodobnost P(A) vlbec definovat. Na druhou stranu, z praktickych
dlivod, urcité chceme, aby A obsahovala alespori vSechny intervaly I c [0;1]
a jednobodové podmnoziny:

J = {v8echny intervaly tvari [a, b], (a, b), [a, b), (a, b), {a}}, T € A.

Z rovhomérného spojitého rozdéleni Rs([0;1]) jsme totiz zvykli
pravdépodobnost takovych intervalll I € J pocitat jako jejich délku,

P(I) =b-a, P({a}) = 0. Ovéfte, ze J je semialgebra. Ovérte, ze kdyz do J
priddme vSechna koneéna sjednoceni prvki z 7, obdrzime algebru. Ale ani
poté, co do 7 pfidame vSechna konecna a spocetna sjednoceni, nestane se
o-algebrou. Zjistujeme, Ze zkonstruovat korektni o-algebru A i na
jednoduchém nespocetném zakladnim prostoru Q = [0;1] neni trividlnim
ukolem.
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Tvrzeni (Véta o rozsireni)

Necht 7 je semialgebra podmnozin mnoZiny Q a necht zobrazeni
P:J — [0;1] md ndsledujici vlastnosti:

» P(B)=0, P(Q)=1

» pro vzajemné disjunktni Ay, A,, ..., A, € J, UL 1A e J:

P (UA,-) > > P(A), (konec¢na superaditivita)
i=1

> pro A, A, e J, AU AL

P(A) < iP(Ai). (a-monotonie)

Potom existuje o-algebra A, J ¢ A, a spocetné aditivni pravdépodobnostni
mira P* na A, tak, Ze
P*(A) = P(A), AeJ,

a (Q, A, P*) je pravdépodobnostni prostor.
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Véta o rozsifeni ddva navod na konstrukci pravdépodobnostniho prostoru,
kdyZ mame definovanou pravdépodobnost P na semialgebre 7. Musime
pfitom vyresit dvé otazky: jak definovat P*(A) pro mnoziny A € A\ J ajak
zkonstruovat o-algebru A, jejiz existence je Vétou zarucena.

Ovérovani podminek ve vyse uvedené Vété muze byt velmi obtizné. Existuji
i alternativni ekvivalentni formulace téchto predpokladd, které nyni
uvedeme.

Ekvivalentni predpoklady Véty o rozsireni

P(2)=0, P(Q)=1,

P(A)<P(B) proA,BeJ, AcB,

P je konecné superaditivni,

P je o-subaditivni.

v

v

v

v

Ekvivalentni predpoklady Véty o rozsireni pro pravdépodobnost
» P(Q) =1,
» P je g-aditivni.
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Mira, vnéjsSi mira



Definice (Mira)

Necht (Q, A) je méfitelny prostor. Mira (measure) je zobrazeni
p:A—[0;00]

s vlastnostmi:
» u(A)20 proAcA,
> u (GAk) = i#(Ak) pro disjunktni A;, A,, --- € A,
k=1 k=1
> u(2)=0.
Mira u je:
» nekonecna, pokud u(Q) = oo,
» o-konecna, pokud u(Q) = oo, ale pfitom existuje Uplny systém jevi
{Ay, Ay, ...} na Q takovy, ze u(Ax) <00, k=12, ...,
» konecna, pokud u(Q) < oo,
» pravdépodobnostni, pokud u(Q) = 1.

Trojice (Q, A, u) je prostor s mirou.

12/118



Definice (Vnéjsi mira)

Vnéjsi mira (outer measure) je zobrazeni
yo ;29 —>[0;oo]

s vlastnostmi:
> u(2)=0.
» u°(A) <u°(B) proAcB,

> u° (UAk) <> u(Ax)  Pro Ay, Ay, - c Q.
k=1 k=1
Specidlni vnéjsi miru Ize definovat pomoci miry na algebie A c 2%:
u*(A) =inf ) u(A),
k=1

kde infimum je pocitano pres vSechna spocetnd pokryti mnoziny A
mnozinami z algebry A, tj. pfes vSechny A, A, --- € A, A c U, A;.
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Tvrzeni (Vlastnosti miry)
Necht (Q, A, u) je prostor s mirou. Potom plati:
> u je konecné aditivni,
» u(A)<u(B) proAcB,
> u je o-subaditivni, tj. u (U2, Ax) < i p(Ax).

Tvrzeni (Vlastnosti vnéjsi miry)
> Vnéjsi mira u° je nezaporna.
» Vnéjsi mira u° je kone¢né subaditivni.
Mira je restrikce vnéjsi miry u° na o-algebru A c 2.
Zobrazeni u* je vnéjsi mirou (tzn. u* je specidlni pripad u°).
» u* je rozsiteni miry u ze o-algebry A na véechny podmnozZiny, 2.
Je-li y a-konec¢nd na A, potom je u* o-konec¢nd na 2°.
Je-li y konecnd na A, potom je u* kone¢nd na 2.

v

v

v

v
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Porovnejte definici a vlastnosti miry s definici a vlastnostmi
pravdépodobnosti. Pravdépodobnost je vlastné specialni mirou, P = y, kdyz
u(Q) = 1. Naopak, na miru lze nahlizet jako na zobecnéni pravdépodobnosti,
kdy jevy (méfitelné mnoziny) ohodnocujeme nezapornym céislem (vCetné
nekonec¢na), u(A) € [0;00].

Vnéjsi mira je dilezity koncept pro konstrukci miry (pravdépodobnosti). Na
rozdil od miry (pravdépodobnosti) je totiz definovana pro vSechny
podmnoziny A ¢ Q a nevyzaduje c-algebru A.
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Tvrzeni (Carathéodoryho véta o rozsireni)

Necht u je mira na algebre J podmnoZin mnoZiny Q. Potom plati:
» Miru u Ize roz$ifit na o-algebru A generovanou algebrou 7.
» Je-li u o-kone¢na na 7, jeji rozsifeni na A je jednoznacné a o-konecné.
» Je-li u kone¢nd na 7, jeji rozSifeni na A je jednoznacné a konecné.

V predchozi formulaci Véty o rozsifeni sice staci, aby 7 byla jen semialgebra,
navic je ale pozadovano splnéni dalSich vlastnosti pravdépodobnosti P.

Pokud mira u na 7 neni kone¢na ani o-konec¢na, jeji rozsifeni na A nemusi
byt jednoznacné, tzn. mize existovat vice (az nekonec¢né mnoho) rozdilnych
rozsiteni.

Pokud pracujeme s pravdépodobnostni mirou, u = P, Carathéodoryho véta
fikd, Ze rozsiteni P z algebry 7 na o-algebru A existuje a je jednoznacné.
Nutnou podminkou pfitom je, Ze mira y, resp. pravdépodobnost P, je
korektné definovana na algebre 7.
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Definice (MnoZiny méritelné vzhledem ke vnéjsi mire)

Necht u° je vnéjsi mira. Mnozina A € 29 je tzv. ;°-méfitelna, pokud pro
vSechny testovaci mnoziny E € 22 plati

u*(E) = p°(AnE) + u*(AnE),
tzn. pokud je y° aditivni na mnozindch AnEa AnE.

u°-méfitelné mnoziny existuji, napf. si ovéfte, Ze @, Q jsou vzdy u°-méfitelné.
Déle, pokud je néjakd mnozina A u°-méfitelnd, pak je i jeji doplnék A
u°-méfitelny.
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Ndsledujici véta je dllezitd. Dava totiz ndvod, jak na Q zkonstruovat
o-algebru a na ni miru. Vychazi pfitom jen z existence vnéjsi miry.

Tvrzeni
Systém vSech u°-méfitelnych mnozZin,

A={Ae2%: y°(E) = u°(AnE) + u°(AnE) pro vSechny E € 2°},

je vZdy o-algebrou na Q a vnéjsi mira u° je dokonce mirou na této o-algebre A.

Nyni se vratme k Vété o rozsiteni. Zobrazeni P* je vlastné vnéjsi mirou
pocitanou pomoci pravdépodobnosti P na semialgebre 7:

P*(A) = infiP(Ak),
k=1

kde infimum je pocitano pres vSechna spocetna pokryti mnoziny A
mnozinami z 7, tj. pfes vSechny A, A,, --- € J, A c U, Ax.
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Na zékladé predchozich tvrzeni si shrime dulezité poznatky:

1.

ol =R

6.
7.

P*(2) =0,
P*(A)<P*(B) proAcB,
P* je rozsifeni Pz J na 29, tzn. pro A € J plati P*(A) = P(A),
P* je o-subaditivni,
systém .4 vSech P*-méfitelnych mnozin,
A={A€2?:P*(E) = P*(AnE) + P*(AnE) pro véechny E € 2},
je o-algebrou na Q,
Jc A,
P* je g-aditivni na A.

Tyto vlastnosti fikaji, Ze A je o-algebra obsahujici semialgebru 7, P* je
pravdépodobnostni mira na A a je rozsifenim pravdépodobnosti Pz 7.
Zkonstruovany pravdépodobnostni prostor (Q, A, P*) je navic uplny
(complete), tzn. pokud pro A € A plati P*(A) = 0, potom pro libovolnou Bc A
plati: Be A a P*(B) = 0.
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Definice (Soucinovy prostor, souc¢inova mira)

Necht (Qi, A, 1), (Q2, A,, 2) jsou dva prostory s mirou.

Soucinovy prostor (product space) je kartézsky soucin

Q1 x Qs = {(w1, w3) 1w € Qy, wy € Dy}

Na systému J = {A; x A, : A; € A;, A, € A,} definujeme soucinovou miru
(product measure) u(A; x Az) = w1 (A ua(Az).

Mnozina A, x A, € J je tzv. méritelny obdélnik (measurable rectangle), A,
a A, jsou jeho strany.

Ovérte, ze J je semialgebra.

V pfipadé, Ze oba prostory jsou pravdépodobnostni, tzn. y; = Py, ys = Py,
definujeme analogicky P(A; x A,) = P1(A;)P2(A3).

Ovérte, Ze plati P(z x @) = 0, P(Q x Q,) = 1.
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Priklady konstrukci
pravdépodobnostnich prostori




Vratme se k nespocetnému zakladnimu prostoru Q = [0;1]. Zvolme systém
J = {v8echny intervaly tvar( [a, b], (a, b), [a, b), (a, b), {a}}. Systém T je
semialgebra na Q. Pro intervaly I € 7 definujeme P(I) jako délku daného
intervalu, napf. P([a, b]) =b-a, P({a}) =0, P(@) =0, P([0;1]) = 1. Zobrazeni P
ma na 7 vlastnosti pravdépodobnosti.

Véta o rozsifeni zarucCuje existenci jednoznacného rozsifeni P na s-algebru
A, J c A, tak, ze (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Tento
pravdépodobnostni prostor se nazyva Lebesgueova mira (Lebesgue
measure) na [0;1]. Zkonstruovand pravdépodobnostni mira se nékdy
oznacuje A = P.

By = 0(J) je tzv. borelovska g-algebra na intervalu [0;1], jedna se

o o-algebru generovanou systémem 7. tzn. ze je to nejmensi o-algebra
obsahuijici systém 7. Pro o-algebru A z Véty o rozsifeni musi tedy platit
B[O;l] cA

Lze ukazat, Ze Lebesgueova mira na B, vSak neni Uplna, zatimco na A
uplna je.
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Jiz vime, ze A([a, b]) = b—a, A({a}) = 0. Ze s-aditivity miry dokonce vime, ze

A(A) = 0 pro libovolnou spo¢etnou mnoZinu A c [0;1], protoze takovou A Ize

zapsat jako spocetné sjednoceni disjunktnich jednoprvkovych mnozin, které
maji nulovou miru. Napr. tedy také vime, ze A(Q) = 0.

Pripomenme, Ze s Lebesgueovou mirou vlastné pracujeme v pfipadé
nahodné veliiny X s rozdélenim X ~ Rs([0;1]). Vybirame-li tedy ndhodné
realné Cislo X z intervalu [0;1], vime, Ze P(X € Q) = A(Q) = 0.

Existuji dokonce nespocetné mnoziny, které maji nulovou Lebesgueovu
miru. Tzv. Cantorova mnozina K je definovana nasledujicim postupem.
Interval [0;1] rozdélime na tfetiny a prostfedni ¢ast ve tvaru otevieného
intervalu odebereme. Na zbylé intervaly pouzijeme stejny postup, ten dale
induktivné opakujeme, tzn. v k-tém kroku odstranime 2%~! prostiednich tfetin
(odstranujeme je ve formé otevienych intervalll) zbylych intervald, které

v aktualnim kroku maji délku 5. Cantorova mnoZina K je tvofena témi body,
které zstanou neodstranéné.
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Pocitejme Lebesgueovu miru dopliiku Cantorovy mnoziny,

_ 1 1 1 s 1
AK)=1-=+2-—+4-—+-..=y 2K — -1,
(&) 3 9 27 ,; 3k

Lebesgueova mira na [0;1] je pravdépodobnostni, tedy plati
AMK)=1-A(K) =0,

Lebesgueova mira Cantorovy mnoziny je nulova.

Cantorova mnozina je zaroven nespocetna. Totiz, pro x € K oznaéme

di(x) = 0, resp. di(x) =1, pokud v k-tém kroku konstrukce K byl bod x nalevo,
resp. napravo, od nejbliz§iho odstrafiovaného otevieného intervalu.
Definujeme funkci g : K — [0;1] pfedpisem g(x) = 2, %) protoze

g(K) =[0;1] a interval [0;1] je nespoCetnd mnozina, musi byt i Cantorova
mnozina K nespocetna.
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Borelovska o-algebra na R je o-algebra B = ¢(J) generovana systémem J
v$ech intervalll na R.

Lze ukazat, ze B = 0(M), kde M = {(—o0, b); b € R}.

Hdazime n-krat minci. Jako pravdépodobnostni prostor pfimocare volime

lal

Q={(by, ..., by);br e {0;1}, k=1, ...,n}, A=2% P(A)= o
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Pokracujme nyni nekone¢nym hazenim minci. Zakladni prostor definujeme
jako mnozinu vSech posloupnosti ¢isel 0 (rub) a 1 (lic),

Q={(by by ...);bx € {0;1}, ke N}

Jak zkonstruujeme o-algebru A a na ni pravdépodobnost P, abychom
dostali pravdépodobnostni prostor?

ProneNaa,a,, ...,a, € {0;1} definujeme jevy
Agay.a, ={(b1, by, ...) €eQ:ap=byprok=1,...,n}.

Jakym situacim tyto jevy (pfi konkrétni volbé 0 a 1 za a;) odpovidaji?
Intuitivné na zakladé znalosti z kone¢ného hazeni minci chceme, aby
P(Anay.a,) = Zi Pomoci téchto jevl vytvofime systém 7,

J={Aua..apneN,are {01}, k=1, ...,n}u{@, Q}.

Ovérte, ze J je semialgebra a Zze P je na J (konec¢né) aditivni. Lze ukazat
(obtizny dikaz), ze P je na J dokonce o-aditivni.

25/118



Pouzijeme alternativni formulaci Véty o rozsifeni, ktera tvrdi, Ze P lze rozsifit
na o-algebru A obsahujici 7. Tato o-algebra A vSak bude velmi slozit3,
neocekavejme zadny jeji explicitni popis. Dilezité je védét, ze viibec existuje.
Pro n e N definujeme jevy H,, = {(by, by, ...) € Q: b, =1}. Interpretujte je

a pomoci vhodnych jevl A a o-aditivity P ovérte, ze P(H,,) = %

Zajimavy postfeh je, ze kazde Cislo x € [0;1] Ize jednoznacné zapsat ve tvaru

binarniho rozvoje x = Z ,kde by € {0;1}, k=1,2, .... Kazdé Cislo x € [0;1]
k= 1
Ize tedy jednoznacné ztotoznit s jednou z posloupnosti (b, by, ...) € Q.

Pravdépodobnostni prostor pfi nekonecném hazeni minci tedy v postaté
odpovidd Lebesgueové mife na [0;1].
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Priklad

Uvazujme algebry J; = {2, Q, A, A}, 7, = {@, Q,B,B} proA # BLANB + &
a zavedme 7 jako algebru generovanou sjednocenim 7, u J,. Definujeme
pravdépodobnostni miry y; a ps:

ur(2) =0, u(Q) =1, ux(A) =040, pp(B) =035 k=1,2;

p1(AUB) =0,50, u(AuB)=0,60.

Naleznéte vSechny prvky 7 a rozsifte y; a y, na celé 7. VSimnéte si, ze
rozsifeni miry z 7, u J, na J neni jednoznacné. Je to disledkem toho, ze
plvodni systém 7, u >, Z néhoz jsme generovali 7 neni algebrou.

Priklad

Uvazujte konecny, resp. spocetny, zakladni prostor Q. Pro A c Q definujme
zobrazeni u, u(A) = |A|, jako pocet prvkd A (pfip. oo).

Ovéfte, Ze u je mira na 29, a Ze je konecn4, resp. o-konecna. Nazyva se citaci
mira (counting measure).
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Priklad

Uvazujte Q = {wy, ws, w3, w4}
aJg = {@, Q, {wl, (UZ}, {wly (U3}, {(A)z, (l)4}> {(L)3, (U4}}. Deﬁnujeme:

A 2 Q {w} {0} {ws} {ws} {w1, w2} {01, 03} {ws, ws} {3, w4}
u(A) 06 3 3 3 3
t(A) 1 2 2 1

ua(A) 2 1 1 2

1. Ovérte, ze J neni algebra.

2. Ovérte, Zze y je mirana J.

3. Dodefinujte ; a u, tak, aby obé byly miry na 22.

4. Ovérte, Ze y, a y, jsou dvé rozsifeni u z J na 2.

5. Spocitejte vnéjsi miru x* na 2 pomoci u.

6. VSimnéte si, Ze y; # u, + u*. Dlvodem je to, Ze 7 neni algebra.
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Priklad

Uvazujte Q = Ny, A = {lichd pfirozena Cisla}, J = {@, Q, A, A}. Necht u je
¢itaci mira na 7 a definujme p;(A) = |A|, u2(A) = 2|A| pro A € 2.

1.

o0 [N O == ) 0 [

Ovérte, ze J je algebra.

Ovérte, Ze u neni o-kone¢na mira.

Ovérte, Ze y; a u, jsou rozsiteni y z J na 2.

Ovérte, Ze y; a u, jsou o-kone€né miry.

Spocitejte vnéjsi miru u*.

Ovérte, Ze o-algebra u*-méfitelnych mnozin je rovna 2%, tj. Ze véechny
podmnoziny Q jsou zde u*-méfitelné.
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Nahodné veliciny



Definice (Nahodna velicina)

UvaZujme pravdépodobnostni prostor (Q, A, P). Nahodna veli¢ina (random
variable) je zobrazeni X : Q — R splnujici podminku

{weQ: X(w)<x}eA pro vSechna x € R.

Uvedena podminka je tzv. méritelnost. Lze ji zapsat také ve tvaru
{X <x} e Anebo X'((-o0, x]) € A. Protoze doplriky, sjednoceni i priiniky
jsou v uplnych vzorech zachovavany, je podminka ekvivalentni

X'(B)={XeB}={weQ:X(w) e B} € Apro vdechny B ¢ .

Podminka vlastné zajistuje, Ze pro libovolnou borelovskou mnoZzinu B je
vibec definovéna pravdépodobnost P(X € B).
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Definice (Indikatorova funkce)

Indikatorova funkce mnoziny A je zobrazeni 1, : QO — {0;1} definované

1 (w) = {O’ LA

1, weA.

Priklad

Ne kazdé zobrazeni X : Q — R je nahodnou veli¢inou. Napf. pro
Lebesgueovu miru (Q = [0;1], A, A) uvaZzujme neméfitelnou mnoZinu H,
HcQ,H¢ A azobrazeni X = I.

Potom X! ((-o00, 1)) =X ({0}) ={w e Q:we H} = H ¢ A, tzn. zobrazeni X
neni nahodnou veli€inou.

Definice (borelovsky méritelna funkce)

Funkce h : R — R je borelovsky méfitelna, pokud h™'(B) € B pro vSechny
B e B, tzn. je vlastné ndhodnou veli¢inou na méritelném prostoru
(Q=R, A=B).
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Tvrzeni (Jak tvorit nahodné veliciny)

» Indikdtorova funkce, X = 14, jevu A € A je nahodnou veli¢inou.

» Pokud X, Y jsou ndhodné veli¢iny a c € R, potom také X +¢, cX, X%, X + Y,
XY jsou nahodné veli¢iny.

» Pokud X;, X,, ... je posloupnost ndhodnych veli¢in takovd, Ze limita
¢iselné posloupnosti lim X, (w) existuje pro vSechna w € Q,
potom X(w) = nlirgo Xnn(::; je nahodnou veli¢inovu.

» Pokud X je nahodnd veli¢ina a h : R — R je borelovsky méfitelna funkce,
potom zobrazeni' Y = ho X = h(X), kde Y(w) = f(X)(w) = h(X(w)) pro
vSechna w € Q, je ndhodnou veli¢inou (na stejném pravdépodobnostnim
prostoru).

Kazda spojita nebo po ¢astech spojita funkce je borelovsky méfitelna.
Tvrzeni fikd, Ze vSechny rozumné zpUsoby transformaci nahodnych velicin
jsou spravné. Speciélné si pfipomenime funkce h(x) = x¥, vedouci

k nahodnym veli¢inam Y = h(X) = X*, ke N.
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Definice (Nezavislost nahodnych jevii)

Jevy A, B € A jsou (stochasticky) nezavislé (independent events), pokud
P(AnB) =P(A)P(B).

Systém jevl {A;}c; je nezavisly, pokud pro kazdé » € N a kazdou volbu
index iy, ..., i, zindexové mnoziny I plati P (ﬁlAik) = kﬁlp(f\ik)-

Definice (Nezavislost nahodnych velicin)
N&hodné veli¢iny X, Y jsou nezavislé (independent), pokud jsou pro kazdé
By, B, € B nezavislé jevy X"'(B,) a Y™!(B,), tzn.
P(X€B,, Y €B,) =P(X €B)P(Y € B,).
Systém nahodnych veli€in {X;}; je nezavisly, pokud pro kazdé n ¢ N
a kazdou volbu indexd iy, ..., i, z indexové mnoziny I plati
P(kr"w X, € Bk) - P P(X;, € B;) prokazdé By, ..., B, < B.
=1 =1

33/118



Pripomenme dveé tvrzeni o nezavislosti, ktera jsme zvykli bézné pouzivat.

Tvrzeni

Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny a g, h : R — R borelovsky
méritelné funkce. Potom nahodné veli¢iny go X = g(X)ahoY = h(Y) jsou
opét nezavislé.

Tvrzeni

Necht X a Y jsou nahodné veli¢iny na stejném pravdépodobnostnim prostoru.
Potom X a Y jsou nezavislé < P(X <x,Y < y) = P(X <x)P(Y < y) pro vSechna
xyelR
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Spojitost pravdépodobnosti
a limitni jevy



Definice

Pro posloupnost jevli A}, A,, ..., A € Av pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) zavadime znaceni:

1. A, ~ A oznacuje A;cA;CAsc-, |JA, =4,
n=1

8

A.

2. A, NA oznatuje A 24,2432 (A,

=
Il
—_

Nasledujici véta fikd, ze pokud v jistém smyslu konverguje posloupnost jevd,
konverguje i posloupnost pravdépodobnosti.

Tvrzeni (O spojitosti pravdépodobnosti)

Pokud A, ~ A, nebo A, \ A, potom lim P(A,) =P(A).

Podstatnym predpokladem pfitom je vnoreni jev( v posloupnosti A, ~ A,
nebo A, \ A. | pokud posloupnost jevil konverguje, ale jevy nejsou spravné
vnorené, rovnost le P(A,) = P(A) nemusi platit, dokonce limita
pravdépodobnost’} aoﬁi nemusi existovat.
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Priklad

Uvazujme posloupnost jevl A, = Q pro licha n, A, = @ pro suda x.
Dostavame A=U;2, A, =QaP(A)=P(Q)=1resp.B=N2 A, =@

a P(B) = P(@) = 0. Ale limita pravdépodobnosti lim P(A,) neexistuje, nebot
posloupnost pravdépodobnosti {P(A,)}:2, oscirllaj:, liminf P(A,) =0,
limsupP(A,) =1 o

n—o00
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Definice (Limitni jevy)

Pro jevy Ay, A;, --- € A v pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P) definujeme
limitni jevy
1. A, nekonecné casto (infinitely often, i. 0.)

limsup A, = {w € Q : v nekone¢né mnoha jevech A, } = () |J A

n=lk=n

2. A, skoro vzdy (almost always, a. a.)

liminf A, = {w € Q : ve vSech kromé kone¢né mnoha A, } = [ J ") Ax.
n

n=1k=n

Priklad (Ovérte, Ze plati:)
1. limsup A, liminf A, € A,

2. limsupA, = liminf A, a tedy P(limsupA,) =1 - P(liminf A,),
3. liminf A, =limsup A, a tedy P(liminf A,) = 1 - P(limsupA4,).
1t n &z n
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Tvrzeni

P(liminf A,) <liminf P(A,) <limsupP(A,) < P(limsupA4,).

n—oo

Priklad

Pravdépodobnostni prostor (Q = {w;, ws, w3, ws}, A =2% P) P({w;}) =
P({wz}) = 3, P({ws}) = 1, P({ws}) = ;5. Zvolme posloupnost jev(

A, ={wy, w,} prolichd n, A, = {w,, ws} pro suda n.

Ovérte, ze liminf, A, = {w,}.

1
6’

Ovéfte, Ze limsup, A, = {w1, w2, w3 }.
Ovérte, ze P(liminf, A,) = %
Ovéfte, Ze liminf, . P(A,) = 3.

Ovérte, ze limsup, ., P(A4) = <.

G B 0 == 8 GO ] DO

Ovéfte, Ze P(liminf, A,) = .
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Tvrzeni (Borelovo-Cantelliho lemma)
NeCht'Al, Az, e A
» Pokud § P(4y) < oo, potom P(limsup A,) = 0

» Pokud Z P(A,) = oo ajevy Ay, A,, ...jsou nezavislé, potom

P(hm supA )=1

Toto tvrzeni je zajimavé tim, Ze fika, Ze pro nezavislé jevy je P(limsup A,)

n
rovna bud' 0, anebo 1, nikdy Zadnému jinému Cislu. Pouziva se pfi vypoctech
pravdépodobnosti jevd, které maji nastat nekonecné ¢asto nebo skoro vzdy.
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Priklad (Nekonecné mnoho lici/rubii)

Vratme se k ndhodnému pokusu s nekone¢nym hazenim minci a opét pro
n € N definujeme jevy H, = {(by, by, ...) € Q: b, =1}.
1. Interpretujte jevy limsup H, a liminf H,,.
n n

2. Ovéfte, Ze limsup P(H,) = 3.

3. Pomoci B-C lemmatu dokazte, ze pravdépodobnost padnuti nekone¢né
mnoha licll je rovna 1 a pravdépodobnost padnuti kone¢né mnoha rubd
jerovna 0.

4. Pomoci B-C lemmatu dokaZte, ze pravdépodobnost padnuti nekone¢né
mnoha rub je rovna 1 a pravdépodobnost padnuti konec¢né mnoha licl
jerovna 0.

5. Davaji vysledky smysl? Mohou byt pravdépodobnosti padnuti
nekonec¢né mnoha lict i nekonec¢né mnoha rub( obé rovny 1?
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Stredni hodnota




Definice (Jednoducha nahodna velicina)

N&ahodna veli¢ina X na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P) je
jednoducha (simple random variable), pokud jeji obor hodnot je konecna
mnozina, {X(w);w € Q} = {x1, ..., x,}.

Jednoduchou nahodnou veli¢inu |ze zapsat ve tvaru

X(w) = ZkuAk(w),
k=1
kde Ay = X '({xx}), k=1, ..., n, jsou UpIné vzory obraz{ x;.

Definice (Stfedni hodnota jednoduché nahodné velic¢iny)

Pro jednoduchou nédhodnou veli¢inu definujeme stredni hodnotu (expected

value, expectation, mean) predpisem

E(X) = Zn:ka(Ak) = Zn:ka(X = x1).
P o
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Uvedeny predpis pro strfedni hodnotu je ne ndhodou podobny vzorci pro
vypocet stfedni hodnoty nahodné veliCiny diskrétniho typu. Zde je vSak
omezujeme jen na konecné soucty.

VSimnéme si vyuziti zapisu jednoduché nahodné veliciny

E (ixklAk) = Zn:ka(Ak).
k=1 k=1

Priklad
Na pravdépodob. prostoru (Q = [0;1], A, 1) definujme ndhodné veliCiny
2, we@Q
X(w>={5’ 3 yw-{t eTE
3, w<t 6, w<1,wEQ
8, jinak

Ovéfte, Ze E(X) = 2, E(Y) = &.
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Vlastnosti jednoduchych nahodnych veli¢in a stfedni hodnoty:
1. E(14) =P(4) pro A € A,
nebot E(14) =E(0-I;'({0}) +1-I;'({1})) = 0- P(A) +1- P(A).
2. E(c)=c pro c € R,
nebot E(c) =E(clg) =cP(Q) =c.
3. Stfedni hodnota je linearni operator, tzn.

E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y) prondhodnéveliCinyX,Y aa,beR.

Totiz pokud X = Yi_  xkla,, Y = X% yida, POtOME (aX +bY) =
=E(Xia XL (aX +bY)lynp) = Xk Xl (axk + by )P(Akn By) =
=a ZZ:] Xk P(Ak) +b Z;Zlyl P(B[) = aE(X) + bE(Y)
4. E(X) <E(Y) pokud X <'Y.
V pfipadé X(w) < Y(w) pro vSechna w € Q totiz mame Y — X > 0, coz dle
definice znamend E(Y — X) > 0 a z linearity obdrzime E(Y) - E(X) > 0.
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5. [E(X)[ <E(IX]),
protoze —|X| < X < |X].
6. E(XY) =E(X)E(Y), pokud jsou X, Y nezavislé.
Zanezavislostitotiz E(XY) = Y1, Y18 xk v P(Ax N B)) =
= Yk-1 % P(Ak) - 22 v P(B) = E(X) E(Y).
7. Pokud X je jednoduchd ndhodna veli¢ina a k: R — R funkce, potom
Y=hoX=h(X)= zn: h(x)1a,

k=1

je opét jednoducha nahodna veli€ina a plati
E(Y) = E[h(X)] = ) h(x)P(A).
k=1

8. Pri specidlni volbé h(x) = [x - E(X)]* dostavdme Y = h(X) = [X - E(X)]?
a definujeme rozptyl (variance) ndhodné veli¢iny X jako

Var(X) = E(Y) = E([X - E(X)]?).
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9. Var(X) =E(X?) - [E(X)]" a 0<Var(X)<E(X?).
10. Var(aX +b) = a* Var(X) proa,beR.
11. Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, Y),
kde Cov(X, Y) = E ([X - E(X)][Y - E(Y)]) = E(X Y) - E(X) E(Y) je tzv.
kovariance (covariance).
12. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y), pokud jsou X, Y nezavislé,
nebot v tom pfipadé je Cov(X, Y) = 0.

13. Pokud Var(X) > 0, Var(Y) > 0, definujeme tzv. korelaci (correlation)
Cov(X,Y)

\/ Var(X)+/Var(Y)

Vztahy platné pro soucet, resp. linedrni kombinaci, dvou (nezavislych)
jednoduchych nahodnych velicin je pritom indukci mozné zobecnit na
soucet, resp. linedrni kombinaci, libovolného poétu (nezavislych)
jednoduchych nahodnych velicin.

predpisem Cor(X, Y) = e [-1;1].
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Definice (Stfedni hodnota nezaporné nahodné veli¢iny)

Stfedni hodnotu nezaporné nahodné veliCiny X > 0, tzn. X(w) > 0 pro
vSechna w € Q, jako supremum

E(X) =sup{E(Y) : Y je jednoducha ndhodna veli€ina, Y < X} .
Tato definice funguje i pro jednoduché nahodné veliciny (staci zvolit Y = X).
Funguje vsak nyni i v pfipadé E(X) = oo.

Priklad
Na pravdépodobnostnim prostoru (Q =[0;1], A, 1) definujme nahodnou

veli¢inu X: X(w) =2"pro s <w < 7, k=12, ...
E(X) = sup {E(Y) : Y jednoduchd, Y < X} > E(Y,) =

Y “(55-5)-n  PprokazdéncK,
k=1 2

tedy E(X) = co. Nahodné veli€iny Y, jsou pfitom jednoduché.
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Definice (Monoténni konvergence)

Posloupnost nahodnych velic¢in Xi, X5, ... konverguje monotonné k nahodné
veliciné X, X,, » X,

pokud X; < X, <. a nli_f?oX"(w) = X(w) pro vSechna w € Q.

Tvrzeni (O monoténni konvergenci)
Necht ndhodné velic¢iny X, X5, ... konverguji monoténné k ndhodné velic¢iné
X, X, » X, a E(Xy) > —o0. Potom plati lim E(X,) = E(X).

n—oo

Rovnost lim E(X,) = E(X) platii v pfipadé, kdyZ X,, » X skoro jisté, tzn. kdyz
X; <X, < alim X,(w) =X(w) provsechna we B, Bc Q, P(B) =1
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Priklad

Na pravdépodobnostnim prostoru (Q = [0;1], A, 1) definujme posloupnost
nahodnych veli€in X, = n1; 1/n)y, n=1,2, ....

Potom X,, — 0, nebot pro w € [0;1] mdme X, (w) = 0, kdyZ n > L. Pfitom vSak
E(X,)=n(:-0)+0(1-1)=1provsechnan=1,2, .... Vidime, Ze

,}i_f?o E(X,) =1%0=E(0). Mame sice X, — 0, ale nikoliv X,, ~ 0.
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Pron=1,2, ... zavedme funkce

[x2"]

2n

¥, (x) = min {n, }, pro x > 0.

Jedna se o smérem dol(i na nejblizsi ndsobek 5 zaokrouhlené x, navic
useknuté v n, 1j. ¥, (x) = n pro x > n. Nakreslete grafy téchto funkci pro

n =1, 2, 3. Ovérte, ze obor hodnot funkce ¥, je konecny (funkce nabyva pravé
1+n2" hodnot a Ze pro libovolné pevné zvolené x > 0 je ¥,(x) ~ x.

Tvrzeni

Necht X nezdporna nahodna velicina. PoloZme X, = ¥, (X). Potom kaZda
nahodna veli¢ina X, n=1, 2, ..., je jednoduchad, a posloupnost monotdnné
konverguje k nahodné veli¢iné X, X,, » X.

Ke kazdé nezaporné nahodné veliciné X tedy existuje posloupnost
jednoduchych nahodnych veli¢in X,, » X; dokonce takovou posloupnost
umime zkonstruovat.
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VSechny vlastnosti stfedni hodnoty jednoduchych nahodnych veli€in
zUstavaji v platnosti i pro nezaporné nadhodné veliciny.

K dlikazu linearity stfedni hodnoty nezdporné ndhodné veli¢iny ale nyni
potrebujeme umét konstruovat posloupnost monoténné konvergujici

k takové nahodné veli¢iné. Pfedchozi véty nam pak napf. zarucuiji, ze Ize
dlkaz linearity vést takto:

E(aX +bY) = lim E(aX, + bY,) = lim [aE(X,) + bE(Y,)] = aE(X) + bE(Y).

Analogicky se postupuje i u dliikazl ostatnich vlastnosti.

Navic obdrzime dokonce spocetnou linearitu pro nezaporné nahodné
veliciny X, X5, ...

E (gxk) = IiE(Xk).
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Definice (Stfedni hodnota nahodné veliciny)
Stfedni hodnotu nahodné veliCiny definujeme predpisem

E(X) = E(X") -E(X),

kde X* = max{X, 0} a X~ = max{-X, 0}.

E(X") = 00, E(X") = 0o = E(X) neni definovéna,
E(X*) = 00, E(X") < 00 = E(X) = o0,

E(X*) <00, E(X7) = 00 = E(X) = —o0,

E(X") < 00, E(X™) < 00 = E(X) € R.

v

v

v

v

Nahodné veli¢iny X* a X~ jsou nezaporné. Pro obecnou nahodnou velicinu X
tedy stfedni hodnotu definujeme jako rozdil stfednich hodnot nezapornych
veli¢in X* a X~ podle predchozich definic.
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Definice (Momenty)

k-ty moment ndhodné veli¢iny je E (x*), keN.

Rikdme, Ze k-ty moment je koneény nebo Ze X méa kone&ny k-ty moment,
pokud E (|X*|) < co.

Protoze |x[*! < max{|x|¥, 1} < |x|¥ + 1 pro v8echna x € R, plati, Ze pokud
nahodna veli¢ina X ma konecny k-ty moment, potom ma konecny i kazdy I-ty
moment,/=1,2, ..., k-1

Vlastnosti stfedni hodnoty se prendasi z vlastnosti stfedni hodnoty
nezaporné nahodné veliciny. U souctu i soucinu ndhodnych velicin v§ak nyni
musime byt opatrni a znamé vztahy definujeme pouze pro nahodné veli¢iny
s koneénym prvnim momentem.
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Integral podle miry




Definice (Integral podle miry)

Pro ndhodnou veli¢inu X na prostoru s mirou (Q, A, u) definujeme integral
podle miry 4, [, X du = [ X du, ndsledovné:

n
1. pro nezapornou jednoduchou ndhodnou veliinu X = ¥ xj 14,:
k=1
f Xdp = xp(Ag).
© k=1
2. pro nezapornou nahodnou veli¢inu:
f Xdy=lim | X,du
Q n—oo J

pro libovolnou posloupnost nezapornych nahodnych veli¢in X, ~ X.
3. pro obecnou nahodnou veli¢inu:

LXdyzAX*dy—fQX’dy,

pokud alespon jeden z integral(l vpravo existuje;
pfitom X* = max{X, 0} a X~ = max{-X, 0}.
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Definice

N&hodna veli¢ina je integrovatelna, pokud f, X* dy < 00 @ f, X~ dyu < oo, 1].
pokud f;, X du existuje a je kone&ny, |/, X du| < oo.

Pro A € A definujeme integral na méfitelné mnoziné A predpisem

/;\Xd‘u:/;)(XIA) dy.

Pro pravdépodobnostni miru, u = P, mame [, Xdu = , X dP = E(X).
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Vlastnosti integralu:

1. Pro nezaporné nahodné veli¢iny X, Y plati
/(X+Y)dpt: fXdy+ /Xd[,t.

2. Pokud existujiintegraly [ Xdy, [ Ydu a [ Xdu + [ Y du, potom existuje
integral /(X +Y)du a plati

f(X+Y)d/4:'/Xd‘u+fXdy.

3. Necht A, Be A, An B = @. Pokud existuje integrél /, . X dy, existuji
iintegraly [, Xdu a [, X du a plati

f Xdy:/Xdy+fXdy.
AuB A B
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. Necht A, Be A, An B =g. Pokud existuji integrély [, Xdu, [, Xdu
a [, Xdu + [, X du, potom existuje integral f, ,Xdu a plati

f Xdy:/Xdy+/Xdy.
AuB A B

. Pokud existuje integrél / X du, potom existuji integraly /[, X dyu, [z X du
pro libovolnou A € A a plati

fXdy:/;Xdpur/XXd‘u.

Pokud je X integrovatelnd (na Q), potom je integrovatelné i na libovolné
Ac A

. Pokud existuje integral / X du a c € R, potom existuje integral /, c X du

a plati
chd.uzc/Xdy.

7. Pokud je X nezdporna ndhodna veli¢ina, potom [ X du > 0.
8. Pokud X < Y a existuji integraly / Xdu a [ Y dy, potom [ Xdu < [ Ydu.
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10.

11.
12.

13.
14.

Pokud X <Y a f X~ du < oo, potom existuje integrél /[ Y du
afXdu</[vdy.

Pokud X <Y a [ Y*du < oo, potom existuje integral [ X du
afXdu</[Ydy.

Pokud existuje integral [ X dy, potom |/ X dy| < [|X|du.

Pokud X = Y skoro vSude a existuje integrdl [ X du, potom existuje
integrél f Xdu aplati f Xdu = [ Ydu.

X je integrovatelna < |X| je integrovatelna.

Pokud |X| < Y a existuje integral / Y du, potom je X integrovatelna.
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Priklad

V pravdépodobnostnim prostoru (Q = [0;1], A, 1) s Lebesgueovou mirou
uvazujme nahodnou veli¢inu X(w) = I5(w). Tato nahodna veli¢ina (méritelna
funkce) neni Riemannovsky integrovatelna. Je vSak Lebesgueovsky
integrovatelnd a E(X) = [ XdP=1.

Priklad

UvaZzujme prostor s mirou (Q = {-2;-1;3; -4}, A = 2%, u), kde u({-2}) =2,
p({-1}) =1, u({3}) =3, u({7}) = 7, a ndhodnou veli¢inu X, X(-2) = X(-1) = -,
X(3)=X(7) =1

Spocitejte integral fAXdy pro A = {-2;3;7}. (8]

58/118



Priklad

Uvazujme prostor s Lebesgueovou mirou (Q = (-5;5), A = B(_s;5), A) na

intervalu (-5;5) a ndhodnou veli¢inu X, X(w) =

Spocitejte integral / XdA pro A = [-1;4].
A

w e (-5;2)
2

\t—‘u:\»—-wm
E 8 &

€ (2;3]
€ (3;5)

£

—
[ 119 ]
[W—

59/118



Nerovnosti pro nahodné veliciny




Tvrzeni (Markovova nerovnost)

Necht X je nezdporna nahodna velicina na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P). Potom pro vSechna a > 0 plati
E(X)

P(X>a)< :
a

Tvrzeni (CebySevova nerovnost)
Necht X je nahodnad velic¢ina s kone¢nou stfedni hodnotou na
pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P). Potom pro vSechna a > 0 plati

Var(X)

P(IX-E(X)|>a) < =
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Tvrzeni (Cauchyova-Schwarzova nerovnost)
Necht X, Y je ndhodné veliciny s kone¢nymi druhymi momenty na
pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P). Potom plati

[E(IX Y])]" < B(X?) E(Y?).

Tvrzeni (Jensenova nerovnost)

Necht X je nahodnd veli¢ina s kone¢nou stfedni hodnotou na
pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P). Necht h : R — R je libovolna
konvexni funkce. Potom plati

E(h(X)) > h(E(X)).
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Priklad

Pro ndhodnou veli¢inu X ~ Rs([0;4]) spocitejte pro a = 0;1;2;3;4
pravdépodobnosti P(X > a) a zaroven je odhadujte pomoci Markovovy
nerovnosti. Dale spocitejte pravdépodobnosti P(|X - 2| > a — 2) a zaroven je
odhadujte pomoci CebySevovy nerovnosti.

Priklad

Necht X je nahodna veli¢ina s konecnou stfedni hodnotou a rozptylem o2 na
pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P). Dokazte, ze potom pro vSechna
c¢> 0 plati P(|X - E(X)| > co) < 5.

Priklad

Ovéfte, Ze pro ndhodnou veli€inu X, P(X = a) = P(X = —a) = J proa > 0, dava
Cebysevova nerovnost presny odhad pravdépodobnosti, tj. ze
1=P(|X-E(X)|>a) <L

Priklad
Necht E (2¥) = 4. DokaZte, Ze P(X > 3) < 1.
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Konvergence nahodnych velic¢in




Definice (Bodova konvergence)

Posloupnost ndhodnych veli¢in X;, X;, ... na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) konverguje bodové (pointwise convergence) k ndhodné veli¢iné X,
X, — X, lim X, = X, pokud

n—o00

lim X,(w) = X(w) pro kazdé w € Q.

Definice (Konvergence skoro jisté)

Posloupnost nahodnych veli¢in X;, X5, ... na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) konverguje skoro jisté (s. j.) (almost surely, a. s.) k nahodné

velic¢iné X, X,, R X, pokud

n—oo

P(lim X,,:X):l,

t.j. pokud P({w ¢ Q: lim X,(w) :X(a))}) -1

63/118



Definice (Konvergence podle pravdépodobnosti)

Posloupnost ndhodnych veli¢in X;, X;, ... na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) konverguje podle pravdépodobnosti (in probability) k ndhodné
veliging X, X,, — X, pokud

Ve>0: lim P(|X, - X|>¢) =0,

n— oo

t.j.pokud Ve>0: P({weQ:[X,-X|>e})—0.
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Definice (L” konvergence, p=1,2, ...)

Posloupnost nahodnych veli¢in X;, X5, ... na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) konverguje v p-tém momentu (in the p-th mean) (v L?) k ndhodné

P
veliging X, X, - X, pokud
lim E (|X, - XI’) — 0.

n—oo

Pro p =1jde o tzv. limitu podle stfedu (limit in the mean):
lim E (]X, - X|) — 0.

Pro p = 2 jde o tzv. limitu podle kvadratického stredu (limit in the
mean-square):
lim E (|, - X|*) — 0.
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Definice (Konvergence skoro vsude)

Posloupnost nahodnych veli¢in X;, X,, ... na prostoru s mirou (Q, A, y)
konverguje skoro vsude (s. v.) (almost everywhere, a. e.) k ndhodné
veli¢iné X, X,, 25 X, pokud

ygweﬂzlian(w)¢X(w) =0,
t.j.pokud  lim X;(w) = X(w) provsechnadwe Q\N, u(N) =0.

MnoZina N, u(N) = 0, je tzv. y-nulova mnozina.

Pokud je mira pravdépodobnostni, 4 = P, potom je s.v. konvergence vlastné

konvergenci s.j..
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Definice (Konvergence podle miry)

Posloupnost nahodnych veli¢in Xj, X,, ... na prostoru s mirou (Q, A, )
konverguje podle miry (in measure) k ndhodné veli¢iné X, X, -, X, pokud

Ve>0: lim y(|Xn—X| 28) =0,
t.j.pokud Ve>0: pu({weQ:[X,-X|>e})—0.

Pokud je mira pravdépodobnostni, 4 = P, potom je konvergence podle miry
vlastné konvergenci podle pravdépodobnosti.
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Vlastnosti:
1. Pokud X, — X, potom X, x.

2. Pokud pro kazdé e>0je P (|X,-X|>¢ nekonecné Casto) =0,
potom X, % X.
3. Pokud pro kazdé ¢ > 0 je iP(|Xn -X|2¢€) < oo,
potom X, oy "~
4. Pokud je mira u kone¢na a X, 2NX, potom X, L X;
specialné: pokud X, R X, potom X, Lox
5. Pokud X, Hx aXx, L Y, potomu(X=#Y)=0.
6. Pokud X, -5 X, potom existuje podposloupnost {X,, } ¢ {X,}
a nahodna veli¢ina Y tak, 7e X,, =5 Y, a u(X # Y) = 0.
7. Pokud X, =% X a X, 25 v, potom u(X # Y) = 0.
8. Pokud X, S XaX, i Y,potomP(X=Y) =1
9. Pokud X, - X a X, - Y, potom u(X+Y)=0.
10. Pokud X, L X, potomX, Lx

H 1
11. Pokud X, -> Xa X, =Y, potomP(X=Y)=1 68/118



Priklad
Uvazujte posloupnost nahodnych veli¢in {X,}22,,
P(X,=1)=1,P(X,=0)=1-1,

S.j.
Ovérte, Ze X, 2, 0, ale X,, - 0. Vyuzijte pfitom Borelovo-Cantelliho lemma
k vypocCtu P(X, =1 nekonecné Casto) = 1.

Priklad

Na pravdépodobnostnim prostoru (Q = [0;1], .4, 1) s Lebesgueovou mirou
uvazujte posloupnost nahodnych veli¢in {X,}:2,,

. . 1 s.j.
Ovérte, ze X,, — 0, ale X,, -/~ 0.
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Priklad
Uvazujme Lebesgueovu m|’ru (Q =R, A=8,1)naR aposloupnost
nahodnych veli€in {X,,}72,, X, = 1(5, «0)-

A
Ovéfte, 7e X, — 0 a X, —5 0, ale X, — 0.
Lebesgueova mira A na R totiz neni koneéna.

Priklad
Uvazujme prostor (Q = N, A = 29, u) s ¢itaci mirou u a posloupnost
nahodnych veliCin {X, };2,, X, = Iy, .. n}-

z
Ovéfte, Ze X, — la X, —>1,ale X, > 1.
Citaci mira u na N totiZ neni kone&na.
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Zakony velkych cisel




Tvrzeni (Slaby zakon velkych cisel)

Necht X, X,, ... je posloupnost ndhodnych veli¢in se stejnou stfedni
hodnotou u = E(Xy) a se stejnym rozptylem o* = Var(Xy), ktery je shora
omezeny. Potom pro kaZdé ¢ > 0 plati

1 n
lim P(‘ZXk—y
M k=1

n—oo

>¢e|=0,

tzn. posloupnost ¢dstecnych priméri S, = 1 ¥ X, konverguje pro n — oo
k=1
v pravdépodobnosti k , S, — .

Tvrzeni (Silny zakon velkych cisel)

Necht X,, X,, ... je posloupnost nahodnych velic¢in se stejnou stredni
hodnotou u = E(X}) a se stejnym &tvrtym centralnim momentem
E[(Xk - p)*]. Potom plati

P(lim gzy):l, b. Ely

n—o0
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Definice (i.d. a i.i.d. nahodné veliciny)

Néhodné veli¢iny v systému {X;},, jsou i.d. (identically distributed), pokud
pro libovolnou borelovsky méfitelnou funkci 4 : R — R stfedni hodnota
E [h(X))] nezavisi na volbé k € I, tj. pokud pro vSechna k € I stejna.

Néhodné veli¢iny v systému {X;},; jsou i.i.d. (independent identically
distributed), pokud jsou i.d. a nezavislé.

Tvrzeni (Slaby a silny zakon velkych éisel pro i.i.d.)

Necht Xy, X,, ... je posloupnost i.i.d. ndhodnych veli¢in s konecnou (stejnou)
stredni hodnotou. Potom plati:

> ELM,

— s.j.
> S, — Y.
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Rozdéleni pravdépodobnosti




Definice (Rozdéleni pravdépodobnosti)

Necht X je ndhodna veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P).
Rozdéleni pravdépodobnosti (probability distribution, law) nahodné veliciny
X je zobrazeni Py : B — [0;1], dané pfedpisem

Px(B)=P(XeB)=P(X'(B))=P({weQ:X(w)€B}) proBeB.
Trojice (R, B, Px) je pravdépodobnostni prostor na R.

Definice (Distribucni funkce)

Distribucni funkce (cumulative distribution function) nahodné veliciny X je
funkce Fx : R — [0;1], dané predpisem

F(x) =Fx(x) =Px((-oc0,x])=P(X<x) proxeR.
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Tvrzeni (Vlastnosti distribucni funkce)

Pro distribuc¢ni funkci Fx nahodné veli¢iny X plati:
» Fy je neklesajici,
» Fy je zprava spojita,

» lim Fx(x) =0, lim Fx(x) =1
X—>—00 X—>00

Tvrzeni (Change of variable)

Necht X je néhodna velicina na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P)
a h:R - R je borelovsky méritelna funkce. Potom plati

Ep(h(X)) = j h(X)dP = f h(x) dPx = / h(x) dFx = Ep, (h),
Q R R

pokud alespori jedna stfedni hodnota existuje.

Véta fik3, ze stfedni hodnotu transformované nahodné veli¢iny h(X)
vzhledem k pravdépodobnosti P Ize pocitat jako stfedni hodnotu funkce h
vzhledem k rozdéleni pravdépodobnosti Py. Borelovsky méritelna funkce h

je totiz vlastné ndhodnou veli€inou na méfitelném prostoru (R, B). 74/118



Tvrzeni (Diasledek)

Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny na obecné riiznych pravdépodobnostnich
prostorech. Potom Px = Py, pravé kdyZ E(h(X)) = E(h(Y)) pro vSechny
borelovsky méritelné funkce h : R — R, pro které alespon jedna ze stfednich
hodnot existuje.

Tvrzeni (Disledek)

Necht X, Y jsou ndhodné veliciny na stejném pravdépodobnostnim prostoru
anechtP(X=Y)=1

Potom plati E(h(X)) =E(h(Y)) pro vSechny borelovsky méritelné funkce
h:R — R, pro které alesporn jedna ze stfednich hodnot existuje.

Tvrzeni

Necht Py, P, ... je posloupnost rozdéleni pravdépodobnosti na (R, B).
Potom existuje pravdépodobnostni prostor (Q, A, P) a na ném nahodné
veliiny X;, X,, ... tak, Ze Px, =P,,n=1,2, ....
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Uvazujme nahodnou veli¢inu X, P(X = ¢) = 1 pro néjaké pevné zvolené x € R.
Rozdéleni pravdépodobnosti Px nazyvdme degenerované (koncentrované)
v bodé ¢, a znaCime Py = §.. Plati

PX(B):(SC(B):1B(C):{E z;g, pro B ¢ B.

Pro distribu¢ni funkci takové nahodné veliCiny s 8. rozdélenim
pravdépodobnosti plati

0, <
Fx(x):{1 i>z pro x e R.

Spocitame stredni hodnotu borelovské transformace #:

Ep(h(X)) = Ep, (h) = / h(x) do, = h(c),
R

tzn. stfedni hodnota je vlastné vyhodnoceni funkce h v bodé c.
Nyni jiz lehce dokazeme zndmé vlastnosti:

E(X)=¢ E(X?) = ¢, Var(X) = 0.
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Tvrzeni

Necht Px,, Px,, ... je nejvyse spocetnd posloupnost rozdéleni
pravdépodobnosti a ay, ay, --- > 0 nezdporné konstanty. Potom pro
Px = ¥ a, Px, alibovolnou borelovsky méritelnou funkci h : R — R plati

n=1

[hapx=3a, [ ndpx,.
R n=lR

Pokud navic § a, =1, je Py rozdéleni pravdépodobnosti a plati
n=1

Ep, () = 3 an Epy, (h).

n=1
Véta fikd, ze pokud je Px konvexni kombinaci nejvySe spocetné mnoha
rozdéleni pravdépodobnosti, Ize stfedni hodnotu vzhledem k Px pocitat jako

stejnou konvexni kombinaci stfednich hodnot vzhledem k jednotlivym
rozdélenim pravdépodobnosti.
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Uvazujme nahodnou veli¢inu X ~ Po(1). Vime, Ze
X

)]
P(X=x)=¢’=,  x=0,12 ...
X.

Pro kazdou B € B nyni Ize psat
(o) Ax
e

m@zzﬁizz 7 0x(B).

X
xeB x! x=0
Qx

Mame konvexni kombinaci Px = § a, 0, a podle predchozich vét tedy
x=1

dostavame znamy vztah
oo oo , Ax
Ep, (h) = ) ax B, (h) = 3 e~ h(x).
x=1 x=1 .

Uvédomte si, Ze uvedeny postup Ize pouzit pro kazdou nahodnou veli¢inu
diskrétniho typu.
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Pro libovolnou borelovsky méfitelnou funkci f : R — R s vlastnostmi f(x) > 0,
[ f(x)dA(x) =1, kde A je lebesgueova mira na R, definujeme rozdéleni

R
pravdépodobnosti

Py(B) = f f(x)1s(x)dA(x),  BeB.
R

Takova funkce f se nazyva hustota (rozdéleni) pravdépodobnosti
(vzhledem k Lebesgueové mire) (pdf, probability density function).

Casto se zkracené pise

Pe(B)= [f= [fan

P
dokonce Ize symbolicky psat dPy = fdA, resp. f = %

Pozdgji zjistime, Ze hustota pravdépodobnosti f je vlastné
Radonovou-Nikodymovou derivaci rozdéleni pravdépodobnosti Py vzhledem
k Lebesgueové mife A a odtud plyne i pojmenovani, ze Y je ndhodnou
veli¢inou absolutné spojitého typu.

79/118



Tvrzeni

Necht rozdéleni pravdépodobnosti Py ma hustotu f vzhledem k Lebesgueové
mite A. Pro libovolnou borelovsky méfitelnou funkci h : R — R potom plati

Ep, (h) = f hdPy = f £(x) h(x) dA(x),
R R

pokud alespori jedna strana rovnosti existuje.

Integral vpravo v tvrzeni véty je pfitom Lebesguellv. Z teorie miry je znamo,
Ze existuje-li Riemanndyv integral, oba integraly maji stejnou hodnotu,

[renear) = [ () ax

Riemann(yv integral existuje napf. pokud je mnoZzina B kone¢nym
sjednocenim intervald, presnéji pokud hranice mnoziny B ma nulovou miru,
A(0B) = 0.
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Priklad

Uvazujte pravdépodobnostni prostor (Q = [0;1], A, 1) s Lebesgueovou mirou
na intervalu [0;1] a ndhodnou veli¢inu X,

1, 0£w<i
X(w)=120? t<w<i.
w?, %Swsl

Spocitejte pravdépodobnosti A(X € [0;1]) a A(X € [3;1]).
[E242 = 0,957, 2 = 0,707

Priklad

Necht Py = 18, + 18, + 3 Py, kde Y ~ N(0;1).
Ovéfte vypoctem, Ze E(X) = 3, E(X?) = Z, Var(X) = 2.
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Priklad
Necht Y ~ N(0;1) s hustotou pravdépodobnosti ¢(y) = == exp [-157].

Pomoci predchozi véty odvodte zndmé vzorce E(Y) = fygo(y) dy=0,

E(Y?) =7y2s0(y)dy=1,

Priklad

Uvazujte dvé nezavislé nahodné veli€iny Y, Z, Y ~ N(0;1),
P(Z=0)=P(Z=1)=1.NechtX=YZ.

Zapiste rozdéleni pravdépodobnosti Py. [Px = 180 + 1Py]

Priklad
Pro X ~ Po(A = 5) odvodte a Ciselné spocitejte E(X), E(X?), Var(X) a E(3%).
[5=2:30;5 = A;e!® = 22026,47]
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Priklad

Spocitejte E(X), E(X?) a Var(X) pro Px = 36, + 31, kde 1 je Lebesgueova mira
na intervalu [0;1].

[3:5 3]
Priklad
Spocitejte E(X), E(X?) a Var(X) pro Py = 16, + 2Py, kde Y ~ N(0;1).
[3:24]
Priklad
Uvazujte dvé nezavislé nahodné veli€iny Y, Z, Y ~ N(0;1),
P(Z=-1)=P(Z=1)=3.Necht X =Y Z.
1. Zapiste rozdéleni pravdépodobnosti Px. [Px = Py, 1j. X ~N(0;1)]

Ovérte, ze P(|X| = |Y]|) = 1.
Overte, ze X, Y nejsou nezavislé.
Ovérte, ze Cov(X, Y) = 0.

G A= [ GO

Zamyslete se nad vysledky predchozich dvou podukold.
83/118



Lebesgueova-Stieljesova mira,
Lebesguelv-Stieljestiv integral




Tvrzeni

Necht F: R — R je neklesajici a zprava spojita funkce a J je systém interval(
J ={(a,b]; a, b, €R, a < b}. Potom mnoZinova funkce ur: 7 — R definovana
predpisem ur((a, b]) = F(b) - F(a) je o-aditivni.

Tvrzeni

Necht F: R — R je neklesajici a zprava spojita funkce. Potom existuje praveé
jedna mira ur definovand na B, takovd, Ze ur((a, b]) = F(b) - F(a) proa, b e R,
a<b.

Definice
Mira ur : B - R z pfedchozi véty se nazyva Lebesgueova-Stieltjesova mira
indukovana funkci F.

Lebesgueova mira 1 je specialnim pfipadem Lebesgueovy-Stieltjesovy miry
ur pro identickou funkci F, F(x) = x. V tom pfipadé totiz mame

//tp((a, b]) =F(b)-F(a)=b-a=A((a, b])
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(D)

Uvazujme posloupnost nezapornych Cisel a;, a,, -+ > 0, jejiz fada 3,2, a,
konverguje. Necht x;, x5, ... je lib. posloupnost realnych Cisel. Polozme
F(x) = ¥ a,. Potom F(x) je neklesajici a zprava spojita.

Xp<X

(s
Nechtf : R — R je (lebesgueovsky) integrovatelna nezédporna funkce. Potom

funkce F(x) = [ f(u)du je neklesajici a zprava spojita.

—00o

Podminku neklesajici a zprava spoijité funkce splniuje mj. kazda distribuéni
funkce F. Nahodnym veli¢indm odpovidaji urcité distribucni funkce a tedy
i urCité Lebesgueovy-Stieltjesovy miry ur.

Tvrzeni
Necht F : R — R je neklesajici a zprava spojita funkce a necht lim F(x) =0,

X—>—00

lim F(x) = 1. Potom existuje nahodna veli¢ina X takova, Ze F je jeji distribuc¢ni

X—00

funkci, tzn. Fx = F.
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Definice

Necht F: R - R je neklesajici a zprava spojita funkce, ur je touto funkci
indukovana Lebesgueova-Stieltjesova miraa h: R — R je borelovsky
méfitelna funkce. Integrél [ hdur se nazyva Lebesgueliv-Stieltjestv
integral funkce h vzhledem k funkci F a oznaCuje se také [ hdur = [ hdF.
Pro B € B definujeme

(e

/h(x) dF(x) = fhdypz fh(x)IBd‘up: fh(x)lg(x)dyp(x).
B B R

—o0

Lebesguelv-Stieltjes(iv integral je specialnim pfipadem integralu podle miry,
[ hdu, pro y = ug.

Lebesguelyv integral je specialnim pfipadem Lebesgueova-Stieltjesova
integralu pro pr = A, F(x) = x.
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Za podminek (D) je borelovsky méfitelnd funkce h integrovatelna vzhledem
k funkci F, pravé kdyz fada Y. h(x,) p, absolutné konverguje, tj. kdyz
n=1

§ |h(x,)|pn < 00. V tom pfipadé mame
n=1

oo

[ 1) dr() = i:jlh(xn) pu = i:jlh(xn) AF(x,).

—00

Za podminek (S) je borelovsky méfitelna funkce h integrovatelna vzhledem
k funkci F, pravé kdyz existuje integral /°° h(x) f(x) dx. V tom piipadé mame

]oh(x) dF(x) = ]oh(x)f(x) dx.

apro B e B dale f h(x) dF(x) = ]oh(x) F(x) 15(x) dx.

Je-li F diferencovatelnd, mame dF(x) = F'(x) dx = f(x) dx.
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Zameéna integralu a derivace,
momentova vytvorujici funkce




Uvazujme posloupnost nahodnych veli¢in X, X5, ... konvergujicich skoro

jisté, X, >, X. Znamené to také, ze lim E(X,) = E(X)? Vime, Ze obecné to
n—oo

neplati.

Véta o monotonni konvergenci fika, ze za podminek X,, # X a E(X;) > —o0
opravdu plati lim E(X,) = E(X).

Tvrzeni (O dominované konvergenci)
Necht X, X, X, ... jsou nahodné veliciny na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P), necht X, 2L, X a existuje nahodna velicina Y, E(Y)< oo, X,/ <Y
pro n € N. Potom plati lim E(X,) = X.

n—o0o

Tvrzeni plati specidlné pro konstantni ndhodnou veli¢inu Y = ¢, tzn. pro
omezené nahodné veli¢iny X,,.
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Tvrzeni (zaména poradi derivace a integralu)

Necht {X;(w); t € (a, b)} je mnoZina néhodnych veli¢in na
pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P) zavislych na parametru t,
s kone¢nymi stfednimi hodnotami. Necht pro vsechna w e Q at € (a, b)

existuje derivace %Xt(w) = X;(w). Potom X] jsou opét ndhodné veli¢iny.

Déle necht existuje nahodna veli¢ina Y, E(Y) < oo, |X/(w)| < Y(w) pro vSechna
weQate (a,b). Potom funkce ¢(t) = E(X,) je diferencovatelnd, ma konecné
derivace ¢'(t) = < ¢(t) a plati

¢'(t) = %E(Xt) =E(X]) prote(a,b).
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Definice (Momentova vytvorujici funkce)

Momentova vytvorujici funkce (mgf, moment generating function) ndhodné
veli€iny X na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P) je funkce

Mx(s) =Ep (eSX) =Ep, ('), seR.

Vlastnosti momentové vytvorujici funkce:
» Mx(0) =1,
» pro s+ 0 mulze byt Mx(s) = oo,
» pro nezavislé nahodné veliCiny X, Y je Mx,y(s) = Mx(s) My(s),
> pro Y ~ N(0;1) je My(s) = exp [-1].
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Tvrzeni (vypocet momentt)
Necht X je ndhodna velicina s momentovou vytvorujici funkci My (s),
My (s) < oo pro |s| < & pro néjaké & > 0. Potom E (|X"|) < oo pro vSechna n € N,
a plati
Mx(s) = Z E X")—

n=0

M<k>(o)_ £ S Mx(s) =E(x*), keN.
s=0
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Tvrzeni (Fubiniova véta)

Necht u je a-kone¢nd mira na (Qy, A,), v je o-kone¢nd mira na (Q,, A;)
a necht u x v je soucinova mira na A; x A;. Pokud h(x, y) : A; x A; — R je
funkce méritelna vzhledem k u x v, potom plati

J natun) = [( [ @) auco - [ ( [ 1) auts) v,
01xQ, O 0, Q; O

pokud [, .o B d(uxv) <oconebo f,  h™d(uxv)<oo.
Vnitini integraly pfitom mohou byt nekoneéné nebo nedefinované na mnoziné
miry nula.
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o-linearita stredni hodnoty

Necht u = P je pravdépodobnost, v je Citaci miranaN a X, X,, ... jsou

nahodné veliiny s ¥ E (|X,|) < co. Potom plati E (an) = > E(Xn).
n=1 n=1 n=1

Konvoluce

Necht X, Y jsou nezavislé nahodné velic¢iny s rozdélenimi pravdépodobnosti
u= Px, V= Py.
Potom X + Y ma rozdéleni pravdépodobnosti Px * Py, kde

(PX*PY)(A):/PX(A—y)dPy(y):ny(A—x)dPX(x), AcR,
R R

kdeA-y={a-y; acA}
Navic, pokud Px ma hustotu f a Py ma hustotu g vzhledem k Lebesgueové
mife A, potom Px * Py ma vzhledem k A hustotu f * g,

(F+)@) = [f-DgN D) = [fR)g-x)AAx),  xeR,
R R
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Slaba konvergence, konvergence
v distribuci




Definice

Posloupnost rozdéleni pravdépodobnosti P, P, ... nahodnych velic¢in
X1, X, ... konverguje slabé (weak convergence) k rozdéleni
pravdépodobnosti Px nahodné veli¢iny X, pokud pro vSechny omezené
spojité funkce 1 : R - R plati

lim [ hdP, —fthx

n—>oo

Slaba konvergence rozdéleni pravdepodobnos'u je ekvivalentni konvergenci
nahodnych veli¢in v distribuci (in distribution), X,, %, X, definované jako
bodova konvergence distribu¢nich funkci lim F,(x) = lim P(X, < x) = Fx(x)
pro vSechna x € R, kde je F(x) spojita. e T
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Tvrzeni

Nasledujici vyjadreni jsou ekvivalentni:
1. posloupnost rozdéleni Py, P,, ... slabé konverguje k Px,
2. nlLrEo F,(x) = Fx(x) pro vSechna x € R, Px({x}) = 0,

3. lim Py(B) = Px(B) pro vSechny B € B, s nulovou mirou hranice,
Px(0B) = 0.

4. lim [ hdP, = [ hdPx pro vSechny omezené borelovské funkce h
R R

n—oo

s nulovou mirou bod( nespojitosti,

5. Skorochodova véta (Skorohod’s theorem):
na stejném pravdépodobnostnim prostoru existuji nahodné veli¢iny
Y, Y, Y,, ..., takové, Ze Py = Py, Py, =P, n=1,2, ..,

ay,-Ly.

Tvrzeni (postacujici podminka konvergence v distribuci)

Pokud X, -2 X, potom X, — X.
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Shriime si poznatky o konvergencich:
S.j. P d
X, —mX=2>X,—->X=X—X=X,—X

Opacna poslednl |mpI|kace neplatl obecné, pouze ve tvaru Skorochodovy

véty: X, Lx = Y, -5y, Konvergence v distribuci totiz nefika nic
o vztahu ndhodnych veli¢in X, X;, X, ..., hovofi jen o jejich rozdéleni
pravdépodobnosti.

Specialné v pfipadé konstantni ndhodné veli¢iny X = ¢ vSak ekvivalence plati
v celém Fetézci konvergenci.

Priklad

UvaZujme i.i.d. ndhodné veli¢iny X, X;, X,, ..., P(X = 1) = 1, P(X,, = 1) = 3,
n=12,...

Ziejmé X, —& X. Ale P(|X, - X| > 2) = 1 lim P(1X, - X| 22) = } # 0, takze

29
P S.j.
X, - X atedy X, -/ X.
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Nasledujici tvrzeni je velmi uzite€nym nastrojem ve statistice.

Tvrzeni (Slutského véta, Slutsky theorem)

Necht X, X, X, ... Y1, Ya, ... jsou ndhodné veliginy, takové, Ze X, — X,
Y, N ¢ ceR.
Potom plati:

d d
» X, +Y, —X+¢ X,-Y,—X-g

d
» X, Y, —cX,
d

> —

pro ¢ % 0.

s
o I
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Charakteristicka funkce, centralni
limitni véta




Definice (Charakteristicka funkce)

Charakteristicka funkce (characteristic function) ndhodné veli¢iny X na
pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P) je funkce yx : R - C,

Illx(t) =Ep (e”X) :pr (e”x), teR.

Vlastnosti charakteristické funkce:

¥x(0) =1,

pro nezavislé ndhodné veliCiny X, Y je wx, v (t) = wx(£) yy(2),
protoze |e™*| = 1, vzdy plati |yx(t)| <1,

vx je vzdy stejnomérné spojita funkce,

pro Y ~ N(0;1) je yy(t) = exp [-1£].

v

v

v

v

v
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Tvrzeni (vypoéet momentii)
Necht X je néhodna velicina s konec¢nym n-tym momentem, tj. E(|X"|) < oo,
a s charakteristickou funkci yx(t). Potom pro k=0,1, ..., n plati

(k)(t) E[(lX)k ti]’ (k)( )_ tkwx() ZikE(Xk).

t=0

Tvrzeni (Fourierova véta o jednoznaénosti)
Necht X, Y jsou ndahodné veliciny. Potom Px = Py, pravé kdyZ yx = yy.
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Tvrzeni (Fourierova véta o inverzi)

Necht vy je charakteristicka funkce néhodné veliciny X s rozdélenim

pravdépodobnosti Px. Pro a, b, € R, ar< b, Px({a}),= Px({b}) = 0, potom plati
—¢€

Px([a, b)) = lim [ S——=—yx(r) .
=T

Tvrzeni (O spojitosti)

Necht P, P, P,, ... jsou rozdéleni nahodnych velic¢in X, X, X,, ...

s odpovidajicimi charakteristickymi funkcemi v, v1, v, .. ..

Potom {P,}"_, konverguje slabé k P, tj. X, L x praveé kdyz lim vy, (t) = w(¢)
pro vSechna t € R, tj. pravé kdyZ posloupnost charakt‘eristick)nigh°<> funkci
konverguje bodové.
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Tvrzeni (Centralni limitni véta, Central Limit Theorem)

Necht Xy, X,, ... je posloupnost nahodnych velicin s konecnou stredni

hodnotou m a koneénym rozptylem s*. Oznaéme ¢dstec¢né soucty S, = 3. Xi.
k=1

Potom pro n — oo rozdéleni pravdépodobnosti nahodnych veli¢in Sn :/T "
S\/n

slabé konverguje k N(0;1) rozdéleni pravdépodobnosti,

S,—mn 4
Y) Y"’N 0;1.
S\/ﬁ I ( )

" Sn—
» Prokazdé xeR: lim P( L x) = O(x).
n—oo Sﬁ
S,—mn 4

Y, Y ~ N(0;5%).

>
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Slabou konvergenci rozdéleni pravdépodobnosti, resp. konvergenci
nahodnych veli€in v distribuci, |ze dokazat i bez explicitniho vyuziti
charakteristické funkce nebo Véty o spojitosti, pomoci tzv. metody
momentd.

Definice

Ozna¢me momenty rozdéleni pravdépodobnosti Py:

ay = /xdeX(x), k=12, ...
R

Predpokladejme, ze vSechny tyto momenty «; existuji a jsou konecné.
Pokud Py je jediné rozdéleni pravdépodobnosti, které ma tyto momenty,
rikame, ze Py je urcené svymi momenty.

Ktera rozdéleni pravdépodobnosti jsou uréena svymi momenty?
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Tvrzeni

Necht X je néhodna velicina s momentovou vytvorujici funkci Mx((s), kterd je
omeze na na néjakém okoli poc¢atku, tj. Mx(s) < oo pro |s| < & pro néjaké & > 0.
Potom rozdéleni pravdépodobnosti Px je uréené svymi momenty, tedy

i uréené svoji momentovou vytvorujici funkci.

Tvrzeni

Necht rozdéleni pravdépodobnosti Py je urcené svymi momenty. Déle necht
Py, P,, ... jsou rozdéleni pravdépodobnosti posloupnosti nahodnych velicin
X, X, ..., takovd, Ze f x*dP,(x) < oo pro kaZdé k, n e N

a hm jx dP,(x) = fx dPx(x) pro kazdé k € N. Potom X,, 4 X, tzn.

posloupnost rozdelenl pravdépodobnosti slabé konverguje k Px.

Tvrzeni vlastné fika, Ze z konvergence momentd plyne slaba konvergence,
resp. konvergence v distribuci.
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Radonova-Nikodymova derivace,
dekompozice rozdéleni
pravdépodobnosti




Definice (Absolutni spojitost mér)

Necht u, v jsou g-konecné miry na méfitelném prostoru (Q, A). Mira u je
absolutné spojita (absolutely continuous) vzhledem k mite v, u < v, pokud
pro vSechny A € A plati: v(A) = 0= u(A) = 0.

Tvrzeni (Radonova-Nikodymova véta)

Necht u, v jsou o-konec¢né miry na méritelném prostoru (Q, A). Potom u < v,
pravé kdyzZ existuje nezdporna méritelnd funkce f : Q — R, takovd, Ze

y(A):/f(w)dv(w):ff(w)IA(w)dv(w) pro Ac A.
A Q

Tato funkce f je pfitom urcena jednoznacné aZz na mnoZinu miry nula.

Definice (Radonova-Nikodymova derivace)
Funkce f z Radonovy-Nikodymovy véty se nazyva Radonova-Nikodymova
. . Y, du
derivace a ¢asto se znaCi f(w) = d—(w).
v
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Radonova-Nikodymova derivace je vlastné ndhodnou veli¢inou.

Pro kazdou ndhodnou veli¢inu (méfitelnou funkci) X : QO - Ra kazdou A ¢ A
plati

[ X(@)du(w) = [ x(0) % () dv(o).

Pokud obé uvazované miry jsou pravdépodobnostni, P = 4, Q=v, P < Q,
dostavame

fX(w)dP /X(w) —(w)dQ(w)

Specialné pro A = Q pak obdrzime vzorec pro vypocet stfedni hodnoty
nahodné veliciny vzhledem ke dvéma pravdépodobnostnim miram P « Q,

B (0 = [ X(0)dP(@) = [ X(0) g6 @) Q@) =Ea(x 45).
a Q
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Definice
Rozdéleni pravdépodobnosti Py je:
» diskrétni,
pokud Px(R) = ¥ Px({x}) pro nejvySe spocetnou mnozinu M c R.
xeM

» absolutné spojité (vzhledem k Lebesgueové mire 1),
pokud existuje nezaporna borelovsky méfitelna funkce f : R — R,
takova, ze pro kazdou B € B plati

Px(B) = [ £(x)aA®) = [ £() 13(x) dA().
B R

» singularni spojité (vzhledem k Lebesgueové mire 1),
pokud Px({x}) = 0 pro vSechna x € R, ale pfitom existuje mnoZina
McR: A(M) =0, Px(M) =0.
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Tvrzeni (Lebesgueova dekompozice rozdéleni pravdépodobnosti)
KaZdé rozdéleni pravdépodobnosti Px Ize jednoznacné rozlozit do tvaru
Px = Pp + Pyg + Ps, kde
» Pp je diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti,
» P,s je rozdéleni pravdépodobnosti absolutné spojité vzhledem k A,
» P je rozdéleni pravdépodobnosti singularni spojité vzhledem k A.

Tvrzeni (Lebesgueova dekompozice mér)
Pokud u, v jsou dvé a-konecné miry na méritelném prostoru (Q, A), potom u
Ize jednoznacné rozlozit do tvaru
Y= Uas + Us, kde
> uas je mira absolutné spojita vzhledem k v, pas < v,

> us je singularni mira vzhledem k v,
tj. existuje mnoZina M ¢ R: v(M) = 0, us(M) = 0.
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Podminéna pravdépodobnost,
podminéna stfedni hodnota




Vime, Ze pro podminénou pravdépodobnost plati
P(AnC)

PAIC) = =5

, pokud P(C) > 0.
Obecnéji, pokud Y je ndhodna veli¢ina a P(C) > 0, Ize definovat Y|C, rozdéleni
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y podminéné jevem C, pfedpisem

P((YeB)nC)

Py|c(B) =P(Y € B|C) = ,  BeB.

P(C)
Podobné Ize definovat i podminénou stfedni hodnotu,
~ _E(YI)
E(Y[C) = [ ydPyc- R

Q

Uvedeny postup vSak zcela selhava v pfipadé P(C) = 0. Podminéné
pravdépodobnosti a podminéné stredni hodnoty i za podminky s nulovou
pravdépodobnostni vSak v praxi bézné potrfebujeme, napf. pfi vypoctech
marginalnich charakteristik ve vicerozmérnych rozdélenich. Pro korektni
definici tak musime zvolit zcela jiny, neintuitivni, pfistup.
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Definice

Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. MnoZina H je sub-o-algebra,

pokud H c A a je og-algebrou na Q.
Néhodna veliina X na (Q, A, P) je #-méfitelna, pokud

{weQ: X(w)<x}eH pro vSechna x € R.

Dale definujeme

o(X)={{XeB}:BeB}={{weQ:X(w)eB}:BeB}.

Uvédomte si, ze o(X) je vzdy sub-o-algebrou.
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Definice (podminovani nahodnou veli¢inou)

Necht X, Y jsou nahodné veli¢iny na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P),E(]Y|) < 00, anecht A € Aje jev.
» Podminéna stredni hodnota E(Y | X) ndhodné veli€iny Y pfi dané X je
nahodna veli¢ina E(Y | X)(w), pokud je ¢(X)-méfitelna a pro vSechny
B € B spliuje
E[E(Y |X) Iixepy | = E[Y Iixeny -
» Podminéna pravdépodobnost P(A|X) jevu A pfi dané X je ndhodna
veli¢ina P(A|X)(w) = E(14 | X)(w), pokud je o(X)-méfitelna a pro
vSechny B € B splnuje

E[P(A|X)I{xep} ] = P[An {X € B}].

Podminénou pravdépodobnost i podminénou stfedni hodnotu zavadime
jako nahodné veliciny na ¢ (X), coz je zcela neintuitivni. Jsme totiz zvykli

s pravdépodobnosti i se stfedni hodnotou pracovat jako s Cisly. Tento novy
pristup vSak umoznuje prekonat problémy s podmifiovanim jevy s nulovou
pravdépodobnosti.
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Pfi volbé B = R dostavame
E[P(A|X)Ixer) | = P[An{X eR}] =P(An Q) = P(A),
E[E(Y |X) Lixer} ] = E[Y Lixer) ] = E(Y -1) = E(Y).
To znamen4, ze v priméru pres vSechny mozné hodnoty ndhodné veliciny X
se P(A|X) chova jako P(A) a E(Y | X) jako E(Y).
Jiz vime, Ze stredni hodnoty nejsou ovlivnény zménami na mnoziné miry

nula. Podminéné pravdépodobnosti a podminéné stfedni hodnoty jsou proto
urc¢eny jednoznac¢né az na mnozinu miry nula.

Tvrzeni

Necht X, Y jsou nahodné velic¢iny na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P)
a A € A je jev. Potom podminénd pravdépodobnost P(A | X) a podminéna
stredni hodnota E(Y | X) vzZdy existuji a jsou urceny jednoznacné aZ na
mnozinu miry nula.
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Konstrukce
Pro H € 0(X) zavedeme nasledujici miry:

» Py jako restrikci P na o(X), tj. Po(H) = P(H),

» v predpisem v(H) = P(An H),

> u*, u” predpisy p*(H) =E(Y"Ig) ap™ (H) = E(Y" Ip).
VSechny zavedené miry jsou pfitom absolutné spojité vzhledem k Py, v < Py,
ut < Pyayu” <Py Podle Radonovy-Nikodym+ovy tedy v§ty existuji
Radonovy-Nikodymovy derivace dd—}:)(w), %(w) a %(w) a jsou urceny

jednoznacéné az na mnozinu miry (P,) nula.
Nyni definujeme

> E(Y|X)(w) = j—‘;,:(w—j—‘;;(w).

» P(A|X)(w) = %(w)'
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Definice (podminovani sub-c-algebrou)
Obecné definujeme podminénou stfedni hodnotu E(Y |H)(w) a podminénou
pravdépodobnost P(A | #H)(w) za podminky dané sub-c-algebrou 7 jako
‘H-méfitelné nahodné veliCiny spliujici pro vSechny H € H podminky
E[E(Y|H)1u] = E[Y 4],
E[P(A|H)1y] =E[E(14|H)1n] = P[AnH].

Konstrukce
Pro H € H zavedeme nasledujici miry:

» P, jako restrikci P na #, tj. Po(H) = P(H),

» v pfedpisem v(H) = P(An H),

> ",y predpisy u (H) = E(Y* 1) @y (H) = E(Y~ Iy).
Nyni definujeme

- E(Y|H><w>:%<w>—j—g<w>.

» P(A|H)(w) = dd—;o(w).

113/118



Pfi volbé H = o(X) zjistime, ze vlastné plati

P(Alo(X)) =P(A|X),  E(A[o(X)) = E(A|X).

Pfi volbé H = {@, Q} obdrzime konstantni nahodné veli€iny

P(Al{o, Q})(w) =P(A),  E(A[{g, Q})(w) = E(Y).

Pri volbé H = A obdrzime

P(A[A) (@) = Ls(w),  E(A[A)(@) = Y(w).
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Definice
Podminény rozptyl ndhodné veli¢iny Y pfi dané nahodné veli¢iné X, resp. pfi
dané sub-g-algebre H, je

Var(Y | X) = B[ (Y - B(Y | %))"| x],
Var(Y |H) = E[(Y - E(Y |#))’ | #].

Podminény rozptyl kvantifikuje rozptyl Y pfi znalosti X.

Tvrzeni

Pokud Var(Y) < oo, potom plati
Var(Y) = E[Var(Y | X)] + Var[E(Y | X)],
Var(Y) = E[Var(Y |H)] + Var[E(Y | H)].

Nepodminény rozptyl Ize rozlozit na stfedni hodnotu podminéného rozptyl
a rozptyl podminéné stredni hodnoty.
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Tvrzeni

Necht X, Y jsou nahodné veliciny na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P),
E(Y) < o0, E(XY) < oo, H je sub-c-algebra a necht X je H-méritelna.

Potom s pravdépodobnosti 1 plati

E(XY|H) = XE(Y |H).

Tvrzeni

Necht X je ndhodna veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P),
E(X) < oo @ necht H, < H, jsou dvé sub-o-algebry.
Potom s pravdépodobnosti 1 plati

E[E(X| M) |H1] = E(X | Hy).
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Martingal

Definice (Diskrétni martingal)

Nahodny proces s diskrétnim ¢asem X, (w), Xi(w), X5(w), ... je martingal
(martingale), pokud pro vSechna n € N; plati
> E(|Xal) < oo,

> E(Xpa | Xo, X1y s X)) = E(Xpa | 0(Xo, X35 -5 X)) = X
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