4 Diskrétni a spojité nahodné veliciny - OSNOVA

4.1 Zaklady pravdépodobnosti

e Motivace:

— redlnd situace (data) — popiSeme ji néjakym zndmym rozdélenim (binomické, poissonovo,
normdlni) — z dat odhadneme parametry rozdéleni — stanovime nové zavéry na zakladé
vlastnosti rozdélent

e Fxperiment — zalozen na ndhodném pokusu

— porodni hmotnost: ndhodny pokus = zvazeni 1 novorozence;
— vzdélani matky: ndhodny pokus = dotaz na jednu matku;

— cislo na kostce: nahodny pokus = hod kostkou;
e Zdikladni prostor ) = mnozina vsech moznych vysledku

— porodni hmotnost: 0 — oo; 0 — 6000 g;
— pocet starsich sourozencu: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9 a vice;
— kostka ...1-6;

e Jev = vysledek nahodného pokusu
— Hodila jsem kostkou — nastal jev: (a) padla 5; (b) padlo liché ¢islo; (c) padlo ¢éislo < 2

— Zvézila jsem novorozence — nastal jev: (a) vazil 2654 g; (b) vazil vice nez 2500 g, apod.

Pravdépodobnost
e vyjadruje, jak velka je nadéje, ze néjaky jev nastane
e Pr(A) = Pr(nastal jev A)
e Pr(A) € (0;1); resp. (0% — 100 %)
e priklad: hodim kostkou:

— Pr(padne 1) =1/6...16.7%
— Pr(padne liché ¢islo) = 1/2...50%
— Pr(padne 3,4,5,6) = 2/3...66.67%



4.2 Nahodné veli¢iny
e Vic nez vysledek nés ¢asto zajimaji jeho ¢iselné interpretace

e Ndhodnd velicina X = pravidlo, které zobrazuje zakladni prostor moznych vysledki do mnoziny
redlnich ¢isel

e -ta realizace nah. veliciny X se znaci x;

(a) X ...pocet puntiku na vrchni strané kostky: x1 =4, 2o =1 ...
(b) Y ...dokoncené vzdélant; y, = 1 (ZS), y» = 3 (SSm) ...

(¢) Y ...pocet starsich sourozenci y; =0, yo =2 ...

(d) X ...porodni hmotnost v g; x; = 3470, x5 = 3240 ...

(e) Y ...nejvetsi sitka mozkovny v mm; y; = 145, yo = 139 ...

e Dva typy nahodnych velic¢in:

— Diskrétni — z podstaty nabyvaji prevazné celych hodnot (a), (b), (c)

x pocet sourozencu: 0, 3, 2, ...; novorozenec nemuze mit 2.4 sourozence
x hod kostkou: padne 1, 2, 3, 4, 5, 6; nemuze padnout 3.5

- Pr( X =4)=...

- Pr(X <4)=...

- Pr(X >4)=Pr(X >5)=...

- Pr3< X <5)=...

— Spojité — z podstaty mohou nabyvat libovolnych i neceloé¢iselnych hodnot (d), (e)

* porodni hmotnost:

- zakladni prostor rozdélime na intervaly: I1: 0-1500; 12: 1500-2500; 13: 2500-3500;
[4: 3500-4500; 15:>4500

. Pr(X e (3500; 4500)) = ...
. Pr(X < 3500) = . ..
. Pr(X > 3500) = . ..

e Pravdépodobnostni funkce p(z) (X je diskrétni):

- p(x) = Pr(X = 2)
— pstni fce pro pripad hodu kostkou:
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e hustota f(z) (X je spojitd)

— Pst realizace X v libovolném intervalu I se da vyjadrit jako plocha pod kiivkou pomoci
integralniho tvaru:

Pr(X e€1) :/ If(x)dx,

kde f(z) je hustota pravdépodobnosti spojité ndhodné veliciny
— nezaporna: f(z) > 0; normovand (plocha pod kfivkou hustoty = 1)

— Hustota normélniho rozdéleni (Gaussova kiivka):
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e distribuc¢ni funkce F(x) (X je diskrétni / spojitd)

— F(z) =Pr(X <x)
— piiklad: distribuéni fce hodu kostkou:
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— Komplementarita: Pr(X >z)=1—-Pr(X <z)=1- F(x)
— plati v diskrétnim ptipadé:

x Pr(X =x) =p(x)
— plati ve spojitém pripadeé:

* Pr(X=2)=0



Piehled rozdéleni
e mame nahodny vybér a radi bychom védéli z jakého pochézi rozdéleni.
— Diskrétni
* Binomické Bin(V, p);
* Poissonovo Po(\)
— Spojité
* Normdlni N(u,o?)

* Dvourozmérné normalni No(p, 33)

e Nejdrive odhadneme typ rozdéleni, potom parametry rozdéleni

4.3 Diskrétni nahodné velic¢iny
4.3.1 Binomické rozdéleni Bin(N, p)
e Bernoulliho (opakované) pokusy Xi,..., Xy:

— X; =1 ...udalost nastala; X; = 0...udalost nenastala; ¢ = 1,..., N.
- Pr(X;=1)=p
- Pr(X;=0)=1-p=gq

e Binomické rozdéleni:

— X...pocet udélosti v posloupnosti N nezavislych Bernoulliho pokusu, pticemz pravdépodobnost
nastani udalosti v kazdém pokusu je vyjadiena parametrem p.

~ YN X, =X ~Bin(N, p).
— 0= (N7p)

— pravdépodobnostni funkce:

p(z) = (N)pz(l SNt =01, N

x
— vlastnosti: E[X]| = Np; Var[X]| = Np(1 — p)
— dbinom(x, N, p), pbinom(x, N, p), rbinom(M, N, p)

4.3.2 Poissonovo rozdéleni Po())

e X ...pocet udalosti, které nastanou v jednotkovém casovém intervalu, ptricemz k udalostem
dochazi nahodné, jednotlivé a vzdjemné nezavisle. Stredni pocet téchto udélosti je vyjadien
parametrem A > 0.

e X ~ Po())
e =)\
e pravdépodobnostni funkce:
p(x)—ge .1':0,1, )

e vlastnosti: F[X] = \; Var[X] = A

e dpois(x, lambda), ppois(x, lambda)



4.4 Spojité nahodné veliciny
4.4.1 Normadlni rozdéleni N (u,o?)
e X, ..., X, ...nezavislé nahodné veli¢iny
e Normalni rozdéleni
— X ~ N(p,0?)
— 0= (n,0%)"

— hustota

flz) = \/%eXp{_(lﬂ—_mZ}, zeR,

— vlastnosti E[X] = u; Var[X] = o2

— dnorm(x, mu, sigma), pnorm(x, mu, sigma)
e Standardizované normalni rozdéleni

— X ~ N(0,1)
—0=(0,1)7

— hustota

— vlastnosti E[X] = 0; Var[X] =1
— dnorm(x), pnorm(x)
e Vlastnosti normalni rozdéleni
— Véta 1: Necht X, ..., X,, jsou nezavislé ndhodné veliciny z normalniho rozdéleni N (u, 02).

Potom nahodnd veli¢ina X, = L3 | X; ~ N <[L, %)

4.4.2 Aproximace binomického rozdéleni normalnim rozdélenim
e Normadlni rozdeéleni je limitnim rozdélenim binomického rozdéleni Bin(XNV, p), tedy
X ~ Bin(N,p) = X ~ N(u,0?),
kde u = Np a 0* = Np(1 — p).
e Podminky: N — oo, p — 0.5

e Haldova podminka: Necht X ~ Bin(N, p) a plati, ze Np > 5 a N(1 — p) > 5. Potom rozdélen{
ndhodné proménné X muzeme aproximovat normélnim rozdélenim X ~ N(Np, Np(1 — p)).



