
4 Diskrétńı a spojité náhodné veličiny - OSNOVA

4.1 Základy pravděpodobnosti

• Motivace:

– reálná situace (data)→ poṕı̌seme ji nějakým známým rozděleńım (binomické, poissonovo,
normálńı) → z dat odhadneme parametry rozděleńı → stanov́ıme nové závěry na základě
vlastnost́ı rozděleńı

• Experiment → založen na náhodném pokusu

– porodńı hmotnost: náhodný pokus = zvážeńı 1 novorozence;

– vzděláńı matky: náhodný pokus = dotaz na jednu matku;

– č́ıslo na kostce: náhodný pokus = hod kostkou;

• Základńı prostor Ω = množina všech možných výsledk̊u

– porodńı hmotnost: 0−∞; 0− 6 000 g;

– počet starš́ıch sourozenc̊u: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 a v́ıce;

– kostka . . . 1–6;

• Jev = výsledek náhodného pokusu

– Hodila jsem kostkou → nastal jev: (a) padla 5; (b) padlo liché č́ıslo; (c) padlo č́ıslo ≤ 2

– Zvážila jsem novorozence → nastal jev: (a) vážil 2 654 g; (b) vážil v́ıce než 2 500 g, apod.

Pravděpodobnost

• vyjadřuje, jak velká je naděje, že nějaký jev nastane

• Pr(A) = Pr(nastal jev A)

• Pr(A) ∈ 〈0; 1〉; resp. 〈0 %− 100 %〉

• př́ıklad: hod́ım kostkou:

– Pr(padne 1) = 1/6 . . . 16.7 %

– Pr(padne liché č́ıslo) = 1/2 . . . 50 %

– Pr(padne 3,4,5,6) = 2/3 . . . 66.67 %
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4.2 Náhodné veličiny

• Vı́c než výsledek nás často zaj́ımaj́ı jeho č́ıselné interpretace

• Náhodná veličina X = pravidlo, které zobrazuje základńı prostor možných výsledk̊u do množiny
reálńıch č́ısel

• i-tá realizace náh. veličiny X se znač́ı xi

(a) X . . . počet punt́ık̊u na vrchńı straně kostky: x1 = 4, x2 = 1 . . .

(b) Y . . . dokončené vzděláńı; y1 = 1 (ZŠ), y2 = 3 (SŠm) . . .

(c) Y . . . počet starš́ıch sourozenc̊u y1 = 0, y2 = 2 . . .

(d) X . . . porodńı hmotnost v g; x1 = 3470, x2 = 3240 . . .

(e) Y . . . největš́ı š́ı̌rka mozkovny v mm; y1 = 145, y2 = 139 . . .

• Dva typy náhodných veličin:

– Diskrétńı – z podstaty nabývaj́ı převážně celých hodnot (a), (b), (c)

∗ počet sourozenc̊u: 0, 3, 2, . . . ; novorozenec nemůže mı́t 2.4 sourozence

∗ hod kostkou: padne 1, 2, 3, 4, 5, 6; nemůže padnout 3.5

· Pr(X = 4) = . . .

· Pr(X ≤ 4) = . . .

· Pr(X > 4) = Pr(X ≥ 5) = . . .

· Pr(3 < X ≤ 5) = . . .

– Spojité – z podstaty mohou nabývat libovolných i neceloč́ıselných hodnot (d), (e)

∗ porodńı hmotnost:

· základńı prostor rozděĺıme na intervaly: I1: 0–1500; I2: 1500–2500; I3: 2500–3500;
I4: 3500–4500; I5:>4500

· Pr(X ∈ 〈3500 ; 4500〉) = . . .

· Pr(X ≤ 3500) = . . .

· Pr(X > 3500) = . . .

• Pravděpodobnostńı funkce p(x) (X je diskrétńı):

– p(x) = Pr(X = x)

– pstńı fce pro př́ıpad hodu kostkou:
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– nezáporná: Pr(x) ≥ 0; normovaná:
∑∞

i=1 Pr(X = xi) = 1
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• hustota f(x) (X je spojitá)

– Pst realizace X v libovolném intervalu I se dá vyjádřit jako plocha pod křivkou pomoćı
integrálńıho tvaru:

Pr(X ∈ I) =

∫
x∈I

f(x)dx,

kde f(x) je hustota pravděpodobnosti spojité náhodné veličiny

– nezáporná: f(x) ≥ 0; normovaná (plocha pod křivkou hustoty = 1)

– Hustota normálńıho rozděleńı (Gaussova křivka):
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• distribučńı funkce F (x) (X je diskrétńı / spojitá)

– F (x) = Pr(X ≤ x)

– př́ıklad: distribučńı fce hodu kostkou:
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– Komplementarita: Pr(X > x) = 1− Pr(X ≤ x) = 1− F (x)

– plat́ı v diskrétńım př́ıpadě:

∗ Pr(X = x) = p(x)

– plat́ı ve spojitém př́ıpadě:

∗ Pr(X = x) = 0
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Přehled rozděleńı

• máme náhodný výběr a rádi bychom věděli z jakého pocháźı rozděleńı.

– Diskrétńı

∗ Binomické Bin(N, p);

∗ Poissonovo Po(λ)

– Spojité

∗ Normálńı N(µ, σ2)

∗ Dvourozměrné normálńı N2(µ,Σ)

• Nejdř́ıve odhadneme typ rozděleńı, potom parametry rozděleńı

4.3 Diskrétńı náhodné veličiny

4.3.1 Binomické rozděleńı Bin(N, p)

• Bernoulliho (opakované) pokusy X1, . . . , XN :

– Xi = 1 . . . událost nastala; Xi = 0. . . událost nenastala; i = 1, . . . , N .

– Pr(Xi = 1) = p

– Pr(Xi = 0) = 1− p = q

• Binomické rozděleńı:

– X. . . počet událost́ı v posloupnostiN nezávislých Bernoulliho pokus̊u, přičemž pravděpodobnost
nastáńı události v každém pokusu je vyjádřena parametrem p.

–
∑N

i=1Xi = X ∼ Bin(N, p).

– θ = (N, p)

– pravděpodobnostńı funkce:

p(x) =

(
N

x

)
px(1− p)N−x x = 0, 1, . . . , N ;

– vlastnosti: E[X] = Np; Var[X] = Np(1− p)
– dbinom(x, N, p), pbinom(x, N, p), rbinom(M, N, p)

4.3.2 Poissonovo rozděleńı Po(λ)

• X . . . počet událost́ı, které nastanou v jednotkovém časovém intervalu, přičemž k událostem
docháźı náhodně, jednotlivě a vzájemně nezávisle. Středńı počet těchto událost́ı je vyjádřen
parametrem λ > 0.

• X ∼ Po(λ)

• θ = λ

• pravděpodobnostńı funkce:

p(x) =
λx

x!
e−λ x = 0, 1, . . . ;

• vlastnosti: E[X] = λ; Var[X] = λ

• dpois(x, lambda), ppois(x, lambda)
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4.4 Spojité náhodné veličiny

4.4.1 Normálńı rozděleńı N(µ, σ2)

• X1, . . . , Xn . . . nezávislé náhodné veličiny

• Normálńı rozděleńı

– X ∼ N(µ, σ2)

– θ = (µ, σ2)T

– hustota

f(x) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
, x ∈ R.

– vlastnosti E[X] = µ; Var[X] = σ2

– dnorm(x, mu, sigma), pnorm(x, mu, sigma)

• Standardizované normálńı rozděleńı

– X ∼ N(0, 1)

– θ = (0, 1)T

– hustota

f(x) = φ(x) =
1√
2π

exp

{
−x

2

2

}
, x ∈ R.

– vlastnosti E[X] = 0; Var[X] = 1

– dnorm(x), pnorm(x)

• Vlastnosti normálńı rozděleńı

– Věta 1: Necht’X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny z normálńıho rozděleńıN(µ, σ2).

Potom náhodná veličina X̄n = 1
n

∑n
i=1Xi ∼ N

(
µ, σ

2

n

)
.

4.4.2 Aproximace binomického rozděleńı normálńım rozděleńım

• Normálńı rozděleńı je limitńım rozděleńım binomického rozděleńı Bin(N, p), tedy

X ∼ Bin(N, p)→ X ∼ N(µ, σ2),

kde µ = Np a σ2 = Np(1− p).

• Podmı́nky: N →∞, p→ 0.5

• Haldova podmı́nka: Necht’ X ∼ Bin(N, p) a plat́ı, že Np > 5 a N(1− p) > 5. Potom rozděleńı
náhodné proměnné X můžeme aproximovat normálńım rozděleńım X ∼ N(Np,Np(1− p)).
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