4 Diskrétni a spojité nahodné veliciny
4.1 Binomické rozdéleni Bin(V, p)
e Bernoulliho pokusy Xi,..., Xn:
— X; =1 ...udélost nastala; X; = 0...udélost nenastala; i =1,..., N.
- Pr(X;=1)=p
- Pr(Xi=0)=1-p=g¢
e Binomické rozdéleni:

— X...pocet udalosti v posloupnosti N nezavislych Bernoulliho pokusi, pric¢emz pravdépodobnost nastani
udélosti v kazdém pokusu je vyjadiena parametrem p.

- YN Xi = X ~ Bin(N, p).
0 = (N,p)

pravdépodobnostni funkce:

N
p(z)_<x>pz(l_p)Nz ':l::()?l?"'?N;

— vlastnosti: E[X] = Np; Var[X]| = Np(1 — p)
dbinom(x, N, p), pbinom(x, N, p)

Dataset 1: Pocet chlapcti v rodinach s 12 détmi

V réamci studie poméru pohlavi u lidi z roku 1889 bylo na zdkladé zdznamu z nemocnic v Sasku zaznamenéno
rozdéleni po¢tu chlapci v ¢trndcticlennych rodindch. Mezi M = 6115 rodinami s N = 12 détmi byla pozorovéna
pocetnost chlapct. Udaje ze studie jsou uvedeny v nésledujici tabulce.

n Jo 1 2 3 4 5 6 78 9 10 11 12| ¥
Mobserved || 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7 [ 6115

Priklad 4.1. Vypocet parametru p binomického modelu

Vezméte udaje z datasetu 1. Predpoklddejme, ze ndhodna velicina X popisujici pocet chlapcu v rodinach s dvanacti
détmi pochézi z binomického rozdéleni s parametrem N = 12. Vypocitejte odhad pravdépodobnosti vyskytu chlapcu
v rodinach s dvanacti détmi.

Reseni piikladu 4.1
Pravdépodobnost p vyskytu chlapct v rodinach s dvanacti détmi odhadneme pomoci vzorce

_ pocet narozenych chlapci Zﬁ;o NMobserved (1)
~ celkovy pocet narozenych déti NM '

=)

[[1] 0.5192 |1

Interpretace vysledku: Pravdépodobnost vyskytu chlapctu v rodindch s dvandcti détmi je ................oooeel.

Cooveeeerereeeeeereenenne %).



Piiklad 4.2. Pozorované a ocekavané pocetnosti v binomickém modelu

Za predpokladu, ze pocet chlapcu v rodindch s dvandcti détmi pochédzi z binomického rozdéleni s parametry
N = i AP = e odhadnéte ocekdavané pocetnosti chlapcu v rodinach s dvanacti
détmi a porovnejte je s pozorovanymi pocetnostmi.

Reseni piikladu 4.2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
m.obs 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7
m.exp 1 12 72 259 628 1085 1367 1266 854 410 133 26 2
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Obrézek 1: Porovnani pozorovanych a oc¢ekavanych pocetnosti v Poissonové modelu

Piiklad 4.3. Vypocet pravdépodobnosti za predpokladu binomického modelu

Za predpokladu, Ze ndhodnd veli¢ina X popisujici pocet chlapci v rodinach s dvandcti détmi pochdzi z binomického
rozdéleni s parametry N = ......coovvieieeerernnnnnn. A D = e vypocitejte pravdépodobnost, ze v rodiné
s dvanacti détmi bude

a. prave devét chlapen,
b. nejvyse ¢tyii chlapci,
c. alesponi osm chlapcu,
d. ¢tyri, pét, Sest, nebo sedm chlapcu.

Reseni piikladu 4.3

[[11 0.067 |
[[11 o0.1589 |
[[1] 0.2331 |
[[1] 0.7108 |
Interpretace vysledkii: Pravdépodobnost, ze v rodiné bude pravé devét chlapci, je .....ooovvveiviiieeieeennn. %. Prav-
dépodobnost, ze v rodiné budou nejvyse ¢tyii chlapci, je ...cooeeevveeriiiiiinnnnn... %. Pravdépodobnost, ze v rodiné bude
alesporii osm chlapct, je coooeeeeeeeeeeeeneneeeenn.n. %. Pravdépodobnost, ze v rodiné bude ¢tyti, pét, Sest, nebo sedm chlapct,
JE e %.
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Piiklad 4.4. Graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce binomického modelu
Nakreslete graf pravdépodobnostni funkce a graf distribuéni funkce binomického rozdéleni Bin(N,p), kde N = 12
ap=0.5192.

Reseni piikladu 4.4
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Obrazek 2: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce binomického modelu

4.2 Poissonovo rozdéleni Po(\)

e X ...pocet udalosti, které nastanou v jednotkovém c¢asovém intervalu, pficemz k udalostem dochazi ndhodné,
jednotlivé a vzajemné nezavisle. Stiedni pocet téchto udalosti je vyjadien parametrem A\ > 0.

e X ~ Po()\)
e =)\
e pravdépodobnostni funkce:
AZE
p(IE) = Eei)\ T = 0’ 17 )

vlastnosti: E[X] = A; Var[X] = A

dpois(x, lambda), ppois(x, lambda)

Priklad 4.5. Vypocet parametru A Poissonova modelu

Nactete datovy soubor 17-anova-newborns.txt a odstrante z néj neznaméa pozorovani. Zamérte se na znak X =pocet
starsich sourozencu novorozence. Za piedpokladu, ze ndhodna veli¢ina X popisujici pocet starsich sourozencu no-
vorozence pochézi z Poissonova rozdéleni parametrem A odhadnéte stiedni hodnotu poctu starsich sourozenci A.

Reseni piikladu 4.5
Stfedni hodnotu poc¢tu starsich sourozencti odhadneme pomoci vzorce

. > ; N
pocet starsich sourozencu > ;" x;

A

pocet novorozencu N

[[1] 0.9428365 9

Interpetace vysledkii: Stiedni hodnota poctu starSich sourozencu novorozencu v datovém souboru A =.........



Piiklad 4.6. Porovnani pozorovanych a ocekavanych pocetnosti v Poissonové modelu
Za predpokladu, Ze pocet starsich sourozenct novorozencu pochézi z Poissonova rozdéleni s parametrem A =...........
..................... odhadnéte ocekdvané pocetnosti starsich sourozencu a porovnejte je s pozorovanymi pocetnostmi.

Reseni piikladu 4.6
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Obréazek 3: Porovnani pozorovanych a oc¢ekavanych pocetnosti v Poissonové modelu
Piiklad 4.7. Vypocet pravdépodobnosti za predpokladu Poissonova modelu
Vratem se nyni k piikladu 4.5. Za piedpokladu, Ze data pochdzi z Poissonova rozdéleni s parametrem \ =
............................. urcete pravdépodobnost, novorozenec ma
1. dva, tfi nebo ¢tyfi starsi sourozence
2. alespon ¢tyfi starsi sourozence
3. nejvyse dva
4. préave tri
Reseni piikladu 4.7
[[1]1 0.2403672 | 13
[[11 o.o1568161 | 14
[[11 0.9299071 | 15
[[1] 0.367255 |16

Interpretace vysledii: Pravdépodobnost, ze novorozenec bude mit dva, t¥i nebo ¢tyfti starsi sourozence je ...............

.............. %. Pravdépodobnost, ze novorozenec bude mit alespon ¢tyfi starsi sourozence je ......ccccccoveveeennnnee....%.
Pravdépodobnost, ze novorozenec bude mit nejvyse dva starsi sourozence je ...........ccvvveeereeeeees %. Pravdépodobnost,
ze novorozenec bude mit jednoho starstho sourozence je .........cccccoovveuunnnneen. %.



Priiklad 4.8. Graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova modelu
Nakreslete graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova rozdéleni Po(0.9428) v hodnotach = 0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8 ax>09.

Reseni piikladu 4.8
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Obrazek 4: Pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova modelu

4.3 Normalni rozdéleni N(u,o?)
e Xq,..., X, ...nezavislé ndhodné veliciny
e Normalni rozdéleni

- X~ N(,u'702)
0 = (u,0%)"
— hustota

fw) = ﬂ%exp{

)2
(ZJQM) } , z e R.
— vlastnosti E[X] = p; Var[X] = o2

— dnorm(x, mu, sigma), pnorm(x, mu, sigma), rnorm(M, mu, sigma), gnorm(alpha, mu, sigma)
e Standardizované normalni rozdéleni

X ~ N(0,1)
0=(0,1)T

— hustota

vlastnosti E[X] = 0; Var[X] =1

— dnorm(x), pnorm(x), rnorm(M), gnorm(alpha)
e Vlastnosti normalniho rozdéleni

— Véta 1: Necht Xi,..., X, jsou nezavislé ndhodné veliciny z normalntho rozdéleni N(u,o?). Potom
néhodnd veli¢ina X,, = L " X; ~ N <M> %2)



Piiklad 4.9. Vypocet pravdépodobnosti na zikladé norméalniho modelu

Meéjme datovy soubor obsahujiciho idaje o porodni hmmotnosti novorozencu v jedné okresni nemocnici za obdobi
jednoho roku (Aldnovd, 2008). Za piedpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X popisujici porodni hmotnost novorozencu
pochézi z normélniho rozdéleni N(u,0?) odhadnéte parametr sttedni hodnoty p a rozptylu 2. Findlni rozdéleni
porovnejte s naméfenymi tdaji.

Reseni piikladu 4.9
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Interpretace vysledkiu: Ndhodnd velicina X popisujici porodni hmotnost novorozencu pochézi z normélniho

rozdéleni se stfedni hodnotou gt =......ccooveiiiiiiiiiiiiinnnnin, ATOZPEYIeM «.ooeviiiiiiiiiie J 4. X simN (oo

Piiklad 4.10. Vypocéet pravdépodobnosti na zdkladé normalniho modelu

Na zdkladé datového souboru obsahujiciho tidaje o porodni hmmotnosti novorozencu v jedné okresni nemocnici za
obdob{ jednoho roku (Aldnovd, 2008) byla odhadnuta stiedn{ hodnota a smérodatnd odchylka porodni hmotnosti
novorozencu. Stiedni hodnota p = 3078.94 g, smérodatna ochylka s = 697g. Za pfedpokladu, ze data pochéazi z
normélniho rozdéleni vypocitejte, jakd je pravdépodobnost, Ze porodni hmotnost novorozence bude (a) mensi nez
3800 g; (b) v rozmezi 2000-3000 g; (c) vétsi nez 4000¢, (d) rovnd 2100 g.

Reseni piikladu 4.10
[[1] 0.8495533 |

[[11 0.743032 |

[[11 0.09317345 |

111 o |

Interpretace vysledkii: Pravdépodobnost, Ze porodni hmotnost novorozencu bude mensi nez 3800 g, je ................
................................ %. Pravdépodobnost, ze porodni hmotnost novorozencu bude v rozmez{ 2500-4200 mm, je

..................... %. Pravdépodobnost, ze porodni hmotnost novorozenci bude vétsi nez 4000 mm, je .......ccceevvvee.nnn. %.
Pravdépodobnost, ze porodni hmotnost novorozenci bude rovnd 2100g, je ....ccccovourvreeeeeeennnn. %, protoze data
pochézi z normélniho rozdélent, CoZ je .......cceovvviveeiniiieeennnne. typ rozdélent, proto Pr(X = 2100) = .....ccccevvvrvrenrene .

Piiklad 4.11. Vypocéet pravdépodobnosti na zdkladé standardizovaného normalniho modelu

Vratme se nyni k predchozimu piikladu 4.9. Za predpokladu, Ze porodni hmotnost novorozencii pochazi z normal-
niho rozdéleni N (3078.94,697%) vypocitejte pravdépodobnost, Ze porodni hmotnost novorozence bude (a) mensf
nez 3800g; (b) v rozmezi 2000-3000g; (c) vétsi nez 4000g, (d) rovna 2100g. Reseni provedte pies standardizaci
nahodné veli¢iny X.
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Reseni piikladu 4.11
[[1] 0.8495533 |

[[1] 0.743032 |

[[11 0.09317345 |

(11 o |

Interpretace vysledki: Pravdépodobnost, Ze porodni hmotnost novorozencu bude mensi nez 3800 g je ................
............. %. Pravdépodobnost, ze porodni hmotnost novorozencu bude v rozmezi 2500-4200 mm je ......................... %.
Pravdépodobnost, ze porodni hmotnost novorozencu bude vétsi nez 4000 mm je ...c.eevveveeereeernnnnnnnn. %. Pravdépodob-
nost, ze porodni hmotnost novorozencu bude rovnd 2100 g je .......vvvvvevverrenennnnnnns %, protoze data pochdz{ z normdlniho
T0ZAElend, COZ J& wovvvrrrriiiieeeeieiiiiiiiieeeeennn typ rozdéleni, proto Pr(X = 2100) = ...ccceovververvrnneennen. .

Piiklad 4.12. Vypocéet pravdépodobnosti na zdkladé normalniho modelu

Piedpokladejme, ze velky roénik na VS maé vysledky ze statistiky normélné rozdélené kolem st¥edni hodnoty 72
bodu se smérodatnou odchylkou 9 bodu. Najdéte pravdépodobnost, Ze prumér vysledku ndhodného vybéru 10-ti
student bude vétsi nez 80 bodt.

Reseni piikladu 4.12
[[1]1 0.002470053

Interpretace vysledkii: Pravdépodobnost, ze prumér vysledku ndhodného vybéru 10-ti studentt bude vétsi nez
80 bodl j& .uvvevvrreeiiieiiienne %.

Piiklad 4.13. Graf hustoty a distribuc¢ni funkce normalniho modelu
Vratme se k prikladu 4.9. Nakreslete graf hustoty a distribuéni funkce ndhodné veliciny X ~ N(3078.94, 697).

Reseni piikladu 4.13
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4.4 Aproximace binomického modelu normalnim modelem
e Normélni rozdéleni je limitnim rozdélenim binomického rozdéleni Bin(N, p), tedy pro N — oo, p — 0.5:
X ~ Bin(N,p) = X ~ N(u, 0?),
kde 1 = Np a 02 = Np(1 — p).

e Haldova podminka: Necht X ~ Bin(N,p) a plati, ze Np > 5 a N(1 — p) > 5. Potom rozdéleni ndhodné
proménné X muzeme aproximovat normalnim rozdélenim X ~ N(Np, Np(1 — p)).

e Vyse zminény poznatek je také znam jako Moivre-Laplaceova véta.



Piiklad 4.14. Aproximace binomického modelu norméalnim modelem
Predpokladejme, Ze pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru vir na palci pravé ruky u muzu ceské po-
pulace p = 0.533.

1. Jaka je pravdépodobnost, ze ve vybraném vzorku 10 muzu bude vyskyt dermatoglyfického vzoru vir na palci
pravé ruky (a) alesponi u sedmi muzi; (b) nejvyse u péti muzi; (¢) u osmi nebo deviti muz.

2. Jaka je pravdépodobnost, ze ve vybraném vzorku 100 muzu bude vyskyt dermatoglyfického vzoru vir na palci
pravé ruky (a) alespon u 56; (b) nejvyse u 53 muzy; (¢) u 60-85 muzu.

Pozadované pravdépodobnosti vypocitejte exaktné na zdakladé binomického rozdéleni a aproximacné na zakladé
normalniho rozdéleni. Vysledné hodnoty navzajem porovnejte.

Reseni piikladu 4.14

alespon 7 nejvyse 5 8-9
binomicke 0.2313 0.5396 0.0801
normalni 0.1449 0.4172 0.0353

alespon 56 nejvyse 53 60-85
binomicke 0.3304 0.5151 0.1067
normalni 0.2942 0.4760 0.0896

Interpretace vysledku: Pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru vir alespoii u sedmi muzu z deseti

JE et %o (TESD. wevveerieiriiiiieiceiene %). Pravdépodobnost, vyskytu vzoru vir nejvyse u péti muzu z
deseti je ..ooovriiiiiiiiiiiee, 90 (TESP. wevveevvieeieeeeiieeeeeee %). Pravdépodobnost, vyskytu vzoru vér u osmi nebo deviti
muzi z deseti je ......cccooviiiiiiiiniieis % (TESP. wvvevvienieiiieieee, %). Protoze Haldova podminka dobré aproximace
........................ splnéna, ........................ bychom aproximaci binomického rozdéleni normalnim rozdélenim pouzit.

Pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru vir alesponi u 56 muzi ze sta je ........cccvveeeeeeeeennnnnns % (resp
............................ %). Pravdépodobnost vyskytu vzoru vir nejvyse u 53 muzi ze sta je ......ccceeveneenne. % (resp.
............................. %). Pravdépodobnost vyskytu vzoru vir u 60-85 muzu ze sta je ......ccccoereene.% (resp.
............................. %). Protoze Haldova podminka dobré aproximace .............ccceeeveeenee. SPINENA, evveviiiiiiiieiiieenee.

aproximaci binomického rozdéleni normalnim rozdélenim pouzit.

Priklad 4.15. Aproximace binomického modelu normalnim modelem

Predpokladejme, Ze pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru vir na palci pravé ruky u muzu ceské po-
pulace p = 0.533. Pro N = 10 a N = 100 vykreslete graf pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni a
aproximujte jej kfivkou funkce hustoty normalntho rozdéleni. Hodnoty obou funkci porovnejte.

Reseni piikladu 4.15
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Obrazek 5: Aproximace binomického modelu norméalnim modelem
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