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V roviné R? jsme pracovali s maticemi linearnich zobrazeni a
determinant matice A

det A = 'a b

d’ = ad — bc

prozrazoval, jestli umime najit inverzi k A.

Determinant byl uzitecny i jinak: obsah rovnobéznika by mél byt
linearné zavisly na kazdém ze dvou vektoril definujicich rovnobé&znik
a je uzitecné zaroven pozadovat zménu znaménka pfi zméné poradi
téchto vektorii. Protoze tyto vlastnosti mél, az na pevny skalarni
nasobek, jediné determinant, odvodili jsme, Ze je obsah dan pravé
takto.

Nyni uvidime, ze podobné Ize se skalarnimi funkcemi z matic do
skalarti postupovat v kazdé koneéné dimenzi.
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Budeme pracovat s libovolnymi skalary K a maticemi nad témito
skalary (napi. Z, Q, R, C, Zy).

Pripomenme, Ze bijektivni zobrazeni mnoziny X na sebe se nazyva
permutace mnoziny X. Je-li X ={1,2,..., n}, Ize permutace
zapsat pomoci vysledného pofadi ve formé tabulky:

1 2 ... n
o(1) o(2) ... a(n))’
Prvek x € X se nazyva samodruznym bodem permutace o, je-li
o(x) = x.
Permutace o takova, Ze existuji pravé dva riizné prvky x,y € X's

o(x) =y a o(z) = z pro viechna ostatni z € X se nazyva
transpozice, znacime ji (x, y).
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V dimenzi dva byl vzorec pro determinant jednoduchy — vezmeme
viechny mozné souciny dvou prvki, po jednom z kazdého sloupce a
fadku matice, opatfime je znaménkem tak, aby pfi prehozeni dvou
sloupct doslo ke zméné celkového znaménka, a vyrazy viechny

seCteme:
A= (a b), det A = ad — bc.
c d

Obecné, necht A = (aj;) je ctvercova matice dimenze n nad K.
Determinant matice A je skalar det A = |A| definovany vztahem

Al =" s8n(0)a10(1) - 220(2) *** Ano(n)

UGZn

kde ¥, je mnozina vsech moznych permutaci na {1,...,n} a
znaménko sgn pro kazdou permutaci jesté musime popsat.
Kazdy z vyrazli sgn(o)aiq(1) * @20(2) * * * ano(n) Nazyvame clen
determinantu |A|.
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Jednoduché priklady uz umime: je-li n = 1, pak |a11| = a1 € K, a
pron=2je

a1l a1z
a1 axn

= +ai1a22 — aipari.

Podobné pro n = 3 se da uhodnout (chceme linearitu v kazdém
sloupci a antisymetrii)

a11 412 4ai3
a1 a2 ag3| =+ a11422a33 — a13a22a31 1+ 313d21432
d31 432 433

— 311323332 + 312323331 — 312321333

Tomuto vzorci se fika Sarrusovo pravidlo.
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Jak tedy najit spravna znaménka? Rikame, ze dvojice prvki

a,be X ={1,...,n} tvofi inverzi v permutaci o, je-lia< b a
o(a) > o(b). Permutace o se nazyva suda (resp. licha),
obsahuje-li sudy (resp. lichy) pocet inverzi.

Parita permutace o je (—1)Poet inverzi 3 znacime ji pravé sgn(o).
Tolik definice, chceme ale védét, jak s paritou poditat. Z
nasledujiciho tvrzeni uz je jasné vidét, ze Saarusovo pravidlo
skutecné pocita determinant v dimenzi 3.

Na mnoziné X = {1,2,...,n} je pravé n! ridznych permutaci. Tyto
Ize seradit do posloupnosti tak, Ze kazdé dvé po sobé jdouci se lisi
pravé jednou transpozici. Lze pri tom zacit libovolnou permutaci a
kazda transpozice méni paritu.
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Zjistili jsme, ze provedeni libovolné transpozice zméni paritu

permutace a ze kazdé poradi Cisel {1,2,..., n} |ze ziskat
postupnymi transpozicemi sousednich prvki. Diisledkem tohoto
popisu je, ze na kazdé mnoziné X = {1,...,n}, n > 1, je pravé %n!

sudych a %n! lichych permutaci.

Jestlize slozime dvé permutace za sebou, znamena to provést
napfed viechny transpozice tvofici prvni a pak druhou. Proto pro
libovolné permutace 0,1 : X — X plati

sgn(o o) = sgn() - sgn(n), sgn(o ") = sgn(o).

Pro kazdou matici A = (aj;) typu m/n na skalary z K definujeme
matici transponovanou k A. Jde o matici AT = (aj;) s prvky
aj; = aji typu n/m.

Ctvercova matice A s vlastnosti A = AT se nazyva symetricka.
Jestlize plati A= —AT, pak se A nazyva antisymetricka.
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Theorem

Pro kazdou ctvercovou matici A plati
0 |AT|=A
@ Je-li jeden radek v A tvoren nulovymi prvky z K, pak |A| =0,

7

© Jestlize matice B vznikla z A vyménou dvou radki, pak
Al =—[B

Q Jestlize matice B vznikla z A vynasobenim radku skalarem
a €K, pak |B| = alA|,

@ Jsou-li prvky k-tého radku v A tvaru ayj = cj + by a vsechny
ostatni radky v maticich A, B = (bj;), C = (cj;) jsou stejné,
pak |A| = |B| +[C],

@ Determinant |A| se nezméni, pricteme-li k libovolnému radku
A linearni kombinaci ostatnich radkd.

’
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Diisledkem prvniho tvrzeni pfedchozi véty o rovnosti determinanti
matice a matice transponované je, Ze kdykoliv se ndAm podafi
dokazat néjaké tvrzeni o determinantech formulované s vyuzitim
radkd prislusné matice, pak analogické tvrzeni plati i pro sloupce.
Napf. tedy miizeme okamzité vechna tvrzeni (2)—(6) této véty
preformulovat i pro priéitani linearnich kombinaci ostatnich sloupcii
k vybranému.

Vlastnosti (3)—(5) fikaji, ze determinant jako zobrazeni, které n
vektoriim dimenze n (fadkdm nebo sloupctim matice) priradi skalar
je antisymetrické zobrazeni linearni v kazdém svém argumentu,
pfesné jak jsme podle analogie z dimenze 2 pozadovali.
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Pro matici v fadkovém nebo sloupcovém schodovitém tvaru je
jedinym nenulovym €Elenem determinantu ten, ktery odpovida
identické permutaci. Vidime tedy, Ze determinant takové matice je
|A| = a11 - @22+ - - - ann. Predchozi véta tedy poskytuje velice

efektivni metodu vypoctu determinanti pomoci Gaussovy
eliminaéni metody.
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Theorem (Cauchyova véta)

Necht A = (aj;), B = (bjj) jsou ctvercové matice dimenze n nad
okruhem skalari K. Pak |A- B| = |A| - |B].

Casem uvidime, ze skuteéné stejné jako v dimenzi dva je
determinant matice roven orientovanému objemu rovnobéznosténu
uréeného jejimi sloupci. Uvidime Casem také, ze kdyz uvazime
zobrazeni x — A - x zadané Ctvercovou matici A na R”, pak
miizeme determinant této matice vidét jako vyjadreni poméru mezi
objemem rovnobéznosténti danych vektory xi,...x, a jejich obrazy
A-xq1,...,A- x,. Protoze skladani zobrazeni

x+— A-x— B-(A-x) odpovida nasobeni matic, je Cauchyova
veta snad docela pochopitelna.

My tuto vétu odvodime ryze algebraicky jako docela jednoduchy
disledek tzv. Laplaceovy véty o rozvoji. Ta bude vyzadovat néco
malo pfipravy.
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Definition (Minory a algebraické dopliky matice)

Necht A = (ajj) je matice typu m/nal<ip <...<ix <m,
1<ji <...<Jj;<njsou pevné zvolena prirozena Cisla. Pak matici

diyji iy -+ iy
M= : :
Aji Qigja - iy
typu k/¢ nazyvame submatici matice A uréenou radky i, ..., ik a

sloupci ji, .. ., js.

Zbyvajicimi (m — k) fadky a (n — /) sloupci je uréena matice M*
typu (m — k)/(n —{), ktera se nazyva doplhkova submatice k M
v A. Pfi k =/ je definovan |M|, ktery nazyvame subdeterminant
nebo minor fadu k matice A.
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Definition (Minory a algebraické dopliky matice - pokracovani)

Je-li m = n, pak pfi k ={ je i M* Ctvercova a |[M*| se nazyva
doplnék minoru |M|, nebo doplitkovy minor k submatici M v matici

A. Skalar
(_1)i1+"'+ik+j1+"'+j/ X ’M*|

se nazyva algebraicky doplnek k minoru |M|. Submatice tvorené
prvnimi k fadky a sloupci se nazyvaji hlavni submatice, jejich
determinanty hlavni minory matice A.

P¥i specialni volbé k = ¢ =1, m = n hovorime o algebraickém
doplnku Aj;; prvku a;; matice A.
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Necht A je ctvercova matice dimenze n a |M)| je jeji minor radu
k < n. Pak soucin libovolného ¢lenu |M| s libovolnym ¢élenem jeho
algebraického doplnku je ¢lenem |A].

Toto tvrzeni uz podbizi pfedstavu, ze by se pomoci takovych
soucinti mensich determinantii skuteéné mohl determinant matic
vyjadfovat. Vime, ze |A| obsahuje pravé n! riiznych €lenti, pravé
jeden pro kazdou permutaci. Tyto €Eleny jsou navzajem riizné
jakozto polynomy v prvcich (neznamé obecné) matice A, pfitom lze
pro kazdy z €lenii zvolit matici A takovou, Ze pouze tento Elen bude
nenulovy.

Uvazované souciny |M| - |M*| obsahuji pravé n! riiznych ¢lenti z |A|
a proto takto musi byt vyjadfen pravé det A.
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Tim jsme naznacili ditkaz véty:

Theorem (Laplaceova véta)

Necht A = (aj;) je ctvercova matice dimenze n nad libovolnym
okruhem skalarii a necht je pevné zvoleno k jejich radkd. Pak |A| je
soucet vsech (}) soucinii (—1)2F ittt |M|.|M*| minord
radu k vybranych ze zvolenych radkii, s jejich algebraickymi
doplriky.
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Laplaceiiv rozvoj determinantu

Laplaceova véta prevadi vypocet |A| na vypocet determinanti
nizSiho stupné. Této metodé vypoctu se fika Laplaceiiv rozvoj
podle zvolenych fadki €i sloupcti. Napf. rozvoj podle i-tého fadku
nebo i-tého sloupce:

n n
Al =" aA; =) aiAi
j=1 j=1

kde Aj; oznacuje algebraicky doplnék k prvku (minoru stupné 1) aj;.
PF¥i praktickém pocitani determinantd byva vyhodné kombinovat
Laplaceiiv rozvoj s pfimou metodou pricitani linearnich kombinaci
radkd ¢i sloupcd.
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Diikaz Cauchyovy véty |A- B| = |A| - |B]

Uvazme matici H dimenze 2n (pouzivame tzv. blokovou symboliku,
tj. piSeme matici jakoby slozenou z matic)

- (40

Laplaceovym rozvojem podle prvnich n fadka obdrzime

[H| = |Al-|B].
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Diikaz Cauchyovy véty |A- B| = |A| - |B]

Nyni budeme k poslednim n sloupctim H postupné pricitat linearni
kombinace prvnich n sloupcii tak, abychom obdrzeli matici s nulami
v pravém dolnim rohu. Dostaneme

A A-B
k=% A°)

Dostavame tedy

Hl = |K| = (-1)™ 1A Bl = (-1)>" ("D . |A- B| = |A- B|.
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Predpokladejme nejprve, ze existuje matice inverzni k matici A, tj.
A-A~! = E. Protoze pro jednotkovou matici plati vzdy |E| = 1, je
pro kazdou invertibilni matici vzdy |A| invertibilni skalar a plati
A1 =AY

Pro libovolnou ¢tvercovou matici A = (aj;) dimenze n definujeme
matici A* = (a};), kde aj; = Aj; jsou algebraické dopliky k prvkiim
aji v A. Nazyvame ji algebraicky adjungovana matice k matici A.

Theorem

Pro kazdou c¢tvercovou matici A nad okruhem skalarii K plati
AA* = A*A=|A|-E

Zejména tedy
@ Al existuje jako matice nad okruhem skalari K pravé, kdyz
|A|7Y existuje v K.
@ Pokud existuje A~1, pak plati A=1 = |A|~1 . A*.
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