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Linearni zobrazeni a soufadnice
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Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymz polem skalari K.
Zobrazeni f : V — W se nazyva linearni zobrazeni
(homomorfismus) jestlize plati:

Q f(utv)="~F(u)+1~f(v), Yu,veV

Q f(a-u)=a-f(u), VaeK, Yue V.
Samoziejmé, ze jsme takova zobrazeni jiz vidéli ve formé nasobeni

matic:
K'ax— A -xe K"

s matici typu m/n nad K.
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Obraz Imf := (V) C W je zjevné vektorovy podprostor. Stejné
tak je vektorovym podprostorem mnozina viech vektor

Ker f := f~1({0}) C V. Nazyva se jadro linearniho zobrazeni f.
Linearni zobrazeni, které je bijekci nazyvame izomorfismus.

Theorem

Necht f : V. — W je linearni zobrazeni. Pro vsechny

uyuy,...,ux €V, a,...,a € K plati:
Q f(0)=0
Q@ f(—u)=—f(v)

e f(al.u1+...+ak.uk):al.f(u1)+...+ak.f(uk)
© pro kazdy vektorovy podprostor Vi C V je jeho obraz f( V1)
vektorovy podprostor ve W.

© Pro kazdy podprostor Wy C W je mnozina
f~Y(Wy) = {v e V; f(v) € Wi} vektorovy podprostor ve V.
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Jednoduché dasledky

@ Slozeni go f : V — Z dvou linearnich zobrazeni f : V — W a
g : W — Z je opét linearni zobrazeni.

@ Linearni zobrazeni f : V — W je izomorfismus pravé kdyz
Imf =W aKerf = {0} C V. Inverzni zobrazeni k

izomorfismu je opét izomorfismus.
© Pro podprostory Vi, V5, a linearni zobrazeni £ : V — W plati
f(\/l + V2) = f(Vl) + f(\/g), f(\/l N V2) C f(\/l) N f(V2)
@ Zobrazeni "pfifazeni soufadnic” u : V — K" dané libovolné
zvolenou bazi u = (uy, ..., u,) vektorového prostoru V je
izomorfismus.

© Dva konecnérozmérné vektorové prostory jsou izomorfni pravé
kdyz maji stejnou dimenzi.

O Slozeni dvou izomorfismii je izomorfismus.
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Uvazujme libovolné vektorové prostory V, W nad K s dim V = n,
dim W = m a méjme linearni zobrazeni f : V — W. Pro kazdou
volbu bazi u = (u1,...,up) na V, v=(v1,...,vy) na W, mame k
dispozici pFislusna prifazeni soufadnic:

% f - w
-
KD o 2 R

Pritom je kazdé linearni zobrazeni jednoznaéné ureno svymi
hodnotami na libovolné mnoziné generatordl, zejména tedy na bazi
u. Odtud pfimo vidime, Ze f,, je dano jako nasobeni matici, do
jejichz sloupcil jsou vepsany soufadnice hodnot zobrazeni f(u;) v
bazi v.
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Jestlize za V i W zvolime tentyz prostor, ale s riiznymi bazemi, a
za f identické zobrazeni, vyjadfuje nas postup vektory baze u v
soufadnicich vzhledem k v. Oznaé¢me vyslednou matici T. Kdyz pak
zadame vektor u

Uu=xiuy + - -+ XpUn

v soufadnicich vzhledem k u a dosadime za u;, obdrzime souradné
vyjadieni X téhoz vektoru v bazi v. Staéi k tomu preskladat poradi
sCitancil a vyjadrit skalary u jednotlivych vektort baze. Podle vyse
uvedeného postupu musi vyjit X = T - x. Tuto matici nazyvame
matice pfechodu od baze u k bazi v. Matice T zadavajici
transformaci soufadnic z baze u do baze v je tedy matici
identického zobrazeni idy : V — V:
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Matici T prechodu (od baze u k bazi v) ziskame tak, Ze souradnice
vektorii baze u v bazi v napiseme do sloupcti matice T.

Funkce matice pfechodu je takova, Ze zname-li souradnice x
vektoru v bazi u, pak jeho soufadnice v bazi v se obdrzi
vynasobenim sloupce x matici pfechodu (zleva). Protoze inverzni
zobrazeni k identickému je opét totéz identické zobrazeni, je matice
pfechodu vzdy invertibilni a jeji inverze je pravé matice prechodu
opacnym smérem, tj. od baze v k bazi u.
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Nyni snadno vidime, jak se skladaji soufadna vyjadreni linearnich
zobrazeni. Uvazme jesté dalsi vektorovy prostor Z nad K dimenze k
s bazi w, linearni zobrazeni g : W — Z a oznaéme pfislusnou matici
8v.w- Pro matice téchto zobrazeni dostavame ¢imz jsme odvodili:

Bvw o fuy(x) =B - (A-x)=(B-A) x=(gof)uw(x)

pro vsechny x € K”". Vsimnéte si, ze isomorfismy odpovidaji pravé
invertibilnim maticim.
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Stejny postup nam dava odpovéd na otazku, jak se zméni matice
zobrazeni, zménime-li baze na defini¢nim oboru i oboru hodnot:

v vy oy
u i: Ui: . zlv ) zlw
Kn T >Kn == >Km S ! >Km

kde T je matice prechodu od v’ k u a S je matice prechodu od v/
k v. Je-li tedy A piivodni matice zobrazeni, bude nova dana jako
A = STIAT.

Ve specialnim pfipadé linearniho zobrazeni f : V — V vyjadfujeme
zpravidla f pomoci jedné baze u prostoru V/, to je prechod k nové
bazi v’ bude znamenat zménu na A’ = T~ LAT.



Velikost vektorti
V geometrii roviny jsem jiz pracovali nejen s bazemi a linearnimi

zobrazenimi, ale také s velikosti vektord a jejich thly. Pro zavedeni
téchto pojmi jsme pouzili souradného vyjadreni pro velikost

v=(x,y):

Vil = v/x2+y2,
zatimco thel ¢ dvou vektordi v = (x,y) a v/ = (X', y’) byl dan
xx' + yy'
(v lf[v]
Povsimnéme si, Ze vyraz v Citateli posledniho vyrazu je linearni v
kazdém ze svych argumentd, znacime jej (v, v’) a fikame mu
skalarni souéin vektori v a v’. Skalarni soucin je také symetricky ve
svych argumentech a plati

cosp =

IV = (v, v).

Zejména plati, ze ||v|| = 0 pravé, kdyz v = 0. Z nasich avah je také
vidét, ze v Euklidovské roviné jsou dva vektory kolmé pravé, kdyz je
jejich skalarni soucin nulovy. Zobecnime si tento postup pro
libovolné (zatim koneéné) dimenze.
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Linedrni a multilinearni formy

Specialnim pfipadem linearnich zobrazeni jsou tzv. linearni formy.
Jde o linearni zobrazeni z vektorového prostoru V nad polem
skalarti K do skalari K. Jsou-li dany soufadnice na V/, je pfifazeni
jednotlive i-té soufadnice vektoriim pravé takovou linearni formou.
Pfi pevné zvolené bazi {1} na K jsou s kazdou volbou baze na V
linearni formy ztotoznény s maticemi typu 1/n, tj. s fadky. Vycisleni
takové formy na vektoru je pak dano vynasobenim pfislusného
fadkového vektoru se sloupcem soufadnic.



Velikost vektort
00®000

Mnozina vsech linearnich forem na daném prostoru V je opét
vektorovy prostor, znacime jej V*. Pokud je V kone€nérozmérny, je
V* izomorfni prostoru V. Realizace takového izomorfismu je dana
napf. volbou tzv. dualni baze k zvolené bazi na V, jejimiz prvky «;
jsou pravé formy zadavajici i-tou souradnici.

Podobné budeme pracovat i se zobrazenimi ze soucinu k kopii
vektorového prostoru V' do skalarti linearnich v kazdém argumentu.
Hovofime o k-linearnich formach. Budeme se setkavat (a jiz jsme
je vidéli v dimenzi 2) zejména s n-linearnimi antisymetrickymi
formami (formy objemu) a symetrickymi bilinearnimi formami.
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Definition

Skalarni soucin na vektorovém prostoru V' nad realnymi Cisly je
bilinearni symetricka forma (, ) : V x V — R takova, ze
(v,v) >0 a je roven nule pouze pfi v = 0.

Pro skalarni soucin se €asto pouziva také obvyklé tecky, tj.
(u,v) = u-v. Z kontextu je pak tfeba poznat, zda jde o soucin
dvou vektord (tedy vysledkem je skalar) nebo néco jiného.



Velikost vektort
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Definition
Vektory v a w € V se nazyvaji ortogonalni, jestlize (v, w) = 0.
Vektor v se nazyva normovany, jestlize ||v|| = 1. Baze prostoru V

slozena z ortogonalnich vektord se nazyva ortogonalni baze.
Jsou-li bazové vektory navic i normované, je to ortonormalni baze.

Uhel ¢ dvou vektorti v a w je dan vztahem

(v, w)

COS = ————0.
v llwl]
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Skaléarni soucin je v kazdé ortonormalni bazi dan vyrazem

(x,y)=y" x.

V obecné bazi V existuje symetrickd matice S takova, zZe

(x,y)=y"-S x.




Ortogonalizace
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Linearni zobrazeni f : V — V se nazyva projekce, jestlize plati
fof=*fF.
V takovém pfipadé je pro kazdy vektor v € V
v="Ff(v)+(v—"~f(v)) €Im(f)+ Ker(f) =V

aje-livelm(f)af(v) =0, pak jei v=0. Je tedy prechozi
soucet podprostorii pfimy. Rikame, ze f je projekce na podprostor
W = Im(f) podél podprostoru U = Ker(f). Slovy se da projekce
popsat pfirozené takto: rozlozime dany vektor na komponentu ve
W a v U a tu druhou zapomeneme.



Ortogonalizace
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Predpokladejme nyni, ze na V je definovan skalarni soucin. Pro
kazdy pevné zvoleny podprostor W C V definujeme jeho
ortogonalni doplnek

WL = {ue V; (u,v) =0 pro véechny v € W}.

P¥imo z definice je zjevné, ze W' je vektorovy podprostor. Jestlize
W C V ma bazi (u1, ..., ux) je podminka pro W+ dana jako k
homogennich rovnic pro n proménnych. Bude tedy mit W dimenzi
alespoit n — k. Zaroven ale u € W N W+ znamena (u,u) =0 a
tedy i u = 0 podle definice skalarniho soucinu. Zfejmé je tedy vzdy

V=WaeoWwH.

Kazdy podprostor W # V definuje kolmou projekci na W. Je to
projekce na W podél W
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Existence ortonormalni baze

Pfimocaré pocetni vyuziti kolmych projekci vede k tzv.
Grammovu—Schmidtovu ortogonalizacnimu procesu. Cilem
procedury je z dané posloupnosti nenulovych generatorii vi, ..., vk
konecnérozmérného prostoru V' vytvorit ortogonalni mnozinu
nenulovych generatorii pro V.
Zacneme prvnim (nenulovym) vektorem v; a spocteme kolmou
projekci v» do

(i)™ C ({v, va})-

Vysledek bude nenulovy pravé, kdyz je v» nezavislé na v;. Ve viech
dalsich krocich budeme postupovat obdobné.

V ¢-tém kroku tedy chceme, aby pro vy 1 = upr1+aivi+---+arve
platilo (vp11,v;) =0, pro véechny i =1,...,¢. Odtud plyne

0= (up1+avi+ -+ apve, vi) = (ups1, vi) + ai(vi, vj)

a je vidét, ze vektory s pozadovanymi vlastnostmi jsou urceny
jednoznacné az na nasobek.
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Dokazali jsme tedy nasledujici tvrzeni:

Theorem
Necht (u1, . .., ux) je linedrné nezavisla k-tice vektorii prostoru V
se skalarnim soucinem. Pak existuje ortogonalni systém vektori
(va,...,vk) takovy, ze vi € (u1,...,u;), i =1,... k. Ziskdme je
nasledujici procedurou:

o Z nezavislosti vektorti u; plyne u; # 0. Polozime vi = u.

e Mame-lIi jiz vektory v, ..., vy potfebnych vlastnosti klademe

(Upgt1, vi)

Vel = Uppl +a1vi + -+ agve,  aj = — [vi2
1
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Kdykoliv mame ortogonalni bazi vektorového prostoru V, staci
vektory vynormovat a ziskame bazi ortonormalni. Dokazali jsme
proto také:

Na kazdém vektorovém prostoru se skalarnim soucinem existuje
ortonormalni baze.

V ortonormalni bazi se obzvlast snadno spoctou soufadnice a kolmé
projekce. Skute¢né, méjme ortonormalni bazi (e, ..., e,) prostoru
V. Pak kazdy vektor v = xje1 + - - - + xpe, spliuje

(ej,v) = (ei,x1€61 + -+ Xp€p) = X;
a plati tedy vzdy

v={e,v)er+ -+ (en, V)en.
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Pokud mame zadan podprostor W C V a jeho ortonormalni bazi
(e1,...,ek), jde ji jisté doplnit na ortonormalni bazi (e,...,e,)
celého V. Kolma projekce obecného vektoru v € V do W pak bude
dana vztahem

v (eg,v)er + -+ (en, v)ex.

Pro kolmou projekci ndm tedy staci znat jen ortonormani bazi
podprostoru W, na nejz promitame.

Povsimnéme si také, ze obecné jsou projekce f na podprostor W
podél U a projekce g na U podél W svazany vztahem g = idy —f.
Je tedy u kolmych projekci na dany podprostor W vzdy vyhodnéjsi
pocitat ortonormalni bazi toho z dvojice W, W, ktery ma mensi
dimenzi.
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Budeme zkoumat riizné typy linearnich zobrazeni. Tak se dostaneme
k poradné&jsimu pochopeni nastrojii, které nam vektorové prostory
pro linearni modelovani procesil a systémii nabizeji.

Ve standardni bazi R? uvazujme nasledujici matice zobrazeni
f:R? - R%

R R )

Matice A zadava kolmou projekci podél podprostoru

W C {(0,a); a€R}cCR?

na podprostor
V c {(a,0); ac R} C R

Evidentné pro toto zobrazeni f : R? — R? plati f o f = f a tedy
flimf je identické zobrazeni. Jadrem f je pravé podprostor W.
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Matice B ma vlastnost B? = 0, plati tedy totéz o prislusném
zobrazeni f. Miizeme si jej pfedstavit jako matici derivovani
polynom@ Rj[x] stupné nejvyse jedna v bazi (1, x).

Matice C zadava zobrazeni f, které prvni vektor baze zvétsi a—krat,
druhy b-krat. Tady se nam tedy cela rovina rozpada na dva
podprostory, které jsou zobrazenim f zachovany a ve kterych jde o
pouhou homotetii, tj. roztazeni skalarnim nasobkem. Napf. volba
a=1, b= —1 odpovida komplexni konjugaci x + iy — x — iy na
dvourozmérném realném prostoru R? ~ C v bazi (1, ). Toto je
linearni zobrazeni realného vektorového prostoru, nikoliv viak
jednorozmérného komplexniho prostoru C. V geometrii roviny jde o
zrcadleni podle osy x.



Matice D je matici rotace o pravy thel ve standardni bazi. Jako pro
kazdeé linearni zobrazeni, které je bijekci, umime najit baze na
defini¢nim oboru a oboru hodnot, ve kterych bude jeho matici
jednotkova matice E (prosté vezmeme jakoukoliv bazi na definiénim
oboru a jeji obraz na oboru hodnot). Neumime ale v tomto pfipadé
totéz s jednou bazi na za€atku i konci. Zkusme v3ak uvazovat
matici C jako matici zobrazeni g : C2 — C2. Pak umime najit
vektory u = (i,1), v = (1,), pro které bude platit

0 -1 i . 0 -1 1 .
- 3 ()-wen-( 3)-()
To ale znamena, Ze v bazi (u, v) na C2 ma g matici

i 0
()

a povsimnéme si, ze tato komplexni analogie k pfipadu matice C
mé na diagonale prvky +a, a = cos(37) + isin(3m).
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Jinymi slovy, argument v goniometrickém tvaru tohoto komplexniho
¢isla udava dhel otoceni. Navic, miizeme si oznacit realnou a
imaginarni ¢ast vektoru u takto

. . 0 . (1
u:xu+/yu:Reu+/|mu:<1>+/‘<0>

a zazeni komplexniho zobrazeni g na realny vektorovy podprostor
generovany vektory x, a iy, (tj. nasobeni komplexni jednotkou /i) je
pravé otoceni o (hel %77.
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Klicem k popisu zobrazeni v predchozich pfikladech byly odpovédi
na otazku ,jaké jsou vektory spliujici rovnici f(u) = a- u?" pro
n&jaké skalary a.

Zvolme tedy pevné linearni zobrazni f : V — V na vektorovém
prostoru dimenze n nad skalary K. Jestlize si pfedstavime takovou
rovnost zapsanou v soufadnicich, tj. s vyuzitim matice zobrazeni A
v néjakych bazich, jde o vyraz

A-x—a-x=(A—a-E)-x=0.

Z predchoziho vime, Ze takova soustava rovnic ma jediné feSeni
x = 0, pokud je matice A — aE invertibilni. My tedy chceme najit
takové hodnoty a € K, pro které naopak A — aE invertibilni neni.
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Nutnou a dostate€nou podminkou pro existenci a € K s vlastnosti
A-x=a-xje
det(A—a-E)=0.

Jestlize povazujeme A = a za proménnou v predchozi skalarni
rovnici, hleddame ve skutecnosti kofeny polynomu stupné n. Jak
jsme vidéli v pripadé matice D vyse, kofeny mohou, ale nemusi
existovat podle volby pole skalari K.
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Definition

Skalary vyhovujici rovnici f(u) = a- u pro nenulovy vektor u € V
nazyvame vlastni Cisla zobrazeni f, prislusné vektory u pak
vlastni vektory zobrazeni f.

Z definice vlastnich Cisel je zfejmé, Ze jejich vypocet nemiize zaviset
na volbé baze a tedy matice zobrazeni f. Skute€né, jako pfimy
disledek trasformacnich vlastnosti a Cauchyovy véty pro vypocet
determinantu soucinu dostavame jinou volbou soufadnic matici

A" = P~LAP s invertibilni matici P a

[PTIAP — AE| = |PTHA = AE)P| = |PT)[|(A = AE)||PI,

protoze nasobeni skalarii je komutativni a |P~1| = |P|~1.
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Obdobnou terminologii pouzivame i pro matice.

Definition

Pro matici A dimenze n nad K nazyvame polynom

|A — AE| € K,[\] charakteristicky polynom matice A. Koreny
tohoto polynomu jsou vlastni hodnoty matice A. Je-li A matice
zobrazeni f : V — V v jisté bazi, pak |A — AE| nazyvame také
charakteristicky polynom zobrazeni f.

Protoze je charakteristicky polynom zobrazeni f : V — V nezavisly
na volbé baze V, dim V = n, jsou i jeho koeficienty u jednotlivych
mocnin proménné \ skalary vyjadfujici vlastnosti zobrazeni f, tj.
nemohou zaviset na nasi volbé baze. Zejména je snadné vyjadrit
koeficienty u nejvyssich a nejnizsich mocnin:

JA=X-E| = (=1)"A"+(=1)" a1+ -+ am) A"+ +|A]- A0

Soucet diagonalnich ¢lend matice se nazyva stopa matice,
znaéime ji TrA, stopa zobrazeni je definovana jako stopa jeho
matice v libovolné bazi.
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Vlastni vektory linedrniho zobrazeni f : V — V prislusné riznym
vlastnim hodnotam jsou linearné nezavislé.

Corollary

Jestlize existuje n navzdjem riiznych kofenii a; charakteristického
polynomu zobrazeni f : V. — V, dim V = n, pak existuje rozklad V
na pfimy soucet vlastnich podprostorii dimenze 1. To znamena, Ze
existuje baze V slozena vyhradné z vlastnich vektori a v této bazi
ma f diagonalni matici. Prislusnou bazi (vyjadrenou v souradnicich
vzhledem k libovolné zvolené bazi V') obdrzime resenim n systémi
homogennich linearnich rovnic o n neznamych s maticemi

(A—a;- E), kde A je matice f ve zvolené bazi.
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Definition

Spektrum linearniho zobrazeni f : V — V je posloupnost kofeni
charakteristického polynomu zobrazeni f, v€etné nasobnosti.
Algebraickou nasobnosti vlastni hodnoty rozumime jeji nasobnost
jako korenu charakteristického polynomu, geometrickd nasobnost
vlastni hodnoty je dimenze prislusného podprostoru vlastnich
vektord.




Ortogonalni zobrazeni
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Invariantni podprostory

Necht f : V — V je linearni a predpokladejme, ze pro néjaky
podprostor W C V plati f(W) C W. Rikame, ze W je invariantni
podprostor pro zobrazeni f. Jestlize je V kone¢nérozmérné a
vybereme né&jakou bazi (us,. .., ux) podprostoru W, miizeme ji
vzdy doplnit na bazi (ui, ..., u,) celého V a v kazdé takové bazi
ma nase zobrazeni matici A tvaru

(5 ) o

kde B je ¢tvercova matice dimenze k, D je Etvercova matice
dimenze n — k a C je matice typu n/(n — k). Naopak, jestlize
existuje v néjaké bazi matice zobrazeni f tvaru (1), je

W = (u, ..., ux) invariantni podprostor zobrazeni f.
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Extrémni pFipady jsme vidéli pfi hledani baze z vlastnich vektord. V
pfipadé existence n riznych vlastnich Cisel zobrazeni f jsme dostali
rozklad V' na pfimy soucet n vlastnich podprostorti a v bazich z
vlastnich vektord ma nase zobrazeni diagonalni tvar s vlastnimi Cisly
na diagonale.

Zaroven jsme vidéli dva rizné pfiklady divodi, pro¢ zobrazeni
diagonalni matici mit nemusi. Prvni souvisel s nilpotentnimi
zobrazenimi, druhy s rotacemi v dvourozmérnych podprostorech.
Nejslozitéjsi a uplné obecny popis uvidime ¢asem jako tzv. Jordaniv
rozklad matice/zobrazeni: Nad algebraicky uzavienym polem
skalart se cely prostor vzdy rozlozi na invariantni podprostory na
kterych je zobrazeni dano tzv. Jordanovymi bloky.
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Ortogonalni zobrazeni

Zobrazeni f : V — W, které zachovava velikosti pro vsechny
vektory u € V/, se nazyva ortogonalni zobrazeni. Pozadujeme tedy

(F(u), F(u)) = (u, u).

Z linearity f a symetrie skalarniho soucinu plyne

(Flu+v), f(u+v)) = (f(u), f(u)) + (F(v), F(v)) + 2(f(v), F(v)),

je tedy ekvivalentni podminkou i zdanlivé silnéjsi pozadavek, aby
(f(u), f(v)) = (u,v),

pro vsechny vektory u,v € V.
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Obecné, ortogonalni zobrazeni musi vzdycky byt injektivni, protoze
podminka

(f(u), f(u)) =0

znamend i (u,u) = 0 a tedy u = 0. Je tedy vzdy v takovém pripadé
dimenze oboru hodnot alespon takova, jako je dimenze definiéniho
oboru f.

Bez Gjmy na obecnost proto mizeme rovnou pfedpokladat, ze jsou
stejné a f : V — V (pokud by nebyly, doplnime ortonormalni bazi
na oboru hodnot.

Nase podminka pro matici ortogonalniho zobrazeni v ortonormalni
bazi pak fika pro vsechny vektory x a y v prostoru K”:

(A-x)7T(Ay)=x"-(AT-A) -y =xT-y.

Specialnimi volbami vektord standardni baze za x a y dostaneme
piimo, ze AT - A = E, tedy tentyz vysledek jako v dimenzi 2!
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Dokazali jsme tak nasledujici tvrzeni:

Necht V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem a

f : V. — V je linearni zobrazeni. Pak f je ortogonalni prave, kdyz v
nékteré ortonormalni bazi (a pak uz vsech) ma matici A spliujici
AT = AL

Skutecné, jestlize zachovava f velikosti, musi mit uvedenou
vlastnost v kazdé ortonormalni bazi. Naopak, pfedchozi vypocet
ukazuje, ze vlastnost matice v jedné bazi uz zarucuje zachovavani
velikosti.
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Diisledkem této véty je také popis viech matic pfechodu S mezi
ortonormalnimi bazemi. Kazda totiz musi zadavat zobrazeni

K" — K" zachovavajici velikosti a spliuji tady také pravé
podminku S~ = ST . P¥i prechodu od jedné baze ke druhé se tedy
matice ortogonalniho zobrazeni méni podle vztahu

A = STAS.
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Rozklad ortogonalniho zobrazeni

Necht je zobrazeni f : V — V ortogonalni, s matici A v néjaké
ortonormalni bazi.

Jestlize pro libovolny podprostor W C V a ortogonalni zobrazeni
f:V — Vplati f(W) C W, pak také plati pro vsechny v € W+,
we W

(F(v), w) = (f(v),f o fH(w)) = (v,f}(w)) =0

protoze i f~1(w) € W. To ale znamena, ze také f(W1) C W,

Ortogonalni doplnék k invariantnimu podprostoru je také
invariantni.




Kdyby byla vlastni €isla ortogonalniho zobrazeni realna, zaru€ovalo
by uz toto tvrzeni, ze bude vzdy existovat baze V z vlastnich
vektorl. Skutecné, zazeni f na ortogonalni doplnék invariantniho
podprostoru je opét ortogonalni zobrazeni, takze miizeme do baze
pfibirat jeden vlastni vektor za druhym, az dostaneme cely rozklad
V.

Nicméné vétsinou nejsou vlastni ¢isla ortogonalnich zorbazeni
realna. Musime si proto pomoci opét vyletem do komplexnich
vektorovych prostord.

Theorem

Necht f : V — V je ortogonalni zobrazeni na prostoru se skalarnim
soucinem. Pak vSechny koreny charakteristického polynomu f maji
velikost jedna a existuje rozklad VV na jednorozmérné vlastni
podprostory odpovidajici vlastnim Cislim A = +1 a dvourozmérné
podprostory P, 5, na kterych piisobi f rotaci o iihel rovny
argumentu kom7plexn/’ho c¢isla \. Vischny tyto riizné podprostory jsou
po dvou ortogonalni.
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Naznak dtikazu

Jestlize povazujeme matici A za matici linearniho zobrazeni na
komplexnim prostoru C" (ktera je jen shodou okolnosti realna),
budeme mit pravé n kofend charakteristického polynomu, véetné
jejich algebraické nasobnosti. Navic, protoze charakteristicky
polynom zobrazeni bude mit vyhradné realné koeficienty, budou
tyto kofeny bud' realné, nebo piijde o dvojice komplexné sdruzenych
kofenii A a \. Pislusné vlastni vektory v C" k takové dvojici
vektorti budou také komplexné sdruzené, protoze budou FeSenim
dvou komplexné sdruzenych systémi linearnich rovnic.
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Oznacme vy vlastni vektor pfislusny k vlastnimu &islu A = o + i3,
B # 0. Realny vektorovy podprostor Py generovany realnou a
imaginarni Casti xy = revy, y\ = imv) je zjevné invariantni vici
nasobeni matici A a dostavame

A-xy=axy — Byn, A-yr = ayy+ Bx\.

To ale neznamena nic jiného, nez ze zizeni naseho zobrazeni na Py
je dano slozenim rotace o argument vlastni honoty A (thel
arccos —=2—) s nasobenim velikosti vlastni hodnoty A (skalarem

/a2+52
/a2 + 32). Protoze naSe zobrazeni zachovava velikosti, musi byt
velikost vlastni hodnoty A rovna jedné.
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SEE

V dimenzi tfi ma charakteristicky polynom alespon jeden reélny
koren, kterym musi byt bud jednicka nebo minus jednicka. Dalsi
dva musi byt opét +1 nebo dva komplexné sdruzené nerealné. V
poslednim pfipadé zadava vlastni vektor odpovidajici readlnému
vlastnimu &islu osu rotace o argument vlastniho ¢isla druhého.
Pokud je realné vlastni €islo —1, bude navic jesté uplatnéno
zrcadleni podle roviny rotace.

Uvazme tedy zobrazeni s matici ve standardni bazi
0
0

-1

01
fRESR3 A= 10
0 0
Dostaneme polynom —A3 +22 — A+ 1=—(A-1)(A\2+1)s

kofeny \; =1, A =i a A = —i. Pochopitelné matice zadava rotaci
o devadesat stupnii podle osy y.
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