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Jednoduché linearni procesy jsou dany linearnimi zobrazenimi
¢V — W na vektorovych prostorech.

@ vektor v € V predstavuje stav néjakého nami sledovaného jevu
(tfeba pocty obcani tfidénych dle nejvy3si dosazené
kvalifikace, stav zasob jednotlivych dilt a vyrobkd atd.)

@ (v) miize predstavovat vysledek provedené operace (vysledek
vzdélavaci Cinnosti skolské soustavy nebo vyroba a prodej za
urcité casové obdobi apod.).

Pokud chceme dosahnout predem daného vysledku b € W
takového jednorazového procesu, fesime problém

p(x)=b

pro neznamy vektor x.
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V pevné zvolenych soufadnicich pak mame matici A zobrazeni ¢ a
soufadné vyjadreni vektoru b:

A-x=b

Pro b = 0 je mnozina feseni vektorovym podprostorem (jadro ¢).
Snadno ovéfime zakladni popis viech Feseni:

Theorem (Homogenni soustava rovnic)

Pokud je dimenze V = n < oo a dimenze obrazu zobrazeni ¢ je k,
pak dimenze podprostoru vsech reseni je pravé n — k.
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Skuteéné:

@ sloupce matice zobrazeni jsou pravé obrazy bazovych vektori,
v matici systému je pravé k linearné nezavislych sloupct a tedy
i stejny pocet linearné nezavislych radka;

@ pri prevodu na fadkovy schodovity tvar ziistane nakonec pravé
n — k nulovych radka;

@ pri feSeni systému rovnic tak zistane pravé n — k volnych
parametrii a dosazenim vzdy jednoho z nich hodnotou jedna a

vynulovanim ostatnich ziskame pravé k linearné nezavislych
reseni.

Fundamentalni systém feseni

Kazdé takové k—tici linearné nezavislych reseni fikame
fundamentalni systém reseni daného homogenniho systému
linearnich rovnic.
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Uvazme nyni obecny systém rovnic
A-x=b.

Jestlize rozsifime matici A o sloupec b, miizeme, ale nemusime,
také zvétsit pocet linearné nezavislych sloupct a tedy i radka.
Pokud se tento pocet zvétsi, pak systém rovnic nemiize mit reseni
(prosté se nase o viibec do b nestrefi). Jestlize ale naopak mame
stejny pocet nezavislych fadki, znamena to, ze sloupec b musi byt
linearni kombinaci sloupcii matice A. Koeficienty takové kombinace
jsou pravé reseni.

Méjme tedy dvé pevné zvolena feSeni x a y naSeho systému a
n&jaké feSeni z systému homogenniho se stejnou matici. Pak zjevné

A-(x—y)=b—b=0
A-(x+z)=0+b=0b.
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Miizeme proto shrnout:

Theorem (Struktura vSech feseni systému linearnich rovnic)

@ podprostor vsech reseni homogenniho systému rovnic A-x =0
ma dimenzi n — k, kde n je pocet proménnych a k je pocet
linearné nezavislych rovnic,

@ vsechna feseni jsou generovana tzv. fundamentalnim systémem
n — k Feseni, ktery Ize obdrzet z Gausovy eliminace postupnym
dosazovanim nul a jedni¢ek za volné parametry,

@ reseni nehomogenniho systému existuje pravé, kdyz pridanim
sloupce b k matici A nezvysime pocet linearné nezavislych
radkd. V takovém pripadé je prostor vsech reseni dan soucty
jednoho pevné zvoleného partikularniho reseni systému a
vsech feseni systému homogenniho se stejnou matici.




Linearni diferenéni rovnice
Diferenénimi rovnicemi jsme se zabyvali jiz v prvni kapitole. Nyni si
uvedeme naznak obecné teorie.

Definition
Homogenni linearni diferencni rovnice fadu k s konstantnimi
koeficienty je dana vyrazem

aoxp +aixp—1+ -+ axp—k =0, ag#£0 a 7é 0.

Rikame také, ze fesime homogenni linearni rekurenci radu k.

Libovolnym zadanim k po sobé jdoucich hodnot x; jsou uréeny i
vechny nasledujici hodnoty jednoznacéné. Zaroven je zjevné, ze
soucet dvou FeSeni nebo skalarni nasobek reseni je opét reseni.
Opét tedy je mnozina feseni vektorovym prostorem. Uvédomme si,
ze vektory jsou sice nekone¢né posloupnosti Cisel, samotny prostor
vSech feSeni oviem bude koneénérozmérny a pfedem vime, Ze jeho
dimenze bude rovna fadu rovnice k.
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Pokud tedy budeme predpokladat feseni v néjaké vhodné formé a
podafi se ndm najit k linearné nezavislych moznosti, budeme mit
opét fundamentalni systém reseni a viechna ostatni budou jejich
linearnimi kombinacemi.
Uvazujme moznost x, = A" pro néjaky skalar \. Pak dostavame
podminku

)\n_k(ao)\k + 31)\k_1 o+ ak)=0

coz znamena, ze bud A = 0 nebo je \ kofenem tzv.
charakteristického polynomu v zavorce. Predpokladejme, ze ma
tento polynom k riznych kofend Aq,..., k.

Miizeme za timto Gcelem i rozsifit uvazované pole skalaréi, napf. Q
na R nebo R na C, protoze vysledkem vypoctu pak stejné budou i
viechna feseni, ktera opét ziistanou v pavodnim poli diky samotné
rovnici.

Kazdy z korenii nam dava jedno mozné reseni

Xpn = (/\,')n.



Abychom byli hotovi, potfebujeme k linearné nezavislych feseni.
Nezavislost ovéfime dosazenim k hodnot pro n=0,...,k—1 pro k
moznosti A;. Dostaneme tzv. Vandermondovu matici a je péknym
(ale ne Gplné snadnym) cvienim spodist, ze pro viechna k a
jakékoliv k—tice rtiznych A; je determinant takovéto matice
nenulovy. To ale znamena, Ze zvolena FeSeni jsou linearné nezavisla.
Zbyva moznost nasobnych korenti A\. Dosad'me pro takové A\ do
defini¢ni rovnice predpokladané feseni x, = n\". Dostavame
podminku

aon\" + ... ak(n — k)A"k = 0.

Tuto podminku je mozné pfepsat pomoci tzv. derivace polynomu,
kterou znaéime apostrofem:

MaoA"+ -+ a\"F)Y =0

a Casem uvidime, ze kofen polynomu f je vicenasobny pravé, kdyz
je kofenem i jeho derivace f’. Nase podminka je tedy opét splnéna.
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PFi nasobnosti ¢ kofenu charakteristického polynomu A dojdeme
obdobné k fesenim x, = /A" pro j =0,...,¢ — 1. Tato budou
opét tvofit linedrné nezavisly systém, tj. fundamentalni fesend.
Uplné obdobné jako u systémii linearnich rovnic miizeme dostat
vSechna feSeni nehomogennich rovnic tak, ze najdeme jedno feseni
a pricteme cely vektorovy prostor dimenze k feseni odpovidajicich
systémii homogennich. Za timto Géelem zpravidla hledame feseni ve
tvaru polynomu

Xp =g +ain+ -4 ag_n!
s neznamymi koeficienty «;, i = 1,..., k — 1. Dosazenim do
diferenéni rovnice dostatneme systém k rovnic pro k proménnych
Q.
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Vlastnosti reseni

@ prostor viech feseni homogenniho systému fadu k je vektorovy
prostor dimenze k,

@ v3echna Fedeni jsou generovana fundamentalnim systémem k
feSeni, ktery Ize obdrzet ziskat z kofenti charakteristického
polynomu (A7, pokud jsou koreny po dvou riizné, slozitéji v
pripadé nasobnych kofenii),

@ viechna Feseni nehomogenniho systému obdrzime, kdyz
pricteme jedno pevné zvolené partikularni Feseni systému ke
véem feSenim systému homogenniho se stejnymi koeficienty.
Partikularni feSeni mazeme hledat pomoci tzv. metody
neurcitych koeficientd, tj. hledame jej jako polynom s
neznamymi koeficienty a feSime systém linearnich rovnic.

@ feseni vyhovujici danym pocateénim podminkam xg = by,. . .,
Xk—1 = bx_1 hledame z obecného Feseni dosazenim podminek
a uréenim koeficientd lineani kombinace funadamentalnich
reseni. Opét systém linearnich rovnic.
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Vsimnéme si, Zze pro rovnice s realnymi koeficienty musi vzdy koreny
charakterstického polynomu byt bud' realné nebo musi vystupovat
po dvou komplexné zdruzené nerealné kofeny. Jejich linearnimi
kombinacemi (soucet a rozdil goniometrickych tvard mocnin) Ize
pak pfimo obdrzet redlna feSeni vyjadiena pomoci funkci cos(ny) a
sin(nyp).
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Example

Najdéte posloupnost, kterad vyhovuje nehomogenni diferenéni rovnici
s pocateénimi podminkami:

Xnt2 = Xn+1 +2Xp+ 1, X1 =2, X0 = 2.

Obecné Feseni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" 4 b2".
Partikularnim reSenim je konstanta —1/2.

Obecné reseni dané nehomogenni rovnice bez pocatecnich
podminek je tedy

1
a(—l)n =F b2n — §

Dosazenim do pocatecnich podminek zjistime konstanty a = —5/6,
b =5/6. Dané rovnici s pocateénimi podminkami tedy vyhovuje

posloupnost

5 5., 1
L
(1" *3 2
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Uvazujme nyni nekone¢né posloupnosti
X = ..., Xepy Xep41y ooy X1, X0, X1y -« 5 Xpy o v«

a operaci T, kterad zobrazi posloupnost x na posloupnost z = Tx se
cleny

Zp = a1Xp + a2Xp—1 + -+ + Ak Xn—k+1-
Protoze nekonecné posloupnosti x umime scitat i nasobit skalary po

slozkach, jedna se opét o priklad vektorového prostoru. Zjevné ma
dimenzi nekonecnou.
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Posloupnosti Ize chapat jako diskrétni hodnoty néjakého signalu,
odecitané zpravidla ve velmi kratkych Casovych jednotkach, operace
T je pak filtrem, ktery signal zpracovava. Z definice je zfejmé, ze
periodické posloupnosti x, spliujici pro néjaké pevné pfirozené Cislo
p

Xntp = Xn

budou mit i periodické obrazy z = Tx

Zntp = A1 Xntp T A2Xn—14p + -+ AXn—k+1+p

A Xn + a2Xp—1+ -+ akXn—kt+1 = Zn

se stejnou periodou p.
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Pro pevné zvolenou operaci T nas bude zajimat, které vstupni
posloupnosti ziistanou priblizné stejné (pfipadné az na nasobek) a
které budou utlumeny na nulové hodnoty.

Jde nam tedy o vycisleni jadra naseho linearniho zobrazeni T. To je
dano homogenni diferenéni rovnici

aoXp + arxp—1+ -+ akxp—k =0, ag#0 a 7é 0.
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Spatny equalizer

Jako priklad uvazujme linearni filtr zadany rovnici
zp = (TX)n = Xnt2 + Xp-

Vysledky takového zpracovani signalu jsou naznaceny na
nasledujicich Etyfech obrazcich pro postupné se zvysujici frekvenci
periodického signalu x, = cos(yn).
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Cerveny je ptivodni signal, zeleny je vysledek po zpracovani filtrem.
Nerovnomérnosti krivek jsou diisledkem nepresného kresleni, oba

signaly jsou samozfejmé rovnomérnymi sinusovkami.
A =7.1250

= N}
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A =29.583

= N}
oo

L P

N
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Vsimnéme si, ze v oblastech, kde je vysledny signal priblizné stejné
silny jako piivodni, dochazi k dramatickému posuvu faze signalu.
Levné equalizery skutecné podobné Spatné funguji.

Vysledek |ze samoziejmé podrobné spocitat vyse uvedenou
metodikou.
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lterované procesy

Procesy byvaji popsany prostfednictvim linearni operace pro
jednotliva asova obdobi (linearizovany model). Budeme chtit
studovat jeho chovani béhem delsi doby.

Example

Predstavme si, ze zkoumame néjaky systém jednotlivcii (péstovana
zvifata, hmyz, bunécné kultury apod) rozdéleny do m skupin (tfeba
podle stafi, fazi vyvoje hmyzu apod.).

@ Stav x, je tedy dan vektorem (ay, ..., a;) zavisejicim na
okamziku t,, ve kterém systém pozorujeme.

@ Linearni model vyvoje takového systému je dan matici A
dimenze n, ktera zadava zménu vektoru x, na

Xn+1 = A Xp

pfi prirdstku Casu z tx na txi1.
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Prikladem linearnich procesil je Leslieho model riistu s matici (pro

m = 5)
h h B f4 £
7 0 0 0 O
A=10 » 0 0 0],
0 0 3 0 O
0 0 0 = O
ve které:

e f; oznacuje relativni plodnost prislusné vékové skupiny (ve
sledovaném Casovém skoku vznikne z N jedinci v i—té skupiné
fiN jedinct novych, tj. ve skupiné prvni);

@ 7; je relativni amrtnost j-té skupiny béhem jednoho obdobi.
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Vsechny koeficienty jsou tedy nezaporna realna Cisla a 7 jsou mezi
nulou a jednickou. Pfimym vypoétem (vyuzitim Laplaceova rozvoje)
spocteme charakteristicky polynom

p(\) =det(A—XE) =X —aX* —bA3 —cX\2—dr—e

s vesmés nezapornymi koeficienty a, b, ¢, d, e, napf. e = T T>7374fs.
Je tedy
p(A) = X°(1 - q(N))

kde g je ostfe klesajici a nezaporna funkce pro A > 0. Evidentné
bude proto existovat pravé jedno kladné A, pro které bude g(\) =1
a tedy p(A) = 0. Jinymi slovy, pro kazdou Leslieho matici
existuje prave jedno kladné vlastni cislo ).
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Pro konkrétni koeficienty miize byt dominantni vlastni Cislo \g vetsi
nez jedna, zatimco absolutni hodnoty ostatnich vlastnich Cisel A;
budou ostfe mensi nez jedna. lterace davaji pro kazdy vektor

v = vy + v1+ rozlozeny na vlastni vektory matice (pomijime ted

nasobnosti jednotlivych vlastnich &isel)
O (v) = A§vo + Nfvi + ...

V takovém pfipadé pfi iteraci krokil naseho procesu dojde pri
libovolné pocatecni hodnoté xg k postupnému vymizeni viech
komponent v jednotlivych vlastnich podprostorech kromé vg.
Pomérné proporce rozlozeni populace do vékovych skupin se budou
blizit pomériim komponent vlastniho vektoru k dominantnimu
vlastnimu Cislu.



Iterované procesy
ooooe

Napriklad pro matici (uvédomme si vyznam jednotlivych
koeficient(i)

0 02 08 06 0

095 0 0 0 O
A= 0 08 0 0 O
0
0

vyjdou vlastni hodnoty pfiblizné
1.03, 0, —0.5, —0,27 + 0.74i, —0.27 — 0.74i

s velikostmi 1.03, 0, 0.5, 0.78, 0.78 a vlastni vektor prislusny
dominantnimu vlastnimu &islu je pfiblizné

x = (3027 21 14 8).

Zvolili jsme rovnou jediny vlastni vektor se sou¢tem soufadnic
rovnym 100, zadava ndm proto pfimo vysledné procentni rozlozeni
populace.
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Casty pripad linearnich procesii je popis systému, ktery se mize
nachazet v m riiznych stavech s riiznou pravdépodobnosti. V jistém
okamziku je ve stavu s pravdépodobnosti a; pro stav i/ a k prechodu
z mozného stavu i do stavu j dojde s pravdépodobnosti t;;.

Popis procesu:

V Case n je systém popsan pravdépodobnostnim vektorem

Xp = (a1,...,am). Tj. komponenty vektoru x jsou realna nezaporna
Cisla a jejich soucet je roven jedné. Komponenty udavaji rozdéleni
pravdépodobnosti jednotlivych moznosti stavii systému. Rozdéleni
pravdépodobnosti pro ¢as n+ 1 je dano vynasobenim
pravdépodobnostni matici pfechodu T = (t;), tj.

Xpt1 = T - Xp.

Protoze vektor x zachycuje viechny mozné stavy, budou vsechny
sloupce matice T tvoreny také pravdépodobnostnimi vektory.
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Takovému procesu fikame Markoviiv proces.
Kazdy pravdépodobnostni vektor x je opét zobrazen na vektor se
souctem soufadnic jedna:

Dot =y O t)g=) x=1
iJ J i J

Protoze je soucet fadkd matice T vzdy roven vektoru (1,...,1),
bude jednicka zaru€ené vlastnim Cislem matice T a k ni musi
existovat vlastni vektor xg.
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Theorem (Perronova—Frobeniova véta)

Necht' A je realna ctvercova matice dimenze m s kladnymi prvky.
Pak plati

© exituje realné vlastni ¢islo \,, matice A takové, Ze pro vschna
ostatni vlastni Cisla X plati |\| < A,

@ Vvlastni ¢islo A, ma algebraickou nasobnost jedna,

© vlastni podprostor odpovidajici A, obsahuje vektor se vsemi
souradnicemi kladnymi

@ plati odhad min,-zj ajj < Am < max; ZJ- ajj.

Tvrzeni bezezbytku plati i pro tzv. regularni matice, tj. takové,
jejichz néjaka mocnina méa vyhradné kladné prvky.
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Diisledkem této véty pro Markovovy procesy s matici, ktera nema
zadné nulové prvky (nebo jejiz néktera mocnina ma tuto vlastnost),
je

@ existence vlastniho vektoru xs, pro vlastni €islo 1, ktery je
pravdépodobnostni

e priblizovani hodnoty iteraci T xq k vektoru xs pro jakykoliv
pravdépodobnostni vektor xg.

Prvni tvrzeni vyplyva pfimo z kladnosti soufadnic vlastniho vektoru
zminéné v Perronové—Frobeniové vété, druhé pak z toho, Ze
absolutni hodnoty vSech ostatnich vlastnich Cisel musi byt ostfe
mensi nez jedna.
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Sledovanost televizi

Vysilaji jisté dvé televizni stanice. Z verfejného vyzkumu vyplynulo,
ze po jednom roce prejde 1/6 divakid prvni stanice ke druhé stanici,
1/5 divaki druhé stanice prejde k prvni stanici. Popiste Casovy
vyvoj poctu divaki sledujicich dané stanice jako Markoviiv proces.

Matici Markovova procesu je zjevné

Matice ma dominantni vlastni hodnotu 1, pfislusny vlastni vektor je
(2,1). Protoze je vlastni hodnota dominantni, tak se pomér divak
se ustali na poméru 6 : 5.
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Hrac rulety ma nasledujici strategii: prisel hrat se 100 Ké. Vzdy
vsechno, co aktualné ma. Sazi vzdy na Cernou (v ruleté je 37 &isel,
z toho je 18 Cernych, 18 Cervenych a nula). Hrac skonéi, pokud nic
nema, nebo pokud ziska 800 Uvazte tuto dlohu jako Markoviiv
proces a napiste jeho matici.

Jednotlivé stavy systému jsou dany aktualni hodnotou, kterou hrac
ma. Jsou to tedy castky 0, 100, 200, 400 a 800 K&. Sloupce
pfislusné matice jsou obrazem situace, kdy hrac je s
pravdépodobnosti jedna v odpovidajicim stavu (tj. standardnich
vektor(i baze R®).
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Vysledna matice je:

\'

Il
coocow
OO T Ow
O ooy
o ooy
—_ o ooo

_ 19 _ 18
kdea—37ab—37.

Vsimnéte si podobnosti s Leslieho rastovym modelem.
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