2. vnitrosemestralni pisemka — MIN101 — podzim 2019 — 26. 11.

Veskeré odpovedi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestavajici

pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (1 bod) Mé&jme matici A s parametry a,b, c € R,

A=

Q=
w o N
—_ o O

a) Urcete parametry a, b, ¢ tak, aby fadky této matice tvofily ortogondln{ bazi R?.
b) Urcete parametry a, b, ¢ tak, aby matice A méla vlastni vektor w = (1,0, 2) a zdroven
méla nulovy determinant.

¢) Rozhodnéte, zda existuji parametry a, b, ¢ takové, ze homogenni soustava rovnic s ma-
tici A ma dvoudimenzionalni prostor feSeni.

2. (1 bod) Necht ¢ je linedrn{ zobrazeni prostoru R? do sebe, které je symetrif podle pifmky p
(tj. osova symetrie), pricemz piimka p prochdzi poc¢dtkem a ma smérovy vektor (3,0, —1).
Urcete matici zobrazeni ¢ ve standardni bazi.

3. (1 bod) Méjme linedrni zobrazeni ¢ : Ry[z] — Rslz] a ¢ : Rz[z] — R, [z] zadané predpisy
p(p(r)) = (2" +1) - p(x) a ¥(q(x)) =q"(2),
pro p(z) € Ry[z] a ¢(x) € Rs[z]. Zde ¢"(x) oznacuje druhou derivaci polynomu ¢(x). Déle
uvazme linearni zobrazeni
fl I:walel[x]—)Rl[Z’] a f2 ZQOOwRy,[Z’]—)Rg,[Z’]
a) Urcete fi(ax +0b) a fo(az® + bx® + cx + d).
b) Urcete matici zobrazeni fo v bazi a = (23, 2% x,1) prostoru Rs[z].

b) Urcete vlastni ¢isla f, a najdéte néjakou bézi Rs[z| slozenou z vlastnich vektoru fo.



1.

Resen{ a bodovani
a) [0.3 bodu] Ozna¢me faddky matice vy (prvnf faddek), vy (druhy fadek) a vs (tieti fddek). Podminka
ortogonality znamena
(vi,v2) =14+2a=0, (vi,v3) =c+6=0, (vo,v3)=c+3a+b=0,

[0.1b za tvahu]. Tato soustava rovnic mé fefeni a = —%, b= 22 a ¢ = —6, [0.2D)].

b) [0.5 bodu] Vektor w je vlastni, jestlize Aw = Aw, tj.

1 2 0\ /1 1 1
a b|l[o]=(1+20]=x[0], [0.1b],
c 3 1) \2 c+2 2

pro néjaké A € R. Tti slozky posledni rovnosti jsou A =1, 1+2b=0a c+ 2 = 2. Tedy w je vlastni
vektor pro vlastni ¢fslo A = 1, coz znamend b = —1 a ¢ = 0 (pro libovolné a € R), [0.2b]. Pro tyto
hodnoty parametru spoc¢teme determinant

2 0 1
det a —1/2 =a-g, [0.1b].
3 1

O ==

Tedy a = 1, [0.1b].

¢) [0.2 bodu] Tato soustava rovnic mé dvoudimenzionédlni prostor Feseni prévé, kdyz mé matice A
hodnost jedna, tj. 1ze ji fadkovymi elementarnimi dpravami pfevést na matici, kde jsou dva Fadky
nulové. Spocteme

1 2 0 1 2 0
A=|(1 a bl ~|0 a—2 b],
c 3 1 0 3—2c 1

tedy druhy fadek je nulovy pro volbu a = 2 a b = 0, nicméné tieti fadek je vzdy nenulovy. Parametry
a, b, ¢ tedy nelze zvolit tak, aby soustava méla dvoudimenziondln{ prostor feseni, [0.1b za tivahu a 0.1b
za spravné zdivodnénou odpovéd].

2. [1 bod] Ozna¢me v; = (3,0, —1) smérovy vektor piimky p a dale zvolime dva vektory kolmé k v;: napf.

ve = (1,0,3) a v3 = (0,1,0), [0.2b za vybér vhodné baze]. V bazi o = (v1,v2,v3) mé zobrazeni ¢ matici

1 0 0
(‘p)a,a =0 -1 0 y
0O 0 -1

3 0 =1
' ' . 10 Io
(id)oe = ((id)ea) =]7 0 = |,
0 1 0
[0.1b]. Celkem dostaneme

4 0o =3
5 5
(@ee=]10 -1 0
4
20 -

[0.2b].



3. a) [0.2 bodu] Plat{

"

filaz +b) = (% + 1)(az +b))" = (az® + ba® + ax + b)" = 6az + 2b, [0.1b]
falaz® + bx? + cx + d) = (2 + 1)(6ax + 2b) = 6ax® + 2bz? + 6ax + 2b, [0.1b].

b) [0.2 bodu] Mdme fa(2?) = 62° + 6z, fa(2?) = 222 + 2, fa(x) =0 a fa(1) = 0, tedy hledand matice

Je
6 000
0200
6 0 0 0| 1020l
0200

b) [0.6 bodu] Toto lze spocist pomoci vlastnich ¢isel a vektorti matice z ¢dsti b), nicméné rychlejsi
pracovat pifmo s predpisem fo(az® + bx? + cx + d) = 6ax® + 2ba® + 6ax + 2b. Zejména fo(z) = 0
a fa(1) = 0 znamend, ze polynomy x a 1 jsou vlastni vektory piislusejici vliastnimu ¢éislu 0, [0.2b].
Déle si véimneme, Ze fa(2® + ) = 6(2® + ) a fa(2? + 1) = 2(2% + 1), tj. 2% + z je vlastni vektor
pifslusejici vlastnimu éfslu 6 a 22 + 1 je vlastni vektor pifslusejici vlastnimu éfslu 2, [0.3b]. Tedy béze
z vlastnich vektoru je
a=(1,z,22 +1,2° +1), [0.1b].



