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Vlnová rovnice. Uvažujte nekonečný řet́ızek stejných malých závaž́ı o hmotnosti
m, spojených lineárně identickými nehmotnými pružinami o tuhosti k. Rovnovážná
vzdálenost sousedńıch závaž́ı nechť je a, a předpokládejte pohyb pouze ve směru
pružin. Pole výchylek jednotlivých závaž́ı z jejich rovnovážných poloh popǐste spo-
jitou veličinou u(x).

• Sestavte pohybové rovnice pro j-té závaž́ı a ukažte, že za předpokladu a→0 tyto pohybové rovnice přecháźı
v rovnici vlnovou.

Pojďme se pod́ıvat na Taylor̊uv rozvoj spojité funkce u(x) v okoĺı bodu x0,

u(x) = u(x0) + u′(x0)(x− x0) +
1

2!
u′′(x0)(x− x0)2 + . . .

u[k+1](ξ)

(k + 1)!
(x− x0)k+1,

zde se zbytkem v Lagrangeově tvaru, kde ξ lež́ı mezi x a x0. Přepǐsme rozvoj s označeńım x=x0+ε do podoby

u(x0 + ε) = u(x0) + u′(x0)ε+
1

2!
u′′(x0)ε2 +O(ε3),

a přidejme ještě obdobný rozvoj opačným směrem,

u(x0 − ε) = u(x0)− u′(x0)ε+
1

2!
u′′(x0)ε2 +O(ε3),
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u(x0 + ε) = u(x0) + u′(x0)ε+
1

2!
u′′(x0)ε2 +O(ε3),

u(x0 − ε) = u(x0)− u′(x0)ε+
1

2!
u′′(x0)ε2 +O(ε3),

Za předpokladu, že výchylky jednotlivých závaž́ı jsou známy, můžeme tyto dvě rovnice využ́ıt k diskretizovanému
vyjádřeńı derivaćı. Vyloučeńım člen̊u s druhou derivaćı dostáváme

u′(x0) =
u(x0 + ε)− u(x0 − ε)

2ε
+O(ε2).

Tomuto vzorci se ř́ıká dvoubodová centrálńı prvńı derivace. Pokud naopak vylouč́ıme členy s prvńı derivaćı, dostáváme

u′′(x0) =
u(x0 + ε)− 2u(x0) + u(x0 − ε)

ε2
+O(ε).

Tomuto vztahu se ř́ıká dvoubodová centrálńı druhá derivace. Obdobným zp̊usobem se hledaj́ı n-bodové k-té derivace.
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jitou veličinou u(x).
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ε2
+O(ε).

Vraťme se k pohybové rovnici na obecném mı́stě homogenńıho řet́ızku,

j : mẍ[j] = −k
(
x[j]− x[j − 1]

)
− k
(
x[j]− x[j + 1]

)
= kx[j − 1]− 2kx[j] + kx[j + 1].

Neńı těžké tuto rovnici přepsat pomoćı diskretizované druhé derivace,

O(a3) : mü(x[j]) = ku(x[j])′′a2,

a po přechodu ke spojité souřadnici x
ü− v2u′′ = 0,

kde v=a
√
k/m má jednotku m.s−1 a význam rychlosti š́ı̌reńı fáze podél řet́ızku.
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